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Tor  Wort« 


Werk,  wddMB  flieh  Memlt  te*s  PnbUcom  elaf&lirt,  kam  flckMi  dMflwcfea  wMkt 

ekme  Vorrede  bleiben,  damit  darch  dleae  Rechenschaft  gageken  werde,  wie  der  sei« 
Ben  ersten  Theil  einnehincnde  rein  mathematische  Bewohner  zu  einem  physicalischeii 
Aasbängeschild  gelsage  j  um  aber  den  ürund  davon  recht  anschaulich  machen  zu 
kiMiMii,  sehe  leh  nddi  bewogen,  etwas  welter  anszahotea.  ~ 

Zu  jener  Zelt,  wo  ich  den  Anhang  zu  der  1837  in  Berlin  voa  aifar  haraaagegeka« 
nen  ,p;alvniiischrn  Kette"  schrieb,  trat  mir  der  Gedanke  marhtig  entgegen,  e«  müsse 
sich  der  Bau  des  physischen  Körpers  in  solcher  Weise  aaffassen  lassen^  dass  mit  jenen 
ligCHehaflaa  dea  mtarienaii  Raaaierflillendea,  IIa  wir  Tpraagawdsa  als  Ilm  aage- 
kSrlf«  ia*a  Aag»  sa  fiwsen  gewohnt  sind,  zugleich  aad  aodiweadlgerweise  nach  alle 
die  gegeben  seien,  welrhe  wir  uns  bis  dahin  mehr  wie  seine  Gnsfe,  die  ihn  von  Zeit 
an  Zeit  heinsuchen,  m)i zustellen  pflegten,  und  wofür  man,  wenn  nicht  ausser  doch 
■Aea  iaa  Körper  liegende  Vraachaa  erdaeht  hat,  die  als  aiassealase  aad  d««h  aclbal- 
aÜBdife  Naturdinge  unter  den  Namen  Licht,  Wirme,  Electricitit,  «.  a.  w*  ia' 
der  Physik,  wiewohl  nicht  ohne  Widerspruch  von  einzelnen  Stimmbi'ri>rhtlfr(en ,  das 
Bilrgerrecht  erlangt  haben.  Uie  hohe  Bedeutung  des  (iedankens,  alle  diese,  eigent- 
Ich  blaa  mm  aas  aelbar,  aai  wahrgenonmeae  EndMianngen  begreifea  sa  küaaaa,  bi  die 
Aaaaenweit  hiaefagetrafcnaB  Verstandescrzengnisae  als  solche  darzustellen,  die  in  der 
Wesenheit  des  Körpers  ihre  objertive  Wurzel  finden ,  nnd  sie  eben  dadurch  In  ihrer 
VerUadang  und  gegenseitigen  Abhängigkeit  kennen  zn  lernen,  oder  aoeh  nur  dea 
Weg  sa  dtesar  Keaataiai  aMabaiHMai ,  Uaaa  Ii»  «aar  afa  ta  arfr  aar  vMUgae  Raha 
haomiea;  allaia  die  akhto  weaiger  ala  aaJi&MBienulen  Brftiraagea ,  wekhe  Ich  gMdi 
hai  aieinem  ersten  Versuche,  das  GSn<>^elband  der  Schule  zu  verlassen  und  frei  6e- 
■ckaflieaea  ihr  znzufuhren,  von  Ephoren  der  Wissenschaft  zu  machen  Gelegenheit  ge- 
aag  criMkea  hatte,  >->  EiüArangen,  in  Folge  der  ich  jahrehag  «to  lekhaAea  GcHU 
T»B  dea  Tcrschledenartigataa,  «tt  deai  6d»ir«a  Tetbaadeaea  Wakca  ühevail  aiit  mibe  her> 
nmtrup,  welfhfs  {(■»;Iidien  sich  annähernden  peistif^en  Erzengnngstrieb  scheu  von  sich 
abzuweisen  gaaz  geeignet  war,  —  so  wie  die  bald  nachher  erfolgte  gänzliche  l'män- 
diraag  auloMr  aai'igaa'i<BbaBaaeihaialn  haUni  Hat  müt  1a  dea  Uatergrund  godi  an^rt, 
mmi  Miaa  mti|hett  aaf  hkae  HaeMflnagaa  Iber  die  aleht  il»aa,  wie  es  adteiatn 
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mochte,  grosse  Gehaltlosig^keit  des  bereits  in  die  Welt  Gesetzten,  und  auf  dessen 
Reinerhaltnng  in  setner  ursprüngiichen  hoclist  einfachen,  und  schon  darum  allein  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  der  Natur  abgeborgten ,  Gestalt  beschränkt. 

Zehn  Jahre  später  gab  das  auf  dem  Zueignungsblatte  berührte  Ereigniis  meinem 

anfänglichen  Wissensdurstc,  dessen  Glut  in  Bprühriiiiy  mit  dem,  bekanntlich  jegliche 
Hitze  veiv.ehrcMden ,  Else  des  coiivcntioncUen  Lebens  st  iller  bis  auf  \ull  gesunken 
war.  .seine  antanirliche  Stärke  wieder,  und  mit  ihm  trat  jener  balbbe"rabene  (iedanke 
»nm  zweiten  Maie  in  den  Vorder»;rund.  Sein  seitdem  in  meiner  Seele  gtattgehabtea 
Hegten  und  Pflcj^en  Hess,  was  bis  dahin  blos  Hoffnung  war,  zur  Ueherzeiij^un';  an- 
waclisen,  dass  er  kein  leerer  Tranin  "rewesen  sei.  Iiier  luin.  auf  dem  AVeoe  zu  sei- 
ner  Eniwickelung  eifri";  vorwiirlH  üchreitend,  p;erieth  ich  an  die  Stelle,  wo  ich  anneh- 
men gg  dürfen  glaubte,  dasa  guvor,  will  man  nicht  noch  weit  entfernt  Tom  Ziele 
stehen  bleiben,  der  Zweig  der  Mathematik,  —  welcher  in  den  Stand  setzt,  räHmllche 
und  dynamische  Beziehungen  am  schiefwinklij^en  Cuordinatensysteme  mit  der  ;j;leicheii 
Leichtigkeit  und  Allgemeinheit  zu  verfolgen,  wie  nm  rechtwinkligen,  —  vollständig 
ausgebildet  werden  müsse,  In  weicher  Beziehung  mir  neben  dem,  was  mein  Bruder 
Tür  das  ebene  System  gethan  hat .  nur  noch  die  verdienstlichen  Anfiingc  bekannt  wa- 
ren, welche  Im  ersten  Snpplementbande  zu  .,k  lüge  Ts  mutheniatisc  liem  \\  örterbuche* 
unter  dem  Artikel  C  o  o  r  d  i  ii  a t  e  n  s  >  st  e  ni  gefunden  w  erden.  Aus  dem  iScstrebeii,  diese 
Läcke  auszufüllen,  giengen  Früchte  von  vorzugsweise  mathematischer  Art  her>T,  de- 
ren einen  Theil  der  vorliegende  Band  zu  Tage  fördert.  Indessen  ,  da  diese  Resultate 
ganz  allein  im  Grübeln  iiber  den  innerii  Bau  des  natürlichen  Körpers  ihre  Veranlas- 
sung fanden,  und  deren  Veröffentlichung  wieder  nur  aus  dem  Grunde  geschieht,  um 
In  der  Folge  zur  Förderung  des  gleichen  Zweckes  Dienste  thnn  «n  Können,  sie  aonach 
mit  dem  tihysicalischen  Objecte  die  Glieder  elties  Leibes  ausmachen,  so  hielt  ich  es 
für  angeine.sst'ii ,  diesen  Unistand  dadun  h  kund  /,u  gt  ben ,  dass  ich  den  Hauptzweck, 
den  physicalischcn .  im  llaupttitel  „Beitrüge  zur  lUoIccular-l'hysik'  ausspreche,  und 
den  besondern  Inhalt  des  Bande»  jedesmal  nur  tm  Webentitel  angeige.  Mit  diaaena 
eraten  Baude  auf  gleicher  Linie  steht  der  kommende  zweite,  w  elcher  die  Dynamik  am 
schiefwinkligen  t'oordiiiatcnsvsteme  im  Grundrisse  liefern  wird,  worauf  erst  spater  die 
eigentlich  physicalischen  Untersuchungen  I»  dem  gleichen  Gewände  folgen  werden. 
Da  der  zweite  Band  die  Dynamik  des  physischen  Körpers  auf  den  bisher  üblichen 
Grundlagen  aufbaut,  und  nur  das  Mittel,  an  welches  sich  der  Bau  anlehnt,  das  Coor- 
dinatcns^stem  niimlich,  ein  anderes  ist,  so  wird  sich  hierdurch  der  Unterschied  zwi- 
schen diesen  Grundlagen  und  den  später  einzuAihrendeu  um  so  deutlicher  und  schon 
von  selber  hernnssldlen.  ,  •  • 

Ein  Durchgehen  dieses  ersten  Bandes  wird  zu  der  Ueberzengiing  fähren ,  dass 
die  in  ihm  gegebenen  Gesetze  der  Urtsbestimniungen  im  schiefwinkligen  Coordinatcn- 
systeme  ein  eben  so  vollständiges  und  abgerundetes  Ganzes  bilden,  wie  die  tm  recht- 
winkligen ,  dass  es  also  nicht  aus  einer  Art  von  Schamgefühl  geschah,  wesshalb  sieb 
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jene  in  einiger  Entfernnag^  von  diesen,  ihren  Schwedtern,  auf^eAtellt  haben.  Im  Ge- 
gentheile  gesellt  sich  bei  jenen  zu  ihrem  durchweg  ebenm&Migen  Körperbaue  noch 
ein  ganz  eigenthümllcher  Reiz ,  der  aus  der  ungleich  grossem  Mannio;-faltigicelt  ihrer 
Formen  hervorgeht.  —  Die  zum  sichern  Arbeiten  im  rechtwinkligen  Systeme  erforder- 
lichen Blittel  verhalten  sich  zu  denen  im  schiefwinkligen  Systeme  wie  der  Hansrath 
eines  schlichten  und  unbegnterten  Hannes  za  dem  eines  opulenten  und  prachtlieben- 
den. So  wie  im  hiusUchen  Leben  die  einfachere  Einrlchtang  für  nIHägtiche  Zwecke 
die  natürlichere  Ist,  und  darum  ein  Anrecht  hat,  der  zusammengesetzteren  nicht  eher 
als  bei  aassergewöhnlicben  Vorgängen  ans  dem  Weg  gehen  su  m&ssen  ;  gleichwohl 
aber  der,  welcher  an  die  letxtere  einmal  gewöhnt  worden  Ist,  diese  nicht  gern  mehr 
von  sich  lässt:  eben  so  ist  in  den  meisten  FSlIen  das  Arbeiten  im  rcch(w)nkli»^cn  Co- 
ordinatcns) Sterne  das  empfchlenswertlierc,  und  erst  da,  wu  die  besonderen  Daten  einer 
Aafgabe  zum  Gebrancbe  des  schtefwInkUgen  f^etehsaffl  nöthlgen,  nacht  skli  dessen 
Uebericgenhelt  reckt  fiihlhar;  denmngeacbtet  aber  wird  sieb  der  mit  den  letzteres 
vertraut  gewordene  Analyst  auch  da  noch  zu  dessen  Ben&txoiig  hingezogen  fühlen, 
wo  es  Vortheiie  zu  gewähren  nicht  mehr  im  Stande  Ist. 

Den  Hanptbestandtheil  des  vorliegenden  Bandes  macht  dessen  erster  Abschnitt 
— ,  der  vom  Puncte  and  YWi  der  Richtung  handelt ,  auf  ^reh  hen  auch  verkiiitnlsS- 
mässig  der  grösste  Fleisa  «ferirhtet  worden  ist.  Anfäitglirl»  schien  derselbe  laii^i*  Zeit 
hindurcii  meinen  Bcmilhungeii  unüberstcipliche  HUidcrnisse  in  den  Weg  legen  m  wol- 
len, bis  mich  cndJich  die  vielen  missiuiigenen  Versuche  selber  dahin  brachten,  tatt 
den  schicfn inklixen  Cooriiinaten.sx  steine  "xleichzcifier  immer  n»>cb  ein  zweites,  von  dem 
ersten  in  bestimmter  Weise  abhi»nf;ige3 ,  in  die  Betrachtungen  «af7:iinehmeu  '•'),  den 
kh  den  ^amen  Polarsyst eni  gegeben  habe,  well  es  sich  zu  dem  urspri'inglichcn  ge- 
■an  80  verhalt,  wie  Jas  Polardreieck  zu  demjenigen  aadcm  »phäritichen  Dreieck,  «irf 
wekhes  es  sich  bezieht.  Vo«  d>  »b,  mad  nachdem  aech  die  keineswegs  gerlipe 
Schwierigkeit  der  vielfachen  Bezeichnungen  beseitigt  war,  entfaltete  sich  der  Inhalt 
dieses  ersten  Abschnitt«  mit  Leichtigkeit  in  Heiner  ganze»  Fülle;  er  ist  viel  reicher 
•Ii  der  entsprechende  Abschnitt  beim  rechtwinkligen  CoordiiiateBsyateme ,  und  verlangt 
daher  auch  einen  grösscm  Riuim,  was  iiwtesaen  von  allem  nach  ihm  Kommenden  bei 
Weitem  nicht  mehr  in  dem  gleichen  Maasse  gilt  Obwohl  nämlich  dieser  AbachnHt 
ungleich  mehr  Relationen  in  sich  anfnimmt,  ais  das  rechtwmkl»Ke  System  ^cben  kanir, 
»o  werden  die  —s  Ihnen  hervorgehendeu  KcauKat«  im  APgemeiaen  doch  keineswegs 
m— «meBge«et»ter,  wohl  aber  sind  die  kter  mmktttenin  «thrtrtei  Formen  In  St— ds 
auf  einige  Stellen  der  bisherigen  analytischen  t>eometrte  ein  unverhofftes  Licht  zu 
werfen. 


*)  Den  reichhaHigea  Aoftati  de*  Herrn  Dr.  Baedenkaaip  im  Granert't  Arcliif  (Tbail  3.  XU.),  der 
Bich  tchnener  «nf  die  Fährte  b&tle  bringen  kÖDaen,  habe  ich  ent  aa  Eade  de«  Drackes  diete«  Bu- 
de« ri  Geeicht  bekoomen. 
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Die  auf  den  ernten  noch  fol;;;eiiden  Abschnitte  haben  zum  Zwecke,  cinestheils  Ht 
GebiaiK hsw eist!  von  jenem  an  ßciK|iieU>n  zu  erläutern,  und  andnntheils  den  spätem 
Bänden  vorzuarbeiten,  wobei  solche  Betrachtungco  übcrgAngen  worden  aind,  welche 
4m  allen  Fandlei -CoordlMternyitoiffl  Töllig  die  gleickeii  Ueibeii,  and  daher  voa  de- 
nen am  rerhtwinliligen  Systeme  bekonnt  «^cwurdenen  in  Nichts  sich  untersrheidea. 
Blau  nird  .sclioii  Im  zweiten  und  noch  mehr  iiu  dritten  Absthiiitte  mit  Veifiiiri^en  be- 
meriieu,  wie  sich  Fragen  über  Hachen  und  Linien,. auch  wenn  es  schon  eutlegcnere 
■IM,  aai  seUefWlakligen  SyateoM  iut  mit  derselben  IiHclitlgkeit  wA  Kitte  wie  te 
nchCwlnkligcn  beantworten  lassen ,  waa  achon  ein  bioser  Vergleidi  dea  lahalta  Mtt 
dem  u'priii'^en  dazu  verbrauchten  Räume  nn  die  Hand  pjcbcn  liann ,  zumal  w  enn  man 
bedenkt,  da«8  hier  alles  in  doppolten,  zuweilen  sogar  in  vierfachen  Formen  gegeben  ' 
'tat,  nad  daaa  eine  eiate  Bearbeltang  ohne  ZwcfM  nicht  gleich  überall  den  beataa 
"Wcfr  ^etrofTen  liabeu  wird.  Dabei  wird  ein  näheres  Eingehen  in  die  Sache  den  B*> 
weis  liefern  können ,  dass  meine  \bsirht  uirg'ends  die  war,  den  Cepjenstniid  in  uiöj^- 
lichster  liürze  abzumachen,  da  meiner  Meinung  nach  gröaate  Kürze  nicht  immer  mit 
grtaater,  dem  Neulinge  vor  Allem  lldtfa  thnendw,  Einalcht  In  den  Segeaatand  Haad  in 
Hand  geht,  and  ich  nicht  ausschliesslich  einen  schon  völlig  auagablldeten  Leser  vor 
Aufjen  hatte.  Darum  wird  man  auch  jede  einzelne  Aiiff^ahe  immer  nur  auf  dii-  direc- 
teste  und  uugetiucliteste  Weise  angegriffen  finden,  su  wie  ich  mir  allerwürts  eine 
Afigllchat  gleichartige  Bduuidlug  verwandter  Oegenatinde  aum  Ziele  aetate;  aifeh 
liabe  ich  ea  nicht  versäumt,  die  verechiedeoen  Gldchnngaformea  elmeln  aafzustellen, 
obgleich  diess  %i('lf;i(li  zu  vermeiden  gewesen  wäre,  wiewohl  nach  meinem  Dafürhal- 
ten nicht  ohne  üeeintracbtigung  der  Deutlichkeit,  wenigstens  bei  dieser  ersten  Vor- 
Inbrang  dea  Gegenstandea.  Ich  habe  übeihaa|it  mehr  anf  die  amatindllehe  Anzeige 
'dar  Taraehiedenen  Mittel  and  Wege  als  anf  Kurse  der  Barstollung  meia  Augenmerk 

gerichtet,  indem  ich  den  Leser  in  die  Mitte  der  Sache  liiuein.  nicht  aussen  herum 
fuhren  wollte.  Anf  diese  Weise  aber  glaube  ich  selbst  für  den  ersten  Kufünger  in 
dar  analytiadicn.  fieoantcle  veratiadll^  genug  gewarden  an  aein.  Ja  ich  gebe  oridi 
dar  HoAinttg  Jün,  dadardi,  daaa  Ich  ihm.  die  ficgeaaliade  iherall  aar  in  ihrer  natiiw 

liebsten  Helcnilitmijj  \orführe,  selbst  solche  Stellen  ihn  im  jjiifen  Lichte  sehen  zu 
laaaen,  die  Ihm  anderwärts  vielleicht  noch  von  einer  Seite  her  dunkel  geblieben  sind, 
varauageaetat  jcdndi,  daaa  er  alch  darch  jUm  Mehriieit  der  Dinge  nic^t  Irre  nmchaa 
laaae.  Waa  in  dieaer  Bealehaag  mir  algenthimllA  aagehört,  mag  der  Kundige  alch 

■elber  sagen  5  es  Ist  nicht  meine  Absicht  auf  dergleieben  >ebeiisnrhen  irgend  einen 
Anspruch  zu  begründen.  Strenge  in  der  Darstcllang  wird  mau,  denk  ich,  nicht  %'er- 
misscii,  obgleich  ich  nach  dem  A^organge  meinea  Bmdcra  den  Ton  Lagrange  geaboe- 
ten  Weg,  den  maa  g^;enwärtig  im  Verdachte  der  Uabrauehbarkclt  zu  erhallea  alch 
Mühe  zu  gehen  scheint,  betreten  habe;  und  hi erauf  ein  Gewicht  zu  legen,  werde 
leb,  ungeachtet  so  vieler  und,  in  so  weit  sie  von  Ueberaetzern  herrühren,  äusserlicb 
aehr  starker  Widersprüche,  durch  eine  iaaere,  laute  Stlmaie  angetrieben.  DIeacr  na> 
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ürltdMto  Wap  n«shl  allsrdlag«  bd  kmuaOmtm  v«a  der  Hesel  tCMHiilei«  Wumm^ 

mm  errordrrlirh  ;  es  will  mich  jedorh  bcdünkeo,  ile  ob  niirh  jeder  andere,  erkfitiAtel- 
tere  Weg  am  Ende  immer  doch  auch  anf  die  gleiche  Anforderung,  die  in  der  Natur 
der  Sache  Hvee  fined  sv  hahe«  eehelet,  Eurückkomincu  inüsste  j  deren  zerbrfickelte 
Bnatoemnif;  an  eiaielaeai  Stellen  der  ■aaptattaaae  äbnr  tat  jedeafidla  deai  Petertlkfc 
nicht  ^Dstig.  Die  Convergenz  der  Reihen  bei  aligenieiiien  Betrarhtang;en  Im  Aug;e 
behalten  zu  wollen,  ist,  auch  wenn  es  überhaupt  iiöthi«];  wäre,  hier  »ehon  darum 
überlÜBsig,  well  die  Verftsderiichen ,  nach  deren  Potenzen  die  Reihen  fortschreiten, 
alela  aar  naeadUeh  Uelae  Warthe  aasaaahaieB  hraadMB,  die  Belhea  «lae,  ae  laage 
nicht  jene  AuRnahmen  eintreten,  nothwendigerwelse  eeavergfrai)  and  swar  lai  hlch- 
aten  Grade,  so  dass  sie  aufhören  Reihen  r.a  sein. 

In  Fällen,  wo  die  analytische  Geometrie  am  achiefwinkligcn  Coordinatenaystene 
deppdie  Teraiea  la  dch  aafoeaehaea  aaa  trgead  eiaeia  Oiaade  abgakahaa  wM,'  and 
doch  der  Rlchtonj^sglelchiingen ,  —  wie  Irh  die  Bedlng;un<>;sgleichungen  zwischen  den 
ProjertinnHr.ahlcM  einer  Rlehfunj»;  an  drei  beliebigen  Axen  genannt  habe,  —  sich  nicht 
entachlagen  kann,  werden  ihre  Hechnungsergebnisse  zuletzt  verwickelter  als  am  recht- 
irlnUtgea  Syateae.  Vm  Beispiele  dieeer  Art  aleht  a«  ibergehea,  hahe  Ich  aech  dea 
vierten  Ab»rhnltt  beigefügt,  welcher  der  am  wenigsten  ansgearbeftete  lat,  aad  vea 
den  Linien  und  Flärhen  der  zweiten  Ordnung  handelt ,  in  so  weit  man  blos  die  Um- 
formung Ihrer  Gleichungen  in  s  Auge  fasstj  um  aber  sicher  die  hier  aufstoigeuden 
Vahcqaeailielikettea  nicht  aa  verdechea,  habe  ich  die  KrlelehteraBgea ,  wdrte  aeldM 
Betrachtaagen  aaa  der  Natar  der  berfihrcnden  Oeraden  und  Ebenen  Kchöpfca  kdaaea, 
ZB  benfitzen  unterlassen,  wodurch  der  Vortheil  eines  stärkern  Ilervortrctens  der  n«Mien 
Formen  erreicht  werden  konnte.  In  diesem  Abschnitte  bat  sich  eine,  meines  Wissens 
hbber  aoch  anbehaaddt  geMiebeae  aad  dach  aehr  heatericeaewerthe  Hgeaaehaft  der 
Flächen  zweiter  Ordaaag  geltend  gemacht,  deren  BaKhflUurnng  in  dem  letzten  Paragra- 
phen und  von  einem  andern  Gesi«  htsjuinrte  aus  schon  früher  fheils  in  Nr.  224.  bis 
Nr.  327.  theiU  in  Xr.  HO.  \  ersucht  wurden  ist.  Diese  Durcktuhrung  ist  zwar  noch 
sieialldi  aageleak,  allein  Ich  glaabe  aleht,  dass  die  naalytische  Oeeaietrle  ha  recht* 
wlaUlgea  Syateme  sie  ohne  Weiteres  In  viel  geschmeidigerer  Weise  wird  geben  kön- 
nen; vielmehr  vermuthe  ieh,  dass  /.u  einem  leii  literti  Gan^e  derselben  im  rechtwinkli- 
gen wie  im  schiefwiukligeu  Systeme  auch  eiuigc  Zwischenglieder  uutbig  sind,  deren 
■angel  wohl  Sebald  geweaea  sela  piag,  wamm  die  fragUehe  Elgcascbaft  bisher  aoch 
aicht  zur  Sprache  gekommen  ist.  Die  Resultate  der  Aufgabe,  von  welcher  hier  die 
Rede  ist,  sind  von  sehr  eigenthümlicher  Art  und  namentlich  in  ihren  Rcstrictionen  so 
unerwartet,  dasa  mau  au  einigen  Stellen  vorgefallene  Rechnuugsfchler  zu  vermuthen 
feaelgt  sefa  dttrfte.  Obgleich  die  von  ailr  gegebene  Uenag  ihr  Hei  achler  bb  aa*a 

Bade  verfolgt,  so  deatet  doch  schon  die  nnvollständi-^e  und  un^^Ielchfömiige  Art  der 
Einsammlung  ihrer  verschiedenen  Ergebnisse  darauf  hin,  dass  hier  noch  eine  ergiebige 
Nachlese  zu  erwarten  steht j  ich  habe  Anstand  genommen,  auf  einen  Gegenstand,  der 


Digitized  by  Google 


xn 


Vanrwrt.. 


neben  meiaMI  «tgeatüchcn  Ziele  lag;,  noch  mehr  Zeit  zn  verwenden.  Den  Theil  dieier 
UntersDcbuns; ,  wrlolier  sirh  mit  den  I)iainotral«jleirhiiii<;en  befasst,  und  der  im  letzten 
Pnrai^ntph  unter  dem  Bucbstabeo  A)  gegeben  worden  ist,  babe  Ich  noch  etwa«  weiter 
IMfttlttrt,  ab  4er  cigMtikA«  Xweok  der  Aafjifafe«  «•  verlangte ,  aia  naf  dea  Faaet 
M  kaanaB}  wo  die  grösseren  Ven^ickelungen  *m  ackiefninkligen  Systeme  in  Yer> 
gleich  zum  rechtwinkllgea,  4a  we  aineeitige  Foraea  gebrauclit  waidea,  alch  tut 
recht  augflniäilig  zeigen« 

Der  Barette  Baad,  deeeea  aincehe  'Abachaltta  fait  alle  berette  fiherariwMel  vor- 
liegen und  der,  obgleich  er  am  schiefwinkligen  Coordlnatensyiteae  ikli  fortbildet,  voa 
der  bisheriffcn  Mechanik  im  rechtwinkligen  Coordinatcnsysteme  rmr  weiii«;;  abdeicht, 
wird  diesem  bald  nachfolgen  können.  Za  einer  ähnlichen  X'orherbcsUuiniuag  der  Zeit 
kaaa  idi  «lab  MaataUllch  dea  dilttaa  Baadea  alcht  veiMadea,  well  gehlafle  BerafM 
geacbäfte  mir  ein  gleichnässiges  Fortarbeltea  unmöglieb,  und  Schriften  seiner  Art  jede 
Uebereilung  doch  inirätlilich  machen.  Daraus  kann  indessen  dem  l'iiblikum  kein  Nach- 
theil  erwachsen,  indeat  er,  der  dritte  Baad,  nnd,  wenn  mir  tiott  das  Leben  dazn 
aelMakl,  aneh  aadi  ela  vierter»  ebe«  aa  wta  Mhaa  jeder  der  swel  eniea,  aicte  ataea 
la  aieh  abgeschlossciien  Inhalt  bekommen  wird. 

Schliessliili  d»rf  ick  dtii  Dank  nicht  verschweigen,  welchen  wir  beide,  mein  Le- 
ser und  ich,  dem  vom  inallieiuatlitclieD  Publiknm  «nn  aidirern  gewichtigen  Abhandlun- 
gen bereila  verfhellkaft  grltaaataa  Pirafeaear  Vllharr,  eInMi  Sishaier  aaacrer  Aaalal^ 
avf  den  sie  stolx  sein  darf,  »etaem  jeisfgen  CoUegen  und  FVennde,  für  die  greaia 
Hübe  und  Sorgfalt  Hchuldea,  womit  derselbe  den  Driirk  <lefi  vorlien^onden  Baadcs  über- 
wacbte,  und  mit  wiasennchafllkltem  LeberblUke  eine  Correcthcit  in  ihm  au  Stande 
bradrta,  die  bei  dMai  Vaika  dlaaer'Ait  ea  adnriefflg  su  anrekhaa  wai  4»A  ao  wlik- 
achenawerth  tat 

Nürnberg,  im  Juli  1849. 
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CSraudriss  der  «nalytlschen  Geometrie  Im  betteliteeil 


I)  D«ilit  uMi  ildi  imch  rinenl  mit  dem  Ranne  Tat' wrial|iftHi  Pnkl  A,  dem  mr  im 
Namen  der  Prvjeoliaimpjtzo  ei-lion,  iii  unabündcriicher  Weise  Hne  Ebene,  die  «ir  die 
Projocliorisebone'neiuien,  und  (rtcidizciliof  oinr  diosc  Ebpre  srhneidi'nilc  GeriMif,  wpichc  die 
Projectionsaxe  oder  «ach,  wu  es  tu  keinem  AUssverslandmüse  Aiila^is  geben  kann,  ttcblcchtr' 
m9g  die  Axe  heiMeii  loll,  geiegt,  lo  Imom'IOu  disM- nft  dem  Rmhm  fest  veiWriiiiB  ID»» 

nicrite  (hizti  Ix-niitzen,  um  mittelst  derselben  die  ß'<»£rf*nsi'iti(re  Lnjfe  aller  im  Rmime  befindlirhcn 
Piincte  fe:iUusteilciL  Wir  Aenueo  die  Verknüpfung  der  durch  die  Projectionsspitxe  A  gelegten 
FMjeelloMnw  nft  der  dafoh  demelbeB  Pnet  gelegte»  PN|MlioiiMlMn0i  eii  ProjeclioB««y- 
Btem,  lind  twm  eis  srhicfi  s  oder  s en krec^htes,  je  IMMfe»  dte  Frojpili—m  ff  dar 
Projectiooiiebene  idiief  oder  senkrecht  KlehL  • 

2')  VuMen  wir  einen  irgendira<  tat  Kwiiiu  liegeadra  Pwiet  O  i*i  Aag»  wad  legwi'  wir  Amlt 
Im  «Am  nÜ  der  Prejertionsphene  paNifel«  Ebene,  weidie  die  projioirende  E>be*e  hefMD 
mag,  90  wird  diese  die  Prujectio«saxe  in<cin«in  Pbncte  P  schneiden,  den  wir  die  schiefe  oder 
die  senkrechte  Projcction  des  Punctcs  0  auf  die  Projectioosaxe  nennen  werden.  Je 
nachdem  das  l'rnjeitionssystf^m  em  schieres  oder  ein  senkrechtes  ist  Das  SlUck  AP  der  Axe, 
welches  zMiscIifii  der  Projedionsspitze  A  und  der  Projection  P  des  Piinrtps  O  lieft,  soll  die 
zur  Projectionsaxe  gehürige  Ordinate  des  Puaqtes  0  genannt  werden;  die  zur  Projections- 
ibBB  (feMMge  OrdiMde  viM0'<lhniMM  iM  hImibmIi  niiMi  Mdarei  all  'denen  btfcnHm  Teil  der 
Prnjt'(  tionsflM  iic  in  der  Richtung  der  Projertiongaxe  gemessen.  Je  nachdem  die  Ordinate  eines 
Punctes  einem  schiefen  oder  einem  senkrechten  ProjeclMNuejsleme  angeki^rl,  nennen  wir  sie  eine 
•ehfer«  oder 'eeMkrvebte;  •'  <  •  •  i 

Weil  indessen  ebi'n  sowohl  auf  der  einen  wie  auf  der  iindem  Seile  der  ProjectionsebeMi 
Hacle  in  Räume  sich  vorfinden  MjmMU,  und  die  Projection  eines  Punctes  mit  diesem  Emcü 
,iMi  ntf  einer  and  demlbeii  ftü»  vea  der  PrejeilieneJiene  eidi  Mde^  eo  weeien  die  in  der 
TnyeeiieiMun  cnMeheedM  PNjjedleMN  itit  veneidedeiieB  Pnncle  bild  eeC>der  eiMtti  nsd' 
L  1 
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auf  rlcr  nndcn»  Seile  dor  Pnijrcliiinsclx'nc  zu  lii'ijen  knmini'ti.  I)cshnIIi  wird  eine  UolenelMi- 
dung  iivset  beiden  Seiten  der  Pruju<:lionscbcno  nölfaig,  und  wir  ui»chen  sie  in  iet  Weiw^  du» 

'wir  die  eine  Seile  die  positive,  und  die  andere  die  neirstive  Seite  der  ProjeeUoiisebraw  nen- 
nen. Eben  so  wollen  wir  diejenige  Richluntf  t\vr  Projeclionsiixc,  welche  von  A  aus  in  die  po- 
|itiye  Seito  der  ProjectiDnsebfaie  hineiaDlhrt,  die  poüitiyc  jfeoncn,  und  negativ e  die,  .wclclie 
von  A  aas  auf  der  Projcctionsaxe  in  die  m-galive  Seil^'dcr  ('rojeclionscbenc  hinein  zeigt, 
Wobei  wir  da,  wo  sclüechtweg  von  di-r  Kiihltiiisr  der  rrojettion^axe  (reqnDehen  wird,  inuuer 
nnr  deren  posilivr  \ crslitiidcn  wissi'ii  wdlii-ri.  Die  Stelle  der  Projeclionsnve,  wo  die  I'nijcclion 
eines  Functes  liiniuill,  wird  durch  die  Ordiiiute  dieses  Punctes  nur  duiin  völlig  besliuuul  angc- 
»igt,  we«  man  ausser  der  Linge  der  Ordinale  noeli  die  Seile  der  Pro|eeltoasebene  kennl, 
anf  der  sie  liejjl,  welchen  Umstand  man  einfneh  dadurrh  zu  bezeichnen  [ineirt,  duss  dem  die 
Länge  der  Urdiualc  darsteUenden  W^be  das  Yuraxichea  -j-  uder  beigegeben  wird,  je  nach- 
dem die  Ordinate  anf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Projoctionsebene  liegt.  Wir  ver- 
stehen deiunacli  imliT  der  Onliiiate  eines  Puniies  von  jetzt  ;in  iiiiiniT  seine  in  der  Richtung  der 
Axe  gemessene  Entleniung  von  der  Projcctionsebene  in  Verbindung  uiil  dem  \  orzeiclien,  wo- 
dudi  die  Seile  der  Projedionsebene  lieslinunt  wild,  anf  weldier  der  Pnnct  liegl,  zu  dem  sie 
geüht,  und  oennm  deni  gomlss  die  ONM0  efue  positivf  oder  nof  ative,  j»  ancMaB  sie 

.  das  Vorzeichen  +  oder  —  haU  . ;      •  , 

Wir  sagen  von  einem  Punelc,  das«  er  im  Sinne  der  Projecttonsaxe  weiter  vor- 
wlrts  oder  weiter  rUcliwirts  iai. Räume  liege  als  ein  anderer  0,  je  nnchdem  man 
Üntrs  der  Projectionsaxe  in  ihrer  positiven  oder  nejriiliven  Riehtuiia  sieh  forlhewefl'en  nuiss,  um 
von  der  Projection  des  Punctes  O  zu  «kr  des  Punctes  U,  zu  gelungen.  In  Fulgo  dieser  Aus-r 
dniciisweise  mm  gelten  ans  der  so  eben  gegebenen  Deiniliett  der  Ordinale  nnmitlelbsr  folgende 

Swei  sieh  einamler  <reLrenseiIfi,r  missehliessende  Siitz«-  hervor: 

a}  £in  Punct  0,  liegt  im  Simie  der  Projectionsaxe  weiter  vorwärts  im  ituuuie  als  ein  Puoct  U, 
«}  wenn  die  sa  O  rnid  O,  gehörigen  Ordtaalen  beide  pesiUt  sind,  enton  tbm  kleiner 

als  letzlric  ist;  •  . 

ß)  wenn  diu  zu  0  und  0,  gehörigen  Ordinaten  beide  negativ  sind,  der  ahsolule  .W  erth 
der  erstem  aber  gr«)8ser  als  der  der  andern  ist; 

y')  wenn  die  zu  O  gehörige  Ordinate  negativ  wai  die  zu  0|  gehörige  positiv  ist. 
I  b)  Ein  Punct  ü,  liejrt  im  Sinne  der  Projection8a.xo  weiter  riickwttrts  im  Räume  als  ein  i'unet  ü, 
u)  wenn  die  zu  ü  und  0,  gehörigen  Ordinaten  beide  positiv  sind,  erstcre  bIkt  grosser 
.  ab  ietatere  ist; 

ß)  wenn  die  zu  0  und  0  i:ehüri(ren  Ordinuten  heido  negativ  sind,  der  absohlie  Werth 
der  erstem  aber  kleiner  als  der  der  andern  ist; 
■  y)  wenn  die  ai  O  gebilrige  Ordbmle  peailfv  nild  die  m  0^  gebOrige  negativ  isL 
3)  Fussen  wir  eine  iri.niid\vii  im  Räume  lietrende  (jerade  ins  Auge,  deren  Endpunele  0 
und  0,  sind,  weshalb  wir  die  Gorade  durch  OO,  vorstellen  können,  und  bcscichncn  wir  durch 
P  wd  P,>Ae  PNjectioaen  der  Pnnole  0  und  0,  anf  die  Axe,  so  heiast  da«  flIBok  PP.  der 
Axe,  welches  zwischen  P  und  P,  liegt,  die  Projection  der  Geraden  OO/aufdic  .\xe, 
wd  wir  nennen  die  Projection  PP,  eine  schieTe  oder  eine  senkrechte,  je  nachdem  P  und 
P,  scliiefe  oder  Benitrechte  Projectionen  der  I>uncte  0  und  0,  sind.   Es  slelU  sonach  die  Prs*^ 
Jaelien  einer  Geraden  auf  die  Axe  nidils  anders  vor,  ab>  den  in  der  iUdUollg  dieser  'Aie,fe-^ 
meesweii  Absland  der  beiden  Fmipwnrte  dieeer  Geraden  von  einander« 
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WsiAm  ih  OrämUm  dar  IwMrii  fiidivwHste  Ooand  0,'der  fltnden  00,»  fMf  lis  nfMefe 

liad,  <liin  h  V  unrl  \, .  falls  sip  s**nkn*clilp  sind,  tlnrch  u  iinrt  ii  lirzrii  fmi'l,  so  wirtl  die  Projec- 
lioii  dieser  UcnüM  im  ersten  Viü»  durch  x,-^x,  im  andern  Fidi«  d«rch  iii  —  u  duifcxteiil,  noA' 
www  «KeMT  AvMtadi  «h»  Voneldicii  +  oder  —  in  iteh,  je  iMcbdeBi  der  PmkI  O,  weilcr 
vonrirll  oder  weilrr  ritekwitiis  im  Rnuiiir  als  der  Punkt  0  in  Bezug  wa  der  ProjeclioHSaxo 
legi  Mn  •benseofTt  si^h  nümlidi  aaf  der  Stelle,  dasa  der  Aasdmck  x,— x  oder  Vi  —  u  poätir 
wird  in  allni  den  in  voriger  Nvnraer  unter  a)  anffrefUhrten  FAUcn,  alio  wenn  der  Punci  0, 
weiter  vorwtris  dtriPiMll  0  im  Sinno  der  Projertioimixe  liegt;  und  eben  so,  dtisü  der. 
Ausdnuk  x,  -  x  oder  n,— u  iieir.iliv  uiril  in  allen  den  in  voriger  INiiniMier  iinf<'r  b)  niifi^e- 
filtirteii  Fttik'n,  aUo  wenn  der  Puuct  U,  im  Sinne  dvr  Projoctionsaxe  weiter  ruckwarlü  als  der 
Puet  0  Ifegi  Pmier  sMrt  «Mn>«hiie  WAo  «in,  d«w  z.— x  oder  abgosdidB  vo» 

Vorzeiclioii .  dir  DilTcnMiz  der  in  \,  iitid  .\  oder  u,  und  u  enthaltenen  absoluten  Werihi-  liefere, 
w«nn  X,  und  .\  oder  u,  und  u  einerlei  Vorzeichen  in  sich  tragen,  und  dass  daim  Ü|  und  0  auf 
der  gleiciieii  Seite  der  Projedionsebene  liegen,'  also  der  Abstand  von  0.  sn  0  Ae  BiiTerent  der 
Abslände  von  Ü,  und  0  zur  Projeclionsebene  in  der  Riihtun};  der  A\e  genii  sscti  st  i ;  und  eben 
M,  das  X|  —  X  oder  u,  —  u,  aljgcsehen  vom  Vorzeichen,  die  Sununc  der  in  .\,  und  \  oder  u, 
rnid  Q  enibnitenen  «bsöbiten  Werlbe  liefere,  so  oü  Zi  vnA  x  oder  Oi  and  u  eniire^engeseizle 
Viirzeielien  in  sieh  tragen,  und  ilass  in  diesem  Falle  0,  und  0  auf  cnlgegengi  sel/Ji  ii  Seiten 
der  Projeclionsebene  liegen,  also  der  Abstand  von  0|  zn  0  die  Summe  der  AbsliUidc  von  0^ 
und  ü  zur  Projeclionsebene  in  der  Richtung  der  Axe  gemessen  sei. 

'Well:X|--*Jc  und  X  —  x,  oder  u,  —  u  und  m-^-Vk  anrar  dieselben  iibsohilen  Werthe,  aber 
mit  pntjrP?«*ntri'S''t>!lpn  Vorziirhen  in  sich  tragen,  so  werden  wir,  um  idle  Zweidcutitrkeit  zu 
venneidcn,  unter  Xi— -x  oder  unter  n,  — u  die  Projeclion  der  Liüige  ÜO,  in  der  liichlung 
TOB  0  naeh  genomnen  vmlebea  und  uter  x—x,  oder  mtar  a— n,  die  ProjeeMon  de^- 
selbon  LSnijp  in  der  Rirhtnntj  von  0,  uin  h  0  jjenoniiiicn.  Es  Msl  hicrnus.  duss  die 
Projcctionen  von  eiaer  und  derselben  iäinge  in  iin-en  beiden  einander  enlgegengeseiztea  Rich- 
lingen genonmeii  gteidw  imd  entgegengeMMe-Oratnii  sM,  deren  fluiwe  Ifol  iwMIgi  DeS" 

WBgeA  nniss  hei  Ana-nhcn  der  Projerlinncn  von  Liiniren  durch  die  Ordinnten  ihrer  EndpundB 
imnieT  auf  die  Hichtuxtg  Acht  gegeben  werden,  die  dabei  xu  Grunde  liegt,  imd  um  diese  Rieb« 
long  fai  vielen  PMm  IdcMvr  fecMfdmenm  UImwr,  wetden  wbr  diejrnifren  Richtungen  paralleler 
fwader  Linion,  wHrhe  nneh  derselben  Seile  des  Raunet  hinzielen,  gleichliiufige  nenneni 
Wld  yegenlS ufige  <licjcnigcn,  weicht'  uHch  enlgegengeselzlen  Seilen  des  Riuiinvs  hinzielen, 
welcbe  Benennmtg  wir  uueli  auf  solclie  Gerade  übertragen  wollen,  die  wir  gleiclizeUig  mit  der 
eilen  von  ihren  beidon  Kchbingen  ins  Auge  Ihnen. 

4^  Fiihrl  man  neben  dein  l)ishcrii:cti  ein  neues  Projeclionssyst<Mn  ein ,  dfsscn  Spitze  nicht 
aabr  der  Ponct  A  ist,  sondern  irgend  ein  anderer  Punct  0,  durch  welchen  eine  der  vorigen 
pnaHdiB  TMjeelieMMiMiin  'vnd  eine  'dar  *voifgM-  ifandWo  umI  driNd'  gMelffihrigo  'PtvfeclIoiMHw 

gtlegt  wird,  und  hczoichncl  ^  dir-  s<-hiefe,  »;  die  senkrechte  Onlrnair  des  Punktes  O  znr  alten 
Prajedionsaxe,  stelll  femer  U,  einen  zweilcn  beUefaigen  Pund  vor,  dessen  Ordinate  gur  alten 
Axe'dwob  x  «der  v  vnd  wm  nmmt  Xn-tUA  t,  «der     MneiahMt  «wdot  soll,  je  naobdemr 
die  Projeclionssysleine  schief  oder  «enUvcbt  aiid^  •»  hM  «Mn  iMi,  wiu  awli  db  llliillm|| 
Puncto  A,  O  nnd  0,  zu  einander  sein  mag 

x,  =  x  — I  oder  u,=u~ij,  (t) 
«OTWü  qND  sich  nf  Mgewle  Woiao  Uebarieagnng  vandiaffen  bann. 

!• 
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■M  der  Nr.  &  nrftolge  x— |  •dar«— 4  ^  Projedioa  der  von  0  bb  Ob  reidiai- 

den  (»«»rHfloii  utif  dif  allo  Projotiionstxe,  und  zwar  mit  (I<mii  Vonteii-Iien  +  od«'r  ,  jf  nach- 
dem der  Punct  0,  wetler  vorwirte  oder  weiter  rUckwürtu  alü  der  Punct  0  im  Simc  der  allen 
Axe  Helft,  «nd  x,  oder  «.  iit  die  Ontiaate  de«  Runete«  0,  an  der  acM»  Axe,  welohe  da«  Vor- 
zeichen -f"  «der  —  hat,  je  nachdem  die  Projectioti  de-»  Piiticlcs  0,  auf  positive  oder  nt'jra- 
tive  Seite  der  neuen  Projectioiuebeiie  flUt,  d.  b.  jo  mtcbdout  der  Punct  0,  weiter  vorwiirtü  oder 
ltdier  ittckwIMB  in  Bnnne  ab  der  Poaet  0  im  Sime  der  Moen  Pmjectionmfee  liegt  Weil 
aber  die  projicirendcn  Elirnen  in  beiden  Projeclioiissystoiiicn  einander  parallel  laufen  und  dio 
Axen  beider  Syateme  gleichüufig  sind,  so  liegt  jeder  Punct  iai  Siane  der  einen  Projecti 
weiter  vomrlrts  oder  weiter  ladtwirts,  ab  ein  «ndorer  h  denMÜien  Fiilea,  wo  es  im 
der  andern  Projectionsaxe  geioiiialil;  ai  tr^R  ■MMli  X»  «dar  waA  x-f-l-adcr  9-*fl  iMS 
daaielbc  Voneicken  in  aidk 

Sodann  Irnffeii  nlxT  bucIi  die  riiiisscn  \.  und  x — i  oder  u,  iiml  11  —  i,  stets  dieselben  ab- 
SOllllen  Wertbe  in  sich,  denn  die  den  Punct  0,  auf  die  neue  A.\e  prujicirende  Ebene  Hillt,  wegen 
dea  ParaDeliannis  der  Projectioiiaelieacn  in  bddeB  Syalemen,  mit  der  deaaelbcn  Kmet  auf  die 

alle  Ave  projicivendeii  Klieiie  ziiSHiniiM-n,  und  dn  die  den  Punct  O  Hitr  die  idie  Ave  [irtijii  iii-iiite 
£bene  durch  die  Spitze  dej>  neuen  i'rujeclioniisyslenu»  geht,  ao  werden  die  Ordinalen  .\«  oder  u« 
«■d  die  Projeelionen  x — (  oder  u — 1}  durch  dieselben  beiden  parallelen  Ebenen  begreut,  vuA 
kabcn  diesetwegen  and  weil  sie  Theile  von  pardlden  Linien  sind,  cnieriei  Linge. 

5)  Sind  0  and  Oi  zwei  Puncie,  deren  Ordiiuten  durck  x  ond  x,,  wenn  es  M  liiefe  »ind, 
und  durch  u  und  u,,  wenn  es  senlire<4itc  sind,  beieichnet  werden,  und  stellt  r  die  Lünge  dea 
durch  0  und  Oi  begrenzten  Stüclu  der  geraden  Linie  0  0,  vor,  so  nennen  wir  den  Quotienten 

r  r 

das  Prujectiunsvürhultniss  der  von  0'  nach  ü,  cielcndeu  Richtung  tier  tieraden 
00b,  «br  aaeh  knriwef  diePKilJMiennBaU  derlUeUnng  00,,  wabei  die  «0  beiciefawle  Wob- 
er  von  dem  zuerst  pesetzten  Paaela  naeh  dem  niif  ilin  fMliremlen  hin  zu  tielitnen  ist.  und 
die  Projectionsxahl  eine  fobief«  oder  eine  senkrechte,  je  uaciideui  sie  aus 
acMefen  oder  sedurecbte«  Ordinalen,  bervorgcgangcn  isL  Madien  wir  es  uns  zar  Regel,  die 
nveiar  Pnocle,  wie  O  und  0^,  von  einander  ianacr  mn*  in  absDlnlor  Bedeuiunff  >n 


t'ebnen,  so  dass  r  stets  nur  euie  pofHive  Zaiii  vontelU,  so  Mgt  dKe  ProJccIionsiaM -^^SS-^ 

oder  ÜLZL?  jedesaiMl  dasselbe  Vorzeichen  in  sich,  welches  der  Pro^HÜon  x,  —  x  oder  u,  —  u 

angdiört,  mnd  isl  milhin  eine  positive  oder  negative  Grdsse,  je  nachdem  der  Punct  ()„  nach 
weiche«  die  Richtung  von  0  aus  Unstrabt,  <ini<  Sinne  der  ProjedhMSaxe  weiter  vorwärts  oder 
weiter  nii  kwwrts  lieiff  nis  der  Punct  0,  von  welchem  die  Richtunp  ausgeht,  l'nicr  dieser  Vor- 
«SSetsung  haben  abio  die  zu  den  Riebtungen  0  0,  und  0,0  gehurigen  Projeciiunüuihien  zwar 
abMiM  absobile  Wcilbe,  aber  aUgegtngesetete  Vonaiahan»  daai  beaondaai  Falle,  wo-te 
Punct  0  mit  der  Projectionsspitze  zusannnenflfll  und  40m"PUt  F<l(ge  zsso  wird«  niunt  die 
Projectionszabl  der  Richtung  00,  die  Gestalt  ,  ' 

-  oder  -, 

r  r  •     .  < 
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ML  Bcsdchnel  also  x  die  scliicfc  oder  u  die  senkrechte  Ordinate  eines  Punctes  0  im  schiefen 
orfer  senkrechten  Projectionssysfeinc  und  r  dessen  Enircmung'  von  der  Projectionsitpitzc  A,  so 

ist  -  oder  -  vteto  «He  schiefe  oder  seabectte  Projeclionnahl  der  durch  A  md  0  gelegtan 
flendn,  ta  dar  BiiihlB^r  vm  A  nMh  O  giini— «  sd  --^  odw  —  ~  die  dmeltai  0*- 

nden,  in  ili-r  Riihliin^  \nn  0  tiiicli  A  K«MiniTinii'ti. 

Macht  man  den  Puuct  0,  des:>cn  Ordinale  an  der  Axe  eine«  ursprunglich  m  Grund  gelegten 
Projertinnssystems  |  oder  ist,  zur  Spitze  eines  neaea  Projeetfonnystenur,  dessen  ProjedtOM» 
ebene  der  des  uUen  Systems  parHlU-l  iirul  tte^scn  Projeclionsaxe  mit  der  des  alten  Systems  pi- 
nillel  und  (fleicliiiiuntf  ist,  und  bezeichnet  man  durch  x,  die  schiefe  oder  durch  u.  die  senk- 
rechte Ordinate  des  Punctes  0,  au  dieser  neuen  Axe,  wattrend  x  oder  u  die  Ordinate  des  PuncteS 
Ol  an  der  tmprttngUchen  Axö  vorstellt,  so  slalll,  wem  r  dea  Alntnd  dor  Piuele  0  und  0,  be- 

seichnet,  *    ^  oder         den  so  dien  g^benen  Oelnilknita  genln  die  TrojecttoasseU  der 

Rirhtim^  Oü,  an  der  ursprAngfichen  Axe  vor,  so  wie  ^  oder  —  die  Projectionszahl  derselben 
Richtung  an  der  neuen  Axe  siis^pricirt,  und  es  ist  der  Gleiolnqig  (i.)  »folge  ^  ~  oder 

^•^y^ssjt  irannw  lUgl,  dais  dieselbe  Vicbton«  an  «tlea  ProjectiovssysÄenef, 

deren  Projcclionselii>neii  parallel  und  deren  PrnjectionsaxeB  parallel «iid  gFeleli^ 
läufig  sind,  eine  und  diesellie  Projectionszahl  liefert. 

Rebt  man  in  der  durch  0  und  0,  ^'ele^Mon  Geraden  neben  dem  Puncle  0,  noch  ir]gend  ei^ 
neu  undem  0,  heraus,  welcher  auT  derselben  Seite  von  0  als  der  0,  liegt,  und  lieaeiciniet  man 
durch  r.  die  S(-Iiiere  oder  diirrli  Ii,  dii'  senkrerhlo  Ordiniife  des  Piiiirte<  0,  zur  neuen  Projections- 
axe,  SU  wie  durcli  r  oder  u  die  schiere  oder  scnkreeiite  Ordinale  an  der  urspriuigliclien  Pro- 
jectionsaxe.  Im  tat,'  wenn  r  den  absololen  Wtsrili  der  EiMfermmg,  in  #eleher  die  Piaield  0*  od 
0«  xtt  einander  stehen,  beiciclmel,  in  triiMYher  Weise  •<. 

£lli=£.  oder  i^=:^ü.  " '  '' 

die  ProjeclinnszRiiI  der  ßii-htung  0  0,  an  der  neuen  sowohl  wie  an  der  ursprüngliehetl^  .^fo  and 
es  hat  diese  ProiectionsBahl  mit  di^r  vorigen  einerlei  Vorzeichen,  wenn  der  Puact  0,  auf  ;dei^ 
selben  Seite  VOV.O  als  der  0,  liegt,  wie  vovMugeselat  wordeq  ist  Es  hab^  aber  auch  die 
im  ZOder  and.llaiMr  dor.beideilai  OwIiwieo.dargcatelilan.lJngen,  mimlich  xr-|  uml  r 

uml  r,,  r  und  t  oder  n  —  ^  und  u  — »/,  n„  und  u«,  r  und  t,  einerlei  Verluillniss  zu  ein^imler, 
^nO  diese  Lüngen,  da  die  Puncto  0,  0,  und  Oi  aUc  drei  in  einer  und  d4:räc'l|ieu  Geraden  liegen, 
duth  pardMe  Kbeaen  von  denselben  iwd  geraden  VUim  ahgesciMillwi  werdf»,  folglich  sind 

dfe  ProjeGÜoBsiaUen  il^=h  md  ^=s^  oder— nd  Ü^  =  H*  stets  eine 
*  rr  CS  rr  rr 

dad  dMie  ZibL ■  Wira  der  Pom!  0*  in  dar.dodi.O  md  0.  gOtglm  Gemkii  mf  der.S^ 

.TM  0  fiwlblt  wtiie«»  dii»  dar  eMgeganfeMlit  ist,  «af  welcher     llflgli  ao  bitte    oder  «• 
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das  eidgefengcietele  Voneidien  voo  den  eiMleii,  weichet  ju'odtr  ■»  fii  tick  tfkgt,  of  MIIhi 
sonch  dk  beideii  rmjectioMverliMltnisw  ^=^^  md  7=^^^  oder  ^=r!i=^  und 

—  — "  .''  jclzl  fiilü-i'irt'iiircsi'lzlc  Vorzcichi-n  onffcnonunni ,  nhrr  dmli  iinincr  in»c!i  dicsrllicii 

übsolutcn  Werliie  l>dialU-u,  »eil  Uic  in  udcr  u,  iumI  x,  sowh:  diu  in  x,  uiicr  u,  luiü  r  vni~ 
ludlenen  Umgea  immer  noch  dareh  ptndiele  Ebenen  von  denaelben  swej  urertden  Lhden  ättf(9~ 

tchiiittrn  wimiIi  h  E-  ltiIiI  liifraus  die  Foljreniiiir  lii  n'{)r.  iliiss  liir  die  Bcslimiuiiiiir  iIit 
SU  ciaer  besliuiiiiloa  Kichtuiig  00,  gohürigcn  rrojeclioiiäzuhl  ^aiu  |{k-ickgUlti^ 
bleibt,  in  welcher  Entfcrnan;  von  dem  Punct  Ö  m«n  den  Punct  0,  in  der  durch 
0  und  0|  ^«-iii  iulcii  (icntden  aui-b  näliloii  mn^,  wcini  tlc-rscllie  nur  hiiT  ilcr.solhen 
Soito  voa  0  liegt«  iiacli  welcher  ilie  von  0  uusgcliend  geduclite  Richtung  liin- 
woisl,  und  doss  jeder  auf  der  enlgegengeselzlen  Seite  in  derselben  Geraden 
für  0,  genouimenc  Puni  l  zwar  eine  Projcciionszahl  von  dem  gleichen  tbsotuten 
Wvrthe,  Jedoch  mit  dem  enigegengesctztcn  Vorzeichen  lieferl.  , 

Zirlil  man  durrli  die  ProjfclioHSMpUzc  \  dc>  iillcn  ursprOnglichi-n  Pidji-clionssyslems  eine 
Gerade  parallel  mit  der  durch  0  und  O,  geli-gleu,  und  »teilt  Ai  einen  i'uncl  (Ue«er  Geraden 
vor,  wdelier,  ntt  A  veTglieben,  so  lieirt,  dt»  die  beiden  Richtngca  AA,  und  OOi  ptndiel  und 

gleicMäufiir  sind,  so  liclVrl  die  Riclilunsr  A  A,  an  diT  idlrn  Pinji'i  tionsiixe  VOUkonimm  rlii-srllx' 
Projcciionszahl  wie  die  Kiditung  0  0,  an  der  neuen  A.\e,  weil  die  GesItUen  in  den  beiden 
FlOen  efaumder  vOUig'  iihnlirh  werden  and  von  der  Eairemnng  der  Puncle  A  und  A,  oder  der 
0  und  Ol  von  eintnder  iH'i  der  DeslintnnrnjLr  der  ProjecliMiiszald  nichts  »bliHngt.  Da  aber  schon 
vorhin  geieigl  worden  isi,  dass  die  Richtung  0  0,  an  den  neuen  Axcn  da«  gleiche  Projcelions^ 
verhällniss  Hererl,  wie  an  den  alle«  A.xen,  so  folgt,  dass  die  parallelen  und  giciehläu« 
figen  Geraden  AA,  nnd  00,  an  dem  Prujci  1  i<i nssy siem,  dessen  Spitze  A  ist,  ein 
und  dasselbe  Projei  tiinisverliüllnlss  sreln-n.  Es  ist  drmniu-li  dns  Piojr(liiins\erli;iItriiss 
der  Richtung  0  0,  uucli  \uu  der  :^te]ie  0,  von  welcher  wir  uns  bisher  die  llicblung  ausgehend 
gedtchl  htben,  vOlli^  umdAlngig,  ao  dasa  man  nnalatt  des  Punctcs  0  jeden  tndem  iMhmen 

Itanii.  wi  tiii  nur  die  von  dipscni  iitidem  l'uucte  inisirehende  Rii-lilunjy  inil  der  0  0,  jiiindlel  und 
nach  derselben  Seite  des  liauins  lüngekehil  ist.  Diesen  Belrachtungen  entsprechend  werden 
wir  von  jetzt  an  solehe  Richtangra  als  gicidie  ansehen,  ■  welche  parallelen  nnd  gleiciriluflgea 
Geraden  angeboren.  • 

(0  Die  biaber  entwickelten  Bigenschaflen  der  Projeclionszahl  finden  statt,  wie  inuMT  «Mb 
das  ProJiHilionssysIcm  beadndTen  sein  mag;  das  rechtwinklige  Proj<^ionM|Stem  giebl  aber  noch 
zu  einigen  besondern  Betracblnngen  Anlass.  Htelten  wir  uns  nüinlirb  In  dem  Projeetionssyslem, 

dessen  Spitze  A  ist,  Projectionseliene  nnd  Axe  senkrecht  auf  einander  stehend  vor  und  zwei 
im  Rminie  liegende  Punrie  O  und  O, .  deren  zur  Axe  dieses  Systems  ^'elmriiri'  OnlinattHi  u  nnd 
n,  sind,  und  deren  gegenseitige  Entfernung  r  i^t,  so  ii>t  die  Pritjeclionszahl  der  Richtung  OO, 
bi  iBesc«  recfatwlidtligen  Syaleme  wieder 

r 

md'nMii  Indet  vlll%  die  gfeiohc  ProjecItoiisanM,  wenil  nun  anstalt  derWofaimK  OQi  die  AM 
Hbrnnt,  weldie  durch  «II»  Spitze  A  mit  dar  00b  poiaM  wid  gMcbHuHf  gchoid  90M1I  wM 
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Stellt  nun  u,  die  Ordinale  des  Punclw.iAi<1Mir-nd't-4h.ibi(dMte  latfeiamg  itt  htUm 
A  und.  A,  \«ii^eimader,  m  i»t  

die  ProjectkMMnU  der  KOmt  AA,  rad  «ho  dcnr  ^-i^  vmg  gteick  b  ODl  aber  de-PM»^ 

j<'<tioii  des  Piiihlfs  A,  auf  die  po.sili>e  odiT  iiegulivc  Seite  di'i"  Proji ■rli<iti<i  !irin'  iliescs  rt'cht- 
« iiiklijrt'ii  Sy.sli'iiis  iiiiii  yli'irli/.fitiif  «laiiiit  wiril  die  Ordinali*  it,,  soiiiil  iinch  das  IVDjcclionsvt'r- 

hüibiiss  Y  ^^bst  positiv  oder  lu'^pitiv,  je  nachdem  die  Richluiiff  A  A,  mit  der  pui>ili\  un  Uu  htung 

di<r  Projeiiioiuaxo  ciiuMi  spitzen  odi>r  slUDi|iren  iiolden  Wiidid  bildet.  Erwügl  luan  nun  noch, 
dass  die  projii'irendvn  Ehcncn  im  rerliiwinkligcn  Prujeclionssystctno  smkrpeht  anf  der  Projcc- 
tionsuxc  stflirn,  dass  also  die  Ordinale,  dricn  Laiiir«  +u,  ist.  iiiil  der  (Icnulen  AA,,  deren  ab- 
solule  Läiiire  r  ist.  ein  reeiitw inkli>re-  Dreieik  bililel,  dessen  Hypotenuse  die  Gerade  AA,  ist, 
und  dc!>iu.-u  von  «ier  Or<liiiute  und  A  A,  eiiigesi  hlossener  Winkel  entw  eder  der  von  der  Rich- 
long  AA|  und  der  poailivcn  Axenricbtiuig  gidiildele  boblc  Winkel,  oder  dessen  slumprer  Neben^ 
winkd  tsl.  Je  lutchdcn  A,  auf  der  posilivon  oder  Jnegvtivea  Seile  der  Projodioitsebeae  liegt, 

d.  it,'j«  Mehdea  n,  eine  poiüiw  «der  mgättvZM  mt  «o  ttlienBeagt  mm  äA^  daia 

jedem  Falle  der  Kosinns  il.  s  luildrn  Winkels  ist,  den  die  niclilnnir  A  A,  mit  der  positiven  Aven- 
hchtiiug  bildet.  FuigUrii  isi  die  Projecliunszald  einer  Richliuig  0  0,  iui  rechtwinkligen  Systeme 
d.  h.  die  «eiriarerlitc  Projccliottsmlil  dieser  Richtung  unler  idlen  l'mstünden  der  Kosinus  des 
bohlen  Winkels,  den  eine  mit  der  0  0,  parallele  und  ifleielditulijre,  dureh  die  Projeiiionss|)ilzc  A 
gelegte  Richlimg  nut  der  positiven  Axenriehtunpr  liildet.  Aus  dieser  EigentliUmliclikeil  der  Pro- 
jccliunszahl  im  recht\vinkli),n  n  l'rojeclionssyslenie  fol^rt  nun  VOR  seBtSt  die  ZWeÜe,  dasS  die  ftO» 
jcctionszald,  welche  eine  Richtung  00,  im  rechtwinkligen  Projectionssyslemc  liefert,  die  gleiclie 
ist  wie  die,  »ekiie  die  positive  Axenriclitiinii  dieses  Systems  in  einem  andern  rechtwinkUgen 
Projeclionssysleui  liefert,  dessen  positive  AxenriclUuiig  die  Hiehlung  0  0,  ist.  . 

7)  Denk,!  man  aick  eine  B^ke  von  Puaeten 

0„  0„  0,  0,.  Or^,  ....  o,_„  0„, 

deren  zu  einem  beliebigen  schiefen  oder  seoJureclilen  Projeclioassxsteiae  gehürige  Ordinaten  in 
derselben  Aufeinanderfolge 

-  .  .  Jbi  Xt»  X«  x§t  xt*ßi     •  •  *»rM»     od?r  ,  .. 

Ni,  Ot,  «•  .  ..t  •  f  .  >*,  üri-i«  •  •      •fc-i»  *■  . 

sind,, so  ist 

ici— Xiodera, — u,  die  Projcrtkm  der  Gcrtden  0,  0,  iu  der Ricbtung  von  0,  iim  h  0,  gaMmanea 


9 

1» 

» 

•         •        «  • 
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Dar  MOMful  einer  joden  von  den  vorstehenden  DifTerenzen  isl  ilcni  Subtrahenden  der  unmittel- 
bar unter  ihr  stehenden  Differenz  gleich,  deswegen  ist  die  Sunune  aller  der  einen  x«  —  X|  oder 
Ua  —  u,  gleich,  wddM  fdbit  nidris  mden  dw  Mdiiefe  oder  Mnbvdite  Projedidii  der  in 
der  Riditong  voa  0^  mdi  0.  genoinneoeB  Gertden  0|0.  ist  Hiendis  «gidit  Mt  folgen- 
der Satz : 

Verbindet  man  Puiicte  in  beliebiger  Anzahl,  von  jedem  znlelzl  in  die  \'erbindung  eingegan- 
gemm  zu  ctaen  nodi  anMcrlialb  der  Verbindnog  gebliebenen  Punde  in  einer  irtrendwife  beilinnnteii 
AiirciiiiiiKlcrfiilirr  iilicrgi-henil,  diir<-h  u^'nuli-  Linien,  deren  Rii-liluntrcii  in  dem  Sinm-  yenoiiinien 
werden,  in  weicbem  man  bei  der  Verbindung  vom  vorlwrgehenden  sunt  luigeaden  J'unct  iUter- 
gegangen  ist,  so  ist  die  Samme  der  Projeclionen  aller  dieser  so  gerieUden  Geraden  In  Jedem 

belii'Lij^fii  rioii-ilionssvsleiin'  rrlciili  der  IVdjecliDn  lier  einen  (leriiilen.  \vel<-he  den  ersten  nnd 
letzten  Punct,  luit  einander  verbindet,  diese  in  der  Ricbtung  aurgcfussl,  wie  man  in  ihr  vuui 
ersten  ntm  letzten  Panel  gelangt. 

8)  Legen  wir  in  irgend  einem  ProJecÜonssyileine,  dessen  Spitze  A  isl,  durch  den  Itelie- 
bigen  Punct  0  me  Gerade,  die  wir  (fie  projicirende  Linie  nennen  werden,  paraflci  luit  der 
Projectionsaxe,  so  wird  die  Projectionsebcnc  von  dieser  Geraden  in  einem  Pmirte  0  geschnNten 
werden,  den  wir  die  Projection  des  Punctcs  0  iinf  die  Projectionsebene  nennen 
woileti.  Zieht  ninn  von  der  Prtijectionstipiti'.e  \  »ns  in  der  Frojeclionseix-ne  eine  (lerade,  weh'he 
durch,  die  Projection  Q  des  Punctes  U  aul  die  iVojectionsebene  hindurch  gehl,  so  heisst  das 
zwisdien  A  imd  0  liegende  SlDck  AO  dieser  Geraden,  die 'zur  Projectionsebene  geltB' 

rijre  Speiche  de.-.  Pnnrlrs  O.  Die  zur  Projectionsebene  jehiiriL'^i-  Speiche  eines  Punctes  ist 
sonacb  nichts  anders,  als  der  in  der  Uichtung  der  Projectionsebene  gemessene  Absland  dieses 
hmdes  von  der  Projectionsaxe: 

9)  Denken  wir  uns  eine  irgendwo  im  Rjnitni'  Iiri_ri'nili"  (Irr:!*!)',  ilrrm  Kinlpuncte  0,  und  0, 
sind,  weshalb  wir  sie  durch  ü,Ot  vursteilen  werden,  und  bezeichnen  wir  durch  Q,  und  Q,  die 
Projectioncn  der  Pnnde  O,  und  O,  aof  die  Projectionsebene,  so  nennen  wir  das  zwischen  Qi 
nnd  Ol  enihahene  Stück  0,(.).  ih'r  (hirch  »hese  Puncto  geleirten  (leraden  die  Projection  der 
Geraden  0,0,  auf  die  Projectionsebene.  Es  stellt  somit  die  Projection  einer  Geraden 
auf  die  Projectionsebene  nichts  anders  vor,  als  den  Abstand  der  beiden  Endpuncte  diesiet  Ge- 
raden in  der  Richtung  der  Projectionsebene  gemessen.  Aus  der  hier  lllr  die  Projection  einer 
Geraden  auf  die  Projectinnsebene  gegebenen  DeHnition  seht  he^^•or,  dass  die  znr  Projections- 
ebene gehörige  Sfteiche  eines  Punctes  nichts  anders  ist,  als  die  I*rojecÜon  der  von  diesem 
Ponete  Us  zu  ifgend  einem  Phnrie  der  Projedionsaxe  hingcsogclMk  'GenMien  auf  die  Projeo» 
tionsel>ene.  \ennen  wir  die  von  der  Projeclioiisspitre  A  Iiis  zu  irsjend  einen  Punct  0  gezo- 
gene Gerade  Aü  den  zum  Punde  ü  gehürigen  Strahl,  so  ist  die  zu  demselben  Punclc  Ü  ge- 
börige  Speiche  die  Projecihm  des  Strahles  A  0  auf  die  Projeetionsel>ene. 

10)  Stellen  0,,  (),.  Ov  .  .  .  .  Ob_i,  0„  die  auf  eininider  folgenden  Eckpnncle  einer  durch 
die  geraden  Linien  0,0,,  0,0,,  .  .  .  .  Oa-iO»,  0„0,  ringsum  eingeschlossenen  ebenen  Figur 
vor,  und  Q„  0>,  0>  •  •  •  0>  i,  die  Projeclionen  ji-ner  Pnnde  auf  (fie  Projeetionsdiene  bl 
derselben  Aufeinanderfolge,  so  heisst  die  in  der  Projci  li  miM  l  ene  liegende  Figur,  welche  von 

den  Germli-n  '.»  '.»:.  Oi 0.  Ou-iQn.  On 0,  eincesi iilossen  wirtl,  die  Projection  der 

durch  die  Geraden  0,0„  0,0,  ....  0,.,0,,  0,0,  eingeschlossenen  Figur.  Der 
FÜdienbdMlt  enier  «benen  Figur  siebt  au  deai  ftrar  Projectixm  in  einem-  seb  ebibohcn  Ver- 
bdlnisse,  das  wir  Jeli^  kamen  lernen  walleiL 


*'   '  Um  lu  dieso«ri  Vt>Hii{1liiissi-  in  miiirlichst  klurcr  Weise  au  urelftnifon.  nehuH'n  wir  zuvdrdflHt 
an,  dit»  projiriric  fbciic  Fiirur  sei  ein  Dreierk,  di'sscn  ErkpMndc  durch  0, .  Ü,  und  (),  vnrije- 
atellt  werden,  und  duü  l'rojerlionssystein,  an  weichem  unsere  Belrachiuiigen  geschehen,  sei  ein 
reeMwinkliffps.  Nun  iät  iml^pder  die  Ebene  iles  Dretecks  0,0,0,  <lcr'Wo|Brtiwwebeae  fknIM, 
dann  i<l  die  Prnjerliiin  dieses  Dreierks  niil  dem  projirirfen  nreierk'  cOnpruent  und  dnher  der 
Flüchenintialt  der  ProjecUon  dem  des  projicirten  Dreiecks  gleich;  oder  die  Ebene  des  Dreiecks 
0,0,0,  M  der  ProjeeHoMebeiiD  lilidtt  podl^,  dMn  ^idiiieidei  sich  diese  beiden  Ebenen  fn 
einer  Gemden,  tiic  wir  dnrrh  dw  Wort  PnvhsdwHt  beseidmen  wolen,  und  es  können  fol-  ^  ^ 
gende  zwei  FittUe, ei^itr^t^nf     .,  .  .    :         •  ;       •         •     i  ,.  . 
a)  Entweder  es  Ulnft  eine  vom  den  Se^cD  des  Dieiedts  0, 0,Q,  i.wjb*  woOen  setsen  die  0,0, , 
mit  dem  Durrhschnilt  parallfj^  dann  ist  nuch  die  ihr  entsprecliende  Seile  0,Q,  von  der 
Projection  {},    Qt  des  Dreiecks  0, 0, 0,  mil  diesem  Durchschnitt  parallel,  wip  sur  Ftige 
hat,  dass  iKe  Geraden  0,0,  und  OiOi  gleich  und  parallel  sind;  denkt  man  sich  daher 
durch  Q,  0,  eine  Ebene  parallel  mit  der  Kiienc  des  Dreiecks  0,0,0,  gelegt,  welche  die 
projii  in  iHlt'  Unit'  0,Q,  im  Piincte  R  Irillt,  so  isl  das  Dreieck  OiVj'^  dem  0,  Oj  0,  con- 
gruent  und  die  Gerade  liy,  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  QiQiO^,,  weil 
,  ..nnserer  Vofanaseln^ifrgwaiilss  dasPnjeelionasystem' ein  redttwinkliges  ist,  imd 'deswegen 

die  |)rojicirende  Linie  0,  Q.,  seidirechl  auf  der  Projeclion.sclu'tii',  »Iso  nnrh  senkrecht 
mf  der  Projectiow  jHtQ^Q»  steht,  Zieht  man.  iipn,  von  Q,  ai|s  eine  GeriMie  senkrecht,  auf 
0^0,1  -weldie  diese  tm  S  scbncidet,  «pd  Teibind^  man  R  md  S  dnfeb  die  Gerade  R8^ 

...  so  steht  anrh  diese  senkrecht  nuf  y,  0, ,  weswegwRSO,  der  spilzi- .\iijrnni:s\vink('l  zwi- 
schen den  Eben«^>q  QiQtii»  und  0,0, R,  ,oder  twisehen  der  Projeclionsebene  und  dcr.^l 
der  OiO^K  paralleleB  Ebene  des  Dreiecks  0,0,0,  ist,  weichen  spitzen  XeigungswÜBket 

.  .  «ir  durch  ).  bezeichnen  wollen.  Weil  aber  IIQ,  senkreebl,,tif.  der  Cbene  Q,O,0j  stchl^ 
al.so  d:is  Dreieck  RSOi  bei  {},  rechtwinklig  ist,  so  hat  man  SQ,  =  RS.  cosil,  und  weil 
S  Oa  und  R  S  die  Hüben  der  beiden  zur  gemcinscl^afUichen  Grundlinie  Q,  Q,  gohürigcn  Drei- 
ecke QtQtQt  vod  <hO«R  s^f;«}  igt  dn  Flleheniifbdt.  des  Dreiecks  Ol(k(^  ^Mek 

M^l^(Nler  gleich  M^M. cos ;i,  und  der  des  Dreiecks  0.0.R  oder  des  iU'con-  ^  ^ 

,'  gniciiliii  0, ().(),  jjli  idi  fiiiLiilL^.  beaeichuet  man  dalier  diesen  FlächcninUalt  durch  M 
und  jenen  darch  Ä,  so  hat  nian     •       .  «I  »     :       -.  t  •       i  '.  „.. 

()(|{'r  tili!  M'mit'ii:  der  Flächeninhalt  von  der  Projcrtioii         Prciccks  0,0.0^  ist  uleidi 
.  deni  Pruducte  an«.  lik'Bl  .F)Mni>c«iBhaU  ^^p^ßmadm  seib^it  und  d^^m  Kusinus  des  spitzen 
•    Neignngswinkds,tBi«Hftshen  des  FrejedionsehenB  «|d  ^«.Bbpe  .di(we«.Ds«i9d»,  ,W)>I4W 
■  • .    Resultat  selh.st,ia  dorn  Fnlle  no(  h,:Vahr-bloV^.  WOb  di«  fOwpe  doK  l)iqM|.i)*Q,Q> 

der  Projeclionsebene  piirallei  liiiifl.  , 

b}  Oder  es  liinll  keim  Soito  des  Dreiecks  0,0,0,  mit  dem  I^arcbschnitl  parallel, 
-  '  «idi  ibdr-dMUi  okw'dan iahen  diesds  OveiedartehM  mAitm  Onraydnil 
•■•*•■  zielten.  Meldii'  das  Dreieck  O  O^O,  in  zwei  andere  zcHcl^I.  von  (["iit  n  jedes  in  dem  so 
eben  abgeliundelten  Falk*  sich  befindet,  md  deren  äanmie  das  Dreieck  0,0,0,  ausmuebii 
Diese  beiden  Theüdreiecke  Ment  wrai  PriJedioMn,  deren  Snnnne  die  Projeelion  des  , 
Dreied»  O.0i'0b>«fedMi|febl;  bcaeldnel  nm  daher  durch  JI..1MI«,  die  FMmMirilt 
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jener  beide«  Theila  4m  Dieind«  0bO*0k;  Md  dpch  Jf,  nad  Jl«  ditf  IMrtfiBhUMr  liloi 

•  -  Pmjeclimcii,  M'M-   '  .       .  i  .  t 

Mi-  :  ■  .  •  / N, =11,. OOS i  und  »,=11,. «Mi, 

.)  ^  .  wenn  1  wivdc-r  <I«n  spitzen  Ni>j(ritrigswinkd  zwischen  der  Prujoctionsebene  und  der  Ei)«ne 
n.'  ,4m. Qmieoiu  Oi 0^.0»  vontellL  iüu  den.  beiden  vorslehc^cii  Gteicliaqgaa  eritüit  ,niw 
.  •     nbef .        ••  .  •  !  ^  • 

oder 

i9,my  N  =  M.cosi, 

wenn  wieder  M  den  Fliielieninhüll  di  .s  nrciccks  0, 0.0,  um!  \  den  seiner  Prnjci  lion  he- 
zcichnet,  so  doss  der  sub  a  fUr  ein  besunderes  Dreieck  enviesene  Satz  am  reelitwinkligen 
'  PtroJedionMysIcnie  Jetzt  fflr  JeÜro  Dreiwk  erwiesen  ist. 

Xiiihdr-m  dns  Vertiiiltniss  des  FIürheninlinltN  riiu-s  Prricdv^  /n  di-ni  sriiifr  Pntjcilidii  im 
h?clitM inkligcn  l'rojecliunsüystciiie  aufgefunden  wurden  ist,  la.ssl  üirli  dasselbe  leirlit  aucii  auf 
jedes  beliebig«  frajeelionssystcm  ansdehnen.  bt  nluiffieli  0,0,0,  '&as  bdfHdfr  wo  'im  Rmnne 
lir'troiidc  Oreii  rk,  dessen  Projedion  nur  die  beliobisr  irejren  dir  Ave  geneigte  Pnijedinnsebene 
durch  QiOiOa  vorgestellt  wird,  und  denkt  man  sieb  durch  eklen  beliebigen  Pnnct  der  Projoe- 
tionskxe  senlnpecht  auf  (Oeselbe  elfte' Bliene  trele^ri,  \velehe  von 'den' iirojieirenden  Linien 
0,0»  >  0,0,  in  drei  Puncten  cescliiiillcii  wird,  die  wir  diin  Ii  R, ,  R, .  R,  bezeichnen  woHen,  soi 
ist  R,  R,R,  die  Prtijn  Hon  sowohl  von  0,0,0,  als  \on  {),{)•  ij,  auf  dinsc  senkn-eht  zur  \xe 
gelegte  Ebene,  wenn  niuit  sich  diese  Ebene  in  Verbindung  mit  der  A.\e  als  ein  Projcction»- 
nyfltMi  vorstellt,  -dn  se&ier  Nriur  melk  Mn  senkredites  Ist;  beseiclniet  daher  li  den  spitsen  Nei- 
gunirswinkiM  zwischen  der  Eltene  des  Prciccks  0,0.0,  nnd  der  scnkii'chl  zur  A\i'  jrilcü'tcM, 
in  welcher  sich  die  Puitctc  R|R,  R,  befinden,  femer  il,  den  spitzen  .Neigungswinkel  zwisclicn 
dieser  sehtvediten  Ebene  nnd  der  imn  sehiefWinHlgen  Systeme  gehOr^ren  ProlediooBebeii^ 
cmnirhM,  T  die  Fl.ichiiiinliidtc  der  Dreiecke  0,0,0,.  V,Q:Q,.  R,R:R,.  sft 'hM  nHM  Borolge 
der  beim  senkrechten  Projeclionssysteni  erhaltenen  Gleichung  (2.  u.)  sowohl 
•  IfssNcosA, ,   als  If^Ncosl,, 

h»y  N  cus    =  M  cos  k, , 

^der  mit  Worten:  Der  Plicheirfnlmit  einn  Dreieclu  iMlIfplUn  mit  dem  KMimu  des  spitnen 

Neignnpswinki'ls  zwisrln-n  der  F-ltcnc  des  Dreiecks  und  der  sriikrcrhl  zur  A\c  gelt'irten  ist 
gleich  dem  Flücheninliall  der  Projccliun  des  Dreiecks  auf  eine  behellig  gegen  die  Axc  geneigte 
Projediooseheae  nndtiplisirt  mit  dem  Kösfams'  des  spNsen  Netgungswbikels  «wischen  dieser  and 
4er  lur  Axe  aenluvchten  Ebene. 

Dieser  (tir  ein  ebenes  Dreieck  «djgcstelUe  Salx  gilt  unveriindert  audi  für  jode  ebene  Figur, 
wie  man  sogleich  gewahr  wird,  Wenn  man  erwigt,  dan  jede  ebene  fifim  als  ans  hmlnr  ebenen 
Dn'iecken  zusanimengeselzl  »tiircsehen  werden  kam,  ftr  welche  alli-  /.  oder  ).,  und  die  glei- 
chen Wcrlhc  t>rh»llcM.  und  duss  die  zur  Summe  vercinisricn  rrojcriioncn  dieser  Ureiwke  die 
Projection  der  ebenen  Figur  wiedergeben;  stelll  daher  den  Flüchc^Ualt  \on  irgend  einer 
ehenen  Figir  vor,  tmd  N»  4»  vns  4ar>nnBjeelMNi  dieser  Fifrni*  in  irgend  >etnen  Projectionasf- 
Sterne,  und  bedeuten  ).,  nnd  die  Neitrnnfrswinkel.  welche  Hie  rn  M,  und  N,  gahdrigW  Bbansa 
nnt  der  auf  der  Projecliunsaxe  senkrechten  Ebene  bdden,  so  hat  nun  stets: 

C«*«*>  ir«.CM2,=JI»eoaaM 

m4  «•  «IM  fai  4ie0er  GMdHnig  4te  (S.  a.  niri  k)  adm  ab  mtdrito  Filia  emUtm. 
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tl)  Da  <iii'  zu  vprsi-hiedcii(m  Pimctm  (fch^iriffon  SpHchm  in  der  ProJecBomtWiK»  rinirs  uin 
die  Proj(H4ionM|iilie  henm  UefM  kditn,  m  wm  genaiea  iettinMimf  der  md  M»  ftoje»» 
«•Mebene  gevottüm  Frojallowiifi»  r«MelM  ■feM  Mr  ilv  Uni«  Mr-w  dkm  »ff^^jK ' 
tionnbeae  fr«Mri||«n  SpcMioi,  ««id*rn  noch  miK.sprdrm  die  La(^o  dieser  gpeitlwi  In  der  fn* 

jr>Hii)ns<>honi>  in  vallitr  nntwnidwflgei  Weise  eifonlerlirlt  Zur  Feststclloilff  die^or  hage  mti 
hat  man  das  lolgcnde  MitUl  in '  Anwendiuig  gebracht.  Man  6enkl  sich  in  der  Projectioiucben« 
•IM»  WWN|fe,'«tar  «ftidieedr  Bbeafr  feet  ? tithwieiw  mii  von  der  ProjecUon^itise  A  riHfat 

hendc  Richtiinu.  die  die  frsir  Rirliliinsr  Iielssi-n  miisr.  nnd  fasst  atich  W\  di^n  Sf eichen  stete 
nur  diejenigen  ihrer  beiden  Kichtuii^eii  auf,  welche  >on  der  l'rojectionsspilxe  aus  nach  der 
Projection  des  Punctei,  n  den  de  gehören,  ^rinetrebl,  dam  M  die  Lage  eher  Speiche  in  der 
Fu»)i'clionsclienc  olTi-nbar  durch  den  Winkel  pctri'ljcn,  den  die  Richtung  dor  Spi  iclir  mit  der 
festen  Richtung  macht,  wenn  j(tf|cb.;  die  ;»eite  b«stiiiMM|  ^iiti,  jifwli  .i^eicher  von  der  testen  Rich- 
tung ab  die  Ebene  de>  Wlnkds  sidi  in  die  ProjectiOMcbene  hbieinlegl  Deewegea  nnleredieiden 
wir  die  beiden  Seilen,  nach  denen  hin  «ich  eine  von  der  Projeotionsspitzo  «tiflnufende  Richtung 
•H  der  Testen  Richtung  in  der  Projcciionsebeu*  fostbewegen  kann,  von  einender  dadurch,  daM 
wir  die  eine  die  positive  «nd  die. andere  die.njegaUwe  nennen,  und  der  Zahl,  wodivdi  dia 
ütösse  des  Winkels,  den  üMje^BlBhllMg  •jnll  der  Richtung  einer  Speiche  bildet,  und  d^  wir 
detj  Spi'iclicnvvirikel  nennen  wollen,  «ncezeijft  wird,  «Ins  Vorzfichen  oder  —  b<Hleget| 
und  sie  als  positive  oder  uegativu  '/mUI  bcttaiidi'li),  je  nacbdeut  sieb  diu  Ebene  dieses  Wii|l|pli 
von  der  feilen  Kichtii^  all  «Mh  der  fmUlim  •der.mgniiven  gafti  >>  4h>  fWjecMtHflheii»  V»!^ 
einlest  Bezeichnen  w,  wnd  w,  ilic  niil  tl<'ni  re<  hli  n  Vorzeichen  versehenen  Grössen  der  Winkel, 
welche  die  Richtungen  der  tu  iiwei  Puncten  Oi  und  Ot  gehörigen  i^ichen  mit  der  festen  Ricii-*  , 
tang  bilden,  so  gieM  Mler  allen,  UaMündw».  w«— w.  dfo  CMtRMt^iiep  WtM»  at  pdmmp»  ^01 
die  beiden  Speiclienrichlunxeii  niil  einander  Miactien ;  man  hat  jedMh  4|IM|  -Uli  Jete^ftreUMM 
tighml  w  entgehen,' folgende  eiozeliw»  FüUe.zu  «nlcrioiieiikai:.  •        t  . '  .   '>  ■  t 

.  n)  Der  AnfldnMk  w,— w,  giebt  ileh-airpiiiltw  <W(W- Mr-eriHamen  ',<  .  ->'t  .  ,..,» 

et)  weiui  w,  luuJ  w,  heid«;  positiv  sind,  und'  ir,  grosser  als  w,  ist,  dann  bat  man  als  Ebene 
des  Speichenwinkels  die  zu  nehmen,  in  weicher  die  feste  Richtung  nicht  lic|;t; 

ß)  wenn  w,  und  Wt  beide  negativ  sind  und  dw  absolute  Werth  von  w,  kleiner  eis  der 
•MM  Wi  iit,  dam  hnt.nnn  wwder  als' Ehen«  de»  .Spefahwiwinlela-  dl»,  w.  B<ilnB|..iii 

welcher  die  feste  Ricliliniir  ni("ht  lieut : 
y)  wenn  w«  positiv  ,  und  .W|  negativ  ist,  dann  aber  hat  man  aar  i^bene  des  Speiclieuwuikcls 
die  m  nehmen,  in  der  die  feele  MehlMig,  liegt;  -  ■  '  t  •      '  • 

b)  der  Ausdnick  w,    -v,  lyiebl  sich  als  negative  Grösse  zu  erkennen 

tt)  wenn  .w,  und  ^i  b«ide.  positiv  sind,  und  w,  kleiner  «Is  Wi  ist,  dann  bat  man  zur  Ebene 
iIbs  Speickenriniris  ^  n  nelMiM»  i»  weleher  «e  leel»  Mc^^ 
:  '  ß)  wenn  w,  «nd  w,  beide  nefraliv  sind,  und  der  absdlute  Werth  von  vv,  i^isser  als  der 
;  '  .  '  von  w,  ist,  dann  hdt  man  wieder  sur  Ebene  dea  l$peirhenwi|d(eis  die  su. nehmen,  in 

weldMr  die  feste  Richtnns  nicht  liegt ;    .!. 

y)  wen      negtfK  und  w,  posiliv  ist,  ilann  aber  hat  HMII.alliKllMa.daiiSp«icheaNldllhflli 
ilie  /.II  nehaien,  in  welcher  die  Feste  Hiclilunif  (ieifl. 
.      Man  kuna  fiir  SpeicbonHiidtek,  die  zu  l'uncten  gehören,  welche  inau  sich  in  einer  bcstiuuii- 
IM  iriilnl  «her  heüeWge».Ai<ahiwaiirfD|ie  .diwh'  gerade.ldiiwi  -m  «iiM«depforaih»,wnleillf 
«iMüMi  tngrhait  Mriim  In  Hr..  7.  mfflUUiltm  %iMg  ikikkM,.dm  f^,itioatt*li»  mmt 
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aar  nnscmi  Wejfw  lietfond,  niihf  woilfr  beriirksichligvn  wonlfii.  Ks  jrcniigt  hier,  (tirmif  anf- 
ioefksaiit  gcmichl  za  haben,  wie  diu  bteUuiig  von  Pimctun  iiii  ItAunke  durdi  diu  Angiibtt  dtsr 
PfojMliouB  dieMT  Puncto  -||leidiseili|f  Mf  ciM  Pi8j(wiUtiiiMB  wmI-  auf  siM  PrajflottMMiMM 
volliir  .skluT  (««limint  wrnlni  kann,  uml  wu'  sich  die  Stolle  dor  letztem  Projedionen  diirrh  die 
Grtsse  und  L«ge  der  iipeicbea  fesUetsea  Utast.  Ausser  üesein  Mittel  «ir  FestrteUunnf  i<ter 
PiMMe  {u  Ranne  giebt  es  drar  aoch  cia  «ndbre«,  Mit  dem  vorigeM:.ainv  aih«  miiBwuHwi»  4M 
jedoch  den  Vortlieil  einer  grusseni  ^y— iilrto  Ar  «dl  hll,  «it  4m  wir  jeM  bl  tefaet  g— I» 
AUgemeinkeil  keaaca  Jenea  Wölkau  .•  ' 

s. 

Bcgilf  ta'  IlgWRiMl  CmNriiuten5!ys(eMS  ni  mirh.st  lieK^nde  üftMilllei  iV  tmh 

12)  Stellen  A  \ .  A  X',  AX"  (Fig.  1.)  drei  von  dem  Piinrl««  A  auslmrende,  in  beliebigoa 
Wchlungen  fortgcnihrte,  jedoch  niekl  in  einer  tmd  derselben  Ebene  liegende  porude  Linien  vom 
unbifgrenslet  LUn^c  ror,  so  nennen  wir  diese,  mit  dein  Rnnme  fest  verknüpft  (r^i*<^te 
bindnng  der  drei  (Nemden  ein  «llfeneines  oder  «ebiefwinklisrcs  Coordinatensyslemi 
den  l'iind  A  die  Coonlinulenspilr c  die  von  A  »Iis  nnrh  \,  \',  \"  hinzielenden  Kicktnnireh 
AX,  AX',  AX"  die  Courdi iiatenaxen  und  die  Kln-hen  der  hohlen  Winkel  XAX',  XAX") 
XAKT  die  Coordinatftftekenen,  so  wie  diese  WMmI  sellMt  dto  Ax*nwi«kcL 

Denkt  nun  sicli  dnrrh  einen  beliehiifcn  l'imot  O  fFiir.  M)  drei  Ebenen  pumllel  ndt  den 
.    drei  Coordfnalencbenen  gelegt,  so  schneiden  diese  die  dtvi  Coordiiititeiwxen  in  drei  I^nctea 
B,  C,  D  wid  be(rrewten  in  VerMHdon^  mit  den  drd  CoordinalenelMnen  «inen  pnallelepipedisolMii 

Knnn,  dessen  Eekeri  in  der  Fiirnr  durch  (iic  Pimctf-  A.  H.  II.  I).  (j.  ().  V  unifezei|i(t  werden^ 
M»  dus  AB,  DG,  CH,  FO,  AC,  BH,  DF,  UO,  AD,  CF,  BG,  110  dessen  geindlinige  Kanten, 
und  ABHG,  DGOP,  AB6D,  CHOF,  ACPD,  BHOG  dessen  pafaBdogrsnanllirwiiga  Seien- 
Blülicn  vorstellen.  Die  Längen  AB,  AC,  AD,  welche  dnrdi  die  drei  im  l'imcte  0  iieh  ver- 
einigenden, mit  den  drei  Coonhnatenebenen  pandlelen  Ebenen  von  den  Axen  oder  deren  Vcr- 
Ungeningen  abgeschnitten  werden,  bestimmen  in  ihrem  Verenie  die  Lage  des  Punctes  0,  wes- 
wegen Wh*  sie  die  allgemeinen  oder  schiefeii  Coordinaten  des  Punctes  O  «n  den  drei 
Axen  A  X,  A  \'.  A  \'"  ni  iiii'  ii  ItMlr  dieser  Lünsjen  i-rscheinl  in  dem  Pnrallelepfp«^.  tu  welehem 
sie  gehören,  viennal.  5u  ini  in  dem  durch  die  Figur  1.  angezeigten  Bilde  AB  =  CU  =  DG  =  FO, 
AC=BH=I»F=GO  and  AD=BO=CP=HO. 

Ausser  dm  rlicii  umrcRlhrten  srhiefeii  nehuieii  in  miseMi-  nrtniehtunffi'n  noch  nndere 
Coordinaten  auf,  die  wir  ziun  l'nterschiedo  von  jenen  die  senkrechl^'n  nennen  wollen;  inn  cnl- 
stehefl  daditrdi,  dass  man  durch  den  Pnnct  0  drei  Bkenen  legt,  die  aenkrecld  aiif  den  drei 
Axenrichtmigcn  AX,  AX*,  AX"  stehen,  tind  entwed(>r  diese  Axen  selbst  oder  deren  Verliitige- 
nuigen  in  drei  Poncten  R,  S,  T  schneiden,  wir  nennen  nimlich  dünn  die  Sittdte  AR,  AS,  AT 
der  Axen,  welche  durch  diese  Puncle  und  die  Coordinatenspitze  begrenxt  wcrdsh,  die  senk- 
rechten Coordinaten  des  Pnni  tes  ()  an  den  drei  Axen  AX»  A3P,  AX". 

Die  SlcIliniiT  lics  Punctes  ()  im  Kuunie  ist  vrtllig  bestimmt,  wenn  m»n  ontwivlcr  die  Linge 
setner  drei  schieren  oder  die  Länge  setner  (h'ei  senkrechten  Coordinaten  Umd  und  sagletcfa 
van  jader  «otokot  CoiwdbMte  «aiia,  ob  de  awf  detjenigw  "vm  den  Ans  AX,  AX*«  AJ^j 
trofwiT  alo  iMi  barielM,  seibat  «der  anf  derea  Ygrtlngwwig  Bogt  Dan  «if  i,  ob  dte^Ooof* 
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«linali'ii  eines  I'iiiu'tes  auf  «len  Aviii  selbst  oder  auf  deren  Veriiiiiceriin^n'n  liotren,  givbt  nitni 
cinTadi  Mwcii  m  «rk^oiMa«  (Im»  umh  dea  die  Ltage  «l«r  rnttnlimlifi  »luritoHBintoii  Zaidea  in 
«mera  Falk  du  YoneieheB  +,  in  «dem  Mk  dw.Y«wklwi- — m4  i 
Falle  dio  Coordinalen  positive,  im  andern  FaHe  ntffwtive  nemit  .  Wir  werden  4m 

,  jotat  «!■  uuler/den  QoonliinlMi  riete  nur  Jqmi  LilCpM  in  VerliinJuiiff  uüt  dem  ihMen  su  i;«- 
I  VoneiehcQ  vcnteh^a  Brinneni  wir  iias,  drtw-iuakir  Coordinatenelfenen  diejeuidreii  Ebenen 
vcratanden  werden  soüen,  \s (-leite  den  hohlen,  von  den  Axen  AX,  A.V,  A\"  eiiiyewiiloMfliWi 
Winkeln  \  A\'.  X  A  X",  X  A  X"  aiicreluiren,  un<l  nennen  wir  (liejeiiiifp  Seile  der  mit  di  u  (  uor- 
dimilenebeuea  zuMinuieu  fullundeu  uabegreiuteH^  Elteueii,  «ul  Hcklit^r  der  i^uMict  U  sieb  ^eliudel, 

RflnnH>s  liegl.  die  positix«  Seite,  so  wie  die  dieser  entffejfciiKesetzle  die  neirnlive  Si-il.  jener 
liJjeueu,  uo  Tulgt  von  selbst,  das»  Jede  einzebic  zu  einer  der  drei  C'uordinalen«.\en  gebohge 
MlMl».  GowdiMtoi  fllRM  PvMlM  poriliv  «der  amnliv  -  wird,  i|c.  ndideiii  dieMr  Pwet  aar  der 
pl>sili^en  oder  ne|;aliven  Seile  der  diirdi  die  heiden  andern  Ctwrdinalenaxen  gelegten  Ebene 
UegL  Eben  M>  leiclU  ibcncMgl  nan  sich,  diu»s  die  zu  den  CwMitlinnteiuuen  gebüngen  «ook- 
Mdieii  Oiipdiwlrn  cIm*  PumIw  ctanln  poaitiv  oiat  megt^  frerden,  je  nachdw  diever  Pwu4 
■ü  dar  von  A  aasUmfenden  Coordinntenaxo,  auf  welche  »icii  die  in  i>etru>  liiung-  geiionnrieiie 
ClMfdinaia  bcziehl,  auf  eii»rlei  oder  auf  enlgeg:e«Ki>ä<n2ler  Seite  von  iWr  uidiej^reiuten  Ebene 
liigt,  die  man  sich  durch  die  Goordiiulen spitze  A  senkrecht  auf  dinse  C4>«rdiuati'aaxe  i^elegt 

iVocfa  werden  wir  des  kurzem  Aus<lru('ks  halber  dii-  jjlei»  h  Aiifimirs  zu  Grund  ir'''''^'«'"' 
vaa  A  nach  X,  X',  A"  liinzielciiden  Kichiuiigtsn  diu  (»u8ili\eu  Aj|.eurit^btuugun,  oder  auch 
JnmvBf  die  p0aiti¥6B  Ajcen  umI  die  denartha«  Gerade»  anwcbüriirafi,» äher  ym  A  aas  «ach 

der  ixeradi'  enlL'esreiijje.selzIfn  Seite  hin  ziclemlen  HichlniiL'eii  die  ii c <; ii  1  i  \  >■  n  A\enrii'litunjf  en, 
oder  auch  iuirzweg  die  negativen  Axen  uenuun.  Es  läuft,,  witr  m  dn;  Augen  springt  W4$S4|il- 
Mi  gau  aaf  Blna  MhMna«  ob  am  Midar  aaRine^lioheB'FasMatluafr  de«  Coordinateiuyalea«  die 
Ricbtun$ren  A  X,  A  \\  A  \"  als  positive  und  dann  die  ihnen  eril)re<ren)reselzteu  ids  negative 
Axea  aaniaunt,  oder  oh.  man  irgend  drei  andere  von  dieiH»  sechs  lUchtUügca  zu  positiven  nifd 
ämü  dia  MvigMi  dnai  tt  aagaliae«  Axrn  machV  ^'orawfeartzt,  das«  die  drei  xu  positiven  Axea 
gmählten  Kirhiunffcn  niclit  in  einer  i  i  i  Ii  r.ielben  Ehcne  liegen. 

13)  Jedes  CoortUniilensynleni,  dessen  Axen  keiiie  recliten  >^'illkel  mit  eiuHnder  bililen,  kiitn> 
aogeaehea  werdeu  als  eiiie  Verbindung  vou  drei  sdiiefwiilkUgfU  l'roje(;liun>i)j  ^letuen  ^  deren 
IpikM  sMndlMklB  dea.GoaidiDalenipiii«  UegaB,  dsMni  fi^/B^SoanxiM  -die  drei  Coocdinal««r 

axen  und  deren  Pr(»jeclionseI)enei)  die  drei  mit  den  lirei  roordiiwlenelienen  zusannnen  rHllendi« 
nahegrenzleu  Elieueii  siad,  uud  es  sind  die  drei  zw  diesen  drei  I'rt^ecliuossystßnK»!  gehurigea 
Oninaten  eiiies  Paartes  ofllndNur  nichla' aiidets,  als  .  dta'.drei.  srhidiM  Ceordinalen  desseftea 
Piincli's  im  Coordinnlensysleme.  Eben  so  sind  alu'r  iiitrli  in  citii  ai  solclieu  (."iionlinHtensysteine 
drei  rechlwiaUige  Pf^jedionssyslieBiB  enthalieii,  deroii  Spitzen  jauunllicb  iu  der  Coordiualen.- 
spilw  licfa^-  dcrat  Axte  .die  -drai  CooHÜnaliiniireB  »d  denn  rmjiH  lionscbenap  dte  drd  durch 
dfe^  Gaoidanlttipilxe  senitreclit  aaf  die  drei  foordinulen>iven  ireleelen  unbegrensben  Elienm 
sind,  and  es  sind  die  drei  zu  diesen  drei  rechtwinkligen  i'roJcelion.>i<iy.steinen  gehörigen  Ordi- 
ehtes  Fundes  olTenbar  nichts  anders,  als  die  drei  vorhin  bezeichneten  senkrtrrhten  Coor^ 
daaselbeu  Puucles  im  foordinatcnsysteaie.  Durch  die  Vereinigtuig  soiclicr  drei  Projcc- 
in  ein  eiaiifes  Coordiaateasyatan  wird  die  MflgUchkini  iiedie(g^>ibrt>  dw  i<age 
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'  I  AJnck.  « 


«In  Piiiti'tr  im  RHiimo  diirrh  lauter  Ordinalen,  die  drei  ("onnlhüilrri  n  inilicli,  zu  hcstiminon.  nhni» 
«hüs  (iaxii  die  Belrishltuig  der  Speichen  nOfUg  wire,  wodurch  dne  gröusm:  äyMneliie  der 
Vofil6Hin|rMi'tiii4*1l0iluiuii|{iUM0drtilM'xii  'S(mMa  kiMiMlt  i  > 

Aus  der  vorsleliondrn  Betmrhtiin!;  Tolift.  «Idss  wir  den  Piincl  A  im  CoordinaUmiysleM  cMk 
SO  wohl  Pmjroiionj<fly<lxe,  wie  C'ourdiiMlmspilz«,  und  die  Richluit|fi>n  A\,  AX',  AX"'4k^  « 
wohl  potitiTe  ProjeoÜMiMxen,  wie  t>Mill«e' C«ordiiuiteinxiHi  nennen  ktinneiii  DietaHM  Bditab» 
tims  svi^nttol  uns  äbrr  «urh,  im  C'nonlinnl'-nsyiilcino  die  mh  den  CoonüMlenebenen  nirnimmm 
fHllindfn  unN'fffPiiztfn  Ebenpii  die  »chiefini  Projeclionst  lu  niMi.  sn  wii-  die  diirdi  di'n 
Ftrnrt  A  sonlirfthl  huI  die  drei  C'UordiiMtemixen  gelegten  unbegrcuxlcii  Klionm  die  seakrechleii 
?r<ij1ieti6ii9«biniDii  n  MMini,  und  nberiMpt  die  fIrlAer  m  PnjeclioNMqfBleiMNi  nfjjfrttaBw- 
dentm  Ei]|[eiBclMnM  am  OoiimlMtaMyileMe  in  ihrar  doppdleii  Botidniqr  wieder  gMiend'ril 
machen.  .  ■  *•! 

'  14)  '«ine  Gleifilininnll^kcjt  in  die  Beaeidiiianffcn  ni  Inrinfen,  wcnlm  ivir  in  der 
stets  die  zu  di'ii  Axcn  \  V,  A  \",  A  \"  l  inos  Ix  liohifrcn  Coonliiintensysteim  ffeliiirieen  .sohief«! 
Coordinaten  eines  Punctes  O  durch  x,  .\',  x",  su  wie  <Ue  zu  den  gieiclien  Axen  gebürigen  uakf 
noMe«  Coofdimleii  desselben  Pondes  dnidi  u ,  v',  u"  beieleliaea-  *),  woliei  ium  sicli  in  'dfsse 
Bochstiibeo  immer  das  der  L«fe  der  Coordiiiaten  bcziigiich  m  ihren  Axen  onlsprecheiide  Vor» 
zeichen  hinHn(rele|rl  zu  denken  hnl.  Wo  die  Co6rdinalen  toq  mehreren  Puiirten  nur  dieselben 
Axen  Itezogm  in  Betmrhtun;;  kommen,  da  werden  wir  die  Sil  den  versohiedenen  Puncten  ge* 
hörigeil  dadurch  von  ciunndcr  unterscheiden,  dnsH  wir  den  Bnchslaben  x  und  u  verschiedene^ 
mf  die  \  ersrbiedenen  Punct«-  sich  lieziehendc  Indexe  iinliiing'en.  oder  anrli  «n  die  Stelle  der 
ialeinischeu  Buchstaben  x  und  u  die  enlspreclioadoii  deutschen  r  und  u,  oder  griechischen  ^  und 
H  setsen.  Demgeralss  betoichwan  wir  dfo'OoordiiHrtiiii  eintss  erstell  PMmIcs      dnNli  Jt,,  diH 

\".  «eiei  !■>  die  schiefen  sind,  iiiul  <hireh  n, .  «' ,  w",  wenn  es  die  senkrechten  sind,  unil  ühii-» 
lieh  werden  die  schiefen  oder  üenkrechten  Cuordinalen  eines  zwoileu  Puncles  durch  x«,  xi> 
oder  Ut,  ifu  vr  dargesteÜ,  imd  so  fort,  wwm  wir  nieit-iieber  statt  der  IsMninhen  Und»» 
Stuben  die  annloeen  ans  amleni  Spniiheii  nehmen.  Wo  hinifctfen  neben  dem  irtis  den  Axoi 
A  X,  A  X',  A  X"  gebildeten  Coordinalenüysleniu  noch  ein  zweites  aus  den  Axen  A'  Y,  A'  \\  A-  ¥" 
gebildetes  hl  BetrachHing'  kommt,  da-  werden  wir  dte  so  diese*  aon  Um  liebuBsmeneii  Am 
gchüriiten  si  liiefen  Coordinaten  eines  Punetes  von  den  zu  den  urK|irinjjjIichen  Axen  ß^ehürigm 
schielen  foordiniiteii  desseilM-n  Pnneies  dadtinh  nnterseheideii.  dass  wir  an  die  Stdie  des  Buch- 
sliibeiis  .\  «ten  uul  ihn  folgenden  Buchstaben  y  setzen,  und  eben  so  werdi-n  wir  diu  Bereich» 
ntng  fUr  die  senkrf ehlen' Coerdinaten  eines  Pnnctos  an  40»  bristom  Ason  ans  dMr  BsKiabaliipf 
der  senkrechten  Coordinnlen  dieses  l'niieles  an  ilen  erstem  Axen  herholen,  indem  «ir  nii  die 
Stelle  des  Buchstabens  u  den  auf  iiui  folgenden  Buchstaben  v  setzen,  wobei  auch  wieder  bvtci^ 
Stäben  stis  ■Hndein  Spraebbn  genommen' 'worden 'IcAineR.  ' .  * 

Auf  gleiche  Weis(>  weHen  wir  die  eini  r  Riehtnnii  entsprechenden  l'rnirrtionszalrlen,  welche 
sich  auf  die  zu  den  A.ven  .W,  AX',  AX"  gehürigen,  im  CoonUoatensysteme -gleiebseitig  enb» 
htillenen  drei  schiefwbddigen  Pra)iiotionssysl«iiio 'beliehen,  diMi  s,  sT,  ä'-  bezeicfanea,  ml  dan|h 
c"  dib  sn  de«  gMcben  Atcn  griiOr^  Projectionsidiien  dertalbia  Ridili^r,  tUk 

•j   ■  •   i.         ■  •  1  ... 

>.  <■/  i  t  •     .  , 
^       lim  idilcppciidc  Wirilrrbolung^  m  vrrMvifivn,  imnerliün  wir.  ein  fbr  .allemal,  4»$*  4««  wo  nwlirere 
DhiKe  auf  awIkrcN  nadtee  iMiogon  werdua,  wh-'  «l«to  Aa  enie  «vT  dm  4nlt!,'  Ät  cw^  iaf  du  sweilft 
tt.  •.  f.  bcitfro  Wim»  woNaa.'  >   ■    .     .  ■  y      •..  -ti 
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mf  die  drei  im  Cmirdinalensyslome  enthattooen  redilwjnkijgen  Prujecüonsüyglemi;  h«- 
»ehcn.  Wo  melirere  Richtungen  in  Belrachlurifr  Itommen,  da  werden  .wir  deren  ProjectiontT  tat 
Mhlen,  ähnlich  wie  bei  den  CoordinakHi,  durch  (fisselben  Bnctwteben,  aber  mit  vcracliiedeaen 
IndMcM  veraehen,  «der  durch  die  «na  einer  — dcwi  Spmdif  (cenoaiiuencn  aiialui/cn  Btichslaben 
bfzeiolinoji,  und  wo  ein  zweiics  ("(lOrrliiiaUnsyMleiii  j;u  dvm  alton  erslou  liiiiziiüc'n'iirl  wird,  da 
wertka  wir  die  J'rojec|)«n$verluUliMiSM  ao  duit  iwwm  Axea  von  «kneii  an  (i«?a  ullcii  Awa  da- 
llHeli  luMiMMdm,  4Me  «  die  SMto.dei  >MMnltfn  >  «der  e  ,dl0k<««f  Ii«  ftljwdw  k 
oder  d  setzen. 

.  Kqdliok  wolkn  w>r  in  der  l3ol|:e  die  A&cimiriaM^^A.Vi,  \A\.',  X'A^.'  eiiirach  dim:h 
W.i«WMMn)Bhimi  tmd  da,  wo  wmIi  «hi>  wlw^iOiwdiiMMwwyrtaw-  i»  BdiMhfg'IrniiiMi, 
Müliinliwlilt  iw  iBiieliiyi«»!  Wt«liae«4ta«MiM^ 

Bachataben  seliea.  .(i-kjidm  <uirifa(<ii    h  1  m«  •  ^  ii'      ^  .//. 

iiMiii>it -von  jedüw  der  iiu  CiwrdinateiwyateaMijintialMieibf^  gOH  was 

Cllpben  von  eiiifin  eiiuuhtcn  solchen  fxyHwn» ,  tn$m^  >wir(lua;  ill«^  40- M>anen  wir  io 
||pi(  das  CourdiiuilundysUnii  itiUlelst  der  ae  < eben  jdngfordhcteii  üczt'irhnuiiireH  die  Tollenden 
||l|^i|||WI!||^iMttlsleUeii.  Sind  aüudicb  0,  und  0^^  twei  Puncle,  deren  gi^gciuseilifco  Entremung  .i; 
||%iVi||(|rtdh».J(ft  xl.iXr  und  Xi,  jt;^,»;'  die>  fchiefeu,  HO  wie,  u. / «i ,  «od  U« ,  ni.  u;'  dUe 
acnkrodilen  rofMdinati'U  dicsiT  Ix  ideii  Punrte  au  di'ii  Axt  ii  AX,  AX'»  A  X"  des  Coordinnlcn- 
)»,A0r,.  liezeiuhueii  autitü-i-düni  a,  a,  a"  dte  Jcu  dim  AxoQ  AA,  AA«i^\"  geiu»rit(eu  Prü- 
der voa  rOt^MCb  Ol  hiwieleiidei»<MrttMiit'  te'*'*»'«tf''*»  di»irMUclii>äiiili0eii 
Projeclionssyslciiir  uml  c.  c',  c",  die  zu  dt'ii  gleichen  Avcii  irrln'in'iri'u  Projcclioiiszahlen  «Icr- 
MUwtt  RifihUutg  iu  Bezug  auf  die  drei  rc«htwial(lig«n.  Pixuecti9iw6y«>|vMK|.M),,iM^/)i9an  der  in 
ft.!|lniMlßdBrdPMiiiiclloniHUi  g^fAeoM  a«MtiM>4|e«liii»,«ot^ 

A  00/  0//   T  '  i''  ■  •!■  H  •■  X>r— .^,_x£— -Xjö  X«'— ^  Xi    \       rl    i.  m;  «ii—i //  i 
Wit'iil»  IIX  Till         '    .    ■  •,  1  II  •ti('')«i'»vi1  ih>i'.f> Ii/    .'■•.II.    ''j-i'  !m 

^Ißl^idUf   't  'i/l  -1  'II  •  '  <  -    ,  .Ii  .'••/'  'in  ,-.,'M'f   ii-ild'.-  i/li"'-   -rV  .  .»•*U.i:i  b...    ^ß) 

US  Iii«  niMilu    ilil-  ..•    __mIU, — Tl|   ■■  i  L  .yj'frVi  I  Jrilii.'iP»  "i'  \     'II  "Ii.     o.  -tI  .    I  , 

r.   ,■     ,        r  M  .  r.v.'/i-.:r  Ii  ■  /    -  r-i!- ' 

wanuu»  uian  liiidel,  dass  stets  i.         :■  >i^.(  l.t  >ii  i>>       'i  '  .i    .:        .  :i 

-itfR^rr^aTxisax;— '»'xt  V  «xr--«"«!™««?— •"*»,  «rxrT^"**artacn'x;''-4e"j[;i   „ -f 
Wd  ,  \ 
MjijWjr— c'  »t=cu,  — c'  n, ,    cu;;  :— c  "u, i—c  '  utj  c'.ur— T«"ulff=c'u'».— c';u;  ) 
ii^^pwi  dtn  'Pwiole  Qi  nwi  Ow«  deraiiCoonliaalea  Ji  diesen' Glcidangvii  auftreten,*  in  einer 
^MiifieM  Hflgeii ,  dt'ren  t  iiic  Richlun|f  a,  a',  a"  und  e,  ü',  o"  su  Prujcrlion.s/.aldi'ii  liut. 

In  dem  besondem  FaUo,  wo  der  Punct  ü«  in  der  ProjcctioiHii|iitxe.A  lürgt,  und  dm  zufoigu 
x,3=j;;:=:x;'=£0  and  u,^a;=iir=0'w{rd,  veraialiMilien  skii>  die  vorslebondt«  Awrtrii^ 
aid  g«ben,  «  ünn  man  hier,  wo  keint'  Unterschotdiuif  der  PuiH-te  0|  und  O,  von  einander  mebr 
■Miiflr<.Win(»:dM:<  d«iijierMlMeidetien  Burhstalien  un{r)-liHni;ion  ladexc  wciglilastt 

-■«1  •\*>,it''   '  I  '  ,.  i.l--  •  X  ,  X    X 

" ,  a      •"•^  ^  a  —  ~* 

rt'i*-.'!i  Ii;  f      ■    r        '  r. 


l'/^/.|ltil  -r'-.      '>(--i'  .  '  ,    .  '  V  »  •  .       .  .  .  .  .  .  <:  ^t.««*»  ^§1^ 

•■i'i>)j;v    «fiii  l-'ifi       i.  T       ■     .1.1?;    -i  M.' ■ 

■idiiili  F«%e  dleaer  Gieidimgen  eiMUI  nan  noch:  . 


Digitized  by  Google 


14 


Analytische  Geomeirie. 


f  «xl^s«'«,  «j^sr«"»,  t'jf'slsirit'  ■  • 

(•)  /    und'      •  '—    .    ■    •  •      ■       •  .  ••  .t 

•  ^ei<=«'ii,   e«ra:<r«,   «fiif=:&'vf,         •  •• .  » 

M  ti  \,  x',  \"  (Iii'  s(  liiiTi'n  mtil  ii,  n'.  11"  die  scnkrochlcri  rdonlinalcn  rinos  in  der  Elitrorntinf^ 
r  vun  der  ProJi'i-tiunss-piUA'  Hblicgendvii  l'uik-tcs  0  «n  den  Axt-n  AX,  AX'^  AX"  voMleMeiii 
inid  V,  1"  die  ProjpctioMMriilm  in  Bfz«f  mf  dto  gehterpii,  c,  c',  c",  In  9em(t  auf '  «M» 
scnkrorhlcni,  hn  Coorclinairnsyirtt'nir  mlhaltenfn  Projcctionssystcme  bwiclMWl,  welehp  di>  voh 
der  ProJ{>(iions.spitze  A  narh  dini  Puncto  0  hinzit>k>nde  Richliuijyr  an  den  Axeii  A  X,  A  XV  A  X'' 
giebl.  Zur  AbkUrzunsr  wollen  wif  von  jptxt  im  die  in  den  sehierpn  ProjectioMsyalMiien  fcbfl- 
delen  ProjwllOOmrhHllni.sse  einer  Rirhtiino'  deren  schiefe,  und  die  in  den  TeclrtWinldii^en 
ProjcrtinnSsysYemen  pehildelen  deren  senk  rechte  Projectionsxahlen  M  den  AxiA 
AX,  AX',  AX"  des  Coordinaleiii>ysteiiu>  nennen. 

Riw  RtehlMgv  ^       xn-Bndiy  der  Nfl  9.  Mi%eil0Hten  Sinn  ftvnonnnen,  wird  sowolil  durdi 

Ihre  drei  schief<'n,  wie  ain'li  durch  ihre  drei  senkn-chten  Prujecfimiszsihlen,  die  sie  nn  di'n  drei 
Axon  des  Coordinatensyslent«  ^<cl>l,  völlig  bestinnnt.  Denkt  man  sich  näudich  um  die  Projec- 
tfonnpllie  A  dM  CooriHiMrt«n«yfllenM  eine  Kngel  vom  Radios  I  iMsehrieben,  nnd  tMHut  mm  md 

die  eine  CoOriSMdenaxe  A  \  die  zu  ihr  irehüriire  scIiitTe  oder  senkredile  Projedidnsznhl  <iM> 
Richtung  von  A  nu  je  nach  seinoui  Vorzeichen  auf  die  positive  oder  negative  Seile  auf,  legt 
Mdnnn  dnrrfi  den  «ladnrdi  «iliaitenen  fmdt  eino  Ekehe  parallel  mit  der  xn  diner  Axe  etk&- 
riLTcii  si  liiiTen  (>d»'r  senkrechten  Projectionsehene ,  so  wird  jene  Knirelflilche  von  dieser  KbenOt 
in  einem  Kreise  i;esehnitlen  wenleti,  in  welchem  alle  Puncle  enthalten  sind,  durch  weiche  die 
zu  dieser  Projectionsznhl  ^rehörijOfe  Richtiingr  von  A  ausgehen  kann.  Trügt  man  hierauf  die  zu 
einer  andern  Axe  AX'  gehörige  schiefe  «der  senkrechte  Projectiunszahl  denMÜMm  RIeMnng  in 
gleicher  Weise  je  UHch  seineni  Vor/eichen  Huf  die  eine  oder  nndere  Seile  dieser  A\e  mmi  A 
aus  auf,  und  legt  durch  d^n  so  sich  ergebenden  Punct  eine  Ebene  parallel  mit  der  zu  dieser 
<  -  Axe  gebifrigen  schiefen-  oil^  senkrechten  Projeetkmsdiene,  so  wird  jener  Kreis  von  dieser 
Eheiie  luichslens  nur  noch  in  zwei  Puncleii  ireseliniiten  «erdi-n.  <lnrih  ^velche  jilli-in  die  zn 
l)eiden  Projectioiiszalden  gcbürigc  Richtung  von  A  aus  gehen  kann.  Die  dritte  zu  dieser  Rkh- 
tang  gcfaürige  Projcdionszahl  hat  daher  nur  noch  zu  entsdieiden,  welcher  von  diesen  heldw 
Pnncten  tu  der  von  A  ausgehenden  gesuchten  Richtung  gehürt,  was  sekon  ani  seinem  Vor- 
seichen entnommen  werden  kann.  Dieser  Umstand  deutet  darauf  hin,  dass  die  Grössen  der  drei 
zu  einer  heslimnilen  Riehinng  gehflrigcfi  schiefen  oder  senkrechten  Projectionszahlen,  welche 
sich  an  den  drei  A\en  eines  jirlieliiiren  Coordinatensystenis  bihlen.  in  i.'ev>  isser  Weise  von  ein- 
ni)i!i-r  iiUhiiiiLM?  sind,  und  w  ir  werden  bald  die  Gleichungen  anfitttstellen  hn  Stande  sein,  in  denen 
.sicli  diese  Al»hi»ngigkeil  uussprirht.  ' 

15)  FBhrt  mim  neben  dem  Coordinalensysiem,  dessen  Axeii'  AX,  A'X*,'  A X"!^  nM,~ ehi 

zweites  ein.  di-sseii  Sjiitze  niclil  nie'ir  der  Piinrt  A.  sfintieni  irgend  ein  nnderer  ()  ist,  nnd  des- 
sen A.xeu,  die  wir  durcii  OX,  0\'  U.\"  andeuten  wollen,  mit  den  vorigen  Axen  parallel  und 
gleichlättlg  sind,  wo  dann  die  girieh  aciAmlahften  Atcnwinkel  in  beiden  Systemen  einerlei  Grilsse  be- 
halten ,  so  bilden  je  zwei  schiere  so\u>ld.  ids  je  zwei  senkrechte  Projection.ssyslenie  in  diesen 
beiderlei  CoordinalensystenR'i),  welche  zu  parallelen  Axen  gchiirrn,  pursOele  Projcciionssysteme 
mit  gleichlüuigen  Axen,  wie  solche  Iti  Itr.  4.  btArachtct  worden  sind,  weswegen  die  dort  «nf- 
goirlli  •  Cleichung  (1)  hier  auf  jeilt*  solche  l'aar  ihre  .\nwendnng  findet,  und  dem  zuroli/fi 
in  den  beiden  parallelen  Coordiaatensystemen  in  sedisfacher  Weise  aufgesteil  werden  kanni 
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StaOen  nümlich  ^,  f  di»  Mf  dM  Axin  A\,  AX',  AX"  beMgoaen  schiefen  CoonÜMte« 
eines  Puncles  0,  umI  iit-tfi  dsMeii  auf  dieselben  Axe«  bezofreneh  senkrechten  Coorih'Mtoii 
vor,  iHSseicbneil  wir  OMb  MM«riem  die  schirfen  und  senlirechlen  Coordinaten  eines  andeni 
Paieles  ui  den  Axen  A  X,  AX',  AX"  durch  x,  x',  X"  und  u,  u',  u",  so  wie  durch  x«,  x*^ 
xj^  and  II. ,  u« ,  ui'  die  schiefen  und  senlirechlen  Coordinaten  dieses  liMztrni  Piim-tes  an  den 
Axen  ÜX,  ÜX',  OX",  so  liefert  die  Gkiduing  {i^  in  Bezug  auf  die  drei  schiefwinkligen  so- 
iiitl,irtnlfc)BMWigl«Mti ifci  dW/rwIiiBiiimiiifiiJi iiiliirtw  je M  WMjma^  ftMAi 
t«|  +  .il  4- .H-^*!  ^i"')i xS'Hsarfj-rlf, .  jCwji^'**^' '^him;;  .i-.h^  .,  .v»  ,., 
wi  V  ■,in.i4i'i  CO 

16}  Denicen  wir  uns  inrend  eiMn  Poeel'i^'IUi  Üanne  niiA  im'  ^MMlboii  dlif,  bi^tiiMg^Ai 

^oordinatcnaxcn  A  X,  A  \",  A  X"  cntsprcrhrmfi'  Oiordinati'nparHllcli'pipi'd  ABHOFD  fFig.  l.Tf 
gefügt,  so  nennen  wir  die  aus  den  drei  an  einander  hängenden,  mit  den  Axen  AX',  AX",  AX 
penlldcn  ünien  AB,  BH,  HO  gebildete  linlenflgnr  ABRO^eÜ^oHteetenrigur  'fteflkieü 
wir  uns  ferner  irgend  eine  von  der  Coordinatenspilze  A  ans]aüfen<le' Bichtiing  AZ,  die  wir 
ris  die  positiv«  Axe  eines  neuen  beliebigen  )ProJections5^stems  aiuehea  mid  projiciren  wir  ml 
Äese  Axe  die  Geraden  AB.  BH,  RO^ W'clin^'tticiitung'von  A  m^^^ 

P  Ml|^  0  iffnüiiiinen,  so  ist  dem  in  \r.  7.  aufgestellten  Satze  gemKss  die  Summe  dieser ,lHpi^ 
jectionen  jrlnoh  der  Piojmtion.  welche  die  Länge  AO  in  der  Richtung  von  A  nach  0  genom- 
men in  dem  gleichen  beliebigen  l'rojectionssystciiie  an  derselben  Axe  A  Z  giebt,  oder  es  ist, 
wenn  man  ''  ,•  ,  ".  ^ 

.j^  durch  p  die  Projection  von  AO  in  der  nkhliiiirr  vtm  A  nach  0  genommen,  ^'^  ' 
durch  p,  die  Projection  vuu  AB  in  der  hichlung  von  A  nach  B  gcuomuien,  '  ', 
Anvfe  pi  die  nvjecaoii  vea  HU  v^.vtt  luciiiiDig.vM  v  mcnjti  geponneat  ^ 
durch     die  lYoj|^ii|fo^  "Voii  ^rfi^"^^^  ^  --  ^  ••/i-fK  i>m 

bexeichnet,  ,     '  "  •  -  ,  • 


-HU  e-'H  II'.;  i  II  "     ■  .1  Iii  ■'  im;!'  i  /  .  . 

„,,„JftHH>ielly^  man  durch  y,  /,  y"  die  ProjectionszaUeo»  welche  die  positiven  .^nwi^iui^|[^ 

^        .A;??^  «<i,d«r  Axe  i^ifS,  deil  neuen  Projcctionssysicms  licfofB,  M.  jst  . . 

±r=-^  ±/=^  ±y=rfi,, 

di  r  P(  finition  von  der  Pnijfi  tinnsy.idil  zufolge,  und  es  ivl  von  den  doppellen  Vorzeichen  in 
ie^ifp  c^ebien  FiiUe  entweder  dits  obere ,  oder  uuterv  zu  neluuen,  je  nachdem  die  von  A  nacli 
B,  von  B  nach  H,  von  H  nach  0  genommenen  Rielilungen  mit  den  ibnen  parallelen  Axenrkb- 
tangen  AX,  A  X',  A  X"  bezUgKch  gimhiitang  oder  gegenlituOg  sind,  während  AB,  BH,  HO 
die  absoluten  Langen  der  durch  sie  bezeichneten  Qcraden  vorstellen.  Man  hat  ako  mit  der- 
selben RUeksichlsnahuie  auf  das  Vorzeichen  "     •      ,  . 

p.=±y.AB,   p.=±/.BH,.  f^iy".»©. 
BwiiiliitMea  vm,mdk  xi.itf  x"  «e  KUate  OMtÜMlaa  deilPancMO  «  de»AzmA>X»  AX', 
AX',  io  iat 

^    .  .     .  .  x=±AB^  x'=±BH,  x"=i:HO 

W4  mn  ha  ia  jeden  einselaen  iPalle  idan  obixe'  «der  niilece  Voneichigi  n  admea,  je 
dm  dto  von  A  nach  B,  voa  B  nech  H,  von  H  neeh  0  genommeaca  BiflMwfea.arit  den 
L  3 
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AMlytbelM»  «««netrie. 


AbscJk  I. 


Helen  ixpsitivcn  Avcnrirlattiiß-cn  AX/AX',  AX"  beziiirlicli  irlrii  tiliiiififf  oder  gc^n>nlü<ifi(,r  sind, 
AB,  BH,  HO  Sic  absohilm  Lligvii  der  durch  »ie  bczci^otflen  Geraden  vorsteilea, 
iraO  die  (MSmU  ia  dm  entern  Felle  du  Venefehan  + «  in  iwlerB  FeUe  das  Venciekea  « 
in  sich  at^H»"""*  Setzt  nuin  die  hioraus  sich  ergebenden  Weiihe  von  AB^BH^HOiedie 
— mittfiber  wnor  fllr    »     ,  p>  gcgrehenen ,  m  Tindct  man  in  jedeni  FeUe 

p,  =  ;'..\,    p,  =  ;'.x',    p,  =  /'.x" 
weil  ininiur  nur  die  beiilen  uhvni  oder  MV  die  beiden  mlen  Vorzi'ichi-n  mit  rinidfr  zu  ver- 
cini^reii  sind.  Mtttelst  dieser  WleitlM)  voa  Pt»  Pb»  Pi  fobt  mm  die  Gleichung  pspb  +  Pt+IN 
über  in: 

in  welcher  sich  di>r  nadistehcndc  Salz  ausspricht: 

Die  Projection  der  von  der  Spitze  A  irgend  eines  C'ourdinalcnsyelcms  bis 
ta  irgend  einen  Punct  0  hinreichenden  Lünge  in  der  Richlunfr  von  A  nmek  0 
{Tfiioiiiinen  auf  <li<'  A\f  citics  bclidtipcn  ausserliHlb  des  Coor(Iin»li'n>:\ slcms 
iie((eiidcn  Projecltunssystcnis  *J,  ist  gleich  der  Summe  der  drei  Pruüucle, 
weiche  gebildet  werden  ans  jeder  eeliiefen  Coordinete  des  Ponctes  0  nnd  der 
ProjiM'liuiisziihl,  wclclir  die  positive  Coorilitiiilcnaxe.  zu  welcher  lüesi'  CoOT- 
dinale  gchtirt,  an  der  Projcctionsaxe  des  neuen  Projectionssysleuis  gicbt. 

Ist  das  sn  dem  CoeidinatensTSteni  hinzugezogene  ProjecUonssystem  ebi  reddwtnldgefl,'  so 
Itann  man,  wie  in  der  Nr.  6.  gezeigt  worden  ist,  ansialt  der  Projeclionsverhältnisse,  welche  die 
jiositiven  Coordinatenaxcn  an  der  neuen  Projcciionsaxc  geben,  diejenigen  nehmen,  welche  die 
positive  Richlnng  dieser  Pmjeclionsaxe  an  den  drei  Axen  der  in  dem  Coordinatens)'sleaie'ent- 
lullenen  reciitninkli^u'n  rrojeelionssystenii;  lierert,  weil  uian  in  jedem  Falle  inuuer  nur  auf  die 
Kosinnse  der  Winkel  hiiiirernlirl  wird,  weleiu-  dir  drei  pusiliven  CoordinateWUten  mit  der  neun 
Projectionsaxe  bilden.  So  \entandelt  sicli  diu  (ilcichuug  (^b.  a.j  in: 
C«.».)  p=xeosXAZ+x'cosX'AZ-t-x^cosr'AZ 

in  welcher  p  die  st-nkrechlo  Projection  der  Uinge  A  0  auf  die  A.xe  AZ  vorstellt, 

17}  Aus  dem  in  der  vorigen  Nummer  aurgefundenen  Salze  (ß.  b.}  ergeben  sich  nun  un- 
nUldbar  mehrere  der  widitigslen  fan  beUebigcn  Projectionssyslenw  statt  Endenden  Rehdionea 
Bezeichnet  nmrdii'lt  r  die  Eiiirermiiig  des  PuncteS  0  TOD  dcT  Cowdiwdenspilie  und  dMdlM  mn 
die  Gleichung  {p.  b.)  durch  r,  so  wini  sie: 

-?=-cosXAZ  +  -cosX'AZ+ -  cosX'AZ. 
r     r  '  r  r 

Bezeichnet  0  den  Winkel,  welchen  die  von  A  nach  0  hinzielende  Richtung  unt  der  AZ  bildet, 
se  ist  ~=costf,  weil  p  die  senkrechte  Projection  der  Unge  AO  oder  r  auf  die  Axe  AZ  is^ 
also  p  md  r  einem  rechtwinkligen  Pn  iecke  angeboren,  dessen  Hypothennse  r  Ist,  nnd  den 


Winltet  9  ehwchliessen;  tener  sind  ^  dte  schieren  ProjedionssaUen  der  BicMni«  AO 

M  den  Aocen  AX,  AX*,  AX't  irakhe  whr  duth  n,  i*,  tT  beseicbnen  werden;  cnttdi  atad 


*)  Ef  M  aberHiMK  hiar 


MM  PnticcIkwwyataaM  la.  dem  Puule  A  Ue» 
Pi«4witnaallM  Mtaa,  wte  sdm  in  Hr.  i. 
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cosXAZ.  cüsX'AZ,  ooaX"AZ  tfe  MnkNdlli»  Projedionszahlen,  welchp  di<;  Rirhlunff  AZ 
an  den  (gleichen  Axon  girht  und  di«  wir  tämA  fl^ ,  fl( ,  ci'  JMseickBM  mUea.  .  lÜMdurck  gekt 
die  vorstehend«  GleiclHinflf  über  in:  . 

cos  0  =  a  c,  +  b'cI  4-  B"«r.  «•) 
>'imint  man  in  der  A\r  A  Z  einen  Putict  0,  an  und  bezeichnfl  man  die  schiefen  Projections- 
zahlcn,  welche  die  Richtung  AO,  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  giebl,  di^rch  ai,  ai,  ai',  sieht 
Abfegen  Jelit  die  Ridilniig  AO  ab  die  neue  Axe  AZ  an,  avf  wefahe  die  dam  Pnaele  Oi-n-' 
pehörisfc  Coonlinalenliffdr  projirirl  wird,  und  nennt  <•.  c'.  c"  Ji»>  senkrediten  Prnjnrlionszahlen, 
weiche  die  als  neue  Axe  angenommene  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  liefert,  so  er~ 
IdH  man  vilOig  anf  die  gieidie  Weise  wie  mvor: 

cos0  =  »,e  +  ajc' +  «;'«■;',  • 
and  aus  tfeaeil  beiden  leisten  GieichimG:<'n  eri^icbl  sieh  noch: 

Br,-f-a'c;  +  a"c,"  =  a,c -f-Bic'  +  aTc''.  (M) 
Der  in  dea  flkieliungen  (9.  u.)  und  (9.  b.)  ausuespiiHhcne,  sehr  ullifemolne  Satz  liteat  aicli  in 
Worten  st»  aussprechen:  Der  Kosinns  des  Winkels,  den  zwim  von  der  Coordinaten- 
spitze  auslaufende  Richtungen  mit  einander  bilden,  isl  gleich  der  Sumne  der 
drei  Prodnete  aus  den  an  jeder  Axe  gehörig en  aeUefen  Projectfonssablea  der 
eiaen  Richiiini;  in  die'i eakraekraa  ProjeotienaaaUea  der  aadera  Ricliling  ta 
der  gleichen  Axe. 

UM  ma  dfa»  lUtUa^  AO,  Mit. der  AO  »MBinan  Mka,  ee  wMfssO  aMl  caafsl, 

und  ziiclcirh  \  (  nrandcln  sieb  die  Grössen  a, ,  h,  ,      nnd  c, ,  c' ,  c'  in  a,  a',  a"  UOd  e,  «f» 
wodurch  jede  der  Gleicliuagea  (.8.  tt.^  und  (9.  b.)  in  «lic  folgende  übeigeiit: 

4  =  ac  +  aV4-""c",  (ti) 
worin  sich  eine  Relation  zwischen  den  cu  einer  und  derselben  Richtung  gehörigen  schiefen  und 
•enivechten  Projeotionfladden  ausspricht,  von  der  ein  sehr  hiuüger  Gebiaach  gemacht  werden 
wird,  weswegen  wir  die  Gleichung  (11)  mit  dem  Numen  der  Richtungsgleichung  belegen 


Lüsst  man  die  Riclihmpf  A  0,  siireessive  mit  den  Axen  A  X,  A  X',  A  X"  zusammen  falleni 
so  wird  iiu  ersten  Falle  der  Winkel  6  der,  den  die  Richtung  Aü  mit  der  Axe  AX  macht,  ea 
gd«  eoandi  eoe«  in  c  über  and  anglcicb  Ttnrandda  «idi  e,,  cfl,  cS'  la  1,  eeeW,  cwW;  M 
andern  Falle  isl  <1>t  Winlvel  $  der,  den  die  Richtung  AO  Bat  dw  Axe  A  \'  lüldet.  es  gellt 
sonach  cos 0  in  c'  Uber  und  zugleich  venvaadolasioh  dieUrOeiea  c,,  o! ,  cS'  ia  cos  VV,  l,co8  W"; 
im  drillen  Falle  wird  der  Wiricd  «  der,  dea  die  RfeUang  AO  nil  der  Axe  AKT  einaehlieMt, 
•s  gehl  sonach  cos  in  cf  tter  und  zugleich  verirandeln  sich  die  Grössen  r, ,  c', ,  c"  in  cos  W'^ 
eoaW",!.  Deshalb  niaMBt  die  Oleiohung  (9.  a.)  in  diesen  drei  FAlloa  die  drei  folgenden  Ge- 
stalten an:  . 

c=a  +  a'cosW  +  a"cosW',  r'z=acosW-|-a'  +  a"co8 W",  c"Änoo«W' +  a' cos W"-)-a"  (m) 

IH)  Man  kann  den  in  voncer  Nuniiner  aiirirestelllen  Cleii  linniren  manaigfidlig  abgelnderle 
tiestalten  geben,  wenn  min  erwügl.  dass  der  Glcichun^r  {^ö)  zur  Folge 

X       ,     x'       „     x"      .       U      ,  »  Ii" 

■=-  ,  a  =-  ,  a  =-  «nd.c=-  ^  c  =-  ,  c  z=  — 

ml 

a,=-  ,  a,=—  ,  a,  = und  c,=-  ,  c,=r-  ,  c,  =— 

*l  't  M  n  M  T,      .  . 

3* 
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ilt,  wtd  X,  x',  x"  die  schirren,  n,  u',  ii"  die  sciikn'rhtcn  Coordinatpri  ilos  Pundcs  O,  v,,  \',, 
die  sdriefen,  U|,  «i,  «i'  die  «enkrcchten  Coorduaten  de»  Ponctes  0|  vomutelien  iuben,  r 
•nd  r,  dflgrgen  die  AbsHmle  der  Panrte  0  tmd  0,  von  .der  CoordfanlnMpIlie  Mertm.  SeM 

BS  an  nämlich  in  jenen  Gleichungen  an  >!  >  Sillr  ili  r  ihre  einen  F«clorcn  aosinachcnden  HrdaMB 
1,  and  c,  c',  c"  ihre  hier  gegebenen  \S  erthc,  so  werden  die  (9.  a.^  and  (9.  bJ) 

ir  cos  *  =  c,  X  +  ci  x'  -f-  c;'x"  =  a,  u  +  a;  u'  +  ai'u" 
nd 
r,  cos  t) = (•  X, + V  x;  +  r"xr  =•  u, + «' + •"b;', 

die  (^11}  hingegen  niuuut  die  folgende  Fomi  an: 
(•4>  r=3Cx+c'x'-|-c^jt":=nn+aV+tru'' 
und  die  (12^  tristalten  sich  nun  um  in: 
».)  u  =  x-J-x'  cos  W  -j-x"cos  W,  u'=xcos  W  4"  X '  +  x"  cosW",  u"  =  xcosW  +  x'  cos  VV  -j-Jt". 
Nimmt  num  neben  dem  Poncte  O  noch  einen  mideni  O,  an,  deaaen  schiefe  waA  aenkrechie  Co- 
OTdhmtrn  x, ,  x', ,  x"  und  u, .  u, ,  u"  sind ,  so  ist  Hür  diesen  nus  den  ghkhen  Grtindrn : 
•,=»,+x:cwW  +  x:'  00*  W,  n:=ji,coi W  +  xl+xI  cosW  ",  »."sXiOOiW'+jicooW' H-Jf, 


md  xiiht  mmi  von  dtesen  ^ichunirbn  die  drei  vorigen  der  RHhe  mdk  ah,  so  kommt: 

tu.-u    =x,  — x  +  (x;  — x')cosW  +  (x;'  — X"3C08W', 

CM*  k)   N;  -  o'  =  (X,  -  .v)  cos  W  +  x;  -  x'  +  (x."  -  x")  cos 

(  ur  —  u"  =  (x,  —  x)  cos  W  +  ix,  —  x'}  cos  W"  +  xi'  —  X  ". 
Seist  man  in  den  Gieicimngen  (13)  und  (14)  aocli  Mr  die  ttbrigen  noch  in  Am  TOAom- 
mamhn  ProjecUooszahlen  ihre  obigen  Werihe,  so  erhült  man  ans  denen  (13); 
ClS)  r  r,  CO»  = X  u,  +  x'  u;  +  x'  ui' = u  X,  -f-  u'  x;  +  ü"  x;' 

omi  die  (14)  gehen  in  die  eine  Uber 
Cl«)  r'  =  xu  +  x'u'  +  \"u". 


193  in  den  GJcichuugen  der  vorigen  iN'uuuuer  stellen  r  und  ri  die  AbsÜMle  der  Puade 
O  tmd  Ol  von  der  Coordinlenpilse  tot;  es  htt  inriessen  nicht  sAwer,  an  die  SieMe  jener 

solche  Gleichungen  SM  Selsen,  wodurch  der  Abstand  zweier  ausserhalb  der  CoonlinDltnKpitze 
liegender  Puncto  von  einander  dargestellt  wird.  Sind  nündich  0  und  0,  zwei  solche  Puncte  und 
denirt  man  sich  die  Axon  des  Coordinatcnsystems  pmOcl  und  jHcichMufi^  durch  den  einen 
PuncI  O  j^fliyt,  bezeichnet  durah  x^,  x. ,  x^'  die  seUefen,  dnroh  u, ,  n', ,  u','  die  senkrechten  Coonür 
nnten  des  rundes  0,  »n  iKesein  neuen  Ctxinlinalensystenie,  sowie  durch  r  den  Alislnnd  der  Puncle 

0  und  Üi  von  eiiiandc-r,  so  liefert  die  Gleichung  (13j  an  diesem  neuen  Coorduiateiuiysteme : 

r  c«s  f  sc  X. + e'xi + 4^    =•  >•  H"  1«  "f" 

wenn  a,  n\  n"  und  c,  c'.  c"  die  scliiffen  und  senkrechten  Pf(jj0Bllons7.nhIi'n  irgend  einer  Rirh- 
luug  an  dem  neuen  Coordiiiatensysteme  vorstellen  und  6  den  Vinkel  bedeutet,  den  diese  Rich- 
tong  mit  der  TOn  0  nach  O,  hinsielenden  Mhfot;  ferner  giebt  die  Gleichung  (14): 

r = c,  X,  +  «C  xl + <C  3«?==  «. +      + 'C  ui', 
wobei  St,  ai,     und  c, ,  e;,  ojf  dio  WihMimi  vad  senlirechten  ProjedtoossaUen  der  von  O  nach 

01  UuMoÄn  Ikhtung  an  dem  Man  Coordlnatewtyrtewe  TWstaiM;  «idKdi.liBfed  die  iSM* 
chuv  (17)  an  dmn  mooi  Syrtime: 

r' =  X,  u,  +  xi  u;  +  x"  u;', 
wlhrend  in  allen  diesen  Gli-ichuiigen  r  den  Abstand  des  l'unctes  0,  von  der  neuen  Coordina- 
tenspitze,  d.  h.  von  dna  Fnele  0  hesddnwi  Bs  ist  sbcr  der  n  Hr.  4  gegabeaen  CMafanf 
CO  Felge: 
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X«=x,  —  X,  vi  — xj  — x'.  \"  =  x','  —  x"  und  u,=:u,  —  ti,  ui  =  nj  —  u',  ii','  =  n','  —  u", 
%enn  \,  \\  \"  nnd  ti.  u'.  u"  die  schii'ft-n  uml  senkrecliton  Cixinlirmlcn  di's  l'unck-s  0  und 
Xi,  X,',  .xj'  und  u,,  u,',  u'i  die  des  l'uncles  0.  an  den  unipninglii-lioii  Axeit  vorstellen;  scUl 
tau  «Mier  Ibr  x»,  x;,  <  md  u,,  ui,  <  «Be  Mer  gegebeneii  Werlh^  ^.T^'f*!?^''*''^ 
dekhiuiMO,  fo  wird  die.cfsle  dersi'lbon:  '  ''  '  " 

,  ,  =.(X~iO  +  a'(>:-u')  +  «''Cu;'-u''3,j  -  -  --;:---';---;;  W 

■die  nraile  venrMMicll-tiob  ia:  '/ /  ./;  "!'.,'.., 

r=c(x.-x)H-c;c.<-x'3  +  c;'(x;'-x"))    (..7  - 

und  die  drilte  geht  ük-r  in:  "•  jm:i'-i<''  .•  .  .    ,  , 

r'=Cx.-x)(n.-u)  +  (xJ-0C»I-'«')  +  K-O(nr-u'')  •  («•) 
aid  man  kmo  aOe  Jn  diesen  Gleichungen  annretenden  Projeillünszalilon,  welche  sieh  von  vorn 
herein  nur  die  ncin-n  Avon  lu'zogon,  eben  SO  gxil  aucli  ;iur  die  allen  Axen  beziilK'ii,  weil  nach 
dem  in  Ar.  ä.  U<'»Hglen  die  Projeetionszuhlen  einer  Rii-liUiii^  an  purallejen  und  gieiclduull^en 
Pro|edioMfxilcneii  stets  die  gleiclwn  Uefliai;  dm  aber  drteken  die  Gfoidiaiifea  (18),  (10) 
■nd  (JtO)  den  AbslMiid  r  der  beiden  Pundc  O  unil  0,  \mi  einander  dnrcli  Imilrr  Griissen  aus, 
die  den  mprOnglichen  Coordinatensystemc  augehüreu,  so  dass  das  neuL>  l'uordinatensystem  in 
ihnen  gar  aidit  mÄt^  ser  freche  koaiml,  dessen  Efadtthnuig  abo  nur  Mittel  lam  Zwecke  war. 
Wir  sHMilMn  Uar  nodi  aosMeidich  darauf  aufmerksam,  daas  alle  AbeMnde  in  den  GM- 

chuiiijeii  der  soritren  beiden  Nummern,  ilir  ilurfh  r  uder  r,  bezciclint'l  worden  sind,  immer  ab- 
solute Lttngcn  vonuisieileu  haben  und  Uaiier  »letü  nur  positive  Zahlen  iu  sich  uul'uchmcu  dUrfea, 
wenn  die  Coofdinaicn  nnd  Projestionnaiden  dnroh  Bue  Voraeiehcn  die  Lage  der  Pnncle  onfl 

die  Seiten  der  RitliliiTiiri  ii  völlig  hcslinuul  anzeigen  sollen,  w'v  nii.s  den  üelnii-lilungen  der  \r.  3. 
und  >'r.  5.  unmittelbar  hervurgeliL  Ausserdepi  hat  ntaa  noch  zu  beachten,  dass  in  aUeo  bis- 
herigen Gleichungen  die  Rlchliugen,  welche  vea  der  Ceordfawtens|Mlse  ausgehend  ▼onnngeseiat 
worden  sind,  auch  von  jedem  andern  Poncte  «osgehend  gedadit  werden  können,  weil  parallele 
und  gleichlttnlige  Richtungen  an  denselben  Axen  immer  die  gleichen  Projectionssahlea  geben; 
nur  mu»  man  bei  so  allgemein  aufgcfussten  Richtungen  unter  dem  Winkel,  den  swct  tot  ihnan 
mft  einnnder  hUden.  wenn  diese  nicht  von  einem  nnd  demselben  Puncle  anslaafen,  den  ver^ 
stehen,  welchen  zw  ei  mit  ihnen  pandhde  ond  gieichliiiige,  die  ven  einem  nnd  demselben  Pnncle 
ausgehen,  mit  einander  machen. 

20)  Die  Gleichungen  (9.  a.)  und  (9.  b.)  enftaKen  einen  besondem  Fall  in  tidi,  der  nUier 

betrachtet  zu  werden  verdient.  Llsst  man  nRpdich  die  Richtungen  AO  und  AO,,  welche  die 
Schenkel  des  in  diesen  Gleichungen  vnrkonnnendcn  Winkels  0  bihlen,  auf  einander  senkrecht 
stehen,  so  wird  cos 0  =  0,  und  jene  Gleidiun^un  gehen  Uber  in: 

o=aft+a'e:  +  a*«r=ea.+cra;+c''ar  C**) 
nnd  sprachen  so  die  Bedingungen  aus,  welche  die  ProjcctionsEahlen  zweier  Richtungen  erflillen 
müssen,  wenn  beide  senkrecht  luif  einander  stehen  sollen.    Setzt  man  in  dieser  Gleichung  an- 
statt der  Projcclionseahlen,  welche  der  einen  oder  der  andern  \qu  den  beiden  oben  erwähnten 
mveUicn,  In«  M  Anfang  dar  Hr.  M.  gegciienen  Warthe,  ao  eiUH  man 
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!o  =:  a  II,  +  ii'  u;  +    < = c X,  -|-  c'  x;  -f-  <•"  x','  oder 

An  diese  Eigeiudiafl  zwoirr  senkrecht  auf  einander  siebender  Richhingcn  iSsst  sich  efaie 
andere  IdiUpfen,  die  häufitr  zur  Vereinraehunff  der  AusdrAolve  beinitzt  wertli-n  kann.  Sinti  iitini- 
j  lieh  a,  a',  a"  unri  a,  ,  u',  .  die  srliipfen,  r,  r',  c"  iniil  c, .  c' ,  die  scnkm'hliMi  Projcc- 
Uonszahlen  zweier  in  dein  Ftiiu  te  A'  äicli  schneidender  Richtungen  A'  Ü  und  A'  U,  an  den  Co- 
ordbntenaxea  AX,  AX,  AX"  und  sidit  A'P  eine  dritte  von  dem  gMdieB  Pmcte  A'  inhiiik> 
fctiili'  fticlilitnir  vor,  wcli'he  auf  jeder  der  beiden  vorigen  senkn'clil  slohl,  und  deren  scUoTo 
und  senkrechte  Projeclionszahicn  un  den  gleichen  Axen  wir  durch  p,  p',  p"  und  )>,  )>',  p"  vor- 
stellen wollen,  so  bt  nach  Anleftnng  der  ffleidnuigen  (21)  sowohl 

o=pe  +  pV+p''cr  oder  o=M a" 
als  Huch 

o=p c,  +  p' cI  +  p "  c;'  oder  oss^a,+    a;  +  »i" a'; . 
Eliuiiniri  niun  aus  den  vordem  dieser  Gleichungen  aaocessive  p"  ond  p'  oder  aus  den  tunleni 

p"  ond  p',  so  erhält  man  im  erstem  Falle : 

0  =  p  (c  cl'  —  c"  c,)  +  p'  (e'    —  v"  cO  nnd  o  =  p  (_c  c,'  —  c'  c.)  +  p"  (c"  c',  —  c'  el') , 
im  mdem  FaUe  hingegen 

o  =  p  (ü         a"a,")  -f-  v'  ( i»'  »','     a"  iQ  and  o  =:  p  (a  a[  —  a'  a,)  +  p"  (ti"  lü  —  »'  aQ, 
und  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  in  der  Fonu  von  Proportionen  so  schreiben: 
^p:p':p''=(;ö'c"— c^c^sC«^«!— cc?):(eeff— cTc.)  nnd 

 )  t :  v' ;  p"  ~  (  n'  :>''        ■''')  ■  (>"  ;i,     ^  ."''")  :  0>  i''  -     "0 ; 

man  liann  also  aus  den  senkrechten  Projecttonszahlen  zweier  Richtungen  Grössen  ableiten,  weiche 
den  schiefen  Projeetionszahlen  der  anf  jenen  beiden  seidnreebten  Richtung  proportiomd  sind,  md 
eben  so  kann  man  aus  den  schiefen  Projeclionszahlen  jener  beiden  Rii  liliiML'eii  Grössen  herholen^ 
welche  den  senkrechten  Projectionszahlen  der  auf  diesen  beiden  senkrechten  Richtung  propor- 
tional sind. 

21}  Die  Richtuiigsgleichung  (11}  setzt  in  den  Stand,  die  schiefen  und  acnkrodllen  Projcc- 
tiOMzahlen  einer  beliebigen  Riehtang  z«  laden,  so  wie  nian  Grossen  kennt,  die  Ihnen  propor- 
tional sintL  Das  diiliei  eirizidialtiMnlo  Tflrfahren  heslclit  in  Foleendein.  Stellen  a,  h',  a"  und  c, 
e\  a"  die  zu  ündendon  schiefen  und  seiütrecblen  Projeclionszahlen  vor  und  weiss  man,  dass 

■  :«':a"=ni:ni':ni''  und  e:^:c!"=B:n':B'' 
ist,  wobei  m,  m\  m"  und  n,  n',  n"  bdEannle  nnd  gegebene  Grossen  vorsteDen,  so  kann  nm 
seliea 

(t4)  tissmft,  a'=m>,  «"sm"/!  nnd  csni',  e'sn'y,  cf^sn^y; 

und  CS  bleiben  min  nur  noch  die  beiden  Grossen  fi  und  v  zu  bestimmen  übrig;  setzt  man  aber 
die  hier  Piir  a,      n"  und  c,  c',  c"  gegebenen  Wcribe  in  die  Richbmgsgleichui^  C^O» 
findet  man: 

_^  1^  

mn+m'n'  +  m"  n'" 

<setst  man  bieranf  die  gleichen  Weiihe  bl  die  Gleicbangcn  (12}  ein,  so  erhält  nrnn: 

p_  m-HM'coiW+m"eei  W  _  mens  W+m'^-m^^ee»      _  swee  W-j-a'eee W"-f  ^ 

n  I?  .  ♦ 


(»«) 
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aus  rlii'srn  Cl.-i'  hiinffen  in  Yiliiatog  oJt  iu  VOrifW  bwMl  «ich  tfe  GlSiM     wd  » 
I,  CS  ergteiil  sicii  nümlidi: 
,_»<4»ir<MW+rf^eoiW'_MgMW.^-a^>fii*ct»W'^^mcOT»r.H>«t«o«W^t+»'' 

00«!  ' 
.  _  n Cu> -f  m' cos  W  +  in" cos  W'J  '  _  n' (m cog  W  + 1»'  +  m"  cos  W^-' 
~         ■ni+m'B'+jn"«''    ^  ~  III  n  +  m'  n'  +  m"  n" 

_  n"  (.III  cos  W"  4-  ni' cos  W  '  +  "»'Q-' 
„  ~.  mn+m'n'  +  HTir  * 
Mihi  rrsii  lit  liienUM,  doss  sich  jcdrr  iI<m  ln'idcil  WiBTlhc  u  und  r  in  ilrci  verschitHlencn  Fcirincn 
d«n>teilfn  Itissl,  und  i^ss  inun  si|^  durck  AuiOflf^lHif- einer  Viui*lni|tvurzpl  er|iiMt,  der  nitui  cbrn 
w  wohl  das  Zdchen  -|-  wie  das  —  -  ynnobceii '  kion.  Dabei  gelten  swiscbcn  (24)  and 
(25,  9l)  stch«nden  Gleichnngco  va  «rkcnncn,  dass  das  Prodiirt  oder  der  Ouolienl  der  beiden 
m  einander  geliöritfen  nriisscn  u  und  r  c>in  durch  die  Zahlen  ui,  m',  m"  und  n,  n',  n"  gegc- 
Rcsullal  liefern  niUssen,  wodurch  das  der  einen  von  den  GriNuen  m  und  y  za  gebende 
ron  dem  der  andern  (irösse  gejc^obfncn  \ drzrirhen  aMiVntriff  ^emiuhl  wird.  Die 
etwas  iiiiliei|iieawa  Ansdrtldie  (2ö.  a.~)  ^M-rd«'»  üchr  eitilach,  wepR  mm  mtM  Uos  weiss,  dass 

.   ,   a:a':^"  =  ui:m';m"  ^ 

i^les  rar  sich  iül,  sondern  auch,  das«    • ,  , ...  .      „        ,  ,  .   ,,,,„,,  ,  , 

t  s  a^  a" :  c :    e**  ==m:        s  ■  5  * 
j||f^d.  h.  wenn  die  Zahk-n  in,  ui',  in"  und  n,  n',  nT.d^  jEigenschuft  l)fsilzeu,  dass  nicht  blos  die 

M|Jro  daj^T  |i^...«fi«^.,lpi|toni,^  dor.  seififrefliten  Projcc- 

flDBflnnleii  vnter  einander  hergcboi»  sondent  aodi  Anrcli  iii:b,  in':n',  n":«"'  da  vad  dasif^ 

Yerhältniss  der  zu  einerlei  Axe  gehörigen  schiefen  and  senlurechlen  Projediooszalilea  aageidgt 
wM   la  diesen  Faüe  wird  nümlich  ur=p  und  diess  sieht  nach  sicii 
iHiu  -  II"    'Z  .'  ■  I-  n  =  m4-ni'cosX  +  m"cosX', 

'"II  i^=3neosX  +  m'  +  m"cosX", 

t^-'i  n^=s«d(»X+«i'oeeX"+m" 

«nd  ^..t.....  .••••C*^^) 

■t      y  . 

 : — i 

CmB+m'n'  +  aTD'O* 

S2)  Stellen  wieder  0  und  Oi  zwei  in  (Irr  EnlPiTnun^  r  licirpnde  Punele  i'iner  Geraden 
vor,  vad  sind  x,  x',  x"  und  x, ,  xi,  xj'  die  sciiiereu,  u,  u',  u"  und  u, ,  ui ,  ul'  die  senitreckicn 
Coordiaalen  dieser  Pnncle  O  «ad  0,  an  dea  Coordiaaleaaxen  AX,  AT,  AX*;  stellen  ferner 
O  und  O,  zwei  in  <lcr  EnlfiTniinj»  r  liegende  Punele  einer  andern  Geraden  vor,  und  sind  t,  r', 
X"  und  Xi,  jtI  ,  ii  diu  schiefen,  und  u,  u',  u"  und  u.,  u^ ,  u/  die  seoloeoiileB  Ceordioaten  der 
rkMla  S^<«nd-C>|Hai,deB  gieidM  Attlit  la.vdillaheB.-.'ir.''  ' 

'iuHM.     JU-rr-X     X.'-r-X'  K?— rXffMjM^-|||.-r-(B .  «J— «Pl^t^'-; 

,  ,  — — —  mo         ,  t     ,  . 

T  r  ,  r  r  t         .^w  ■■y.''  »  ■  'i 

die  schiefen  und  senkrechten  Projeclionssahlen  der  Richlang  00i,  dagagl 
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Absch.  L 


die  der  Rirhtunfr  OD  an  f'i'n  Avrn  AX,  AX',  AX"  ans.  Sinti  nun  <lii'  liiidcn  Ridilunife« 
0  0,  und  D  Dl  einander  parallel,  so  haben  ihre  auf  einerlei  Axc  bezogenen  siliicfen  oder  senk-^ 
recbten  ProjeetioMnhlflii,  den  BetivcManfm  «kr  Nr.  5.  gamüM*  «tanM  abMlile  W«rtlw  ml 
eniwedcr  dassellio  oder  MtgegeagaMtatto  VorielBhcn,  Je  uehdeu  die  beiden  peralMe*  Ridi- 
tungen  gleichläufig  oder  gegeolifufig  ilnd;  man  hat  daher 

r.-r_x,— «     f^t_x:-T^    tf— t"_«r-x* 
X         r     *     t  r     *     t  r 

wd 

M.--u_u,-u   u;— tt'_it;— n'   «r— u"_u:'— tt" 

r  r'r  r't  r 

wem  die  pnrnlleinn  RichliinK:en  0  0,  und  Od  glpichliiiditr  sind,  liin^c^on 

t,  —  X  X,  — X      Xt—f  x,'  —  X       x"  —  x"  X,'  —  x" 

t  r*r  r't""  r 

md 

Ui  — u  u,  — u     u;  —  u'  ul  — u'     uj'  —  n"         u,"  —  u" 

t~      r*r~       r*?"**  r 
wenn  die  beiden  pani!!i-lt>n  Rirhiungcn  0  0,  und  O  O,  gi'gonliiufig  sind.  In  beiden  Filhffl  aber  ist 

iX,~X  :  Jti  — l'  :  x'i'~f'=x,—x  :  xj  — x'  :  xi'  — x" 
vnd 
U,  -  u  :  ui  — u'  :  uI'  — u''  =  u,  — u  :  u,  -  u'  :  ui'  — u"; 
dHlHT  wird  iliinli  dirsc  ictzli-m  Gleichungen  (26)  eine  Eigenschiifl  der  jmrailfli'n  Richlunsron 
ausgesprochen,  gloirlivit'l,  ob  diese  gleichläufig  oder  gegenläufig  sind.    Weiter  unten  wird  es 
«ich  idgen,  dass  aurh  umgekehrt  die  hl  den  Gleichtthgen  (26)  aosgcsprochene  EigcnschaR,  der 
vier  Poncte  0,  0|  und      D,  du  Pwallclsein  der  beiden  Richlnngea  00*  and  S>0,  mch  sich 

lieht. 

In  dem  beaondem  Falle,  wo  die  beiden  Puncto  0  und  D  tu  die  :jpitze  A  des  Coordinalea- 
syslen»  bhiein  fallen  vnd  deswegen  die  beUkn  pnnBelea  Bichtungen  00,  und  OO,  einer  und 

derselben  durch  die  roordiniilcnspilzc  gelegten  Genuli-n  angehören,  wird  .x  =  x'  =  .\"=:o  und 
a=a'=n"  =  o  und  eben  so  r  =  r'  =  r"=o  nnd  u=:u':;=u"=:o,  daher  nehmen  in  diesem 
besondem  Falle  die  Gleiehuntren  (26)  die  nachstehende  Porai  an: 

r,  :  r;  :  r;'  =  x,  :  x,  :  x"  und  u,  :  ul  :      —     :  u|  :  u"^ 
un<l  liehen  zu  nki'nm-n,  dass  die  den  drei  Coordinntenaxen  entsprerhenden  schiefen  sowohl,  als 
senkrechten  Coordinalcn  zweier  Puncte,  die  in  einer  durch  die  Coordinatenspitze  gelegten  Ge« 
raden  liegen,  nnler  einander  ehieilei  Teibüllnisi  einhalten,  diese  beiden  Fnncte  mOgen  anf  der- 
selben Seite  oder  aiif  en^geg engcsetitai  Seiten  von  der  Coordinateospilxe  Uegcn. 

Dil  in  (lit'st'fii  lic-ondern  Falle  die  Punrlf  0  und  C*  in  der  Coorflinntfrispil/i'  unliTirciranffcn 
aind,  und  daher  nur  noch  die  den  Puncten  0,  und  £,  entsprechenden  Cuordiiiaten  in  die  vor- 
stehenden Gleichungen  eingeben,  so  bann  .nnm  dies»  befdea  klilgenannlen  Pnnete^  weO  sit-dhi 
einzigen  in  das  Resultat  der  Belrachluiiirfn  inifpcnouinieni'n  sind,  i-infarhcr  durch  ()  und  0,  vor- 
slellen  und  ihre  Coanliaalen  eben  «o  bezeichnen,  wie  es  vorher  bei  den  so  dargestellten  Puncten 
der  FaU  war;  dann  mAim  din  Ttrajebandwi  CMeiohungen  die  folgende,  den  jetzigen  UnMMndM 
angenwssenere  Gesfadt  an: 
(9f)  Xi:     :  xTsx.:  x'  :  x".uad  Oi  :  ui  i  ui'su  :  u^  :  n". 
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23)  So  wie  uns  die  in  !S*^.  io.  >^r|grenainihene  ^parallele  YlBrieguhg' der  Axcn  von  Notxeii 
war,  so  wird  in  aadcm  Fillen  die  BinAftrunjr  eines  ncacn  CdflMlMtenAyMcns  .mit- abgeiadefv  (.tr.) 
ten  Axenrichtun^en  den^  Betiifdlliirige^i  Mlr  'lbtderiich;  datn  tikr  tst  tt»  K^nntniss  der  aOg^ 

meinen  Iit'zit'luiii>ren,  die  xwlscben  den  alten  und  den  neuen  Axcnrichtungen  statt  linden,  nnemU 
kehriicli.    Pii^^p  RezirTiiinjTen  jnarTtpn  den  Get'r'nstand  der  fnli^endrn  \nmmem  ms. 
"  '   Denkt  man  sich  durch  die  Coordinatenspilzo  A  ausser  den  drei  Axenrichlungen  A  X,  A  }C. 
XiC^iitom  4frür  Mtte  AT,  AT,  AT^  iaf-flklg  HBhcatimmteC  WeM  jgiclegt  md 'b^i^tai^  ndli 
AMi  A, 'X^/'A**''' die  schieren  rrnjedionsT(ThHnmsih»/-'#eldie'dte  iMis  A!Mni!irtiilig'-iK'r"dl 

 '  •    ■  den  alten  Axen  AX,  AX'.  AX",'' •'"      "  '  • 

flUtvk ' , ' Aj , '  A'i'" 'Ulk  ndhlcflni  '^M)dMlbiiHclMRnis!ii^ ,  iNfdl^  die'  nede  A^i$ArAihlUil^' ' A  T'' 

den  alten  Axen  AX,  AV.  AX'^, 
durch  Ai,  Äff  Ai  die  scMdenCrrojeiCtionsTerhiiltnisse,  welche  die  neue  Axcnrichtang  AIT  aii 

 den  dien  AMh  AX.  AiX',  A««         '  "    •  ;  '•  '  "'   '    *  ■'• 

liefert,  ferner  -M.--.  i 

durch  C,  C",         die  tenloticfalen  Projectionsrerhültnisse^  wel^  die  Qepe  Axenrif^^f^  AT 

tecM  'C  Ct',  Gr   die  senkrechten  Projectionsverhiiltnisse,  wjdehe  |d^,  , neue  4^11]^^ 

an  don  alten  Axon  A \,  W,  A  X", 
Airch  C,,  C^,        die  senkrechten  Projectiunsvgrhältnisse,  welche  die  neue  Axenricbtong  AY" 
an  den  alten.,Axen.  AX,  AJ^,'  Ax^     " '     "      ,  '  _  ,^ 

^icbl,  si>  rin(i''ri  zwisrhen  diesen  Projertinns/nhlnn  gi^gfoifjij  a«»'ftiHiiJii  Itff Mlh^' gifl-^ 
tigen  Gleichungen  gemäss,  die  Tulgerfden  Relationen  statt:   '   *   t  >.«»><     ^  ^ 

fintüS*  ÜidUi^'-die  '<aek!Aun(rcn  (IST), 'wenn  inän  »te  mieK^ÄdyG^  init  die'Atf  IBcliiai- 
t«B  AT,  AT*,  AT*  in  Anwendung  bringt,  folgende  Relationen:  "  '       '  i  .  • 

C  =A+A'C08W  +  A'  cos  W',\  '"""^ 
...f  7  i.  -.  M««!  '.t    '        ■'>0"^A'fcoi'lf +A'  +  A*««1lri  f    '""*"  ■ 

C'=Acof  W-f  A'ew^tf  A^  i 

C=:A.  +  A;co8  W+A:'cos  W',r  „  ....  , 

.-.  •7.      r        „    c;  ==A,cosw +A;  +  A;'e„sw''A.,,^.^.vK.^tr.,{q.,tM,,t,.,i  |t») 

(^'=A,  cos\V"4- Ai'coüW  '  -f  AriJ'  1.  eil 


-  I  ••<. 


iL.     ■    .•     G»=tiA,4-A;cosW +A;'e»sW',i  • «   "  '        '  •  "  ••'  ••■•'ii 
•  ■■■■  M  tt-  ■;tt'ssA,eodW  4.A?4-Aff"«ÄWr,  |     -  i>  •••••  -  •  •  -.i' 

er — A,  cos  w  4-  a;  cos  w"  4-  a;'. 

Sodann  befert  die  tileicbung  (llj,  wMun  nutn  sie  naoh.uid  nach  auf  dieselben  drd  Riditungeii 
ii  Ammdimg  bringt, '(&•  folgeitdtoi;      !•    '  r  '  »  •''<)"  •••inr.i)  i  -  -^'t  ■  .'. 

I  •  :it  i  liii.  •    f    1  =  A  C  4-A' C  +  A''C",  )   •   i«!       '■m       ii-  .   .  d  -r.  . 

.»...,<  n.  .:n  -ii!>«>  ..i-.-.      1= A, c,  +  a; q +a;' >. iv'.^ i';.'i.*;v cm> 

....  .  ,  i=A,c,-f  a;<;;4-a;'C5'. y    -/  i'.'.««.'  i.i  ....i.--      ;»  v.^ 

BndKoh  erhiilt  «um  noch  aus  den  Gleichungen  (9i  A.  und  b.},  W«im<'nam  flliy>ilMlrik  «id'na<4 
aaf  die  drei  Winkd  Y  A  V,  Y  A  Y",  Y'  A  Y"  in  Anwonduni;  hriiitri,  ^>  o!ch(•  rfie  nenen  Ax^nrieh- 
Inngen  A¥,  AI',  AY"  mit  utuaadei  iDueba,  und  dia  wir,  da  dieäe  drei  A.T<efraiiikel  von  deiieii 

tm  ¥<i»^gD9iftiiliiipj  i  «MWtaB  «UihUmm^  Att  h  JIK  «4  <lii|ill1iujh  MmMUht 

■ongen  mloff,  dnreh  W„  W;,  WT  tohI  Jn»«-w<iiii,  .dl»  M^>\mMiuMt  f  A  n      n  b 
L  4 
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icosw,  =A  c,-f  A'c; +A"c:'=A, c+A;c-f-Arc",  -•,  •:  i-V 
pmw;  =ac,+a'c;+a"c,'=sa,c+a;c +a;'c",     •  t 
coiiWr?aA,C.^A;CJ-i»-ArcraöA.CH-ASC}4-A?C  -  -    '  . 

Die  Gleidiungca  (,2b),  (,2<J)  und  (30)  slelleQ  2wific|t^n  den  18  Projei^lionszaUen 

Ar.'K,,  AI,  a;',  A*,    ATwidc  c.ir,,ci,  c:,  er,  c.,  c;,  simi^m4mit¥^ 

W,,  WI,  W"  fUnrzchn  Relationen  «uf,  und  if«  licn  dadurch  zu  erkennen,  dass  sechs  von  jenen  GrftSr 
MR  wiUkührUch,.getiyäbit  .werden  ^nn^n.  i^ie  Gleicluingea  (.^bj  und  (^29}  insbesondere.  ze(gg% 
dass  swischeii  den  seUefen  and  senlorecbtyn  Pnjfsetianfnddai'  eiMir  jeden  eiiMlnen  nevM 
Axeurichtung  4  Glcithunjfcn  vorhanden  sind,  so  dass  von  je  6  solchen  Grdamn  nnr  zwei  unrr 
abhttngig  bleiben  und  als  solche  unter  die  willkühriioh  m  wiibicaden  Bestigiimnigssilicke  auige- 
notmoen  werden  können.  Man  kann  d^er  ia^  Allgemeinen  6  von  jenen  21  BestinnwBigssmidfqi 
nnoli  Belieben  wählen,  darunter  aber  nur  v<yi,-dail,  6  ^vfinn  .UML  tfieselbe  lUehlung  sich 
beuehenden  Projectionsuhlen  aufnehaen.  •     .  v-.y.i't 

24}  Dieselben  Beziehungen,  welrlw^  von  doni  beli(-!ii|^en  allen  zu  dem  beliebigen  neuen 
Cpordinateosystenie  slaU  finden,  finden,  wie  von  selbst  in  die  Augen  springt  auch  rttckwirts.vom 

]lettflii''zta  dett'allen  MM:  bezeiduier  niitn  daher  >  < 

.    •■      .     '        /  "     ,  • «  I... 

doreh  B,  B',  B"  ^  dte.  schieren  Projectionsveririillidtss,  wdch«  flin.sljtejMiWiHdiiiinf-AX  4m 

neuen  Axen  AY,  A  Y',  AY",  , 
durch  B,,  B^f      die  schiefen  Projecliuiisverhidluisse,  welclie  die  Site  Axenn)cbUi^AX'  an  den 

a«i«i  Axen  AY,  AT,  A,T(^,.  j,..,  .    ,  ,     •<  si   ,. :  ■       i  :. ! 

durch  Bf  r  B»,  B»  die  schiefen  Projeclionsverhültnisse,  wckhe  die  alte  Axeifiit^itwif  AX*  pi  da 
'      '      «ewin  A«n>Y,  AV,  AY''  .0  '  (  i  ,■   ' . 

lisferti  ferasF  '  /  j .  *  •  •  i 

dnidi  D,  V,  V  dte  sankredi»!  h^jeclionsTerfailtniss«^  ivi^^  die  ahn  Amnriohtnnf  AX  an 

den  neuen  Axen  AY,  A  Y',  ÄY", 
durch  D, ,  Dj,  Di' die  senkrechten  Projectionsverhtiltnissc,  welche  die  alte  Axcnrichliing  A  X'  an 

den  neuen  Airen' AY;  AT,  AY^,  ' 
(  .  •  durchs«»  Pfi,     die  senkrechten  Projectionsverhültnis'se,  welche  die  alte  Axenriddnng  AX*  an 

den  neuen  Axen  AY,  AY',  AY" 
giebt,  so  finden  zwischen  diesen  Projeetioassahlen  und  Winkeb  genau  dieselben  ReleÜoaen  statt, 
wdche  in  den  Gleichungen  (28},  (29)  und  (30)  twiaclien  den  vorigen  aurgeslellt  worden  sind, 
und  man  kann  die  hierher  gehürigen  aus  den  dorlij.'cn  einfach  dadurcli  Hlili-itcn,  dass  niim  B, 
P,  W,  und  >V,  anstatt  A,  C,  W  und  W,  mit  denselben  Acccnlen  und  Indexen  versehen  setsl. 
Aus  dfaaan  Grande  wird  auch  die  spcaielle  Angabe  dieser  fflBielnmgen>rMHf<  ttbwBlasif,  .«nd 
wir  begnügen  uns  mit  der  Bi'iiierkung,  dass  die  in  ihnen  vorkommenden  si'nkrcchtrn  Projec- 
tioa8,zahlenj  welche. iiach  den.i^  Nr.  &.  geschehenen  Auseinandersctsungen  nichts  anders  sind, 
ab  die  Kosbwse  der  Whihd,  weieMe  die  Richtangen;  iranu  M»  ProjeeUonsnUen  gdrihw,  nrit 
den  Axen  stachen,  an  denen  sie  gebildet  worden  sind,  von  den  in  den  \orig«Mi  Gleichungen 
vorkommenden  senkrechten  Projeclionsxahim  in  sehr  einTacher  Weise  abUUigen,  weü  die  .Wbm 
kel,  welche  die  Bkbtongen  AX,  AX',  AX"  mit  den  Axen  AY,  AT,  A^V'^nualiM»  wam  M« 
von  ihrer  Reüienfolge  absieht,  denen  gleich  sind,  weiche  die  Bichinngan  A-YfAT^-'AY7  hA 
den  Axen  AX,  AX',  AJ^^.biW«..  HanMtao,^  ■  V"»« 

I  J 
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C  =D  ,     C  =:D'  ,     C,=:D"  ] 

CsüD,  ,   c;=d;,    c;=dM   (ßiv 

ist,  und  wird  dadurch  in  den  Stand  anS  den  vrrpimV'tcM  nicirhung^cn  dieser  Wd  der 

vorigen  A'uinnier  sogleicli  neun  der  in  ümen  vorkommenden  Grossen  fortzuüchatroa  

25)  Unter  den  omMiH;  vielen,  -iitf '«ib^ieleMaMn'il^^  müglidier  Weiie  n 

knüpfenden  neuen  Systemen  mit  ^eineinschaniirhei'  Bf/Säi  »st  eines  vim  so  ausper.eichneter  Be— 
MkaffeniMiil)  dtss  wir  uns  v«raahtt6t ■  finden ^  «s  koitaim  mit  idl  der  AiufUhriichkeit,  di«  e# 
'iHdi|*V)^'jANr«>*<*u  le^t^ik  Dtik»iriMr'«nfcn>nlicfc^idöwfc'^dl«'4i|iliM«l  A''dMr  nrsprilnplichen, 

auf  den  drei  Axen  AX,  AX',  A  X"  gcIriMelen  CoordinnlenBystemB  drei  neue  Axen  \  J,  A  J', 
AS"  so  gelegt,  dass  &i  AS.  senln-edit  iäitt'iiat  def.  Ebene  X' AX."  und  mit  AX  auf  dersel- 
l>en  Seile  dieser  Ebene  li^t,  Temer  dass  Ae  AT  senkrecht  sichi  auf  Ebene  XAX"  und 
mit  AX'  aur  derselben  Seite  dieser  Ebene  liegt,  i-txilich  dass  die  AS."  •enkrccht  sieht  auf  der  r^^yy 

Ebene  XA.X'  und  mit  A  V  niif  di-rsrlden  Seite  die.ser  PLbene  lieirl,  und  bezeichnen  wir 
durch  iS,       $1'    diu  schiefeu  Fr^jüclionsvcrfaältnuti?^  welche  die  Itichtu^g  AS  an  den  Axen 
AX  Ait*  AX" 

dM  «;','«;Viir  die  schieren  Ph^/eäioHtfteiidlliniMei 'y^^    mäaä^'^Asr  iä  m^Meä 

AX,  AX',  AX",  .  ■■•   ^ «l«  -  ) 

dueh  9t,  i;,  i?  dln;tihitftw' BhjeeliMs^ieHMMrtlt .^relcbe ;die  Hkhlimg  AI"  nn  dm  Axen 

AX,  Ar^AX"    '  j  1 

liefert,  feiaer  r       U    .1        fJ/t-r».  -  '  7/ >.»•.. ^  ->l 

dnrdi  C,  <r,  (T    die  senkrechten  IVoj^onaveibtiiwsie,  wdcVe  iHe  ^|cbtan(r  AS  «n  den 

Axen  AX,  AX',  AX", 

dnch  ISt,  die  senkrecblen  Projectionsverbiilbiijise,  weiche  die  Ificblung  AS'  an  den 

Axen  AX,  AX',  AJf',  »  i  ! 

doNk  Q;,  <K,  C  die  senkrtHht«n  Projecttba«(HfaM^8^,rwBiite  dw  JKdilung  AI"  «n  den 

Axen  AX,  AX',  ^X"    ,  J 
giebl,  und  ausserdem  .ttoeb  den  In  Nr.'J^' ^R*''"'''^'^  Bcaejclnn|^igfln  im^og   

durch  Ui^   den  M'inkel,  welchen^  die  Äxo  AI  mit  der  A  X',  ^ 
durch  W  den  Winkel,  weichen  die  Axe  AS   mit  der  AS*',  /* 
durch        den  Winkel,  welchen  die  Axc  AS'  mit  der  AS" 

MUel,  so  hat  nnin  bei  diesen  besonden  neuen  Systepie,  bi  weMicm  die  Achtung  AS  mit  denen 

A  X'  und  A  \  '.  die  AFndt' d^pei  M'tMd  A^T.  ^M^^ 

reciite  Winkel  macht:  .  j         '  .1 

Ct6a«v«r=övilfssMi  «rs!i:o,'6,feOjflri=o."  ^  (M) 
Dadurch  geben  die  Gtei^hungen  (28)  ilir  dieses  hesondere  System  über  in: 

'  <5  ±=«  -f  91'  cos  W  -I-  Sl  '  cos  W ,  \         J  ■ 
0  =a  cosW  -f  8t' +2r'cos  W  ",  J       ,  .  ,. 

-Jh,  (        t.';ir,  •       „   =?[  e-isW'-f  ?l'  cos  W"  +  ?I",  /     '  "  ^'  »v  '  ■  e  - 

:«'.'  .  0  =:!f(| -j- cos  W  +  5i;' co»  W' ,  l  i  ,  .••    -  .   r.!»  .■  ii  ijImI 

=  91,  cos  W  +  a;  +  %'  cos  W",  >   Mg) 

o  =  ?t,  cos  vv  +  w.  cos  w"  +  5i;',  (  ; 

0  rr:!»!  -»-?!',  .  US  W+8i:.' cosW',  \ 

o , ,=  21, cos  W  -T%-t  -Ii'       ^V", ,    ,„  '. 

(«:=8i,co*w'+a;<»»w"+8i;'.' 
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Die  Gleichungen  (29)  gehen  lüMiiUtor  in  .  >  <':- 

(M   irsH«  ,  i=«:(5; ,  i=;a;'ß;'. 

EndUck  venrandehi  cteh  die  <tleiitiM|ren  (30)  hier  in  -. 

(M)  j  co8)iß        =a"e;;  •.  .,•■1., 

26)  Die  in  voriger  Nummer  cnthallencn  Gleichungen  geben  so  einfache 
im  im  ihnea  voriumiaeiidea  Grösse«  an  die  Hand,  da««  es  nicht  sohwec^  hült»      afnea  dnrA 
mitn  rnnMiBm.  dmwIettMi^'.ivie  jeltt  gMwigl  wttim  ttA.'  Am  4ta  GMdMgeo  (34)  and 

«MI  ?   


cos  SB' 


1 


1  <  i 


cos  SB" 

$ctzt  man  diese  für  «,       r,       Sli,  Si',  SU'  «ofundeq^  AiMidrilpkj)  in.di»  fiMti 

chungen  (33),  so  verwandeln  sidi  diein  in:  //.'../ 


•  1 1. 


1       '  '  •  ' 
«  •=  g  +  ^««W«i»+      ce«  W  «0»  BT, 

o  =^cosW+  ^cosaB+  ^  cos  W"  cos 

I«  s^oofW+ ^oMVT  MtlB'f '^co»9B*, 


CM) 


1  1  i 

[0  es  ^•o«s+  -^tmyf-^  ^  cos  w  CM 

■«;.a>|  amW  cos  SB  +  ^,  +  ^ cos  W'cos  2B", 
0  =  ^  «mW cos    +  ^  oiorW'' ^«ios«", 


(f.  » 


[•  =s^oosSir+^.owWoMilBr'4.^oMW, 

«  s  I OM  W  cot  tt'  +  ^cos«"-!-  ^oulTi 

(i;  =  i  cos  W  cos  SB'  4-  ^  cos  W"  cos  SB"  +  ~ . 
EUwinirt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  der  ersten  in  den  Gleichungen  (37^ 
Gropf«  eiamal  ^  und  dami       >o  erhält  man  fbljgoiide  zwei  Gleichungen: 


^sin« 


SS  eM  ircopV^  -^«nyg^n 


f  ■ 
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femer  ms  if^i  ersten,  and  IcAUen  C|le|u|puy       zweiMn  <in  de^  Gle^jiungeB  (37 j 
tittyiMM'  Qrtppe  ebuMl  4  und  dann  si  m  erMK  mn  Mgtnji  'zwei  Cneidnoin: 


I'  sin'  W  cos  ®  =r  cos  W  co«  W"  —  cos  W  t' 
eliiniittrt  man  en<llicli  au.s  dua  beiden  ersten  Gleichungen  der  drillen  in  don  Gkidiungen  (31^ 

p.sl .  1^  sin'  W  008  2Ö'  =  cos  W  cos  W"  —  cos  W.  ' ,"  v  f 

auf  die  erste  der  Gleichungen  des  ersten  Paars  mit  der  zWcitcu  der  ÜleicbungeiT  des  teldea 
Pam  mleUt  die  erste  der  Gleichungen  des  xweilea  t*aars  mit' der  ersteh'  der' Gte^*hungen  des  > 
iki0f*1iäd^-whi^lMA>')M^  tH  jedM  drei  niel'M»  de»  gini^oilhettiMi'RMnnalen  di»  Qw- 
iluiMirMI'iiMit<M4adet  man:  ■  •.,/<  .^  -linhanuK 
sin  W  sin  W"  cos  SB  =  cos  W  TOS  W"  — cos  W  y^'  '  irmiü 
">■■'-      ■"■  '       sinW  sin  W"  cos  ffl' ==cwW  cos  W'  —  omW'  (.''...   

wobeie  dis  rtcMe  Votzcicheh  nach  dem  Ausziehen  der  Ouodmfwiine!  datrach  zu  enlseheiden 
iiV  d>*>  der  iq. Iki  26.  «tgcordMten  Stellung  der  Axen  A£',  A£"  zur  fol^e  tf,  6;' 
•ÜHOicli  posiihre  Grifsmi  sM^iiMlilb^  dM  liftii  IP^MiMimj  (niilri^|lgllHwfiir|[ftiiMif 

w4  JLi-«^%w  nftj.s«.2,.'.        i;»  -iL „     .  • 

llwilUl  Vorzeichen  in  sich  trafren  mOsifla,  die  den  Gleichungen  (38)  gcgelune  bestimmte 
Form  Eur  Folge  l^at  Diese  Gleicfai^^^CB  'dtona^  cor  j^jiTAKtai^^da'  YC^^J^^  fB3>'^  ST»  wen 

die  W,  W,  W  gegeben  sbd.  ''    "  d  ~    ~    i    « '  '  7/' ir 

dividiit  nian  '«Üeselbien  Paare  vba  'QUbAuag&nf  ai»' densH  ifuhipiioMIl^  die' OeiehangeB 

(36)  hcrvonrcfran^cn  sind,  in  einartde^,  «nj|  WM'iis' jeOiill'^ 

Oudratwiind  aus,  so  findet  nrnn:   ■  '   ""^  •  "   •  •  "       ^  ^  •■•   

BWB  J.VH.  ^  sin\r     g  _sinW      ?  _  «inW   "  mml...  jUm 

'  ~~  sin  W"  ■  LS','  ~  sin  W  '  '       ~  ^ilTW' ' 

you  denen  jede  in  den  xm-ci  andern  enthalten  ist,  und  wo  wieder  das  rechte  Vorzeichen  in  der 

M  «bea  mg9ülif(tm  Wehn  tfarnnf  iMi  (MlMfteide*'lliiti'^daMi  dM(  «iMelne»  W  dksen  GM«  i 

«lM|fen  veriwmmcaden  Grössen  positiv  sind. 

■ '!  I  NtdtipiiiiTt  man  jelit  die  Gleichungen  (37)  in  der  Weitet  die  ecste  der  ersten  Gruppe  wM 
C  die  zweite  der  zweiten  GniK>e  nit  (Si,  die  dritte  der  dritten  Grappe  mil  (E^,  und  «eilt  ii 
die  so  umgeänderten  Gleichnqgcwl anstatt  der  aus  C,  C[,  (S^'gMfyÜäi^ul^Mkm  liB Werth*  f.  , 
IM  d«  GlaifihiuigMi  (30),  m  'tttolelmn  die  folgMdeat  / 
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ig*z=i+  cos  W  cos  SB  +  cos  W"  cos  ffi", 

'  sin>V  '  sinW  .  * 


(sr=i+ CM  wcM  aB'+  ^^cmw cos ar, ; 

sich  ntich  so  schreiben  lusscn: 

«»  «in'  W" =8in'  W"+  shi  W  sin  W"  cos  W  cos  ®  -f  s\n  W  sin  W"  cos  W  «sot »' , 
arsin*^^ai|i'llV;'-hsin>y>i9W^coiW  co> SB -{: sin W sj»1)r  tmWcoifIBr,, 
CTcin'ifir  =ftii*W  +«inW  aiBWrcosW'oMtB'+sftiWsiiiW  cwVrcMair. 
Die  flur  der  rorlil'-n  Seile  dicHcr  lelzlen  9fMMPf«l|  tMmäm  AwlirOdte  find  die  dnt  eio* 


ander  gleich,  nüiulich  gleicli  dem  einen: 

1 — cos*  W — co^.W  wi!M*ir^4*  »«a»W  e<w  W«olW, 

wie  mm  so({leich  wahmiinint,  ««Rfl  man  in  jenen  1 — co>*W,  1— cos*W,i  i-rCO^,y^  für 
äiiiMV,  .sin'W,  üiiiMV"  si-izi,  inxl  iniitejirt  der  tiiddHunj^  _|^3$)  aiu  Qiii^,'oos9lf;|]]cosSry 

cos       wegscliain.   Sctil  man  dalier       .  ,  "   "  '  ^ 

iiMicvävieiil  mm  'onter  k  den  aus»  voivtaMidpr  (BMOamg  ftr,  Ja  jM»  «ipiMmtaiuffoiMM» 

Wurzclwcrih,  so  cvW»  die  dn-i  iinmitlclbir  TOT  dieser  slehendf^  |Qlcie|HHWt)n,.4irflap.mMI,MP 

ihnen  die  Ouadralwurzel  aiwiztelil  .  .i.*. 

in  wolchon  in  der  Thiit  h  cineii  positiven  Werth  vontHSleHen  hal,  da  siiiW",  shiW,  sinW  po- 
sitive Giiissen  sind,  und  auch  fi,  iS,,  der  iu  Mr.  25.  ungeordneten  Slelhiog  der  l'olara«ea 
AI,  A4E^->ift3jETennr  Foif»  ndr'- posUfv.  Wertü»  IndMn  ktmm.<  >  •>  •         li    u  « 


Auf  den  gleichen  in  der  Gleicliml^r  (40)  durcli  h*  hezcielinelen  Ausdruck  stüssl  man  wie- 
der, ^venn  man  die  Gleit liun<ren  (3^)  qiuidriii  und  liieraur  der  AefllO  niudl  VOIB  sin'W'sin'MTf 
sin' W  sin' W" ,  sin' W  sinMV  abzieht,  wobei  man  lindel:    ^' •"•  '« 

' WWrsin*W* sin»»  ==sift*W' sin'W'' ^  '       '  ' 

*'  ■  '  '  '■'  rih'W'sin'W  " sin'®'  =  sin'W  sin'#'  — (cosW  ros W"'— cosW')%  '  „' 

sin'  W  sin'  W  sin'  W  —  sin'  W  sin'  W'    -  (cos  W  cos  \Y'  —  ros  W")' . 

4)ie  rechleu  Sei^üi  \iie:icr  Cilcicltvngen  gehen  äuiuuktUdi  in  dt^u  Ausdruck  Uber,  wuiciier  auf  de^ 
Unken  Seile  der  Gleicining  C^)  sieht,  Venn  man  die  in  Üineo  vofitotmnenden.  fninwiieni  wcgr 

schafil  und  sodunn  die  ()ii;idiitl(;  di  r  Siiiiiii-  in  (,)iiadni(e  von  Kosinusrn  uinwandcll;  sel/.t  man 

•  diescumach  h'  an  die  Stelle  de(  rechlen  Seilen  in, den  drei.  vors^lici)<len  Gleichungen,  und  zieht 
ld«r«||r.|l^  <hi]ldr«t;i^l.W««.so  gelicn  d|csei ^i^ilBlniiigen^ •  •  ..  ,  ne/ 

C49>  -1)  r  siiW'siftjr'iiifl»is=it;,.siiiwii»wrfftoflBr==ii  r-a^wtiaw^wir'siK  -  *• 

wo  wieiliT  das  der  Onadrnlwiir/i  l  liciziigebendc  Vorzeithen  anf  die  si>  eben  anifcifebciin  Weise 
enischipdeA  Wird    i>io  wrstBücaden  (üdcbungea  ziehen  aber  sogleich,  «oohi  die  folgenden 

-iVe.  •      ■.  .•  ],|...-  s^jl©  _  sin 5?'  -       h  ir-i,:,;     ..,  „> 

*  '  sin  W  -  sin  W'      m  \r  r  sio  W  ßiiW  W  W *)     .  .  r '  :  •:•«!.. i 
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Die  AusdrUckp,  welcfcc  «fio  reditea  Seiten  der  dn-i.  iIiMicn  (421  vorWiijcelionden  Gleichnnpen 
bUd(fi,  vonv.wekhen  wir  ^ekcn  babea,<  dnui  jeder  von.  üuiai  dem  Ausdrucke  gleicfa  ist,  der 
«MBtot  dir  Odcfalia^  (40)  gleich  f^MHM  w<Mm.>Mt>  .i«M*a'!*h  ltd  «fe  FoiiM  liniig«!!, 
£e  zur  logarithmiächen  Bercckmog  des  positiven  Werthca  h  sdir  bec^eiti  ist  WJndejt  mni 
Bibnlkfa  die  Differeuen  d«r  Ouadrale,  wdcbe  äe  daraCetten,  M'FnMhide,.  und  dam  nach  vMI« 
bnchler,  sogleMk  ia  die  Augen  springender  BedMIint  di»  eoManlleoaife  Swninen  udd  DiliBrAiK« 
Ben  vottiKoBinnjcn  hk  PfadlH!le.<vM  BiwM  vmf  niifial>*|dtoi4ci|rilMis.i  •> 


Der  Werth  h  ist  mchb.aiidiBn,  ala  der^RauininhaU  dncs  Partdlclcpipods,  dessen  drei  zu-  .  ^ 
sainmcnstossendo  Kantea  dfe  von  der  FrojeclioiiSüpilzc  A  aus  niif  die  drH  Coordlnatcnaxen 
AX,  A.\',  A  X"  aufgctrapcnen  LHnponcinheitcn  sind;  dc^n  dt-r  Kauminhalt  dieses  Pamllclcpi- 
peda  wird  gefunden,  wenn  man  eine  seiner  Scitenfltlihcn,  z.  B.  die  zwischen  den  Axeu  AX  und 
äX  Hegende,  tteren  iMMTaUW  tat,  hÜ  der  n  llir  j^e^Nj^d  Hlllie  niMili^^  welchb  Mitdi« 
der  Sinus  dos  Win1\ds  ist,  den  die  Axc.  \\"  mit  der  ELeni'  X  A  X'  blldcl,  oder  der  Kosinus 
des  Winkels^  den  die  Axe  AX"  niit  der  Folara.vc  A3t"  cinsehliesst,  und  kiso  durcli  ^'  gege- 
ben wird.  -1»  M  «onteh  der  RanminMt  des  gedabhlea  PmUffepip^edv' '^iifrW:;ode^  ^  , 
diiitt-n  Gleidiiin^r  (41)  zur  Folge,  h.  Piosor  Eigonschafl  Pflegen  werden  iHr  der  GrOffe  h  den 

Kamen  Inhalt  des  Coordinalcnsystems  geben.        '  *  ' 

Ein  gros^r  Thcil  der  vorstehenden  Gleichungen  schliesst  sich  an  jene  Fumieln  an,  die  in 
dar  aphlriseben-IVIgOMnielite  m  Tage  geOMNct  FHAp»  «ü'^  dqnn  Uberhaupt/ iwlt  titp 

ißuigta  Ponneln  dieses  Theils  der  Mathematik  leicht  aus  den  hier  gi^gelH-n^-n  (lieichiiniren  ab» 
geleitet  werden  könnea  Dicss  komnt  daher,  dass  das  ausrden  fiadieigA  £,  Ai',  AS"  -henr(M«*' 
gehende  spharifche  üßiMk  dw  PohnMeek  VM  dem  "u*  ^ RwBett  AX,  AX,  AX*  berror- 
gehcnden  ist.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  ron  jetzt  an  das  ans  di-n  Axen  .\X,  A  .t',  A3E" 
gebildet^  Coordinalensystem  das  Polarsystem  zu  dem  aus  den  Ax«u  AX,  A\',  AX"  srh\\- 
delen  Coordinalensysteme  nennen,  so  wie  letzteres  dem  P^arsystem  gegentiber  das  Grund- 
•ystem  heissen  soO.  J|i|neh«if»llea  wir  db  4fW /A/l?>  •AI',  AI"  die  Poiaraxen  und  die 
A  X,  A  X',  AX"  Im  Gegensätze  die  Grundaxen  nennen,' wohei  die  Paare  A  .¥  un  l  A  X,  ABT 
und  AX',  Ai  ".  uud  AX",  v.on^ denen  jedes  di^  beifle^: gleich  accentuirlen  Axeu  in  jiich  begrein, 
Trand-  «ad  Pohmna  hetana  aolifei'  Aer    li^bdea  wir  den  leieh- 


svfammnnf  «hOrige  Grund - 

tem  Ausdrucks  halber  dii-  dtm  Gnirulsysteme  zugehörigen  Coordinatenebenon  X  A  \',  XA.\", 
X'AX"  die  Grund-€oordinatcnobenen,  so  wie  die  dpi  Polarsysteme  angebürigen  £  Äff 
lAS^,  I'AF'diePolar-Coordiaitenebenen  neanen,  wvbei^riri^XAX' und  SAS'nodi 
fli^esöndere  dadurch  bezeichnen  ifoDett,  dass  wir  sagen,  sie  Ife^la  der  Grundaxe  A  X",  oder 
auch  sie  liegen  der  I^olaraxe  AI"  gegenOber,  and  eben  so  sagrä'  wir,,  dif  X,AX"  und  JA  jt" 
liegen  der  Grundaxc  AX*  oder  andi  der  Polaraxe  Af  gegenäber,  so  wie  ^le.X'AX"  und 
M'Ai"  als  der  Gmndaxe  AX  oder  der  Polaraxe  At  gegeiÄber  liegende  Grund-  oder  Polar- 
Coordinatenebenen  bezeichnet  werden  sidlen.  Die  N'ercinioi'nni:^  des  Grundsysteuis  mit  sei- 
nem Polarsystem  werden  wir  in  der  Folge  ein  vollständiges  oder  ein  Doppelsystem 
■eitaa.-«.;«  i\"V .       '  .   W--.'..  if  i,""!  tu*  \  '  r 


27)  Durch  die  Formeln  der  vorigen  Vaunw,  tat  An  a|ni,itn_de«  ^nd  geteilt,  dte  «vT 
das  Potanratea  noli'  beueheaden  BealininiungiMidte  ilüa  äen'  «m  GraadfyileBe  gehOrigea 
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AxpitwinTsoln  W,  W,  W"  hn-ittfiolen.  Vor  Allem  hal  man  nHnilirli  mÄtrlst  der  0|pichiir>tr  (40) 
Otter  Acr  (M)  den  Werth  Ii  •ufzMSiu.-hen,  daon  luien  sich  iiiit  UUfe  der  (jl8ichung8o\4;3)  die 
Axewrinkel  fO,  Wi  fBff  im  PuhnjuliiM,  ml  venaitMit  ^  QMdnmgeii  ft«)  dte1MiMrtn:ll^ 

(», ,  <S" .  d.  Ii.  (Up  Winkel,  wclclif  ein  Paar  zusnmrnpripphiiriirpr  Gnmd-  und  Polaraxen  mit  chl- 
«ador  machen,  liAduo,  zutelzt  ttbir  ergeben  sich  aus  den  Gleichunfcn  (,36^),  weim  inui  ia  di»«' 
Mlbdi  fir  S ,  6;^  V:  ikre  WMÜWMii  dM'QIMckttiigfeii  (41)  eiBwtat,  dils  tchfaron  AojNMM-' 
uhlen,  wdcfaie  die  RMMnfOi'iUlr  fohnaen  an  den  Graadum-feben.   Man  findet  aot  >  ■■  i 

! -  aiprW",/        ./          «irW>o»ffl                «inWcwW/  V 
w  —  .  1^      iiiH .  -  « — •     a.  Ä  "!■    Ii  '  ■ — t 
«  _  sin  W"      3B  -,,_sinW'                      _  sin  W  cos  9B" 
 h  '         —  '  «.  —  1; — ~' 

«def.  /imi»;|l|kr  b  fiein^  durck  die  Gleichungen  (42)  gogfAtuen  Wcrihc  ehue^lcf  & 


TT  » 


(4*.  fc.)  \     —  sin  W',  *      '  ~  sin  W"  sin      ~~  sin  W  sin  äü", '  ,    '  " ,  »in  W. 


:  iir    :  i'  '      ■         :  1  .  :  .     ■  .  ■  •       "i-.  •         ■    !  •  ••  I 


AM  den  GIsichnngen  ^43.  b.)  l<WBB"liMr  tBimWeBrnr  ft%eiide  HdjiKiMteM'tlillSirta^ 

««'  iH-m  sinirri'iW'sin*9B  „,„.,  smW"8inWCco8ltBcosgli'-cösSB'0 
»Ä,  —  «  81,=    •    ^  /  ui   ,     81  SI,  —        =   1  -^5^-. — "  ■■  1  f  I  I  ■  <i 


 »1 


'  ■'    '  '   "'*«'««'               siaWsinW'fcosaßcosS"  — cosÄO  ■     '  '' 

f  .     .  •  »  ?li  T-^W  8U=  — —     '   ^  y   '   .  .    ..    ..  j 

i.-       •  ^  W"  W  w'ccM  g  «!oi  y — cos  an  üiiyir^irßa*9F 

«18.— «Ii  =a — ^  r—i  "'ir — ^  HfCrrrrlrltSSB  y ■  .'  t-t^ 

fti'oi'     fliM"     sin  WüftiMT  CftW»*  co»<B"  ^'Ws  SB) 

•;     .  ^    :      .81  SU  —  Öl  a,  =  i  ^  ■  i;    •  /  , ,  ,  .  /  / 

'.i.         '^"J, «inW"»inW(cosaBco»SB"  — ÖMSß'l  '  " 

-I!-.' .!  -  ■Wi^itT'.W  n'      I       '■  Ii*  '  '  •  "  '         'ir  •'  \ 

^'^*IWMW(.^W^W-^V)^ 

trü^l  uu^i^aber  die  (jU'ichungen  (38)  durch  wechselseilige  Verluiischung  der  liucbslnhcn  W  lin^ 
9S  Olli  einander  n^ter  Beibehaltung  der  ihnen  angchünglcn  Afcentc  und  ln<)exc  in  das  Polar-' 
tyslem  iibi^r,  wodurch  sie  werden:  ' 
sin  Ksin  äB "  cos W = cos  SB'.cos^B'*^  cos^Q  .  sin  9B  sin  S"  cos  W  p:  cos  S  cos  fä"  -r-  cm  90^ 

•  '•  .'jjiiiirösiii'»«^  '.'......";.-./, 

M'nebmon  durch  diese  die'TOfuwii  rofanndB  Gesiilt'iB:  .  '  •'• 

ll'ir.=psinW"siBW'sin*SB  ,  «"V,— «Ar^psinDr süiWsiaOain'lB'oMjWYy 

'  V  K:«  -ra:=isiu^sln^ÄjSBÄlB''cos'W^  , 

Ii".     d- V  '     •.  •'!.,».  tJ  miha  I    ■    .       .  iiV   r'.  »  ».  •»••j  t.j.'  I'- •  r  ...  I  üili 
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'     a.a;  — ?i;a,  =  ^,MiiW  sin\V  siniüsin  Ii?  i  t.sNV',  ^ 

—  IldKr^p  sin  W"«in  W  stn  SB'sin  Wco»  W ,  fü  a;^liri;=:  p  sin  W'sia  W  sin'  SB", 

und  grellen  nun  niil  T-vaiehmg  diTcr  (42)  in  füli^ende  Uber: 
n ^iö  cvaf      CM  Ol"  sin^ 


fl «— a'a,=^!^i^,       w%  -a  a; =^  cosw,  a-  a;  — a"a.'=^ill^cpsw', 


a; «, = 55p  cos  w ,    a,  -  h,  «r=^5Jp-  tos  w  ,  a:  a;-  -  ar a; = . 

Aikk  zeigen  die  Gleichungen  (4ä.  «.}  in  Verbindung  mit  iIciumi  (^41J,  dass  '" 

-ÄMfi  tffifli'ii' '  •  II ii".'  5p  '  a    a"    a,   ar  dimu  .oosn«!*!!  i 

i.  .!<;  €  =  gf  *  «  ~    '      ~  C  "  (*»•*•) 

Igt.    .  Ut  M'>1'.'  '  •        «••.  i   ..i« 

99)  Ufirariwnpt  aber,  so  wie  die  Axen  AX,  AJT,  A2"  du  Pobnystem  n  den  nw  d« 
Azfn  A  \" .  A\".  A  \"'  liervorircsjiinircnen  (inindsysIctMc  ttildrn,  so  irol>on  iuirli  uinyekehrt  die 
Ami.AA,  A.\  ,  AX"  das  rolarsyüteiu  her,  wenn  man  üicii  unter  dem  Gnuidäyülein  dos  aiu 
antiken  Af ,  KT,  AST  g«Mldeto<.Q»flriitHrii»yftBin 

di-n  WuU-n  \on>en  .\iiniiiit-ni  iiiii'irf.siriiien  RelBtionen  üoeh  eiif/elM  tfidoreudH^er  zweäen  Be- 

lichung  enbprechcndc  Weise  wiedergeben.  .,  ;.!'.'     ••,!''--  u'/-K    ) 

BeKddnet  imn  nlnGdi  die  anf  das  Pohrtysle«  Uck  UMmdm  GrOwoi  dmch  dlaselbfla 
Zeichen  wie  die  eben  so  mt  das  Gnmdsystem  siA  bniahndea,  idt  dtM  XhHanMai». . jefcdl; 
dass  die  jetsigen  Zeichen  mit  Klaanmern  umf^eben  werden,  so  dass 

(a),  (a'),         die  schiefen  ProjccUonszahien,  wdche  die  Richlang  AX  an  den  Axen  Ai, 

AS',  AS", 

(8I0>  {^")  die  schiefen  ProjecUonsndd«,  welche  die  Kdbtaag  AJC  m  dett  Axda  AS, 

Ai",  Ai"', 

(Od,  («?)  die  schiefen  PrajecttvnM^kB«  wvkhe  dio  lUcktu^  AXT  an  den  Aiea.AaE, 

AT.  Af" 

liefert,  vorstellen,  und  bedenkt  man,  dass  die  (irdssen  (S,  än  den  beiderlei  Bexichuigen 

▼5lli^  einetld  Bedeatanf  haben,  nid-  dfss  td»' übrigen  seidoreeUen  ProjeellousaUen,  welche 

die  Axen  AX,  AX',  AX"  an  den  Axen  A3f,  AS',  AI"  geben,  hier  wie  dort  sKnimtlich  null  ■  •  »•  i  t 
sind,  so  cigicbt  sieh  aus  jeder,  in  den  vorigen  A'uBunem  au%e8telllen  Gleichung  die  ihr  ent- 
sprechende UeAer  gehörige  eiofhch  dadorrb,  dass  man  dl*  Badhahdwi  V  tutd  IS  gegcnseitipf 
mit  einander  vertMSelll  vnd  zugleirh  an  die  Stelle  der  schiefen  Projeclionszahlen  die  gl*  ii  licn 
mit  Klammem  umgebenen  Zeichen  setzt,  ohne  an  den  AocenU-n  und  Imicvi  n  irgrnd  ctwjis  ul»-  ■  .  •  l 
zuändem.  Wo  in  jenen  Gleichungen  der  Werth  h  auftritt,  du  iiiu^is  hier  der  gepelzt  werden, 
wtldlier  ikh  ans  Jenem  durch  die  eben  angcteigto  Veritodefong  eigiabl;  wir  wnrdaa  ta^  dn 
wo  er  zum  Vorsehein  kommt,  dureh  denselben  aber  mit  Khimniem  unurebcnen  Buch 
durch  (h)  bozeiclinen.  So  verwandeln  skh  z.  B.  die  Gleichungen  (4ä.  h.j  hier  in: 
L  5 
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CM*  •») 


((«)  = 
'im\  — 


Sin  WsinSB'*~itiiW'iiilft  '  JtaHT'  *'*^~ai%r» 

^.coiuW   i_     _         1   _colgW" 

j^'*"  ~  sin       '  ^  ''~  sin  W  sm  S  Mn  W"  sin  3Ö  '  sin  SO'  ' 

\  siit  Ub  sm  sin  \\  sni  äl>        snnS  sni  5b 

wdehie,  verglichen  mit  d^tea,  woraus  sie  hervorgegangen  sind,  folgende  sehr  uiarache  Roltt- 
tm  die  ÜMid  geben: 


i  (« I  =  ?t ,   (9t'  1  cos     =  11'  cos  W ,   («")  cos  SB'  =  «"  cos  W, 

 j(a.)cosSB=a.cosw,  (!«;)=«;,  (a."jcosffl"=a;'cosW", 

f(«,)cosaB'=:a,cosW',  (a;)cos«B"=ii;cMW",  («;')=«;-. 

'  99[)  ITachdem  in  den  vorigen  Nuniincm  die  Abhüngigkeit  des  Puliirsystcms  von  dem  Grund- 

system enniUelt  worden  ist,  sind  wir  im  Stande  die  nieirhungen  (12)  und  (15).  wodurch  die 
senkrechten  Projectionszahlen  uud  Coordinaten  durch  schiele  dargestellt  werdim,  mit  einer  Lcich« 
t%kdt  «d  KUne  «nftulAaeii,  die  nkUi  n  wttnschen  OMg  liast,  um  so  su  dea  Gldchcmg«« 

zu  [re!;iniren,  durch  wekhe  die  schieren  Projectionsznhien  und  foordinalen  in  senkrechten  aus- 
gedrückt werden.  HullipQebtt  aian  ntuidich  die  erste  der  Gleichungen  (12J  mit  a,  die  zweite 
■dt  K',  die  drille  adt  9,"  und  addirt  die  drei  «o  geironeeneii  neuen  Gleidinngen  m  einrntar, 

•0  erhiilt  man  : 

c  a  -f  c'si -f  c '  a '= a  (a + acos  w  4-  a  cos  w} + a'  (a  cos  w  -f  a'+  a 'cos  w) 

+  a '  («  ew  W+  «'eeiW  "+a ') 

wl  dhM  Clwfctum  geht  mit  Zuziehung  derer  (33)  aur  der  Stelle  über  in: 
a  =a  c-H  91'  c'+a"c".  Eben  ao  eriüU  uhui  noch 
(4f.  a.)   J  e;  a'  =  «,  c  +  a:  c'+  ar  c"  nnd 

(6;'a"=a.c-i-a;c'+a;'c", 

wenn  man  die8eib<*n  Gleirhnnpen  (12)  der  Reihe  nach  einmal  mit  l'l,  ,  §l[ ,  ein  anderes 
Hai  mit  ai,  a^,  aV  luulliplizirt,  Jedesmal  die  drei  erhaltenen  Resultate  addirt  und  dabei  die 
'Gleidinigen  (SS)  lo  Rühe  rieln.  Seilt  mn  in  £en  drei  lettten  GMohaqgen  anstatt  der  anf 
das  Polarsystein  sich  beziehenden  GrBssen  flu«  Wcitfw  nu  den  deicboagen  (41)  und  (45i.  a.}, 
so  wandela  sie  sich  um  in: 

(h*  ■  sainW"CeiinMr-f-«'sinW'co«9B  +  (rainWeoelB'') 
C4t.  »•)   Jh'  a'  =  sin  W  (c  sin  W'cos  ®  +  c'sin  \V'+  c  "sin  W  cos  ®  " ) 

(h*  a"=sinW  (c  sin  W'cos  SB'+ c  sin  W  cos 'B'-f  c'sin  WJ. 
üaf  dfe  gMcbn  W«Im  kam  mn  «b  den  Gleieliongen  (15)  die  dM  folgenden  aUeiiMi: 

(Q  X  =51  u+M'u'-f  Sru  ", 

CM*«>>   ^  6;x'=?i.u  +  si;u  +  a;'u", 

(c;'x"=a,u  +  a;u'+«;'u", 

ans  denen  iidi,  wie  io  eben  die  (47.  Ii.)  ans  (47.  a.),  die  folgenden  ergeben: 

(Vx  =  sin  W"  (u sin  W"+  u'sin  W'cos  ®  +  u"sin  \V  cos  ©' ) 

(4».  fc.)   1  h'  x'  =  sin  W  (u  sin  W  "cos  S  +  u'«in  W  +  u'  sin  W  cos  äß ') 

(h*x^=ainW  (nflinireoe8'+«'shWeefl»»-f  «"«iMW) 
wodurch  die  schieren  CodrrliniilL'ii  in  senkrechten  Hiis[ri"(lrii<  kt  werden.  Diese  letzten  zwei  Grup- 
pen von  Gleichungen  crfaäll  nuui  noch  leichter  aus  denen  (47.  a)  und  (47.  b.),  wenn  man  in 
dfe  ProjeclionnnMil  imk  Goofdinalea  nndi  ArieOnff  4n  Gkkhungen  (3)  emew. 
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Stellen  x,,  $i,  riad  o,,  u,',  n;'  die  schiefen  und  sadvecbtai  GoonfaMtan  eines  mdm 
Pnnrtes  0,  TOT,  M>  wie  X,  z",  x"  nul  u,      a"  die  des  Pmeles  0,  m  iM  m 

Gründen: 

.  (t;  x;-«.u.  +  51;«;+ a;'ur.,.o. •  , 


I  ,  7 .      ■  -f  ■• .  •  ■  rr,  ,,  ft  ,t.  \ 

h'x,  =sinW"(u,!niiW"+n;sinW'rosS  +<fia]ir.«Mir), 

ht  BMI  voi  dteM  BIwifiMigo  die  M  'vefMgegl«fCM»4hMi  Mpicl—  der  Seihe  wdi  eb^ 


6  (x.  -x)=r:a  (u.-u)  +  a'(u;-u')-f  a"(ur-nO,i 

e:  c<  -x')=a,  cu.-u)+a;(u:-BO+a:'Cu: -u-o,    c«»* 

V(z,  —X  )=siBW~rC«i-*a>«i»W^+C<-^0«UW*^S4t«C— O'inWcoeflB'l ) 

h'(x:  — x')  =  «uiW'  [(u,  — u")sinW  Vns>iG  +  (";  — u'")sinW'+(ur  — u'')sinUros5i?''][ 
h*  (jC  —  x") =gie  W  [(u,  ~  u)  sin  Wo»  («;  —  u*)  sin  VV  'cos  ©  -f  Cni'  -  u  J  sin  W  J  J 
SO)  Uta  Immi  den  Gleiehui^ea  der  Fem,  wie  die  (47.  b.)  nd  (48.  b.)  .eiad,  eine 
xwar  einfachen',  jedoch  mioder  «^mmetrisrlie  Gestalt  geben.  Dividirt  man  sie  ni^mlich  mit  h 
und  setrl  in  ihren  zwei  letzten  GUedem  deigenigen  Werth  von  h  aus  den  Gleichungen  (42}, 
weUer  den  gicidmi  FehnoOfdbrtennMel  ta  lidi  trägt,  als  du  nrit  b  dhridiito  GBed,  so  bssen 
He  rieh  w  MMen:       . '  -  '  '  '  -  .  '  " 


.   ,       ,  sin'W  .        .  «f,  I 


»in'W   .  ^ 


sin'W" 
■Hb'  Dir 

hx'ssx'  — ^  +  xcotf  SB  +  x"colg9B",  \.„  ■.   ^4».  b.) 


h  x"  =  x"  — ^  f-  x  cole  SB'+  x'  cotg  SB 

Es  lassen  sich  noi  h  viele  von  den  frühem  Gleii  [iiiniron  Hiif  ithtdiolii-  Weise  in  ander<'  Ge- 
stalten bringen.  So  geben  die  Gleichiaigen  (33},  wenn  man  in  sie  Tür  die  schiefen  und  senk- 
mbtaa  PnjieeliMunehlen  der  Polaraxea  Iure  Weifte  aus  den  GleiAmgen  (41)  Hd  (45.  «.)  , 

%y  und  ziinärhst  bei  ilcn  lini  ersten  einrr  Ji'den  Gruppe  stehen  bleibt: 
h'  =  sin  W  (sin  \\  -j-  sin  W  cus  \\  cos  SB  +  sin  W  cos  >V'cüs     }  1 

.    b»ssriaW'C«hiW"ewWeftett+^W*+«Mireeeircoe»")(   CM>«^) 

•  lteriiW.(ainW''e(wWcMflr+ibiWcoeircMS$"+sinW)} 
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iradveh  ebm  to  viele  mw  Amittdub  Air  i*  oMton  imiM,  «d  ms  dm  indil 

mm  WMh  wwerdem: 

!o  =  sin  W  'tos  W  +  bin  W  cos  SB  +  sin  W  cos  W  cos  20' , 
o=afaiW"c<wW  -j-shW  cM'V+ain V'ciM WcmS  , 
0  =  sin  W  ros  W  -f-  mh  W'Vos  ^IB  -j-  sin  W  cos  W  cos  33", 
0  =  sin  W  cos  \V"+  sin  W  cos  äB "+  «n  W  'cos  W  cos  SEB  , 
osssnW  OMW+ifaiW''coBflr-j-ainW'oMW  cmST, 
0=>inW  cosW"+siRWcMflB"+iiiiW^<Ml^  eOfflr, 
wekhe  letztere  man  auch  so  scbreibeB  kann: 


CM.  •.) 


sin'W" 

nr" 

h 

€0S W  4-  colff  9ß'  +  oolg  3i?  cos  W 

sin'  W 
h 

cos  W  +  ooig  SB  +  colg  aB"cos  W , 

Sin'W 
Ii 

stoMV 

h 

cos  W + coiy  ffi*  +  colg  S "cos  W  , 

sin'W 

"  k 

coiW"+4»lf  ar+eo^STwsW . 

Durch  diese  Gletchungfcn  er^bcn  sich  neue  Foraien  nicht  nur  fiJr  h ,  sondern  es  kwsea  sidi 
mil  ihrer  Hilfn  mich  die  meisten  frühem  (Jleirhungen  auf  unsäglich  \iele  Arien  uniwandeln,  wo- 
bei es  nicht  immer  leicht  ist,  die  einen  dieser  Formen  in  den  andern  zu  erkennen;  aber  eben 
desmgfn  ttut  man  woM,  sich  mr  Regfal  wa  mtdien,  bis  ans  Ende  der  Rechnunjf  die  Zeichen 
für  die  schiefen  und  senkrechten  Projeelionsznhlen  der  Polnrnxen  nn  den  Gnindavcii  beizul)e- 
holkm,  und  erst  ganz  zuletzt,  da  wo  inan  es  fttr  nützlich  kült,  ansialt  derselben  ihre  Werthe 
m  Selsen.  ' 

31")  Es  ist  oben  zu  Ende  der  Nr.  11.  daninf  ;inriniTk>.;im  pcniarht  worden,  riass  sowohl 
zwischen  den  drei  schiefen  als  zwischen  den  drei  senkrechten  ProjccUonszahlen  einer  jeden 
Ridilantr  eine  gewisse  AbUhigigkeil  sMt  finden  misse,  ivelclie  wir  jelst  angeben  werden.  Seist 
man  in  die  Gleidranir  00  Ar  «f  ^«  ftre  dnrch  die  Gleiehengen  (18)  fegdienen  Weifhe^ 
so  findet  nun: 

iuy  1  =  a'  +  a"  +  «  +  2  a  a'cos  W'+  2  a  a  "cos  W+  2  «'«"cos  W", 

welche  Gleichmg  die  twisehen  den  drei  schiefen  PrejedfonsKaMen  einer  jeden  Wchtanfr  statt 

findende  Abhifnfiriekeit  ausspricht.  Setzt  man  ferner  in  die  nicicliuntr  (H)  Air  a.  a'.  a"  ihre 
durch  die  Gleicbuqgen  (47.  a.)  oder  (41.  b.)  oder  (49.  a.}  gcgebeaca  Werthe,  so  iaüs$t  man 
«nf  eine  deidning,  wekhe  «kli  in  den  drei  nachstebenden  Formen  dnbielele  .. 

(»•.•.)         1=  ^c'  +  ^c'H-^c '-l-^^^  +  ^jcc+(^^  +  ^Jcc  +1^^+^^««» 
oder 

CM.ki)  ii*=e*aitfW*+e'*«VW'-^«rsbirW+2eo'sinirainW'eestt+2ee"sinW"sniWeosir 

•  +  Sc^crslnWsinWco««* 
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vm  weldmi  J«k  dl»  Alhll^riglMft:«M|]riefel,  wdehe  iwbehM  4n  M  wkrechUii  Projee^ 

lionsziihlen  oincr  hclicbigcn  Bidihmg  stall  findet,  und  die  erslc  dieser  drei  Formen  kiirin  inil 
ZuiehuBg  der  Gtcicbonfea  (45.  d.}  nocli  in  vencUed«ne  aaderc  Geslalten  iUtergefuhrt  werdea. 

A«  AcMii  6letiil»ii||wi  Mm  itek  entoduBni,  dhm  lolche  idihre  «der  fmlcrMhle  Pr»> 
jedionssfthlen,  welche  in  der  ffleichen  Aiifeinanderfulgc  eineriei  VerhäUniss  zu  einander  auf- 
weisen, parallelen  Hkhluiigeii  augeliöreo,  oder,  was  dasselbe  isl«  dus  sokh«  proportionale  Pro« 
jcctioflszahleit  Immer  dm  Werlke  iMcb  gteiA  snd,  md  diM  wMwtder  emeiM  oder  die  gerade 
eiitgegcn^esetelen  Voneichen  besitzen.  In  der  Thnt  stellen  neben  den  in  den  Gleirhunt^cn  (51) 
oder  ('^2^  %  nrknmmendrn  schiefen  und  üenkrechten  Projectionsxahlen  a,  a',  a"  und  r,  r'.  i  ". 
die  von  einer  beliebigen  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  geliefert  werden,  fia,  ^a', 
^1*  oder  VC,  9<fi  vc"  die  MUaTeo  oder  senkrecbMn  ProjedknuahlHi  irgend  einer  ndem 
Richttiny^  an  den  gleichen  A\en  vor,  welche  letslere  den  vorigen  proportional  sind,  so  müssen 
die  Gleichungen  (51 J  oder  (52}  noch  bestehen  bleiben,  wciui  man  in  ihnen  /la,  fta',  ft»" 
oder  yc,  vif,  vc"  ra  die  SMIe  von  a,  oder  e,  «*,  selil;  Unrt  mm  die«  aber,'  w»  *' 
verwandeln  sich  obige  Gleichungen  in  andere,  deren  linkt'  Seilen  ganz  die  gleichen  wie  zuvor 
Ueflien,  and  deren  rechte  Seiten  die  vorigeo  mit  fi*  bei  der  (51}  und  mit  bei  denen  (bZ) 
nidtiplizirt  finL  DhrMIrt  mm  driwr  «fie  letaleren  dtarch  die  enlqirpclwden  vorigen,  so  Hadct 
mm  bei  dnen  n  (51)  ceUMgea 

ii'=i,    oder  y'=l 

bei  denen  zu  (52)  gehöri^'en ;  es  kann  daher  sowohl  ft  als  v  nur  calwedor  -f- 1  oder  —  1 
sein,  und  sonach  haben  die  letztem  Projedionszalüen  mit  den  erslern  stets  eineriei  abeoliüe 
Werthe,  withrend  sie  dem  Vorzeichen  nu<  Ii  rhonralls  sHmnitUch  tA  «iaMdtr  litereiMliHnflB, 
oder  die  einen  den  andern  gerade  cntgcgungeseUU  »ein  müssen. 

Die  Mer  uwlMme  BgtnÜiInJlehiit  pefOtUnealei  Prejecie— i^dw  Mut  ifni  w  der 
Einsicht,  dass  die  in  \r.  22.  ««feestelllen  Gleichuniren  (26)  oder  (27)  ein  iiiilriijrliches  Kenn- 
leicben  paralleler  liichtungen  sind;  denn  dort  ist  dargelhan  worden,  dass  jene  Gleichungen  statt 
üMlea,  wem  sldi  dieaeften  aaf  Fimcte  0,  0,,  O  nnd  d  baciolMa,  von  denen  de  0  «nd  0, 
irgend  einer  Geraden,  die  C  um!  C,  dnjretfen  einer  andern  dieser  parallel  Goraden  angehören, 
imd  jetsi  kann  man  aeigen,  dass  xwci  Gerade,  van  denen  die  eine  die  Paode  0  und  0, ,  die 
■dere  dte  Pnaele  C  nnd  D,  enddHt,  paraBet  aein  ■Oasen,  wenn  die  aiien  angeTührtcn  Glei- 
ehmgen  anf  aie  awvendkar  sind.  Ist  nämlick 

X,  —  X  :  x;  —  x'  :  x',' — x"=r,  —  t  :  r;  —  r'  :  r;' -   r"  oder 

U|  —  u  :  u|  —  u'  :  u"  —  u"  =  U,  —  U  :  ui  —  u'  ;  u;'  —  u" 
ftr  kfMDd  fwai  (Serade  und  bezeichnen  hier  wieder  r  uid  t  die  AbaUtada  der  Ponde  0,  0, 
und  Of  Ot  von  einander,  so  ist  auch 

X,  — X    xj  — x'    x','  — x"     r,— r     t',  —  t'    f,'—x"  . 

B,— m  .       n' .  n;'-u"  _  u.-u  .  n',~u'  .  «r-u" 
r         r  r  t         t  t 

wd  die  in  dtoaca  MUen  Gieichungen  ■rti  iiandan  OMttoMen  aind  dan  Gieidiungcn  (3)  zur 
P«||e  dh  addefcn  «der  aanlvaehlen  ftnJecÜaliHaMen  der  von  0  nadi  0^  ud  von  fi>  aacii  D, 
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hinzielenden  Richtungen  der  lietden  Geraden;  es  sind  also  die  diesen  beiicB  Richtunifen  iHge- 
hörigen  Prujeclionszaiilon  einander  proportional,  sonnt  der  so  eben  erwiesenen  Eigenlhünilich- 
'  keit  solcher  Projectionszahlen  gemüss  ihrem  absoluten  Werthe  nach  gleich  und  ihren  Vorzeichen 
nach  entweder  dieselben  oder  die  gerade  entgegengesetzten,  worauf  die  Betraohtungea  4at 
Nr.  5.  soifk'irh  zu  dem  Sihlii.ss  rtilireii,  dass  die  beiden  Goraden  einander  purallel  und  entwe- 
der gleichifiufig  oder  gcgonliiufig  sein  müssen.  £ben  so  Ittsül  sictt  darthun,  dass  zwei  i'uocte, 
wolelw  die  Cliicfc—nen  dhr  «iOM  «der  UMleni  Art  «flÜM,  Hit  dw  GeocdiMteMpilM  A 
in  einer  iiiiil  «ler^iriiirn  fii-niden  Uege«  nAwBBy  WM  «her  tiieli  MhoB  ab  «hl  ktimkntfää  ii 
deni  eben  Gesagten  eolbulten  ist. 

32)  Setzt  nna  in  die  Gleittengen  (Si")  oder  (52)  für  oder  9^      c"  tn  dank 

die  Gleichungen  (5)  iieir,.|),Mien  Werllie  ein.  so  verwaimleln  sie  sieh  in  andere,  welche  zeigen, 
wie  sich  der  Abstand  eines  l'unctcs  von  der  CoordinateiuptUe  blos  durch  dessen  schiefe^  oder 
Mos  dareb  deesen  senltreeUe  CoordiMien  fkk  «ndrldnii  tku/L  Dio  (51)  iMiek  gfckt 
(M)  r*=x'  +  ji'+jr+Sxx'«(eW+aKir«o*W+«J^x"«osW* 

die  (52~)  hingegen  geben: 

oder 

CM.  fc.)  h'  r'  =  u*  sin'  W "+     siu'  \\"+  u  "  sin'  VV  -f  2  u  u'sin  W  sin  \\  cos  Ül?  +  2  u  u  sin  Wsin  W  cos  SB' 

+2«'K"rinW'än1lircoi9r 

oder 

CM.  e.)  hr*s:a*— ^a»«!!^  +iSiia'cotffS+3ua''colK»'+3a'u''eotg9rt 

welche  Glnichungen  sich  auch  ims  der  (17)  nbleiten  lassen.  Eben  so  kiinnte  umn  aus  der 
Gleichung  (20)  andere  herholen,  durch  wekto  die  finifenuuig  zweier  beliebiger  Puncto  von 
einander  blos  durch  ihre  schiefen  oder  blos  dinli  flve  senkreditca  Coonihiilw  ausgedrückt 
Wel  aber  alle  solche  Gleichungen  überhaupt  in  den  Anvnadngaa  beasor  gans  aaw- 
tn  werden,  so  wollen  wir  nuf  dieselben  nicht  weiter  eingehen. 
Aus  den  Gleichungen  (53}  und  {54.  u.  l)is  c.)  Itisst  sich  folgern,  dass  mau  jedcsiaal  eine 
nbManfr  anttaden  kam,  deroi  addefe  oder  itenkrecMe  ProjecttOMaaUan  aicb  as  siaaider  vaiw 

hallen  snllr-ri.  wie  (irci  lieliebie  eeeebene  reelle  positive  oder  negalh'e  Zahlen  m,  m',  ni"  oder 
n,  n',  n".   Denn  suclil  uutn  da,  wu  es  sich  um  schiefe  l'rujeclionszahlen  bandeil,  eine  Grösse 
H  von  der  Beaehaihriieit  auf,  dass 
CM*  rf+  ni''  +  tn'"  +  2  in  ni'i .  v  W       m  in"cos  W'+  2  ni'm"co.s  \V"  =  W 

istf  oder  da>  wo  es  sich  um  senkrechte  Projectionszahlen  handelt,  eine  Grösse  ^  von  der  Be- 
scbalTeiiheh,  dass 

ist,  welche  ielzlere  Gleichung  sich  auch  in  den  zwei  andern  Formen  schreiben  lässl,  wie  sich 
der  GleidHing  (54  a.)  noch  die  beiden  ande»  Foraen  (54.  b«)  nnd  (54.  c)  geben  Hessen, 


(M.  fc.) 


so  sind  in  erriem  Falle  ^  >  ^  >  ^       Mhicta  and  im  andern  Falle  ^ ,  ~,  ^ 


recUcQ  Projectienenahlen  dar  geancblen  lUibiig,  wie  hhb  leicbt 
sich  die  Zahlen      if»  m"  oder  >,  u*.  nC  jakmA  mt  eine  UngeMlM 
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und  inan  den  PuncA  0  angi'bcn  kaiui,  dessen  schiefe  oder  senkrechte  Coordioaten  diese  Längen 
■M,  mi  &emm  Entfernung  von  dv  CdoiHinntcHgpilw  A  dcn  GleidiaBgen  (53)  und  (54)  wr 
Folge,  der  Rlr  H  oder  ^  aas  den  (ih'ithnnffen  (55.  a.)  oder  (55.  b.)  sich  ergobcrnde  positive 
Werth  ist    Unter  solchen  l'mslftnden  hat  dann  aber  die  Rictituiiff  AO  in  Geniässhcit  der  Glet«> 

chmgon  (S)  die  schieTen  oder  seokredilen  Projectioiuzahleo  +g  «  +  ^  ,  '^$* 

+s  ,  +p  ,  iraldie  eich  wie  «He  ZnUea  m«       m"  oder  a,  n%  n"  mMlm,  bei  welelm 

•lela  die  obem  eder  aiele  die  anleni  Vonetebcn  iftmmmm  werdcB  aOiaai,  je  Mchdin  omb 

fiir  H  oder  ^  dvn  sich  (Mj^cbondi-ti  posifK on  oifcr  tn'i:Htiv*n  Wi-rth  niniint,  wesshalli  AO  die 
gesuclite  Riclilung  ist.  Man  erhält  jederzeit  zwei  solche  nichluiigen,  die  einander  parallel  und 
gegenlMaflf  sind,  wie  m«  eogleidi  dneni  cfsieht,  dm  nan  «Htall  der  gegebenen  Zehkn  eben 
eo  gut  auch  sie  mit  dein  entgegciigedBlrten  Vorzrirhcn  versdien  nohnu-n  kiinn. 

3S)  Die  EigcnschRlten  des  Polaifystens  setzi-ti  ferner  in  den  Stand,  die  C^ordinaten  eines 
Pandes  oder  die  ProjecUonszihlen  ebier  Rlchtun^r  m  den  Pohnxm  enzu^eben,  wemt  die  des- 
selben Fundes  oder  derselben  Richluiiir  im  den  Grundaven  bekannt  sbid.  Stellen  tiHiiiltch  a,  a',  ^ 
a"  und  c ,  c' ,  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Prujectionszahlen  einer  gegebenen  Richtung  an  den 
A.xen  AX,  A.V,  AX"  vor,  und  steilen  wir  die  gleichartigen  Projectionmhien  derselben  Rieh-  , 
lang  an  den  Axen  AS,  AS',  AX"  im  Geiste  der  in  Nr.  28.  eingcfUlirtcn  Bczeichnungswetee 
durch  (a),  (a'),  («")  oid  (o),  (c'),  (c")  dar,  so  geht  aas  der  .Gleic^iiag  (9.  a.  eder  b.)  hervor,    .  . 
erstlich,  dass  -  ni-.         .  ■  ,fu,  H-t.)  i.i        ■    r-U  ii.'i,.  -,"  .  ,  ,i  i. 

ist,  wie  niiin  snjrlritli  cinsii'ht,  w(>nn  man  sich  .surrcs.sivc  iinler  (?  den  Winkel  denkt,  welchen 
die  gegebene  Richtung  zuerst  mit  der  Pohiraxc  A  i ,  dann  uiit  der  A  i'  und  «uletzt  mit  der 
W  hSAti,  deiwn  KMinose  die  senhrecbten  ProjectionszaUen  der  gegebenen  RicMnng  an  4V| 
PohnuDBn,  alse  die  durch  (c) ,  (c') ,  (c")  bezeicfanc^ten  Grössen  sind,  und  erwägt,  dass  bei  jedem 
der  drei  Winkel  die  schiefen  ProJeetionsBahien  ihres  einen  Schenkels,  der  die  gegebene  Sieh- 
tong  ist,  a,  a',  u"  sind,  wühlend  db  wlnnwhtMi ProjedioBSKaMen  fliroB  andern  SAenkets,  dar 
in  den  drei  auf  einander  folgenden  FileoAj^,  AC,  A2^  ist,  »n  den  Axen  A.X,  A.\',  AX" 
den  Gleichungen  (32)  zur  Füljrc  im  ersten  Falle  5,  o,  0,  im  andern  Falle  o,  o,  im 
letzten  Falle  u ,  o ,  (i^  sind.   Dieselbe  Gleichung  (9.  a.  oder  b.)  liefert  aber  noch  ausserdem 

e«€(B),  d's3«{n'),  «"ssfTfn'O.  (M.fc) 
wie  man  sogleich  einsieht,  wenn  man  jene  Gleii  hiinir  auf  das  P<darsyst('tii  in  Anwendun«;^  brinifl, 
nd  unter  6  successive  die  Winkel  sich  denkt,  welche  die  gegebene  iiichtuag  zuerst  mit  der 
Grandaxe  AX,  dann  ndl  der  AX*  wid  snIelBt  mit  der  AX"  ekuddieest,  deren  Kostnnse  die 
CMssen  c,  c',  c"  sind,  und  enviin;i,  (ln.«s  Ihm'  jedem  der  drei  Winkel  die  schiefen  I'nijeitions- 
adden  ihres  einen  Schenkels,  der  die  gegebeia-  Richtung  ist,  an  den  Pohuaxeu  Ai',  Aü',  AX" 
die  dnit)»  («) ,  (a') ,  (a")  bezeidnelen  Grflasen  sfaid,  wtfvmd  die  senkreeblen  PNjectionsxBblen 
ihres  andern  Schenkels,  der  Jetzt  in  den  drei  aufeinander  folgenden  Füllen  AX,  A.\',  AX" 
ist,  dem  in  Nr.  28.  Gesagten  gemiss,  an  den  Polsraxen  A3E,  AS"  im  ersten  Folie  (t, 

0 ,  e ,  im  andern  Falle  o ,  S' ,  o ,  im  dritten  Falle  o ,  o ,       wie  vorher  sind. 

SieDen  femer  z,  x%  x"  und  u,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  irgend 
eines  jjepebenen  Punctcs  an  den  .\xen  A  \' ,  A  \",  A  X"  vor  im  Sinne  «ler  vorhin  erwähnten 
Beseichuungswcise,  (xj,  (x'),  {x")  und  \u),  ^u  j,  [u")  die  desselben  Punctcs  an  den  Polaraxen 
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AS«  AJE',  AJb'  und  üiiid  ausserdem  a,  a',  «"  und  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senlircclrtai 
PtPojei^iiinMen  der  von  der  OoonttniileMpilw  nidi  dem  fvgfliwimi  PoMle  hiMMoidni  Ridk- 
tunir  an  don  Axon  AX,  A  V,  A  X",  so  wrio  la»,  in'i .  ih"i  und  r'.  c'i ,  c")  die  dcr.sflben 
Richtung  un  den  Poiaraxen  A£,  Af,  Ait",  so  iindea  zwischen  diesen  Projectionsziihlen  die 
Gleichungen  (56.  a.  und  b.)  ilalL  E$  Ist  aber,  wem  r  die  Bntfimmiif  de«  fegehene«  Pmctei 
von  der  CoordinHienspitae  aiinigt,  nack  Ansaag«  der  GleiebniigeB  (5): 

.«i,     =       •"r^^  md  c=li,  c'=H:, 

r  '         r '  r         •       r  r  '  r 


an  dem  Polarsysteme : 

W=f .  w=iÖ.  (0='f'  -I  (.)=Ä,  (^=IÖ.  (o=!Ü. 

wen  die  Ehircnmng  r  In  beiden  PWen  die  gMdw  UeiM.  SeW  m«  mm  In  die  Glektangen 
(56.  H.  nnil  b.)  m  die  Stelle  der  dortifen  Prajecllomnriilen  fliro  Her  gtgiibwim  Warthe,  ao 
efblh  man: 

€•».••>  <»)=««,  («')=«'^.  («")=«rjr 

CM.  M  "=«(x).  «'=«;m,  »"sdrcx"). 

Ana  den  Gleiehnngvn  (56L  a.  und  b.)  und  (57.  a.  und  b.)  folgt  nodi 

und  ».CssioXc),    aV  =  (a')ic'),     a"c"  =  (a")(c") 

(M*  h.)  xu  =  ('xiiu),    x'u'=(x')iu"l .    x"u"  =  ;x"j  iu"> , 

d.  h.  das  PruducI  der  beiden  im  Grundsystrmc  auf  eine  und  dieselbe  Axe  bezogenen  suhiefen 
und  «eaikrecftten  Projeetionszahirn  einer  Richtan|[f,  oder  der  swei  Coordinaten  einea  Pnnclea  lat 

gli'icli  dem  Prodiiclc  mis  den  liciilen  im  Poliirsy.slemf  auf  die  mit  jener  Grundaxe  zusamnion- 
gehurigc  Pularaxe  bezogenen  l'nijeciionszahleu  dur»elben  Richtung,  oder  Coordinaten  desüelbun 
Fundes. 

34^  Wir  kuiunii'n  jiizt  zu  den  Foniicln,  niil  itcrcn  Hilfe  .si<  li  die  rebciirnanng  der  Rich- 
tongen  und  l^inrlc  aus  einem  beUebigen  Coordinalensystenie  in  ein  anderes  beüehiges,  desaea 
Axra  treffen  die  vorigfen  nadi  Bdidien  geneigt  sein  binnen,  benrerkstdligen  iNsst,  wobei 
wir  <lfn  rein  rechnendi'n  Wvs  cinsihlagen  werden,  obgleich  sich  die  hier  zu  erhallenden  He^ 
sttllate  iiui'h  wieder '  niitleUl  des  oben  angegebenen  Projortionaialies  (8.  a.)  oder  (d.  bJ)  in 
sehr  einfHclier  Weise  auffinden  lassen. 

Zu  diesen)  Ende  denken  wir  uns  einen  heliebiifen  Punct  0  im  Räume,  dessen  Enlfemunsf 
von  der  Coordinitlcns^tifze  r  ist.  und  lic/.cichnfn  diinh  \.  x'.  \"  die  schiefen,  durch  u,  u',  u" 
die  senlirechten  Coordinaten  dieses  Punctes  an  den  ursi)runtrii€keii  ^Vxen  AX,  AX',  AX",  so 
wie  dnrdi  a,      a"  die  schiefen,  dorch  c,  «*,  e"  iBo  aenkredilen  ProjecHonsnMen,  wekhn 

die  von  der  Cocirilinnlenspitze  A  nach  jcm  iii  I'uricle  0  Iiinzii  lemle  Hirhluii?  im  den  gleichen 
Axen  liefert;  ferner  bezeichnen  wir  durch  y,  y',  y"  die  schiefen,  durch  v,  v',  v"  die  senli- 
rechlen  CoonRnalen  desselben  Punetes  an  den  neuen  Axen  AY,  AT',  AT*,  so  wie  dnnA 

b,  b',  b"  die  schielen,  durch  d,  d',  d"  die  si'nkrerlilen  Projections/.alden,  welche  die  xm  der 
Coonhnnlenspitze  A  nach  dem  beliebigen  Punctu  U  lüa  zielende  Richtung  AO  an  eben  diesen 
neuen  Axen  AY,  AY',  AY"  ji^cbt.  Diese  BeMiehnungcn  anfcnommen,  ist  zufolge  der  Oei- 

cbnag  (17},  wenn  man  tlieso  auf  das  ursprüngliche  System  in  Anwendung  bringt  und  unter  0 
successi^e  die  \\  inkel  0  A  Y  .  0  A  Y',  ()  A  Y"  versteht,  dem  Schenkel  Aü  stets  die  .seliiefen, 
den  Schenkeln  AV,  AY',  AY'  hingegen  stets  die  senkrechten  Projectionszaiüen  zuertheilend : 
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d  =  C  a  +  r  a'+  C"  «"=D  a  +  H,  a'-f-  D,  a", ) 

d'  =  c,  a  +  c; «'+  er  = D'  a  +  n;  a'+  d;  a",  [  


d"  =  C,  B  +  C;  a-f  C,"  a" = D"  a  +  V,'  a'+  n;'  a"^  ^ 
wobei  die  in  Nr.  TS.  eingenikrte  Bexeidimingaweise  beibelniHeii  worden  lat,  nnd  die  drUteB 

Ausdrücke  aus  ilin  zweiten  inillplst  der  (üeiilniiiiren  {'■W)  her^i'liolt  wonlen  sind.  Wendet 
mm  diesellM.'  Gleictiiuig  (9.  tu  qdet  b.')  auf  das  neue.aua  den  AxtiO  AY,  AY',  AY"  an,  le 
fährt  Oe,  wem  nmn  nnler  9  svoearive  die  Winitel  OAX,  OAX*,  OAX"  ventBlft,  und  den 
einen  Sihcnkcl  AO  dieser  Winkel  fiele  die  schiefen,  den  andern  Schonkcbi  AX,  AX',  AX"  hin- 
gegen Siels  die  senkrechten  ProJeclioBauhien  zuerthcilt,  auf  die  gleiche  Weise  zu  den  nacfasle- 
henden  Resuliaten:      '  '  ' 

d  =D  b  +  D' 1)'+D'  I."  =  C  b-f-C,  b'+C,  b",^ 

•  ' '       c'  =  n,  b  +  d;  b'-\-  d;'  b"  =  c  b  +  c;  b'+  c,   1.  

f  .,  -v.  ,  c''=D.b-;hI>i,h'+Drb  "=:C"b  +  C;'b;+C;'b",\     ■  "'  '^'^i'l'il 

1^  wN  anf  den  eitten  Bbck' gewahr  werden'^! '«tut  ' <^  G^ichungen  (5d"  kySind 'C^O 
dnrrh  eine  wechselseilijre  Vcrtausehunff  der  <lcn  beiderlei  Sy^cäincn  cntsprecbcndea  iibniich  ge- 
bildelen  Grössen  in  einander  flbergchen,  wovon  der  Gruiid  in  der  'völlsländisen  GegenseiUskeit 
ucgt,  die  zwischen  dem  ursprunglirncn  und  dem  neuen  Systeme  atail  andet 

Dieselben  GbMehun<;eii  (D.  h.  oder  9.  b.)  liefern  aber  auch  noch,  wenn  man  sie  auf  das  ur- 
sprüntfliche  Systetii  in  AiiweiKlniiir  lnin>»t  nnd  tiiiter  suecessive  die  drei  Winkel  (>  A  Y .  O  AY', 
0  A  Y"  versteht,  ihrem  einen  Schenkel  A  U  aber  iniiucr  «Ue  seidu-echten,  ihren  andern  Schenkeln 
AY,  Ar,  AY"  dagegfen  hnmer  die  schiefen  ProJeclionaMlilen  metlbeill: 

d  =A  c  +  A'  c'+A"c",l 

d'  =  A.  c  +  a:  c'H-  a;-  c",    CMw 

4"=:A,c  +  A;c'-f  A;'c"j) 

wendet  nun  aber  dieaeibBn  Glehtengea  (9. n.  oder  t.k)  auf  daa  neue Syitann  an,  md. vetalebl 

man  unter  su(cissi\e  die  Winkel  OAX,  OAX',  OAX",  ihrem  einen  Schenkel  AO  stets  die 
senkrechten,  ihren  andern  SciieiikeUi  AX,  AX',  AX"  steU  die  Kbiofeu  i'rujectiouszahlen  zu- 
eriheOend»  M  koannl:     .  ..{U  .  m 

,         c  —  B  d  +  ir  d'-j-B"d",i 

. , .  ,c'  =  B,  d-h  B;  d  +  ß,"  d  ',[   h.) 

c"=B.d  +  B;d'+B;'d",' 
■nd  es  zeigt  sich  zwischen  diesen  beiden  leUtcn  Gruppen  von  Gidchingen  wieder  dieselbe  engja 
Yerwandtsehaft ,  welche  wir  zwischen  den  beiden  vorigen  wahrjyenoramen  haben. 

Fügt  uian  zu  den  Gleichungen  {47.  a.},  welche  sich  auf  das  ursprüngliche  System  beue* 
hen,  Bocli  dieselben  mr  das       Unta  gelrommene  System  bezogenen,  so  dass  man  bat: 
«  •  sr=9l  c  +  91' c'+3I"c"   und    D  b  —  53  d  +  ®' d'-f  d", 
<K  a'  =  «,  c  +  a;  c'+  %'  c"   und   2;  b'  =  ».  d  +  «i  d'-h  J", 

«;a''=8i,e+aic'+a;'e«'  und  as'ir=ftd-f-«;d'+JBr<i", 

wobei  die  GrOasen,  deren  Gnwdseichcn  3)  oder  9  ist,  desscibe  in  Bezug  auf  das  neu  hinzu- 

g(^iu>m^lene  vereiiiitrie  Gnmd-  nnd  Polnrsvci.'in  vorsfonen.  was  die.  deren  Gninfizeielieri  (S  und 
ist,  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  vereinii^Ie  System  anzeigen,  nündich  die  l'rojectiunszahlen, 
welebe  bn  Mcnen  Syiteme  dessen  Polaraxen  an  deaseA  Granduren  geben,  so  gebär  diese  Glei» 
cbangen,  i#enn  mm  rie  suecessive  nof  die  Riehtngen  AY,  AY',  AV  m  onprttngliohen  und 
L  6 
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auf  die  Richiunp:<'ii  A  V ,  A  \',  A  \ "  am  UM  MnMigdmwMMn  Terdnigleii  SysteoM  aiilj|efMfl 
in  Anwendung  bringt,  diu  folgenden: 

«  A  =«C-f-«'C+a''C  «Ml  D  B  =»D+«'D'+»''ir, 

(E  A'  =si.ö  +  a;c+a;' c  und  t;  b'  — 95.D  4-^?: D'+93ri>", 
g;- A"  —   c  4-  ^'^  <"  +        u"«'  i'/  b"  =  ^,  i>  +    d' + i>" ; 

«  A,=a  c  +  i«' c; +  «  "  (T  und  3)  B,  =0  i>,-fö'i); -i-»  "d;', 
«:A;=«,c.+a;c;4-a,"cr  und  3xb;=«,d.+»;d;+»;'d;', 

«  A,  =  31  C,  +  ?r  C;  +  ?l"  17   und   I>  B,  =  ®  D,  +  33'  D;  4-  35"  d;'  , 

(r:  a;  —  a,  c,  4-  a;  c;  4-  t;'  umi  i;  b; = d,  4-  3?;  i»;  4-  d;'  , 
(s;'A;'=a.c4-a;c;4-«;'c;'  und  3);'b;'=^.u,4-©;i);4-«;'d;'. 

IMtiplfBlrt  mM  nn  eineneUi  die  enteil  nml  lebilea  SeÜM  4er  Gleidniig«i  (59.  a.) 

der  Reihe  nach  zuerst  mit  ^P".  sodiinn  mit  1?,.      ,  9'"  und  zuletzt  niil  3?,,  35',,  35;', 

andererseits  die  ersten  und  dritten  (»eitcn  der  Gleichungen  {J>9.  b.}  zuerst  luil  a,  91',  31", 
Uenraf  mit  0!,  VT  «nd  ndelit  mK  1,,  IC'  mmI  «ddirt  jedesmal  die  drei  erhalleBcii 
Resultate  zu  einander,  so  erhält  mm  dekhnngeii,  wddie  mü  Ziuleinmg  der  so  dbea  angege- 
benea  sogleicii  Ubergelieo  in: 

(b  t=B  a+B.  a  +  B..", 

C«i>  «i)  Jb'  =B'  a  4-  b;  b'4-  b; 

(I»''=ra4-B."a'4-B;'a", 
(a  =A  b4-A,  b'4-A,  b", 

C«.  ».I   Ja'  =  A'  b 4-  a:  b'4-  a:  1.", 

(a"  =  A"b4-A."b'4-  Anb- 
and es  spiegelt  iMi  abermals  In  den  beidea  Grappeii  (61.  t.  md  b.^  eine  voBsilad^  Gegen- 

#eili£:k('il  nli,  imlfiit  sirb  dli'  ftm^  iinuiittrlbar  ans  der  nndeni  shleitcn  liisst. 

i}ezeichnet  man  im  Sinne  der  spttter  in  Hr.  44.  aUgenicin  eingerührten  Bezeiehnungsweise 
dnreh  (B),  (F),  (B");  (B,),  (BT),  (BT);  (B,),  (B;),  (BT)  die  scbieTcn  ProjecUonanblen, 
wciclic  die  zum  ursprünglichen  Grund,'<yKti'ui(%  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  gehörigen 
Polanucen  AS,  AJe',  Ai"  an  dem  neu  hinzugeliommenen  Gnindsystcine,  dessen  Axen  AY, 
AV,  AT"  sind,  irebcn,  vnd  nmillipliiirt  man  die  Mntem  Gleichungen  (59.  a.)  ihrer  Ordnung 
nach  erstlich  mit  {B\ ,  {B"),  sodann  uiü  ^ .    rr,  .  .  ßT)  Wid  »bist  mil  (J%),  (F,), 

jedesmal  die  drei  Resultate  zu  einandiT  addirend,  so  findet  man: 
d (ß ) 4-  d' (B') 4- d" (B")  =  a [D (7? ) 4- D' ( B}  +  Ii" i ß " i]  4- »'  U».  ^B  ,^j^D■,^B■  )  +  [B"}] 

4-s''n>.(B)+in<B')+i>?(»ii 

<i(B0+*'(K)+*'<Br)=«P)(B.)+D'(B;)-f-D"(Ä:'-1 4- n'  m, ( ß, t  +  T);  r: I  +  n;-  rr:  ] 

4-  0"  [D.  {Bo  4-  i>aB',)  4-  d;'  ^b;')1 

d(B.)4-d'(B;)+d-(Bns=«[D(B.)+D'(B;)+ir(Br)l  +•'  p).  (B,)4-D:(K)+Dr(B7)l 

h"|ik  ß,  4-iv.,ß:,4-D;'(ßr)| . 

Es  sind  aber  die  su  a,  a',  a"  gehüiigcn  Facloren  ihrer  Ordnung  nach,  den  üleicbimgen 
(•.  a.  «Ml  b.^  xnfolge,  h  der  ersten  dieser  Gleiehwigca  die  Kosinose  der  Winkd,  welche  dte 

Richtung  Ai  mit  den  Richtungen  AX,  AX',  AX"  bildet,  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen 
die  Kosinuse  der  Wiäkd,  welche  die  Ricbtung  A£'  uil  den  gleichen  Richlwigen  AX,  AX, 
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A  X"  bildet,  in  der  driltcn  dieser  Gleichutijfen  die  Kosinuse  der  Winkel,  welche  die  Richlunjr 
AS"  mit  denseiben  Axen  AX,  \\\  AX"  ctnscfalieast,  und  latsen  nich  daher  in  jenen  auf 
eiMnder  Mgemim  Ghklniigcii  Im  Folfe  der  fhtm  der  Ptthnuen  doreh  o,  oj  Vi,  o; 
o,  0, wwiMi,  mdHdi  Jmw  GMteafw  «wdMi 

«■=(B)d+(jy)d'+(jr)*'.  «•'=j[B0d+(fl3#+(^r,  Ct''=(ÄOd+(Ä)d'+<Ä:)d".  c««.«.) 

Eben  so  erhiill  iTiaii.  wenn  i  /  ,  ■  /'i,  '  ./"•;  i  /,; ,  i  -YIs  uC):  f  ,  1-/1"!  die  sehiefen 

Projeclionszahlen  bezeichnen,  wolclie  die  zum  neu  hinzu  gekommenen  Grundsysteine ,  dessen 
Amh  AY,  AT*,  AT*  iind,  gehörigen  Poliraxni  A9,  AfK«  A9"  M  den  orsprünglichea 
Giwdayitenic,  dessen  Axen  AX,  AX',  AX"  sind,  lierem,  entweder  durch  blosc  Vertaascliuni; 
der  Systeme  uniniltcli>ar  aus  den  Gleichungen  (62.  a.),  oder  durch  Multiplication  der  hintern 
Glefchnngen  (39.  b.)  ihrer  Ordming  nach  erstlich  mit  {A} ,  (J") ,  (./') ,  soihnn  nil  ,  {^,) « 
(yf,')  und  zuletzt  mÜ  (./^»  vad  jedesmalige  Addition  der  drei  sich  cigAnden  Re- 
stiliHie  nnrh  Nollzng-ener  aiiloger  BcsUHmiqg  der  in  den  cnMandeDen  Gieiclumin  la  b'» 

Ii"  gehörigen  Fucloren  :  ' 

3)b=i./ic+(.r)c'+(^':ic",  3?;b'=(.-/,)c-f-(./:ic'+i./:'ic",  x;'b"=r./,\c+(.'/;ic'+i:./;')c",  (•«.  u.} 

womit  d(T  Cyclus  aller  Corrclationco,  welche  zwischen  den  Projectionsuiblea  der  Axen  eines  . 
Gmndsy Steins  an  den  Axen  eines  andern  Grundsystems  statt  finden,  in  sidi  abgMcUlMscn  ist. 

Han  kann  den  vorstehenden  Gleii  hunircn  eine  abffeantlerle  (]es(»lt  ifelien,  wenn  iiiHn  si(>  mit       -    _  ^ 
den  Gleichungen  (56.  a.  und  b.3  in  Verbindung  bringt.  Jene  Gleictiungen  sind  uuiiüicli,  wenn  iiuui 
sn  Anen  WMk  die  ftgt,  «delM  die  gidAiM,  iber  nC  dni  nene  Splcai  flber|;8lnq(eBqtt  liiid; 

(c»=:(Ea,  (OsC:«',  (0")^«?^  md  es:S(a),  e'sCCa')) 
nebst  }  - 

(d)=a)b,  id'j  =  D;b',   (d'0  =  D;'b  "   und  d  =  X(b),   d'  =  X:(b'j,   d"c=a>f(b")  | 

irorin  3),  SX,  ^  dit  Kosinw  der  Winkel  vonteHen,  -weMw  die  iiiwengekilrigwi  QiwmI- 

nnd  Poliiraxen  im  neuen  Systeme  mit  eiminder  ninrhen  iiml  ili  ,  ih';,  (b")  und  (dt,  mI's 
die  schiefen  und  senkrechten  Projectiunszahlcn  an  den  Pularaxen  A>9,  A^',  A!Q"  des  neuen 
Syalenis  von  derselben  lUehtan;,  die  an  den  Grandaxen  AY,  AY',*  AY*  dea  neoen  Sfiten» 
die  b,  b',  b"  nnd  d,  d',  d"  liefert. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  .sich  nun  in  allen  ihnen  in  dieser  Mummer  vorangegan- 
genen an  die  Stelle  von  schiefen  Projectionszablen,  welche  irgend  eine  Richtung  an  den  Grund- 
axen  gieU,  scnkredite  aeixen,  die  von  derselben  Richtung  an  tU-n  zu  den  Grundaxen  gehörigen 
Polamxen  ireti<'rtTl  wenlen,  nnd  umgeki'hrt  lassen  sieh  seiikreilitc  nn  den  (Inmrliixen  durch 
schiefe  an  den  Tolunixen  ersetzen,  wodurch  man  den  frUhern  Uieuhungen  allerband  neue  For- 
men in  geben  in  Stande  ist 

35^  Belinlten  wir  die  Rezeichnunsjen  der  vorigen  ^'ulnme^  sämmllich  und  unverändert  M, 
zu  denen  wir  noch  fiigen  die  (x),  [x'j,  ix")  und  (u),  (u'j,  (u")  oder  ^y),  (y*),  (y")  und  (v), 
(v7>  (Ot  welche  die  scblefen  md  aenkrechten  Goonünnlen  desjenteen  Pandes  an  dm  Potain 

axen  AIT»  AF.  V  J"  orl<  r  A?),  A?)',  A?)"  > or/nslelh'n  haben,  der  iin  (h'n  Gnindnven  die 
^eich  bezeichneten,  aber  nicht  in  Klammem  eingeschlossenen  Coordinalen  liefert,  so  ist  den 
CReieknngen  (."))  zur  Folge  nickt  nur: 

a— -    a  — -     a"  — — '  und   '  -    c"— — 

|.»  Y  7'"  r'^^^r 

6» 
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ao  wie 

fc=2,  V=st,  k«=£   niMl  d=-,  d'=-,  d"=- 
•ondem  auch : 

W=!a.  ,.-)=!f.  (0=ö  -  (.)=!^.  W=!f',  ^=0 

(i)=(X),  (1-)=^.  (ir,=ip  «rt  «=a.  (r)=!p. 

Durrh  dir  hirr  flir  dfo  PmJeclimMnUM  ffBBebftan  Wertke  ytmmkim  tkhan  dis  OMohn- 

gen  (_59.  in: 

,        T=:Cx+cx'+(rjr.    T'=cx+q«'+q'ii",  v"'=Cx+c;x'+c?*" 

die  (99.  b.}  in : 

g^^^            o=Dy  +  D'y'+l)"y',  ii'=D.y +  D:y'H-D;'y u"=D,  y+JH^+HTy" 

'            =Cy  +  C.y'+C,y",  =Cy+CY+c;  y-,  =Cy+cry'+Cry-; 

ferner  gehen  die  Gloichunffen  (60.  a.)  Uber  in: 

(M.  >.)            v  =  AuH-A'u'+A"u",  v'=A.ü  +  A;n'-|-A;'u",  v"=sA,n  +  A;u'-|- A;'u ", 

die  ONH  b.)  in : 

CM.».)            u  =  Bv  +  BV+B"v",  B'ssHT^-mV+BT»",  »"=B,T  +  «v'+BTVj 

die  (ßi.  a.}  andern  sich  um  in: 

CM.«.>          ys=Bx+l»,x'+ll,x-,  y=rx+«*'+B;<",  y*=B"x+Brx'+II!'«", 

die  (61.  b.)  in : 

(••.11.1            X  =  A  y  +  A.  y'+  A,  y",  *'  =  A'y  +  A,'  y'+  A;  y",  x" = A"y  +  A:'y'+  A;  y"; 
'  die  (62.  a.)  in': 

(M.     «x=(B)T+(ir)V+(ir)V',  «*'=(Ä)v+(Ä)v+(Br)v,  «rx"=(B;w+(B»t'-Ki«'K. 

die  (62.  b.)  in : 

C€f>lk)  't'y  =  :  ./'u-f  I  /'  u'-l-i  ./"ju",  Ty— ^/,iu+u/;itr4-(-/;',iu",  Try"=f  /.m-f-i  f,  i\'+:_r>n"; 

endlich  neluneii  immer  durcli  die  gleiche  Substitution  die  (ileichungcn  (ßJJ  diu  luigeude  Ge- 


.  i(u)=ex,  (a')=sC:Ä',  (u'')=r«rx''  and  n=3«(x),  u'=:«;(x'),  ä''=<K:(X^ 
(M|  •  •  <  nebst 

/{v)=Dy,  {y')  =  'S>[f,  (v")=fKy''  «nd  v=D(yj,  v'  =  XayO,  ^"^^'if), 
■Ülebt  wekher  nan  den  vor^en  noch  ■Minigfdtiy  «ndere  Fonaen  g«ben  kann.  Bf  verdient 

hier  noch  besonders  henorjüf^rholien  zu  werden,  >vi(>  siiinmlüche,  in  dicsor  und  d<T  \orjgai 
NnniRier  aufgeslellle  Gluichuiigen  bei  ailem  Weduel  doch  iuuner  gleich  einfach  bleiben. 

36)  Bevor  wir  zu  Po^cn  anderer  Alt  lüieqjehen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  au  den 
rriiheni  Gleichungen  onendlich  >i('le  niulore  tMeilen  hissen,  nnd  nah  aolche,  in  denen  schon 
die  in  Nr.  39.  sich  cnrclu'iult'ii  ncm-ii  Formen  zum  Vorschein  l(ommen,  und  deren  ^ Crhaltcn  za 
andeni  vcr»  aiullen  angezeigt  wird.  Bezeichnen  a ,  a',  a"  und  c ,  c',  c"  die  scliiefeu  und  itenlt- 
rechlen  ProjeclMNUBaUen  einer  Richtang  und  a,,  a!,  a,"  nnd  r,,  c|,  r;'  die  einer  andern  Ridi* 
Inni;  in  di-ni  iM-!icMs:rn  Coordinaiensystenie,  denMK  Axen  ÄX,  AX',  AX"  sind,  SO  hat  anui 
nach  Alücituug  der  Gleichungen  (12]): 
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aml  [ 
c^=a.-|-i:c«MW+ar(!MW,  c(s:a^«MW+•;+>^eMW^  er=aieMW+a:eMW"+ar.) 

Mirftipticirt  man  die  ersten  der  anf  erster  und  xweitcr  Zeile  stehenden  Gteichum^en  (69)  mhI 
c;  und  r,  die  mreilMi  uä  e,  «nd  e ,  jedcMMl  die  beiden  Rerallale  von  etaander  afaaefacnd,  «o 
erfaHU  man : 

cc{— e,c'=:ae:— a.«r+(a'cj— <0«>»W+Ca*«:— arOooaW,) 

"*  ,  ,  

er]  —  r,  r'  =  (^11,  r    -  a  c,)  cos  \V  -{-  a,c  —  a'c,  4"  (.''i     —  "     )  ">" ' 

■NikipHcirl  man  ferner  diu  ersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleiehun^en  (69") 
mit  er  and  c",  dio  driUeo  Bit  c.  and  e,  s»  feht  au  der  ftiMracliofl  der  jedesaialigm  iwd 
hervor : 

c"c, — c  er = a,  c"  —  a  c,"  +  C«I  C—  a'cO  cos  W  +  (»','  c"— a  "cl'J  cos  W  ^ 
e"«,— ecr=C«c.— a,e)  eoa  W+  Qtfc,  —  a;«)  cot  W"+  a*c,— a^'c;) 

niiilliplicirl  man  letztlich  dii*  zucifcn  der  nuf  erster  und  zweiter  Zeih'  stehenden  Glcichnniren 
(6d^  mit  er  und  c",  die  dritten  nu't  c',  und  c',  so  konunt  durch  Subtmclion  der  Jedesmaligen 
»rel  RoMrilate: 

«•«r — el  «"=  Ca  er — «1 0  «>•  W + a'«r  -  <  0"+  (a-oT  -  «T  «")  «w  IT,) 

^   

c  c,"  —  e!  cl"=C«,  c'  —  a  cl)  cos  \\  +  (_a|  c'  —  a'  cjj  cos  >V"  -j-  u,"  c'  —  a"  c,' . ' 

h  den  letzten  drei  Paaren  von  Gleichnnfen  kMnen  amtatt  der  in  ihnen  voilionunenden  DiH^ 

ren/.i-n  uIhthII  iiiuh  Siimiiii'ii  urschriehen  werden,  weil  die  mit  einerlei  Vorzciclu-n  n;ii-li  ^^>l{- 
seliafTung  der  Kianimem  in  ilinen  vorhandenen  TheU«  Tür  sich  auf  beiden  Seilen  einander 
gleich  ibuL 

Man  kann  noch  auf  einem  nn  lrt  n  We^ro  aas  denselben  Gleichungen  neue  »lileiten.  Multi- 
plieirt  man  nidnlieh  die  ersten  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichiini^en  (_69} 
einmal  mit  a,  und  a ,  ein  aadema!  mit  a,  nnd  a',  ein  dritlesmal  mit  a!'  und  a",  und  zieht  jedes- 
mal die  iMidni  Rendlile  von  einander  ab,  >o  Indol  man  i 


(••> 


CM.«w> 


a  c,     II,  r  — (a;i;  — n'a.Vos^V  — Ca"a,-^aaD0O»W,l 
a;  c  =  —  (,a  ai  —  a.  a)  +  (a'  a;'  —  a"  a^  eoi  W,  [ 
a"c, — iCc= a'ai — a  ar  -  (aV  -  a"aO  cos  W ; 


a'c,  — a;c==  — (_aa;  — a,a')4-(B'a;  —  a  aQfeoiW',   J   (U.  n.) 


nndl^licirt  »an  ferner  die  zweiten  auf  erster  und  sweltcr  Zeile  stehenden  Gleichungen  (09} 
sureessive  mit  denselben  d'rüssen  wie  so  eben  dio  cnlen,  M  giebt  die  SuMractioB  der  jedoa- 
uialigcn  zwei  Resultate  von  einander: 

a  c:  —  a,  c'=  a  a;  —  a'a,  -  Ca"a,  —  af  a)  cos  W",  1 

a'c;-a;c'=  -  C«8:-a'aOco8W  +  (:a'ar-a"aOeoaW",f   C«-  »•> 

a"c;  —  tt'i'c'ri:  (a"a,  —  u  h,"^  ecis  W  —  ('a'a!'  —  iTl^  \  I 

ciullich  liefert  dieselbe  Behandlung  der  dritten  Gleichungen: 

a  er  -  a.  0"=  C«  a.'  -  a't, )  coa  W"-  (a"a.  -  a  a^ ,  1 

a-  er  -  a,'  c"  =  -  Ca  al  -  a'a,)  cos  W'+  (a'a;'  ^-  a  "aO  ,   . . .  C«.  «.) 

a'Vr — aro"=s  Ca''a, — a  aT)  coa  W  -       — *"«0  «•»  W ". ) 
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SHzI  man  nun  Kiivönii-rst  dir  Wrrllio  von  ac'  —  a,  r',  al'4^■~•a^<-',  a"  c, — a^r'  iius  f71.  b.) 
•  in  die  i-rsle  der  Gleichungen  (10.  a.)  oder  die  a,c  —  ac, ,  ti|c>-a'c,,  aj'c  —  a"  c,  aus  (.71- 
in  die  tweüe  der  GMohufm  (70L  a.},  ao  ftadet  aian  in  jeden  Falle  ninildiat: 
ccl— «"csaCnm'— a'aOltt» W+  Ca"a,  —  a  «;')  (cos W  cos  W  —  ros  W") 

+  Ca'  a;'  —  a     (cm  W  cos  W"—  c<w  W  3 .. 
Ebenio  eriiKU  man  at»  den  deicbnntrcn  (70.  b.),  irenn  man  sie  mittelst  der  (71.  o,}  oder 
(71.  «.)  amandert: 

c"*,  —  e  <^  =:(a  a|  —  a'«^)  (cos  W  cos  W  -  cos  W")  +  (a"n,  —  n  h'')  sin'  W 

+  (aal'  —  a"al)  (cos  W'cos  W"—  cos  W) 
nnd  ans  den  Gleidingen  (70l  c),  wenn  man  aie  mit  Hilfe  deter  (71.  c.)  oder  (71  wi- 
Indeil: 

c'ci*— c"c;=(« »[  ~  a  a.)  (cos  W  cos  \V"_co$  WJ  -j-  (a  'a,  —  a  ai')  (cos  W'cos  W"— cos  >V) 

+(t'a:'_g«a;)iWir; 
dieae  lebten  drei  GIcicliiingfrn  ^chen  aber  mit  Zuziehung  derer  (38}  ersllirh  Uber  in: 

ie  c;  —  c  c, = sin  W  [(*  a;  ~  a'aj  sin  W  +  (a"a.  -  a  ni")  sin  W'cos  SB" 
4-  («'  al'  -  a"a;  j  sin  W'cos  WJ , 
c"c,-~c  c:'=«nW'  [(atl  — a'«,)8inWüOf  ai5"-l-(a"a,— «aOstnW 
+  (a'ar — a"0  lin  W'eoa  tt] , 
c'cr— c"r:=«iB\V"[(a^— t'a,)aln  Wcoa«}'  +  (a"a,  —  a  «nsinWcusaß 

H-  («'»r     •d"»[ )  sin  W"  I , 
sotliuia  Ivaun  inuii  iliiioii  nocii  mit  Zuiciehung  derer  (45.  a.)  und  (41}  die  nachfolgende  üi-sUll 
geben: 

(M.  Ii.}  ....  J(c"c.  — c  c:')li;=h'iC«a;  — aa.}a;'  +  (a"n,~aa;)!ü;+(a'ar— a"aOa,), 
I  (c'cr-c-e;)«  =li»[(aa:-i'aOa"+(a''«.-.ar)«'  +(e'a:'-«"«:}«  J . 
87}  Wendel  man  die  CHeidangen  (47.  a.}  anf  die  Mden  Ridriangen  dar  vorigen  Nouner 

an,  so  gellen  sie: 

/(Sa  =«0  4-a'c'+a"c",  6;a'=8i.c  +a;c'+a;'c",  «;'a"=H,c  +a;c'  +  !a;'e" 

(W)   )  un<i 

f  (3  ii, — ?i .-,  +    +  3t ;■  -    «: =si.  c. + si;  c;  +  %•  er ,  er  ar = c,  4-  §1;  i-;  +  ?i;' , ■;• . 

Durch  .Mulliplication  der  ersten  auf  erster  und  zweiter  Zeile  sielieiiden  Glcichuntfcn  (7Jj  mit 
tl  nnd  oder  der  zwdicn  mit  a,  und  a  uad  Jedesmalige  SvbinKlioa  der  nrei  ao  aich  erge- 
benden Besulliite  findet  man : 

L{i  (a aj — a'aO=«  (c a; - a'cj  +  »' (c'a;  —  a' c'O  +  « " (c"a: - a' 

CM*   <  oder 

fC<;     a;  -  n'iO  =?f,  (i'  «■,     a,  e")  +  ?i;  fa    -    ii,  <0  +  9ir  f  ;i .  "  -    c")  ; 
ferner  ergiebt  sich  am  denselben  (jieicbuiigen  durch  )lulli|]liculiun  mit  a|'  uiul  a",  oder  der 
Mllen  mit  r,  und  a  und  daranr  folgende  Subtrarlion  der  jedesmaligen  zwd  ReaniWe 
i  (5  (a  a.  -  a  aO = a  (a''c,  -  ar  e}  +  «'  («"cI  -  «r  O + «"  C«V  -  ar  e"} 

CM.  b.)   <  «'Ii'"- 

'  e;-  («"«.  -  a  n;')  =  S(. (a,  c  -  a  c,}  +  «; (a,  c'  -  a  cI)  +     (a.  c"- a  cT}  ; 
sulelzl  crhiilt  man  durch  MnIlipUcnlion  der  zweiten  mit  n','  und  a"  oder  der  drftten  mit  al  und 
und  darauf  folgende  SubIracUon  der  zwei  aich  eigebendcn  Resultate : 
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«;  («'«:' -."■0=:«,  (i<'€-«"oa+«(«ro'-«''co+«r(if  «"-•"o 

oder  [   («4.  c) 

wo  in  <lcn  drei  letzten  Paaren  auch  UbnnM  flaOHnen  stehen  k<ll 
bei  den  analoifen  GloichuniriMi  (70)  anffplUhrtfn  Grunde. 


Man  Juno  oiu  den  Gleichungen  (73}  noch  auf  eine  zweite  Art  andere  ableiten.  Multipli- 
cfrt  HIB  DtaUdi  flvo  entn  Glelebnagai  flimnil  ,inil  c,  und  c,  ein  liiiilfriiiil' iiill     und  c',  ein 
mit  cT  md  e*  und  nehl  jedanml  die  i«iden  ReMlIate  t6k  dimiiiir  ab^  io  knaul: ' 


«C«  c.  -  a.  O  =  «'  (c'c.  -  c;  c  >         Cc"c,  - 1 "  «0  ,  i  ' 

4EC«c;  — a,c'}=a  (cci  —  c'c,)+!i"(c"c;  — i-ro,:  ..........1   (f». 


lierert  dieidbe  Bchudliiiiir  der  iweiten 


CF;  (a'c.  -  a:  c  )  =  «;  (c'c.  -  c;  c  -)  +  Sir  (r-V.     er  r  ) 

e:  ca'c'  - «;  c' ) = a.  cc  c:  -  c.  c ) + «r  (c  'c;  -  er  c )    t»*.  m 

«:(.'e:'-a{c")=a.c«cr-c,o+«'.  («»cr-c:  oj' 

cMlIich  Hefert  die  gleiche  Behandiuiigr  der  dritten  Gleidnmgeii : 


(?;'  (a"c.  -  ar  c } = a;  (c'c,  -  (•;  c ) + a;-  (c-c.  -  c"  c ) ,  j 
6;'(a"c;  -a;'c'}=a,c*^c;  -c.c.)  +  «;'cc"c,'  -crc)'..:.....         t».  «.) 

6rc«"fr-aro=«'CcfJ'-c.o+r.  (ccr-c;  c-^J 


Setzt  man  nun  in  diu  erste  der  Gieichun(^>n  (74.  «.}  Dir  ca|  —  a'C|,  c'ai  —  n'c',,  c"»',  —  a'cf 
ihre  Werllie  ints  dcii  (Jieichuiijfrn  (7.).  b.),  oder  für  ar,  —  8, c,  ac; — 8,c',  a«^' — e,c"  Um 
Wcrthu  aus  den  Gleicliungcn  (Ib.  a.J,  su  erhalt  man  iu  bcideu  Fallen: 

+ (si'  Sir — ?i"5t;)  ((•'."  -  c"c:3 

Bben  so  findet  man,  wenn  man  in  die  erste  der  Gleichunjfen  (  74.  h  ")  Tür  a  "c,  —  a','c  ,  a"ci  —  arc', 
a"cr — al'c"  ihre  Werthe  aus  denen  (75.  c.},  oder  in  die  zweite  Gleichung  (74.  b.)  für  a,c — aci, 
tkif—ttit  %e*— acT  Uwe  Werile  aas  (75.  o.)  eelrt: 

(G'(i(«^B,-«ar)=(r  «•-awoccc.'-c'co + («  ar  -  ^i-    (c-c,  -  c  cn 

4-  («"?i;  -  -iv     (c'cr — e'v;) 

und  setzt  man  in  die  crsle  der  Gleichungen  (_74.  c.)  für  al'c  —  a"c, ,  a|'c'— a"cj ,  arc" —  a"cr 
tkn  WerOie  am  denen  (TS.  e.},  oder  In  die  zweite  Gleichang  (74.  h.)  flir  a'c, — a(e«  iTc;— aicT, 
a*ar — cjc"  ihre  Werllie  aus  denen  (15.  b."),  s«  kommt: 

«r«r(g'ar-a''i;)=(ii.a;-a;a,)C":-c'co+ (ar  91,-  ?i,    (cv.  -  ecr) 

-f  (a;a:;-«r  a;)  («•'<  r  -  cv;) , 

die  drei  letzten  Gleicliuiigen  aber  gehen,  wenn  man  an  die  Stelle  der  In  ihnen  vorkuiiuiiendcn, 
ana  den  idiielen  ProjecUonnaUen  der  Pelaraxen  an  den  Grandaxen  geliddelen^  Ausdrucke  ihre  ^ 
Werthe  nach  Anleiiuiiir  der  Gkidumgen  (45.  c.}  enuelzt  and  auT  die  GleicInmg  (41)  «od  (42) 

RUckiiiciit  niniml,  Uber  in: 

(a  «;  —  «'  B. )  h'  =  (c  c;  -  C  O,)  +  (c"c.  —  c  cl')  co«  W"+  (.cV,'  —  c"0 OOS  W, » 

(a"8,  —  a  ar)  h'  =  (c  c'.  —  c'c,)  cos  W"+  (c"c,  —  c  er)  +  (c  t-r  —  c  'c;)  cos  W  ,  [  

(a'  aj' — «"a;3  ii'= (c  c'  —  ccj  cm  W  +  (c'c,  -  c  ci'J  cos  W + (oci'  —  c'd} ,) 
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38")  Aus  den  nipiohungfon  der  heidcn  roriffcn  Nuinmem  lassrn  sich,  so^vold  diirili  Ver- 
knüpfung derselben  unter  «inander,  als  dadurch,  dass  iiuin  Air  die  i'rojei-liuuäzahlen  einer  uder 
mehrerer  RiehUnif^  ■■ch  Aidettunf  der  Nr.  14  Coordimteii  fn  sie  dnÄlhirt,  wudMiir  viele  neae 

ableiten,  bei  denen  wir  aber  nicht  viTwcilcti  wt-rdi-ii.  iiulrrii  \Mr  hei  den-n  Aiirstrlhnic  rijjrent^ 
lieh  keine  anden?  Absicht  ballen,  als  auf  den  ausserordentlichen  Kcichthuui  an  Formeln  aubaeck- 
sam  zu  machen,  der  im  schieiwlnkligcn  CoordiimtenByBtoiBe  liegt  Dagegen  wolien  wir  aai  ttnen 
eine  Relation  lierhoU'n,  die  sich  auf  drei  von  einander  verschiedene  Ridilnngen  bezieht,  un<l 
von  besonderem  Interesse  ist.  Zu  diesem  Ende  seien  o, ,  a^,  a^  und  c,,  cj,  c"  die  schiefen 
und  senkrechten  rrojeclionsuihlen  irgend  einer  dritten,  von  den  vorigen  beiden  verschiedenen 
Richlw^,  M  gellen  Ar  sie  die  Gkichuugen: 

in}   }    und  , 

/(5a,=2ic,+siv;+rc;',    •:i;=fi,c.+«c;+rc:,  isr<=«.c.+?i;c;+«'cf 

wie  Ittr  die  vorisen  beiden  Richlangen  die  Gleichungen  (69)  und  (73).   Multiplicirt  nmn  nun 
die  Ch-ii  htmir'Mi  ("(>)  ihrer  Ordnun;,'  Much  mit  n',' .  ii', ,  a,  und  addirl  ihr  drei  Produrlengici- 
chuugen  zu  einander,  so  erhUlt  man  mit  ItUcküichlsaahme  auf  die  Gleichungen  (77): 
h' (a  a;  a;— •  er  <— +*'«r  »t +«%  Ä —      «t) = 

t*^**'  cc:cr-ccrc;-c'«,cr+<s'crc,+c''«,c;-c'c;c,; 

dirselhe  Gleichunn  liisst  sich  idicr  auch  ans  den  Gh-ichuniriMi  (72.  h.)  oder  (72.  a.')  herholen. 
Di»!  Jtwei  aul'  beiden  Seiten  der  Gleichung  (7b.  a.)  erscheinenden,  aus  den  schielen  und  senk- 
mhlcn  ProjeelionazaMen  der  drei  Richlangen  geMIdelen  AnsdrOdw  sind  von  vüflHg  gleichein 
Baue  und  unlcrschciden  SIch  von  einander  nur  dadurch,  dass  in  dem  eölcn  der  Burh.slabe  « 
mit  denselben  /Vbzcichen  versehen  auflrilt,  wo  in  dem  andern  der  Bncbstabc  c  vorkommt. 
In  jedem  GfMo  dieser  AnsdrIIcke  kommt  derselbe  Bachsiabe  dreimal  als  Factor  vor,  V4m  de- 
nen der  erste  keinen  Index  hat,  der  zweite  den  Index  1  ,  der  drille  d<'n  2  an  siili  Iriitrt,  und 
dir  einzchieit  Glieder  unterscheiden  sich  blos  dadurch  von  einander,  dass  die  Verbinduif  der 
Zulden,  weiche  die  Anzahl  der  jedem  ihrer  drei  Fadorcn  beigofebenea  Aeemtc  «nssprMlMn, 
in  Jedem  GUede  zwar  immer  aus  den  Eieinenlm  0 ,  1,2  besteht,  in  den  auf  .  inauder  folgcno. 
den  (Jliedem  aher  die  wohlgeordneten  dunplexionen  der  von  0 ,  1,2  ausgeliciideii,  aus  (hesen 
dri'i  Elomenten  gebildeten  rermututionsklnssc  liergebcn,  wahrend  die  Vorzeichen,  welche  bei 
dem  ersten  und  tweiten  Gliede  +  and  —  sind,  in  je  zwei  rdgenden  Gliedern  immer  die  um- 
gekehrten der  beiden  vorangegangenen  sind.  Bezcii  lint'u  wir  jriii'  nacli  dem  hier  ange^<<hi  Mi'ii 
Gesetze  mis  den  Prnjciliuiis7.:ddfti  dreier  Itichlnriircii  mhi  ilcrsclbcii  All  «.'childelcii  Au.'^'hiuke 

«  "  ■■' 

durch  (aj,  weiui  er  die  schiel'ea  frojectiunszahlcn  in  sich  anfninmit,  und  durch  |^cj,  wc^ui  er 

die  senkrechten  ProjcdionsnUon  in  sich  aafnfanmt,  so  kann  man  die  Gletehung  (7a  a.)  ein- 
fach so  schreiben:  ^ 

39)  Sind  A -X ,  AX',  AX"  die  Gnindaxen  ciin-s  iirs|iriii't^lirli  Mniiiimli'  H'ii  fiMii-'h'-iiilcii- 
s\  sl(«i!is.  und  A  V  ,  A  V,  A  Y"  die  von  einem  zu  dem  vorigen  neu  hinzngekonunenen,  und  lic- 
hidU  n  wir  in  Bezu?  auf  diese  beiden  Systeme  Mer  wieder  alle  die  Bezeichnungen '  he{,  welche 
in  Nr.  23.  und  >'r.  21  .  iimi  fulnt  \(<nilen  sind,  so  finden  zwischen  den  .schiefen  l'rojeclions- 
sablen,  welche  die  Axenrichlungcu  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des  alten  geben,  und  die 


Digitized  by  Google 


S.  S.  Nr.  St». 


OMvdlMileiuiyatMi. 


dort  den  Burhslal)fii  A  zum  Gnindzcirhen  erhalten  haben,  und  zwischen  denon,  welche  die 
Axennchtuogea  de«  alten  Systems  an  den  Azen  des  neuen  geben,  and  die  dort  den  Bochslnben 
B  xnm  GnndkeiclieB  erhillen  heben,  Rdationen  sMt,  «efche  lAr  jelit  nrilMllen  wenlni. 

Denken  wir  ium  irgend  einen  Pund  0  im  Raunio  und  beaeidmen  wir  die  Schiefen  und 
•eabedilai  ProjecUonndika  derfenigen  Riehtanf  XO,  welche  von  der,  beiden  Systemen  ge- 

meinschafllichen  rnoniinatenspitzc  ,\  nnch  dem  Punrle  0  liinziclt,  durch  a,  a',  a"  und  c,  c', 
c",  wenn  es  die  an  den  Axen  AX,  AA',  AX"  gebildeten  sind«  nnd  dnrcb  b,  b',  b"  und  d, 
d*,  d^,  wem  es  die  n  den  Axen  AT,  AT,  AY"  gMetea  liiMl,  w  liefeit  dk»  lUdrinig^ 
einmal  auf  das  «-rsierc  nnd  ein  »ndeimd  nf  das  letztere  System  beiogen,  uacfa  ^nleHwng  der 
Gleichungen  (61.  a.)  und  (61.  b.~)  die  f^jlgeiiden  Relationen : 

b  =B  •  +  B.a'+B,a"j         L»  =A  b  +  A.  b'+A.b",l 

b'=B'«+Ki'+BiÄ-[  «d  Jn'=A'b+Aib'%A;b''.[...   C«*> 

rss^rn+Urm'+BT»"!  (*"=A'b+*Arb'+A:b''.J 

Liissl  man  nun  den  Punct  0  bei  diesen  auf  der  linken  SeOe  stehenden  Gleichunifen  suc^-essive 
in  die  Axen  AY,  AY',  AY"  fallen,  wobei  b,  b;  b"  anceeaive  die  Werthe  1,  0,  0;  0,  1,  0; 
0,  0,  1  and  n,  ai"  In  den  drei  anf  cinmder  folgenden  Pillen  die  Werfhe  A,  A',  A".;  At,  <  j 
Ai,  Ar;  A, ,  A^,  A^'  annehmen;  und  lüsst  man  eben  so  den  Punct  0  bei  diesen  auf  der  rech- 
ten Seite  stehenden  Gleichungen  successivc  in  die  Axen  AX,  AX',  AX"  fallen,  wobei  a,  a", 
i"  anecesBtve  dIe'Werthc  1 ,  0,  0;  0,  1 ,  0;  0,  0,  1  und  b,  V,  b"  in  den  drei  auf  einander 
folgenden  Fallen  die  Werlhe  B,  B',  B";  B,,  Kr-Sti  B^»  K>  ^i'  annehmen,  SO  gtihm 
i»  GWdMmgen  (79}  in  folgende  drei  Gru|qpCB  vw  andogwi  besondem  Gleichnngen . 

M^^i  vi  1=B  A^-B.A'^-B.A" 
«^rttF..l.»    o=B'A  +  B;A'+KA" 

ossjrA+m^rjj-BrA" 

Bsi^uiii.rdit  r*Oail;A«4^ll|A;i<f>B4iArii'^i 

IsrA.  +  BIAI+B;  A;'\   md    /l=A'B,-fA:B;+A;B;',).....v->.»<4  CM| 

:B"A,+B;'A;  +  R;'.\,"f  /  ;      ■ 


0: 


i  =  A  B  +  A,B'  +  A,  B",  ) 
0  =  A'B  +  A;ß'H-A;  B', 

,o=AT»4;Arii'^ArB 

I  I       ..I  >l  i  y  fd 

i=A'B,-f  a:b;+a;  b;' 

io=a"b,+  a;'b;+a;'b;';| 


vt    ill.l  C.lf 

i  (  «'? 

'  -Iii»  fn^  , 

IMi  .  •»•■Ip.i 
•        '''''  *  4 


o=B  a,+b,a;  +b.a;' 
o=B'a,+b;a;+b;a;' 


io=A  b.+  a,b',+a,b;',] 
ii^^A'B,+  A;H,+  A;B;', 
t4i;=A'%+iArilH-.4rWjs 

%M'^däieii'  aber  dit>  auf  der  linken  und  rechton  Seile  siehctideM  sieh'  hniher 
Illditiiiijr  \0  bezirhoTi  Sowohl  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Reihe  von  GFeirhunsren,  als 
die  auf  der  rechten  Seite  stehende  deckt  die  Relationen  auf,  welche  zwischen  den  l'rojeclions- 
ftMeii;  '«erefr  fi^dMhefbhen  ddr  Bdchstalfe'A*  hd,'  iriiid  dläien,'  dere^  ^Irmid^eMtoi  derBudutaHd 
B  ist  statt  finden,  und  die  eine  Reihe  trt'ht  aus  d^  WKill  hcrVOT  duftA'fveiehsdwItfge'VeiMt^ 
schung  dieser  beiden  Buchstaben  mit  einander. 

Durch  Aufltisun^;  sowohl  der  auf  der  linken  Seile  stehenden  Ri  Um-  mih  Gleichua^M-n,  in 
denen  man  die  Grössen  B,  B',  fi",  B,,  B,',  B;  ,  B,,  B;,  B;'  als  Lnbekannte  ansieht,  wie  dar 
auf  der  rechten  Seile  stehenden  Reihe  Ton  GletahnifeB,  fa  weichen  MM  die  GrtlHCa  A,  A', 
A",  A,,  Mt  K't  ^  Vabekonte  wiaht,  idal  adi: 

t  7 
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B  [A]=     äiAi'-KK  \  /  A[B]=  «K-BTK, 

B  lA]sr  -(A'A?— A'AO  1  I  A'|i]=s-(Triir-rBO, 

ir[A]=:      A'AT— A''A.'  f  l  A  [«]=:      irBT— ITB;; 

|b,  [a]=-(a.a;'-a:'AO  f  |a,[B|=-(B,b;'-b;'BO, 

C«*«"»J   <b;|a|=     aa;  — a"a,  >  und  <A:|fl]=     bb;'— b'  B,, 

b;'|aj=  -(aa;'-a"a,)  1  )a;'Ibj=  -(bb;'-b"B,); 


'B.rA]=  a.a;-a:a.  1  I^CB]=  «iB;-d;b., 
b;[aj=-caa; -A'AO  )       [  A;|ii=-(TiB;_B'BO, 

Abkünunfr 

A  a;  a;' — A  a;' a; — A' A,  a;' + A' A,"  A, + A "  A,  a;  -  A"  a;  A, = £A] 


)AAiA,  —  AA;'A;  — A'A, 
bb;b:— bbtb;— B'R 


Br+ r  BT  B.+ r  B.  b; -.B'B:  B.S  [B] 


gMekt  wird,  wo  [A]  und  IV]  «w  den  BnclMtakeB  A  md  B  ■ach  demelHHi  Gewtse  gdiB- 

det  sind,  wie  [a|  in  voriger  \uiiiiiier  aus  dem  Buchütoben  a,  wefwejen  dfe  tuf  der  rcchlea 
und  linken  Seite  stehenden  Gleichungen  (ßi. «.}  noch  immer  durch  weekfdieil%e  Vcrtawcluaig 
der  Buchslaben  A  und  B  aus  einander  nbgeleilel  werden  künaen. 

40)  Eliminirt  man  aus  dm  enteo  beidai  der  amf  der  liilun  Seile  «tdienden  Glekinngen 
C80}  die  Grdiie  A",  so  kommt : 

b; = A  tB  b;— B'B.) + A' (B.  b;  -  b;  B,) , 

oder  wem  mm  fbr  BB;— B'B,  wd  B,b;— B^B,  ihre  auf  der  reeUea  Bete  der  Gleidntagen 
(ßl,  •.}-getalienB  Weite  eeUt: 

b;=Cva,-aa')|bi, 

welche,  verg^licben  mit  der  vurlelzU-a  Huf  <iei  linken  Seito  itelieoden  tileichuug  (pi.  a.),  liefert: 

[AJ|BJ=1. 

SleDen,  der  in  Nr.  23.  und  Nr.  24.  ein^eftihrten  Bczciohnonfflwvise  g'emStt,  C,  C,  C; 
Ci  >      ■  ' 'i '  f  "         i^enkrefhk'n  ProjefliünszaliK'n  vor,  ^>  eiche  (Iii-  Axenrielilunpen 

ATl  ,  AY',  A¥"  an  den  Axeu  AX,  AX',  AX"  deä  ursprünglichen  Systems  bÜdeu,  und  stell ea 
eben  eo  D,  D',  IT;  I^,  IK,  DT;  1>*«  Di«  W!  die  eenkreclilen  Projectioiisxahka  vor,  wehAe 
die  Axenriclituiigen  AX,  AX*,  AX"  an  den  Aven  AY,  AY',  AY"  de»  MU  efalgeflllwtea  »f- 
Siems  liefern;  bezeichnen  wir  noch  ausserdem  durch 

LCJ  und  LI)J 

dn  Ansdrttelte,  wdche  ein  den  Bnchstaben  C  und  D  nach  demselben  Geselle  (cbfldel  werden, 

wie  der  bi  Nr.  38b  dwch  | c|  bezeichnete  Ansdfwlt  ans  dem  BncMiben  c  beivoffegngen  ist, 

and  durch  k  den  von  den  Axenwiiikeln  W, ,  W|,  Wr  des  neu  eingeführten  Systems  gerade  so  ab- 
Ungigen  Ausdraok,  wie  der  h  von  den  Axeawninhi  W ,  W,  W"  des  nr^rtiiglicbea  Systeo», 
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ion  Gleicbnngeo  (40)  oder  (42)  oder  (4-1)  ((rnn^ss,  nlthiinpg  ist,  so  ist  in  Folge  der  Tür  je 
drei  Riditflngeii  Jeden  bdiebigea  Coordinalensysteme  gbliigMi  Gteielwi^  (78.  b.}  in  Bemg. 
AT,  AT,  AV  m  dm  nrsprUnglicka  CiNiniiqailensyrteM: 

1«'[A]  =  [C].  et»«.) 
IkUiiigM  AX,  AX*.  AX"  m  dea  M  di^tHiilBi  Cooidindniyiln:  . 

Setat  man  abpr  in  der  Gloichun||r 

p  d;  d;'  —  D D,"  d;  —  D'  d,  d;' + ir d;'   + 1»"  n,  d;  —  d  '  d;   =  | i>i  ,  (m. 

wdche  die  Definition  des  Ausdnicks  [1>J  ist,  an  die  SlcUc  der  in  ihr  voritommenden  senkrechten 
Ptojeatfounhlea  iliie  dnrdi  die  GMdiiiiigen  (31)  gegebcMi  Werfte  eli,  w  vwrwMdell  rie 
•I«*  i^i.  ■  .  .  ,       H  w 

cdc;'— ccTc;— €yc,f;'  +  c'c;'c,+c"c,c;^c"c;c.=|T)j,  :.• 

nad  dß  nach  der  Definition  des  Ausdrucks  [C] 

cc:c;-cc;'c;-p'ft^jp^c^p;:c.+(r%c;-c''(^.(^,=K^^^^ 

"»•^.««•(1»  .    M  .1-:.  ',.1  ...  -    .  ,  .  .   u         -M  -.l-       .  . 

ist 

Mulliplicirt  man  nun  die  Gleichmgcn  (83.  a.)  und  (63.  I>.J  inil  einander,  so  findet  luan  mit 
Berficiksicfaligung  der  Oekfaungen  (83)  md  (83.  c): 

•nd  die  Teiiilddimv  der  Caeidninge»  CBS.     »"<l       1^)      ^  GkUkmg  (831  O 
«■r  der  Stelle : 

h'l.AJ=kHB],  CM.M 
md  dteie  Gleidin«  ia  VetModuv  »i»  4«  C^»)  K«<«(«: 

|A?=^  und   fir  =  ^;,  CM.«I 

so  dsM  jetzt  die  sMinailiicken  Grfiesen  l.Aj\        i,CJ%  [Üj'  diu«k  die  beiden  h*  und  k*  dK> 
geeteOl  siid.  . 

Da  ^rch  diese  leMem  GlekiMMifn  haner  aar  dto  OwdnAe  von  fA],  f^,'  [i},  (V| 

gifeg[eben  wonlcn,  so  Mcibt  das  Vorznirhfn  dios(»r  Grössen  nocli  nnhcsliirnnt ;  i-s  iri'ht  juiloch 
fchon  jetzt  aus  den  Glcichangea  (83.  a.  Ins  cj  hcr\or,  das«  dies«  vier  Grüssen  entweder 
ftanHich  pcMilive  oder  OmmUMt  aegalfve  Wnthe  halwa  nritoeea;  ImM  aber  werden  wir  die 

Rcifel  aufstoUen,  wodurch  sich  entscheiden  lüssL,  in  welchen  Fällen  die  positiven  und  in  M  t-lrhea 
Fällen  die  negativen  Werthe  zu  nehmen  sind.  Ucbrigcns  bemerken  wir  noch,  dass  da  je  drei 
Richtlinien,  die  von  einem  Punct  auslaufen  und  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  als 
die  Gnindaxen  eines  neuen  Courdiuutensysleiiis  angesehen  werden  kdnuoa,  Mtch  auf  rie  dte 

Gleichungen  (8^1.  a.  his  c.)  in  Aiiwendunjr  irelmidit  wcrdi  n  kfinm-n 

41}  Nachdem  wir  die  Gleichungen  kennen  gelernt  haben,  Mudurcli  die  si  hioren  i'rojections- 


«biUgig  gwnaoitt  worden,  woldw  In  Anr  Art  dM  eind,  «w  die  fiMchut^M  (ßf)  in 
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auf  senkrechte  Projeclionszahlen,  bleibt  uns  rur  Ersrhiiprunp  dieses  fiefronslamli^s  nidils  mehr 

zu  llmii  übriir,  ul;;  die  Keiuiz«  ithen  aufzusuchen,  in  welchen  Fällen  man  Pur  die  durch  die  (»Ici- 

]       I        1  1 

chungcn  (^84.  ».)  und  (Ö4.  c.}  gegebenen  Grössen  [AJ ,  [fij ,  [C\ ,  [DJ  ihre  in  jenen  Glei- 
dnnsfra  entliahenett  posillven  oder  iwgiliven  Werth»  n  nehmen  hebe.  De  fai  Nr.  40l  echon 

jfezeijrt  worden  ist,  dass  diese  vier  (Jnissen  unler  sich  entweder  pleichzeiliir  positiv  oder  gleich- 
zeilig  negativ  sind,  so  sieht  man  ein,  dass  die  ganxe  hier  vorliegende  Untersuchung  auf  die 

einer  einzigen  von  jene«  vier  GrStten  tUk  besdirttnfceii  UM. 

■ 

Wir  wolen  Uen«  <Ue  [A]  adMMO  and  Ar  «äsen  Zweck  dieee  GvSeee  ms  den  vordem 

GMctangen  (81.  ■.)  heriiolcB,  von  welchen  die  erste  giebt: 

r  »1  A|  At  "~  AT  At 

LAJ  ^1  

Deidtt  man  sieh  an  die  Sicllc  des  aus  den  A.ven  AV,  AY\  AY"  gebildeten  Syaleai  ein 

■nderes  gesetzt,  dessen  A\en  AX,  A  Y',  A  Y "  sind,  so  liefern  die  beiden  letzten  Axen  AY', 

AY"  dieses  substituirten  neuen  Systems  tui  dem  ursprungiieheu  dieselben  Projectiuiiszuliteii,  wie 

die  iwei  letzten  Axen  des  vof^^  aenen  Systems,  an  dessen  Stelle  es  gesellt  worden  Ist,  de 

sie  von  denselben  zwei  Richtunircu  nn  dem  ffleichen  Systeme  pebüdel  werden;  es  haben  also 

diese  beiden  Systeme  die  auf  das  ursprüngliche  System  sich  beziehenden  Grössen  At,  A|,  AT 

'  ud  A,,  A;«  AT  nril  cbnnder  feniein,  weswogen  die  ZUder  hi  der  Yontehenden  Gleidmng 

■ 

dieselben  bleiben,  man  maf;  dnreh  sie  den  Werth  von  [A]  ftlr  da*  ans  den  Axen  AT,  Alf, 
AY"  (m[.t  flir  das  ms  den  Axen  A\,  AY',  A  Y"  g^ebOdete  neue  System  in  Bezug  auf  das 

urspiTiiiifliehe  bestimmen.    Weil  aber  in  den  beiderlei  Flllon  B  eine  andere  Urdetilunjr  hat,  so 

s 

niuss  das  substituirle  System  einen  andern  Werth  fdr  [AJ  liefern,  als  der  ist,  den  das  aus  den 

Axen  AY,  AY*,  A  Y"  gebildete  System  liefert,  welchen  nenen  Werth  wir  znm Unterschied,  vom 
* 

vorigen  davch  [A]*  bexeiohncn  wollen  und  et  iit: 

[AfsAIAr-ArAJ, 

weil  der  Werth  von  B  an  dem  aus  den  A.ven  A  \' ,  A  Y'  A  Y"  (rebildelen  neuen  Systeme  1  ist,  da 

die  dritl<'  .\ve  des  substiluirlen  Systems  in  der  .\  \  .selber  lical,  llit'nnis  folirl,  dass  die  Grossen 

[AJ  und  [AJ*  Zahlen  mit  demselben  oder  mit  eiitgegcngesetzlcn  Vorzeichen  in  sich  tragen,  je 
mÄden  B  eine  poeIHve  oder  negative  Zahl  ist  Ei  wird  iber  B  positiv  oder  negativ,  je  mich* 

den  AX  auf  der  posilisen  oder  ne^riiitvcn  Si  ile  von  der  Cuordinalenebene  Y'AY"  lieul,  d.  h, 
je  Mtcfadem  A  X  und  A  Y  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seilen  von  Y'  A  Y"  hegen; 

also  enthalten  die  zwei  Grössen  (AJ  und  [AJ*  Zahlen  mit  einerlei  oder  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  in  sich,  je  nachdem  AX  and  AY  auf  eineilei  oder  anf  cnigegengesetiten  SeiteR 
von  T'AT*  liegen. 

Wäre  man  bei  der  vorrtehenden  Betraclilaag,  anstatt  mui  der  ersl<'ii  xonlern  nieiilmng 

(81.  a.3  auszugeben,  von  der  iUnlton  oder  von  der  neunten  awigt^nngen  und  hüitu  man  au- 

iMt  dea  aobalitajrtett,  ana  den  Axen  AX,  AY',  AY"  gebildeten  neuen  Systems  das  aas  den 

Axen  AY',  AX',  AY^  oder  das  ans  den  Axen  AY,  AY',  AX"  gebildele  genommen,  so  bitte 

< 

■sn  völlig  auf  diu  gleiche  Weise  gefunden,  dass  die  Grösse  [A] ,  wenn  lio  einuial  fiir  daa 
ana  AY,  AY',  AY"  nnd  ein  andemni  fllr  daa  ans  A  Y,  AX',  AV'  nuamnie^eeelste  Syst» 
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ja  seiner  VorkndprMnnr  mü  dem  ursprünglichen  Systeme  uufurfsucht  wird,  in  beiden  Fällen  einorlei 
«der  eiitgegengei>eUle  Vorseidwii  ■ouüiinl,  je  nacbdeiu  die  Axen  A  X'  und  A  V  «uf  uinerlci 
mt  erifogw^MMM  flatea  vm  «IkUam  YATT  Uesen,  na«  ekea  m,  dieGrOme 

[A],  wenn  aie  einmal  Ittr  dunus  AT,  AT,  AT*,  eh  mdenml  lllr  das  ras  AT,  AT,  AX" 

2iis«ninu'njr''S<''!'ti',  auf  das  iirspriin^Iirlii'  Systi-ni  bpzopcn,  niirjri'siidit  wird,  in  Ix-idcn  FHlleii  ei- 
nerlei oder  cnigcgengcselzte  Vorzeichen  annijnmt,  je  nachdem  die  Axcn  AX"  und  AY"  auf 
«ineitel  oder  wf  entgegengeseMen  Seilea  von  der  Biiene  TAT  Kegea.  Dieee  dni  FlBe  ent- 

a 

kahea  dea  fönenden  einen  Sals  in  fiek ;  Der  in  {A}  enthallene  absolnle  Werth  trügt,  wenn 

diese  Hnissr  einmal  für  ein  Ix  licliiircs  System  Y  auf  ein  anileies  helielii^'os  .V  Ix'zo^en  un<l 
ein  andermal  Tür  dasjenige  auf  dieses  letztere  X  bezogene  System  Z,  welches  zwei  Axcn  von 
dein  T  nnd  eine  von  diesen  X  in  sich  antniinmt,  aufgesnckt  whrd,-  in  beiden  FlUen  dasselbe 
oder  das  entgcgCHgesetzte  Vorzeichen  an  sieh,  je  nachdem  die  zwei  Axcn,  deren  eine  <las  Sy- 
stem Z  von  den  X  in  sich  aufgenommen,  und  deren  andere  es  von  dem  Y  zurückgelassen  lut, 
•uf  derselben  oder  auf  cnigcgcngeselzler  Seite  von  der  Ebene  liegen,  welche  durch  die  beiden 
Ajran  hindurch  getiL,  wcldw  das  System  Z  von  dem  Y  in  sich  aufgenommen  lud.  Dieser  eine 
•Hgemeine  Satz  »ber  ihißt  an  zwei  mit  einander  verinindanea  Aeliehigea  Systeme«  Colgeade  dnn 
speeielle  Mudiücaliunen  in  sich. 

Die  aae  des  Aim  AY,  AT,  AT"  aad  «w  daann  AX,  AT,  AT*  «aMIdclea  Syrtcaw 

Mefero  an  dem  ans  dea  Axea  AX,  AX*,  AX*  gebildeten  Ibr  [A3  im  AUgenwinen  iweieilei 

Griissen,  deren  ubsointe  Werihe  einerlei  oder  entfjrfrrnaresi'lzte  Vorzeichen  an  sirli  tmtren,  JlB 
nachdem  A  X  und  A  Y  auf  einerlei  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  Y'  A  Y"  liegen,  wel- 
cher Salz  der  xoersl  so  ehen  aufgeftndeae  war. 

Die  MU  den  Axen  AX,  AT,  AT"  aad  aus  denen  AX,  AX*,  AT  gebfl^eten  SjMeaie 

geben  an  dem  aus  den  Axen  A  X ,  \  \",  A  \ "  gebildeten  für  [A]  zweieili  i  Grössen,  deren 
absolute  Wertbe  entweder  einerlei  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  an  sich  (ragen,  je  nach- 
dem AX'  and  AT  anf  eineriei  oder  anf  enigegengcscixten  Seilen  von  XAT  liegen,  weldier 
Sa  eine  hiose  Wiederhulung  iIi  s  ersten  in  einer  andern  Form  ist. 

Die  aus  den  Axen  A  X  ,  A  X  ,  A  Y"  und  aus  denen  A  X  ,  A  X',  A  X"  gebildeten  Systeme 

lieben  an  dem  ans  den  Axen  AX,  AX'.  AX"  gebOdden  fUr  |A]  zweierlei  Grössen,  deren 
absolute  Werlhe  entweder  einerlei  oder  cntgegengesclzte  Vorzeichen  an  sich  trugen,  je  nnchdeai 
AX*  aad  AY"  auf  einerlei  <uier  auf  entge^^gesetzten  Seilen  von  XAX'  liegen,  welcher  Snic 
■wieder  nur  eine  Wiederhoiunjf  des  ersten  oder  zweiten  in  einer  andeni  Form  ist. 

Nun  sind  aber  bei  jedem  Systeme,  das,  als  neues  gedacht,  auf  sich  selber  als  ursprüng- 
What  gedirhlen  heaogaa  wM,  dlc9aa%aa  fchleiiBn  ftaJarlinannMw,  waioho  daa  Bachdahaa  A 
Mm  Giaadseiehan  hta,  UmmlBeh  üll  hii  aaf  dte  dM  A,  A!,  A;',  voa  deaaa  jede  +1 

wird;  damu  Wird  die  Grüsse  fA]  bei  dem  auf  sich  selber  bezogenen  Systeme  -f- i  ,  und  in 
Folge  dessen  lassen  sich  die  so  eben  ausgesprochenen  drei  bcsondcrn  Satze  in  umgekelirler 
Ordnnng  genonuaen  durch  Anefaundrriuiilprnng  auch  so  gdien: 

a)  Die  GfQMo  [A],  weidu»  du  System  AX,  AX*,  AT'  aa  dem  AX,  Ar,  AX"  «ieM, 
iat  peeittv  oder  nc^tiv.  je  nachdem  AXf'  vtä  AY"  aar  eiaeriei  oder  auf  ealfegenge« 
aaHler  Sette  von  XAX'  liegen. 
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b)  Die  (»nissc  fA].  welche  das  System  AX,  A  Y',  A  Y"  an  dem  AX,  A  X',  AX'  triebt, 
ist  positn,  wenn  AX"  und  AY"  in  Yci^eich  za  XAX'  uitd  AX'  und  AY'  in  Vergleich 
n  XAir  beide  fwm  tUmeder  «leiohnilif  nf  dMiM  «der  gtofolBei%  Mf  eiUiiegen. 
gesetzter  Seite  von  der  (<ci  jedem  dicMf  Paure  peniiiirilen  Ebene  liejjeii:  hinjreiren  isl 
jene  ürüsse  negativ  ,  wi'nn  das  eine  TM  diesen  bviden  Riclitungspaareii  auf  einerlei,  das 
endere  mf  cntgegcRgeaelxter  Sdle  der  bei  flMMi  feimnleB  Ebene  liegt. 

c)  Die  Grone  [A],  welche  dei  na  des  Am  AY,  AY',  AY"  gebadete  Syatea  an  dein 

aus  den  A\en  AX,  A  X',  A  X"  pcbildelen  liefi'rt,  ist  positiv,  wenn  die  Steliunji  der  Rich-t 
lungspaare  A X"  und  A  Y",  A X'  und  A  Y',  A X  und  A  Y  gegen  die  £bcnen  XAX\  X A  Y", 
.  Y'A Y*  10  bl,  daas  alle  drei  Paare  entweder  tat  eineriei  Sehe,  oder  dass  ebws  von  flmen 
auf  eineriei,  die  zweüen  andern  aber  auf  enlgegei^esei/ter  Seile  der  ihnen  zugegebeneii 
Ebene  liegen ;  hingegen  isl  jene  Grösse  negativ,  wenn  die  drei  genannten  Richtungspaare 
sättimtlich  auf  entgegengesetzter  Seite  ihrer  Ebene  liegen,  oder  wenn  zwei  davon  auf  ei- 
neriei, daa  driHe  eber  «nf  entgegengcaetiter  Seile  der  ihnen  zu{,a>gebenen  Ebene  liegt 

Die  hier  fUr  das  Positivscin  oder  für  das  Negalivsein  der  Grüsse  |  A]  aufgefundenen  KenOr 
Steichen  lassen  sich,  ohne  dass  sie  alter  dHduri'h  si'lher  einlacher  würden,  noch  anf  einen  an- 
dern von  dem  vorigen  sehr  verschiedenen  Ausdruck  dadurch  bringen,  dass  man  eine  ideelle 
Beriahan?  ^  iMiden  Syateme  aaf  ebiander  «der  mt  ein  nnbeatinnttee  Miea  aar  HVe  «bnal, 

wie  >»'ir  ji'l'/t  zi'iiren  werden.  Znvor  Iienierken  wir  jedoch,  dass  man  statt  rler  in  bis  o) 
aufgeslellleii  Kennzeichen  auch  die  nehmen  könnte,  welche  utan  erhalt,  weiui  man  die  neuen 
Axen  bl  anderer  Ordnung  fuctessive  an  das  «rsprttnglicbe  System  aicb  anlinBpren  liaat,  wobei 
die  .Vxeniianre  A  .X"  und  A  Y",  W  luid  \  Y',  A  .\  und  AY'  anstalt  auf  die  Ebenen  X  A  .\', 
XAY",  Y'AY"  immer  auf  andere,  niimlich:  XAX',  Y'AY",  X'AY";  YAY',  XAX",  X"AY'; 
XAr,  XAX",  Y'AY YAY',  X"AY,  X'AX";  X'AY,  YAY",  X'AX';  und  »rar  inuner  ntf 
die  gleiche  Wcia«  besogeu  werden,  deren  ZnaannnenhMg  valer  cbMuider  leieht  unter  ein  Geaeta 
zu  bringen  isl. 

42}  Sieht  mau  die  drei  A.ven  eines  gegebenen  Cuordinatensystems  als  unter  sich  fest  ver- 
bunden an,  so  dnaa  in  ihrer  gegenseitigen  Slelhing  so  wenig  ebie  Änderung  vorMlen  itami, 
wie  wenn  sie  die  Beirrenzunsf  eines  iVstcn  nnd  in  sich  nnvenlntlcrliclirn.  jedoc-li  beweglichen 
Körpers  ausmachten,  so  lässl  sich  die  Stellung  dieses  Coonüaalensysteius  an  gewisse  äussere 
Bedingungen  knüpfen.  SieHt  nlhnlich  0  ehien  irgend  wo  fan  Ranne  mverrttchbar  liegenden 
Punel^  nnd  0  S  eine  von  dieaen  Puncto  aushufende  unvcribiderhclK^  Richtui«  vor ;  denken  wir 
uns  ferner  unter  R  diejenige  naeh  beiden  Seiten  hin  unbegrenzte  Gerade,  welche  mit  der  Rich- 
tung OS  zusammen  fiiilt,  und  unter  P  eine  beslmioite  von  den  unzählig  vielen  Ebenen,  die 
durch  die  Gerade  R  hindnroh  gehen;  tieaeiehnen  wir  noch  ausserdem  durch  A  die  Spitze  irgend 
Cinea  gegebenen  Coorditiütcnsystenis  nnd  durch  A  L ,  AM,  AX  die  von  A  auslaufenden  drei 
Axen  desselben  Coordinatensystcuis,  welches  wir  uns  in  sich  fest,  sunst  aber  frei  beweglich 
vorstelien :  so  liann  man  immer  durch  Bewegung  des  Systems,  dessen  Spitxe  A  in  dm  Punrl  0 
und  ziiLrli  irli  (Ir'ssr'ii  i'iiii'  A\e  A  L  in  rlie  Hiclitini:;  OS  so  briiiLri'n.  il;iss  ilirsr  iit  tden  Riehtnn- 
gen  eine  und  dieselbe  ausmachen,  worauf  man  ca  noch  iumier  in  seiner  Gewalt  hat,  ohne  die 
Torigen  Bealbnmungen  wieder  aufknbeben,  durch  Drehung  des  Systems  um  die  Gerade  R,  wo. 
bei  die  Pnncte  0  nnd  A ,  L  und  S  (wenn  S  den  absoluten  Ort  des  Raumes  anzeigt,  in  wel- 
chem L  gerade  liegt}  in  einander  liegen  bleiben,  eine  der  Coordinulenebenon  LA  II  and  LAN 
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■tt  der  Ebene  P  lUSaDimcn  fallen  zu  inarlien.  Nachdem  aber  auch  noch  diese  letztere  Resliin- 
— g  geachchen  ist,  hat  du  System  ein»  voUkoimueo  bestiiiiiule  SteUung  im  Räume  aagenoia- 
mai,  «nd  mhh  Inn  «n  dMMtt«  kriae  a«Mn  Anfoidfrungen  nwlg  wmhaw,  m  Mi  deu«  dwi 
mao  sich  das  Coordinatensytiteni  als  ein  vcfiiiderlicheü  vorslrllen,  oder  die  vorigen  ihn  gage> 
beaea  BestinauBgeo  wieder  mifbeben  wolile.  Die  Bestiumuag,  dus  z.  B.  die  Coordinateaehcn 
LAM  iB  der  Ebene  P  Uegea  soll,  iHsst  sich  ■uT  sweieiM  Arten  verwirUicheii,  wobei  dlM9 
Ck>ordiiuitcnebeiu-.  und  luit  ihr  zu(rlt  ich  uucli  die  Coordinalenue  AM,  du  eine  Mal  anf  di«  aiM 
Seile  der  Gcradi  n  H  ,  dns  andere  Mal  auf  deren  hikIitc  Seite  zu  liefjea  kOBmL  Hehl  man, 
nachdem  die  loordiiiatenaxu  A  M  in  die  iü>enc  P  gelinicht  wurden  ist,  dieae  Beatimmuug  wieder 
•irf;  ao  Uaat  sieh  datSyitaB  w  dieGandeR  duAan,  mi  Ittbrt  mm  dfeasMnif  aM»  nMk 
darfelbf>n  Seite  hin  aus,  so  gelangt  die  Ebene  LAM,  niirhdnii  sie  einen  Winkel  von  zwei 
Backten  beschrieben  hat,  aufs  neue  in  die  Eben«  P ,  liegt  aber  jetzt  auf  der  andern  Seile  von 
der  €«ndan  R ,  md  adt  ikr  mgleieh  andi  dia  An  AL.  In  dieser  nenan  Lage  beladet  aidi 
die  dritte  Axe  A\  nolliwindiir  »uf  der  Seite  \on  der  Klipiic  I'.  wrlrlu'  di  r  i  filireirmifesetzt 
isl,  auf  welcher  diese  Axe  bei  der  vorigen  Lage  der  CoordioiUenebeflc  LAM  sich  befand.  Alle 
dicM  yMUnde  spradMB  wir  in  folgcoder  Welae  aaa : 

,  Slril  I.  Wenn  man  eine  der  Axen  des  Systems  in  die  Richluag  OS  bringt  und  eine  zweite 
-i  :.,,iB  die  Jibeae  P,  so  kann  diess  letztere  auf  zwei  Arten  geschehen,  wobei  dieae  zweite 

-  <  n  An  ftwnal  .awf  die  eine  Seil«  der  Geradai  R,  nnd  das  andere  Mal  auf  deren  ander» 
,i<  Seita  ni  Ktfan  kauanl,  und  es  liegt  die  dritte  A\e  des  Syataaw  In  dea  beiden  FM* 

len  nach  enlifeirena'eselzten  Seiten  von  der  Ebene  P  hin. 
Liegt  die  eine  Axe  AL  des  Systems  in  der  Richtung  ÜS  und  zugieich  die  andere  AM 
auf  einer  bestimorten  Seile  von  der  Gerade»  R,  ao  kann  mm  aa  daa  Syataai  keine  waiwa 
Anforderutijfen  mehr  iiiaclicii :  \u-hl  iiiiin  nl»er  die  Bestimmung,  dass  AM  in  der  Ebene  V  liegen 
aoU,  wieder  auf,  so  erüieül  mtui  dem  System  anfs  JNeue  eine  BewegUchlieit  von  gewissem  Um- 
bage.  Denkt  nan  aleh  aiit  dan  bMeiigea  CoordkaHaaiyleaiB  aoäk  ekie  viarie  RiAtang  AQ 
fest  vereinifjt,  welche  senkrecht  auf  der  Coordinalenebene  L  A  M  steht,  und  deren  Punct  G  dem 
akaokitea  Ort  M  im  Räume  entiq|)ricbt,  ao  kann  bmu  da«  Coordinatenayaten  tun  die  Gende  0  tt 
kl  aokher  Web»  dnkea,  daaa  A  «ad  G  ki  daa  Piaelea  0  nd  H  Hag«  Mäbaa;  dan  UbOI 
auch  die  Coordinatenebene  LAM  wahrend  dieser  sfanzen  Drehung  in  der  Ebene  P  liegen.  Dmck 
diese  Drelninff  ist  die  Möglichkeil  gegeben,  die  Axe  A  M  in  die  Richtun^f  ()  S  überzufilhren,  und 
iUichdem  dieses  geschehen  ist,  befindet  sich  nothweudigerweise  die  Axe  AL  des  Systems  in 
dar  Eben  P  aaf  dw  Seile  von  der  Gerain  R,  wdAe  der  enlgegaagcaatit  iat,  wanoT  akfe 
vor  der  Drehung  die  Axe  AM  befand,  wobei  die  drille  Axe  AN  stets  aof  der  Seile  von  der 
Kbeae  P  liegen  bleibt,  auf  welcher  sie  schon  vor  der  Drehung  big;  es  füllt  daher  die  driUe 
An  AN  atato  aaf  dieaalbe  Saite  vaa  der  Bbem  P,  mm  aatg  dia  Am  AL  ki  die  RfaMaaf 
OS  und  die  Axe  AM  in  die  Kinne  P,  oder  umgekehrt  die  Axe  AM  in  die  Richtung  OS  und 
die  Axe  AL  in  die  Jübeue  P  bringen,  wenn  man  nur  dafllr  »orgi,  dass  im  erstem  Falle  die 
An  All  aad'  ka  iaiwra  Filla  dia  AL  aaf  entgegengeaalile  Seie  der  Genden  R  n  lieg« 
koBUian.  Dien  Bigfnsckaft  lisal  sick  mit  Zuziehung  des  Salzes  1.  auch  so  aussprechen; 
Wenn  in  sweiertei  Verknüpfungen  des  Systems  mit  der  Ebene  P  von  der  an- 
gezeigten Art  bei  der  ersten  die  eine  Axe  des  Systems  in  die  Richinng  OS  und 
eine  andere  Axe  in  die  Ebene  P,  bei  der  awaitea  Verknüpfung  hingegen  diese 
leiitar«  Axa  ia  die  Rioktany  OS  uad  dia  aratare  ia  die  Ebene  P  gekrackt  wird. 
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80  liejfpn  ilie  dritton  Axen  rirs  Systonis  in  den  lioidorloi  Vprkniipfnnsron  «nf 
einerlei  oder  auT  «ntgegengeücUleii  Seiten  von  der  Ebene  V,  je  nachdem  die 
in  diea«r  Ebene  inaaerkalb  der  Richtlinie  08  liefrenden  Axen  In  den  beiden 
Verknttpfnni^cn  «uf  enlgt'fTi'iitri'sotzIen  (xicr  auf  l  iui-rlei  Seiten  von  der  Gera- 
den R  lie(;on.  Wir  werden  von  jetzt  an,  um  nicht  immer  die  zwei  Seiten  der  Geraden  R 
irl(nrhzrili|r  berüekilehlifni  zn  mAsien,  vorauielsett,  dass  «fie  anaarrbalb  der  Itnditailf  09  in 
dir  EIm'iic  P  zu  laufende  Ax«  dos  Syslcms  stets  auf  eine  und  <li»'scll>e  Seile  von  der  Geraden 
R  gi>l)n«(lit  werde,  und  wir  wollen  die  Ordnnnfr,  in  «clcher  von  den  drei  Axen  drs  Syslems 
die  eine  in  die  Kidituiig  OS,  die  andere  in  die  Eb<>nc  P,  jedoch  ausserhalb  der  Richtung  OS, 
die  dritte  endHeh  auHeriudb  der  Bbene  P  zu  lie^ren  konmil,  einrach  dadurch  andeuten,  dasa  wir 
die  Avrii  in  derselben  Ordnung  anschreiben  unil  dadurch  die  <ler  Verknüpfung  anj^ehöripe  Auf- 
einandoH'olgc  der  Axeii  bezeichnen.  So  stellen  also  N  erknüpfungcn ,  welche  den  AxcnTolgen 
AL,  AH,  AN;  AM,  AN,  AL;  AN,  AL,  AH  entopreclMn,  die  vor,  bei  wddien  der  Reihe 
nach  dir  \  vni  \  I. .  A  M  ,  A  \  in  ilie  Rii  htiinir  OS,  die  A  M ,  A  N  ,  A  L  au.ssi  rli;il!i  dieser 
Ricfalung  in  die  Ebene  P  gebracht  worden  sind,  and  dann  die  A N ,  A L ,  AM  auü.serbalb  dieser 
Ebene  Vetren;  nnd  eben  ae  stellen  VerimByfuwgen,  welohe  den  AxetiMywi  AN,  AM,  AL; 
AM,  A  L ,  A  .\ ;  A  L ,  A  \ ,  A  M  entsprechen,  die  vor,  bei  welchen  der  Hi-ilie  nach  die  Axen 
AN.  AM,  AL  in  der  Richtung  OS,  die  AN,  AL,  AN  avsserhalb  dieser  Richtung  in  der 
Ebene  P ,  und  dann  die  A L ,  AN,  AM  aossorhalb  dteier  Bbene  liegen.  Mit  Hilfe  dieser  Dar- 
stellungsweise und  in  \  erbinchniiT  '"it  der  vorhin  (relroiTencn  Uebereinkunn,  dass  wir  die  in 
die  EliiMi'  V  iiiisscilialli  <Iit  Riiiiliiiiff  OS  hefindlichen  Axen  immer  nnr  auf  eine  und  dieselbe 
Seile  von  der  Geraden  R  gel)rBilit  wissen  wollen,  Itisst  sich  nun  der  vorstehende,  mit  gesperrter 
fUMH  gedraelde  Sala  aneh  ao  geben: 

Sate  S)  In  zwei  Verknüpfuncen,  welche  den  Axenfolgen  A  L  ,  AM,  AN  und  AM,  A  L  ,  A  IV , 
oder  AM,  AN,  ALund  AN,  AM,  AL,  oder  AN,  AL,  AM  nnd  AL,  AN ,  AM 
enlspredien,  liegen  die  drittem  Axen  AN  oder  AL  oder  AH  aleta  anf  entgegenge- 
setzten Seiten  von  der  El)onc  P. 
Wenn  bei  der  YerlinUpfung  des  Systems  mit  der  Ebene  P  eine  der  Axen  A  L  in  die  Rich- 
long  OS,  ehie  andere  AH  fai  die  Ebene  P  ansaeihoBi  der  Riditang  OS,  auf  der  dm  be- 
alimnilen  Seile  von  der  Geniden  R  liegend,  gebracht  «Orden  ist,  und  dann  die  dritte  A  N  aua- 
seriiaib  der  Ebene  P  liegt,  und  man  hebt  die  Bestinnnang,  dass  AN  in  der  Ebene  P  liegen  soll, 
wieder  «uf,  wie  schon  vorhin  gesdiehen  Ist,  so  kann  man  die  dem  Systeme  dadurch  theilweise 
wiedeigegebene  Beweglichkeit  noch  in  einer  von  der  vorigen  verschiedenen  Weise  zu  einer 
nenen  Verknüpfung  des  Systems  benützen.  Denkt  ninn  sich  niliidicli  unter  S  die  absolute  Stelle  des 
Raumes,  diu  der  Punct  L  einninnnt,  so  kann  man  das  System  um  die  Gerade  OS  in  solcher 
Weise  drehen,  dass  die  Pnncio  A  nnd  L  in  denen  O  mid  S  Hegen  Heiben  imd  die  Coordkm 

leiii  ltcnf'  L  A  N  der  Ebene  P  nach  der  Seite  bin  zn£;enilirt  \vird,  wobei  die  Axe  A  \ ,  nachdem 
sie  in  die  Ebene  P  gelangt  ist,  auf  der  Seite  von  der  Geraden  R  hegt,  auf  welche  wir  die  zwei- 
ten Axen  der  Systeme  bei  Hnrer  Verimtlprang  zn  bringen  Itberein  gekomnen  sind.  Wihrend 
dieser  Drehung  trill  die  Axe  A  M  aus  der  Ebene  P  heraus  und  gelangt,  weil  sie  anf  derselben 
Seile  von  der  Geraden  R  liegt,  nach  welcher  die  Axe  AN  UngeflUut  wird,  auf  die  Seile  von 
der  Ebene  P ,  welche  der  entgetjengesetzt  ist,  auf  wekker  bisher  die  AN  lag,  wM  es  verharrt 
die  Axe  AM  auf  dieser  entgegengesetzten  Seite  selbst  dann  BOdl,  nadidem  die  Axe  AK  in  die 
Bbene  P  auf  der  verlangten  Soüe  von  der  Geraden  R  iibefgegaafen  ist,  in  welcher  Lage  wir 
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das  Sysloin  resthalloii  wollen,  um  sodann  eine  vcrändnrle  VerknUpfuiur  des  Syitcns  mit  der  Ebene 
f  hergestoiU  zu  habea.  Diese  uemo  VeritaUpfiuig  gehürt  äer  Axcafolge  AL,  AN,  AN  an,  wib- 
md  di«  TflrinHpAaiir,  au  vdEher  äm  Jktnrorfegangvn  ist,  der  Axe«fMg«  AL,  AM,  AN  n- 
Ufebttrt,  und  da  sich  henwsgtsteUl  bSt,  das«  die  dritten  Axen  A  II  und  A  N  in  diesen  zwei  Ver- 
hnupriMfOi  aaf  entgcgeofweteten  Seiten  der  Ebene  P  liegen,  m  iüsst  siah  der  SoUasa  »ielie«, 
ikM  iBBwaisfflei  Varknttpfungen  der  niehrfacb  besehriebenea  Art,  die  sa  Axaa* 
Mfgn  faMran, -an  deren  erster  Stelle  eine  und  diesalba  Ax«  lich  befindet« 
die  an  zweiter  und  driller  Stelle  slehendiri  Axen  aber  verwechselt  worden 
«ind,  nothweadigerwL'ise  die  drillen  Axeu  uut  »nlgegcngei^eliten  Seiton  von 
tf«ftiBVaMiiP  lia»«»  !Am  Jtefflr  BgaaaM  geht  naa  ia  VoMMhiBf  Mit  tai  Ada  8)  Mr 
gleich  der  foljjende  neue  hervor: 

i.  äau  3}  In  den  dreierlei  VeiknUpfnagea  der  aageseigten  Art,  denen  die  Axenfalgon  AL« 
n.i/  .ui-.^-.Ailv  AN;  AM,  AN,  AL;  AN,  Aii,-  AM  aafebBrtn,  sowaU,  ab  Indeaea,  wd- 

t»fHf  ti.K.j.iCkcn  die  Axi'nfoljren  A  .\  ,  AM,  AL;  AM,  AL,  AN;  AL,  AN.  AM  nnrrchtiren, 
H  -Ml  »'i,' liegen  die  drillen  Axen  inuner  auf  einer  und  derselben  Seite  von  der  Hbvw  P,  die 
-ir ./  /  I    aber  bd  daa  dni  letataa  die  enlgegengrseMa  Seile  von  der  M,  aaf  waidur  die 
dritten  Axen  der  drei  erstem  Verknäpfungcn  liegen. 
Denkt  ninn  sich  durch  die  drei  l'uncte  L,  M,  N,  welche  in  den  Axen  eines  Coordinalen- 
«fstems  awfsurtiali)  seiner  Spitze  liegen,  einen  Kreis  beschrieben  in  der  Wdae,  wie  die  nebca- 
:FH[ar  v<MiaBlkbt  »  h 
so  ttberzeagt  man  sich  bald,  dass  man  zu  jeder  der  drei  Axenrolgea 
AL,  BM,  AH;  AM,  AA',  AL;  A>',  AL,  AM  gelangt,  wenn  man 
bi  ciMT  «ad  ddMdbmti  Uar  dank  dia  9kB»  ««ead|tlai  MidMaar 

ded  Ktds  durchläun.  iinri  dnltei  an  jede  Axe,  Huf  iV\e-  man  sITissl,  noch 
dla'.xwai  andern  in  der  Urdniing  sdurctbt,  in  weicher  man  später  zu 
inea  ^dai^;  aad  aban  aa  stdaM  naa  aaf  Jada  *r  drd  aadeia 
-i»  :s  Axcnfolgen  AN,  AM,  AL;  AM,  AL,  AN;  AL,  AN,  AM,  wenn 

dm  Kreis  in  der  entgr^fenKesetztcn  Richtuag  darcUüuD.   Bei  der  bis  an  diese  Nnouner 
stets  (fetirtiuclilen  ßezeichnungsweise  der  Atta,  wo  die  eine  vort  der  andera  rieh  dardi 
Iii  der  ihrem  Buchstaben  angeUinftcn  Accente  unterscheidet,  und  die  drei  Axen  eiaef 
flfMems  7..  I).  durch  A\,  A  \',  A.\"  vorifestelll  werden,  sind  dia  Aaenfolgea,  aaf  dia  aap 
Durciduureu  des  Kreises  in  der  einen  itichtmig  slösst:        ,  ;  i  .  .  .  ) 

A  JC  f  A     A      A  «X^f  A  X  ^  A  ]KC  j  A  X  ^  A  X  ^  A  X'y 
und  die,  aaf  welchi'  m!:iii  ln-im  nnrchlaufen  des  Kreises  in  der  andern  Richlng  lMMrt{ 

A.V,  AX,  AX;  AX,  AX,  AX";  AX,  AX",  AX';  * 
diW  aa  jeimi  geh5ri(;e  Ridrtang  criMt  aian  aber  (hnNirdi,  data  nuat,  Toa  der  vhae  Acceal  ge- 
s<  hiielienen  Axe  ausgehend,  zu  den  zwei  andern  sr»  HberErehl,  wie  denn  Anzahl  der  Accente 
auooessive  steigt;  die  ni  diaaea  Axeafolgca  geiwrige  Hichlaag  eibilt  num,  indem  man,  von 
der  adt  daa  laeMen  Aeoealen  teradwaai  Axe  aatgabaad,  la  dea  iwaf  aadeni  «o  llbergeb*, 
wie  deren  Aozuhl  der  Accente  successire  falll,  weshalb  wir  jene  die  stcigemlni.  diese  die 
fallenden  Axenfolgaa  neaadi  bdoaea.  Mit  Hüfe  dieser  Baaenaang  Msd  lidi  daa  der  Sab 3. 
10  geben: 

Sah  4)  to.TaoHUadaaaa  TariBdipAii«eB  daaa  Bjataaa  aiit  dar  BbsM  P  voa  der  beaduie- 

b«MB  Art  liigt  dia  dilto  Axa.baaiar  mi  dndbm  8aila  f«a  dar  Bbaia  P,' 
1.  8 
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ÜB  m  ihnen  irehörijfen  Axrnfoljrcn  cnlwp(l<  r  Iftntfr  sli'ij^cndc  oder  laiiler  fallende 
riad;  «De  sleigeiiden  und  die  rallenden  AxeaJolgen  enUprechendea  YariuMpfmigeii 
lulMn  äber  Ihn  Mim  Axm  nf  en^regenffeMtatm  Min  von  dar  BbtM  P  Saum 
43)  Stellen  wir  uns  jetzt  zwei  aus  den  Avi^n  \  \,  A  .\",  AX"  und  MU  denen  AY.  A  Y', 
AY"  xiunuuneagcselxte  Coordmaleosysteroc  vor,  und  denken  wir  uns  jsdw  von  ihnen  in  der 
hudoMunm  WelN  nit  der  Ebene  P  verknüpft,  (wu  all  einer  bceiniMlea  TcriuiUpfungnraiw 
der  beiden  Systeme  unter  sirh  ohne  Zuzieliuiu;  der  Ebene  P  und  der  in  ihr  lie((enden  üichlunf 
OS  auf  Eins  hinausläuft),  su  liegen  dem  Salz  4.  sur  Folge  bei  jeder  steigenden  Axenfolge  die 
dritten  Axrn  eines  jeden  Systems  für  sich  genommen  auf  der  einen  Seite  von  der  Ebene  P , 
bei  jeder  fiiUenden  Axenfolge  hingegen  auT  der  andern  Seite ;  Tallea  daher  die  dritten  Axen  bei 
8tri[ji''i<lt'n  A  vcnfoliji'n  niif  (ÜcscIIm«  Scili-  Min  licr  Ehcne  P,  man  mag  VfTkntipfunffen  mit  de« 
einen  oder  mit  dem  andern  der  beiden  Syiiteme  vornehmen,  so  thun  es  auch  die  dritten  Axen 
bei  Menden  Annfolgea  in  den  beiden  Systemen,  nur  dtm  die  Seite  die  enlgefrengesetete  von 
der  voripon  ist,  und  eben  so  koniiticn  ilio  dritli-n  Axmi  iti  bciilcn  Svslcnn'n  lii-i  st('is,'<'iiden  und 
iMlenden  Axenfolgen  immer  nur  gleichseitig  auf  entgegengesetzte  Seiten  von  der  Ebene  P  zu 
liegen.  Wir  Mgen  nan  von  zwei  Systemen,  deren  dritte  Axen  bei  aMen  n  girlrhii— i^tn  Axen- 
foigen  geliörifiren  Verknüpfungen  auf  diesdte  8dle  von  der  Ebene  P  fallen,  sie  besitzen  unlir 
sich  einen  ähnlichen  Axenlauf,  fallen  hlnfegW  die  dritten  Axen  der  beiden  Systeme  bei 
tieil  zu  gleichnamigen  A^enfolgen  gehörigen  Yflliydlpfnngen  auf  cntgegeTig<>setzte  Seilea  VM 
der  Ebene  P,  sn  sagen  wir«  die  beiden  Sysictne  bcsHzoi  Vlier  sich  einen  uduIiuIu  lion  Axen- 
lauf Es  folgt  aber  aus  diesem  Begriffe  des  ähnlichen  oder  uniihnliihen  AxiiilHufes  in  zwei- 
erlei Coordinatensyslemeu  mit  üeiziehung  des  Satzes  4.  ohne  alle  Scliwieriglieit  du<>  nachste- 
iMMie  Verhalten  dreier  GconÜMlmyilene  lu  dMnder  Ib  Benf  aaT  deren  idiliven  Axeidnif : 

8Ul  Ö)  Zwei  Coordiniitensyslome  haben,  verglichen  mit  einnndpr,  einen  tihnlichen  Avenlfluf, 
wenn  ein  drittes  System,  verglichen  mit  jedem  der  zwei  ersten,  beide  JHale  einen 
ühnMiea  oder  beide  Haie  einen  nnVhidkiien  AxMÜanT  neigt;  tmi  es  inben  die  zwei 

ersten  Systeme  einen  uniihnlii  hen  Avoiiliiiir.  wt^n  das  drille,  verglichen  nn't  dein  ei- 
nen der  zwei  ersten,  einen  ähnlichen,  und,  verglichen  mit  den  andern  dieser  beiden, 
einen  mrtiwHciwn  Axerianf  seigt ' 
Mit  Hilfe  dieses  letzten  Satzes,  der  in  seinen  beiden  Theilen  offenbar  aneb  eine  Uinkebrnnf 
gestattet,  lassen  sich  nun  die  in  \r.  41.  unter  a),  b)  und  c)  ftir  das  Positivsetn  oder  NefaÜv- 

sein  der  Grösse  [A]  angegebenen  Kennzdcben  auf  folgende  Art  dem  Aasdruck  nach  sehr  kun 

Sab  6)  Die  zn  zwei  beliebigen  Systemen  gehörige  GrOcse  [A]  ist  eine  positive  oder  ne- 
siihw  Zahl,  je  nachdem  die  zwei  Systeme,  an  wakban  aie  lieh  bildet,  einen  Ibeii 
liien  odt  r  uriMlinliehen  Axenlauf  unter  sieh  zeitjon. 
Um  die  volli'  l  (  bereinstinumnig  des  so  auagcsprocbenen  Kennzeichens  mit  den  drei  oben 
In  Nr.  41.  vnler  h),  b)  nnd  e)  crhaHenen  nm  eo  khnr  tot  Avgen  lef^n  n  büHMn,  wolen 
wir  jene  einzeln  Ider  unter  dem  gleichen  ßuclistniieu  wieder  zur  Sprache  bringen, 
a}  Die  oben  unter  diesem  Baohelabea  belracbleU»,  ans  den  AjMn  AX,  AX',  A¥"  und  ans 
denen  A  X ,  A  X*,  AX"  neammciigeaebtlcn  vmA  Systeme  h^en  schon  der  DefinMon  nieh 
einen  itimlichen  oder  unlAnlichen  Axenlauf,  je  naclulem  die  Axen  A  X"  und  A  Y"  auf  einer- 
lei oder  auf  eolgefBligeaelilerSelle  von  der  fibene  XAX' Kegm,  wie  logieicb  in  die  Augen 
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sprinpl,  woan  man  sich  als  Ebene  P  die  »lunli  XAX'  hindun  )i  e^-k  ij-le  vorslelll,  und  als 
Rkhku^  Ü6  eine  der  iUcbloagen  A\  oder  A.V;  und  umgckek-l  zielü  diu  Liegen  der 
AxmAX"  iMi  AT"  mS  «toedel  odar  «rtg<f«if«Mlrt<r  fkm  t»  <t  Bb—  XAX'  <lw 
flhnlirhen  oder  unühnlichen  Axenlnnf  in  den  l)eidfn  Systemen  nach  sich.  Eben  deswe^rea 
aber  Uissl  sich  der  oben  unter  aj  mitgetheüle  !»alz  auch  ia  der  Fonii  des  batze«  G.  aus- 
gpraehtiL  —  TigliilA  folgt  feiefant,  tot  bei  svei  so  vwi  efaimder  dM^igen  Syptenra 
der  Ausdrui  k : 

,  Diese  Systeme  haben  unter  sich  einen  dhnlichea  oder  unäholicben  Axetdauf' 
.  nit  dem': 

pDie  io  diesen  Systemen  ausser  einander  liegenden  Axea  befinden  sich  aur  einerlei  «der  eol- 
f^fengesetzter  Seite  von  der  jenen  Systeme«  gqneiiisdiafUiphen.Cooi'diiiatenebeBe'' 

vtillig  eincriei  Bedeutung  habe.  '  ' 

b_)  Die  Beurtheilung  der  zwei  oben  anter  diesem  Buchstaben  botrachteten,  aus  den  Axea  AX, 
AT»  AT"  mi  MM  Ama  AX,  AX*,  AJT  tmmmtti^mmm  SyüMift  MM  äUk  aittebl 

eines  dritten  aus  <li  n  Axen  A  X ,  A  X',  A  Y"  (rebiltleten  Systems  auf  zwei  Öeurflieilunjren 
von  der  unter  aj  gcschehenai  Art  zurückAihron.  Da  nämlich  dieses  dritte  $ysteni  mit 
des  sweiten  die  Coeftoatenefcene  X A X*  gcaieiB,  wMhrend  dfe  Acan  AX"  und  AT*  nw- 

einander  liefen,  hinjfeflren  mit  dem  ersten  bei  iiussiroinnmler  lirjrendcn  Axen  A  X'  und 
AT'  die  Ebene  A  A)°"  j^encia  hat,  so  hat  nach  dem  so  eben  in      Gesagten  der  Aiu- 


„Die  Axen  AX"  und  AY",  AX'.nd  AY'  liegen  gleichzeitig  entweder  waS  efeMülel  oder  .Mf 
ealgegeageseliter  Seite  respective  von  der  Ebene  XAX',  XAl,"" 

eneriei  Bedeutung  nit  dem :. 
«Das  dritte  System  bat,  veigKdien  nüt  jedeni  der'iwei  erstell,  beide  HUe  einen  SbidfebeM  oder 
«nIhnUchen  Axenlauf^, 

und  dieser  letztere  Ausdrueti  itut  >tieder  in  Geniässbeit  des  Satzes  5.  einerlei  Bedeutung 

...  .iiMlU  1(111.^  Ilii«   ,<,iui  I.  .1».,;  •    .  .    .1  i'Z 

uDie  zwei  ersten  Sy.stemc  haben  unter  äA  einen  Hhidi^ln 'Anrnkan"',  ,  ' 

Ebenso  hat  der  Ausdruck:  - .  h  ; ,  ■  . .       •'  i  ri  •     wi  j 

,YoB  den  Ajuanoaren  AX*  und  AT",,AX'  nd.Är'  äegt  das  eine  auT  cliieilBL^ '«^^  tiä 
SMMeVMMw  Seite  respeelivc  ■^%"Ekiä£- f^tT*  " ''-  -  ■^^^^  '^ 

ofeMW  Bedeutung  mit  ,de.n  i^.     ;*;;;  ■  --  j"!;;  ' 

„Dm  dritte  System  bat,  vergliAcR'  inR' dem' einen  der  zwei  ersten,  einen  itiinlidicn,  und  ver^ 
glidicn  mit  dem  andern  dieser  beiden,  einen  uiiaiitdichen  Axenluuf,"  ^ 
'7.  und  dieser  letztere  Anadruck  bat  wieder,  in  ^emlssbcjt  des  Saizea  5.  einerlei  Bedeuloig 

nut  deui : 

'  *^''nvel  erstell  Systeme  huen  mler'  sldi  dheb  unlhidiehen  AxeohwI^^V' 

Hiermit  ist  nber  die  vollkoininene  ri'liereinstitnmiintr  des  oben  in  Xr.  41.  unter  b)  milge- 

theilten  Salzes  mit  dein  liiiT  aur^icblelllen  Siilze  (>)  ausser  ZweiFel  gestellt. 

c}  Die  üeurtliedung  der  zwei  oben  unter  di«sem  Buchstaben  itetrachtelen,  aus  den  Axen  A  Y, 
Ar,  AT*  und  ans  denen  AX,  AT,  AX"  zusaMmeageadaleB  Systeaw  iMst  sieh  «w 
den  beiden  hier  unter  a)  und  b)  geschehenen  Beurtheilungea  suaaBBeiisctzcn,  wenn  man 
in  die  fietcM^Inng  ein  dritten,  «us  den  Aua  AX,  AT',  A  T  gobüdeles  aulniinBit.  Da 

8* 
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nämlich  diesos  (Jritlc,  vorpUchcn  mit  dem  ersten,  sirli  in  ilcni  Falle  «)  befindoJ,  so  hat 
in  Folge  der  dort  aiu  Ende  angegebenen  gleiehbedeulcnden  Ausdrücke  der  Ausdruck : 

«Die  IUI  eniMi  oirf  drittoi  Syttome  gdiSrifn  Axm  AX  «nd  AY  li«fMi  mf  eftMiM  oder 

Mf  orifegengesfiztcn  Seiten  von  der  Bbene  T'AY"* 

pinerlt'i  Hc<li'iilnnrr  mit  dem: 

„Das  erste  und  dritte  System  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  uder  unahnhchcn  Axenlauf." 
IHi  ferner  dneelbe  dritte  Syeten,  veffgHehen  nit  den  sweHen,  sicli     dem  Falle  V)  be- 
findet, wobei  su^ar  alle  Bczoidiiuini^cn  villlip  iiii[rr-iin(li'rt  lili  ilion,  so  firNlen  zwisrhrn  die- 
sen beiden  Systemen  die  so  eben  unter  b}  angegebenen  Beziehungen  hier  noch  ganz  so 
wie  dort  statt;  daher  ist  der  Ansdnick: 

«Die  AMn|»Rtre  AX"  und  AY",  AX'  und  AY'  liegen  gleichzelltf  entweder  inf  eineilei  oder 

auf  enl(r<>irt>ntr<>s)-i7.i>T  Seite  rcspecUve  von  der  Ebene  XAX",  XAT** 
gleichbedeutend  mit  dem : 

,Daa  sweMe  jmd  ditt»  Syate«  beben  nier  lidi  einen  Ibniiiehen  Axeahnf,* 
und  der  Awdtmefc : 

.Von  den  Axonpnaren  A  \"  uiul  AY",  AX'  und  A  V  liegt  das  eine  auf  eüierlet,  das  anders 
auf  cntgegengeüelzter  Seile  respective  von  der  Ebene  X  A  X',  X  A  Y"  " 
iet  gleiehbedenlend  ntt  dem: 

uDas  zweite  innl  dritte  System  hüben  iiiiliT  si^  einen  iMiftnUAwi  AxenlaiH" 

Dem  Satz  5)  zur  Felge  hat  der  Ausdruck:  , 

,Die  zwei  ersten  Systeme  haben  unter  sich  einen  ähnlichen  Axenlauf 
einerlei  Bedeutung  hat  mit  dem: 

,,Das  dritte  System  hat,  verliehen  mit  den  zwei  cnlen,  in  beiden  Füllen  einen  HhnlifhDn  oder 

in  beiden  Fällen  einen  unähnlichen  Axenlauf," 
ao  wie  der: 

„Die  zwei  ersten  Syst'Miie  hnlien  unter  sieb  cinen  Wlhnlichen  AxcnlMf,'' 

einerlei  Bedeutung  hat  mit  dem : 
„Dm  dritte  Sfiteii  bat,  wiikI'i^m  ^       «^iKn  der  twd  ersten  Systeme,  einen  IbnÜdien, 
nit  den  enden  einen  unähnlichen  Axenlaur;" 

dieae  gwei  Paare  gleichbedeutender  Ausdrücke  nehmen  aber  anter  Beittcksidtljgung  der 

iniea  vorangegangenen  die  Tolfifende  Form  an,  ntanlkb  der  Ausdruck: 
«Das  erste  tmd  zweite  System  hai  i  ti  iiiUer  sieh  einen  ähnlichen  Axenlauf, 

lial  einerlei  Bedeutung  mit  den  folgenden  alternative  unter  sieh  verbundenen : 
„Die  Axenpaare  AX"  und  AY",  AX'  und  AY',  AX  und  AY  hegen  sänunilich  auf  einerlei 
Seite  reapeclive  von  ihrer  Ebene  XAX*,  XAY",  TAY";  oder  AX"  nnd  AT*,  AX'und  Ar  Ito- 
gen  auf  entgegengesetzter  Seite  respeclive  von  den  Ebenen  \'  A  X",  X  A  Y",  dagegen  A  X  und 
AY  auf  derselben  Seile;  oder  AX"  und  AY"  auf  derselben  Seile  von  XAX",  AX'  und  AY* 
anf  entgegewgesefaler  Seite  von  XAT",  ao  wie  auch  AX  and  AT  anf  eMgeffengeaeixler  Sete 
vonY'AY";  oder  A\"iinil  AVauf  cnltreL'iMiLri'si-izter  Seile  von  XAX'.  A  \'  und  A  Y' auf  der- 
selben Seile  von  XAY",  dann  aber  A X  und  A  Y  wieder  auf  enigegengesoixter  Seite  von  Y'  A  Y", 

nnd  der  Anadradt : 

«Das  erste  und  zweite  System  haben  unter  sich  einen  unXhntichon  Axenlauf- 

bat  eineriei  Bedcnlung  aüt  den  anwchUeaannfiweiie  onler  skb  verbandanen: 
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„Die  Axpnpaaro  A  X"  und  \  \"  iinfl  AY',  AX  «ml  AY  Wf^n  Bümmtlirli  auf  rnfgc|ron«> 

fesebtcr  Sc««  respecUve  von  ihrer  Ebene  XA-V,  XAY",  Y'AY";  oder  AX"  und  AY",  AX' 
wd  Ar  ne««  Mf'denelwii  Satte  rMpoiülv»  irw  flmr  Bbow  XA^,  XAIT,  «ri  AX  «mI 
AY  wieder  auf  enlgc(i:cn|feselztcr  Seile  \nn  Y'AY";  oder  AX"  und  A  Y"  lu'gen  unf  ilersclben 
Seile  fwt  XAX',  AX'  und  AY'  dagegen  Mf  cnIfCigeBgeRMer  Seile  von  XAY',  dann  aber 
AX  jnd  AY  nf  dmelbeii  9eNe  von V AT*;  «4»  AX"  w4  AY"  liegen  «af  enigef^enffeseis^ 
ter  Seite  von  X  A  \'.  A  X'  uad  A  Y'  auf  deneften  Sdle  von  XAT*,  xogfetdi  dier  tuA  AX 
n4  AY  auf  derselben  Seke  von  Y'AY"'.* 

.ii'iii'  Bine  gemmer«  Betrachlimg  der  allemutive  unkr  sich  verlMdcMB  Ausdrücke  zeigt  indes- 
<•  •r"l'«eD,  4m  ä»M  tttr  lilfBiMii>iiHirtg»"»>%  die  gteMMO  KeweiiM  in  ilth  Ing««^ 

-•V*.  .  '    I       ■   ■  ■ 

.welche  in  Nr.  41.  unter  c}  das  Posilivsoiri  uilcr  Ncgalivsein  der  Gifsse  [A]  bekuaden; 

Ihio  allemiilivc  vorlmiidiMU'n  Au.sdriickc  eirnTlci  mit  don  ihnen  unntit- 

^^1^^   Iclbar  vuransteheoden  sind,  su  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  der  in  Ar.  41.  unter  c} 
'  MirfeileDle  Suis'  v51i^  genin  durch  den  Sab  6l  wiedergegdien  winL 

Wir  bemcrkiMi  sililii'sslirli  nocli,  düss  nino  an  den  zweien  A\en  vorpenoiimieiif  Verlan- 
schung,  was  nichts  anders  sagt,  als,  dass  die  Namen  zweier  Axeu  des  Systems  mit  einander 
TerweehMH  werden,  ale  aleigeiiden  Axenfolgen  in  MIeade,  und  mngekdirt  dfeae  in  jene  verü 
wandelt ;  wird  daher  eine  solche  Y'ertausrhung  gleichzeitig  an  jedem  der  beiden  anf  einander 
kesogeacn  Systewe  TOfgemumea,  so  Meibt  der  relative  Axenlauf  in  beiden  Systemen  ihnlick 
oder  unihnlich,  {e  nachdem  er  das  eine  oder  andere  zuvor  schon  war,  er  liehrt  sich  dagege« 
den  Salz  2)  zur  Folge  um  und  wird  unähnlich,  wenn  er  zuvor  Üladlch  war,  ttnOeh,  wenn  er 
zuvor  unilhnlir  h  wnr,  jedesmal,  wenn  eine  Verlauschung  der  angezeigten  Art  nur  nn  dem  einen 
der  beitlen  Systeme  vorgenommen  wird.  Deswegen  hat  man  es  immer  bei  der  EinfuJiruu^f  ncui-r 

Axcn  in  seiner  Gewalt,  sie  so  zu  bezeichnen,  dass  die  Grösse  [K\  eine  positive  Zahl  wird. 
Urter  dieaer  Yoranaiciniiv  .laisen  Hoii  innn  dto  Eichungen  (9^  a.}  «ad  CM  e.)  fleii.  «o 
adifdben: 

!     -  ■  [€r|=LüJ=hk    and  [A]=J.  [BJ=^.  (m) 

«■3.  ""  ' 

.laf^elloBS  4fr  zuisdien  ztrel  Boppcisystenea  eiatrctcBdea  CorrrUUMfei. ' 

44")  YVir  haben  im  voriucn  Pnrnirntplien  bIo9  sokhe  Beziehungen  anfgefassl.  welche  zwi- 
schen den  Axen  zweier  einfucher  Systente  statt  finden,  wobei  das  zweite  System  entweder  daii 
Pokrayalan  des  erstem  oder  ancli  ein  Toa  dIeMn  vSlif  naaliUBglgeB  sein  koonte.  Donlit 
man  sich  aber  in  dem  FaHe,  wo  die  beiden  anC  «fewadfer  IwugMMM  Sysleine  von  einander  un- 
abhängig gedacirt  werden,  u  Jeden  nooii  mIb  Poinsyllen  UangcAgt,  so  hat  man  zwei  Paare 
iron  Syslenen,  und  es  stehen  die  Syitam»  alaea  Jeden  Fnnea  In  den  Veifedtoits  von  Graid» 
nnd  Polsrsystem  zu  einander,  swischen  denen  die  oben  ftir  das  Polarsystcm  aufgestelllen  For- 
meln ffttitig  bic«ben,  während  jedes  System  des  einen  Paares  in  Verbindung  mit  jedem  Systeme 
des  anderti  Paares  aufgcfasst  in  dem  Verhiltnisso  von  zwei  unabhängigen  Systemen  zu  einander 
stehen,  für  welche  die  an  zwei  belicl>igen  Grundsystemen  anfgefandcnen  Relationen  (iülligkeft 
bdnlten.  So  sIcJlen  sidi  vier  Paare  von  iMlieiijgen  Syalenm  naerer  Aaicbaauag  dar,  die  Je- 
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dücli  unlur  bicli  in  einem  beslimnilen  ZiuamnenhAiigo  «tehen,  weshRlb  auch  die  A  \eiilM>ziehuageR 
der  verschiedenen  Puro  in  besümmlcr  Abhiogigkeit  von  einander  »leben  muiuen.  Di«  Gorre- 
IriwaffanMlü,  la  denen  iiiiii  diaie  Abkü^igkcit  wtmfiUkt,  anfkulellen,  tot  dia  Aatfilm  ümm 

PHrHifiiiplii'ii. 

Da-  ({rosse  .MannigraUigkcit  voo  je  zwei  Systemen,  weldie  «iubei  mit  einander  verglidwa 
werden  kflonen,  nnehl  eine  feste  BeieidiaMif  gm  weeenUfaiheR  BiflMdenriie,  fn'Bemg  ««T 

wdihe  wir  folgende  Anordnuniri  ii  ircITcii.  Bei  jedctii  ursprllnsrlich  einzeln  voriiandenen  Dop- 
pcLsysleme,  worunter  wir  die  Verbindung  eineji  beliebigen  aus  den  Axen  AX,  A.V,  A\"  g«t 
Uldelen  Systems  mit  seinem  mm  den  Axen  AS^  AS',  AS"  (rebildelen  Polersysteni  veiMehen, 
wck'ltes  .sptilcr  in  Verbindung  mit  einem  neu  hinzugedui  liteii  DoppeLsystemc,  dt-ssen  (xnindnxen 
durch  A  Y ,  A  Y',  ^Y"  und  dessen  Polaraxen  durch  A  ,  A  A  g)"  vorgestellt  werden,  bc- 
Irachtcl  wird,  behalten  wir  Mnsiditllch  der  Beziehungen  zwischen  den  Axen  des  ursprünglichen 
GnindsystL-iiis  und  des  ni>u  Iniiztigokonnnenen  Grundsyslcnis  (bc  Bezeichnungen  Aar  Kr.  23.  und 
Nr.  24  iiii\<'riindi>rl  lici,  «olb-ri  uir  iibor  die  aniib)M(Mi  AvrrilM  /irtiiitiirrn  zvvisclicn  thn  beiden 
l'oliirsyÄli'mei)  derselben  zwei  Duppelsy!>tenie  vor  die  Augen  fülireii,  .so  .si'lzen  wir  blos  an  die 
Stelle  der  dortigen  lateinischen  Buchstaben  A,  B,  D  jetzt  die  griechischen  B,  T,  A, 
wHhrend  die  beigeRlgtcn  Acoente  und  Indexe  in  beiden  die  analoge  Bedentnng  annefemen,  ao 
dass  ai^o  durch 

«V*  "w'    «'*  iv''  1  die  schiefen  rrujerlniniizahlen  buaeichael  werr 

Bt  -B»  *»  J   M*it         '*>''    "3.  /'!  1  Jij  ) 

r^.. \ll  Jf,-;       - ^ Iii;       f^J ' 


dun  Ii 

1'  ^  '  ^"  ^'         ^"  ^"  ^i!^  die  MBkroclilen  ProjecBoMMldon,  wekli©  d|e 

\AS!),  A«)',  A»"J       ,        iAf  ,  AS',  Ai"l     ,       ...  ,,       .    ,  .. 
Polaraxen  J  ^  j     ^        ^      '  »"  «l''""'"  J  \        \  3)'    A  *!)  ' '  " ''"g*^?*^" 

analogen  Beziehungen  bezeiduiun,  welche  zwiKcheu  den  Grunilaxeu  des  einen  Doppelsyslenut  und 
den  Polaraxen  des  andem'Do|ipdsysteinB  Iwstelien«  ao  werden  wir  im  Geiale  einer  adion  firilher 
gebrauchten  BczeioJiimiürswei.se  duzii  die  vorigen  Zeirlien  Iimiitzen,  diese  aber  mit  Klammem 
umgeben,  und  zwar  nehmen  wir  zu  die:»en  neuen  Zeichen  im  Sinne  der  schon  oben  gebnuicb- 
ten  Bezeicimungswelse  immer  die  Bacbstaben,  wcMif  genommen  werden  müaaleo,  wenn  dasje- 
nige der  beiden  Systeme,  »n  welihem  die  Pn^jeclionszahlen  der  Axen  des  andern  aufgefasst 
werden,  von  derselben  .\rt,  wie  dieses  andere  wäre,  d.  h.  das  Gnindsfatem,  wenn  dieses  das 
Gnindsyslem,  oder  das  Pohirüystem,  wenn  dieaes  das  Poiarsysten  ist.  Diaaap  anoh  InpniriMW 
wir  durch  1 

(A)  ,  (A')  ,  (A"i  ;   lA,»  ,  fA;i  ,  iW)  ;   (A,) ,  (A'.)  ,  (A;')  j 

J^';.ii^';  l^i?;  iä";       Ä':  rr»^— * 

(B)  ,  (B'),  {BT);  (BO,  Iß;');  (B,),  (B»,  (BT)) 

/.\Y,  AY',  AY'  j  (AS,  Ai,  AI 

„^.JA;I),  A»  .  A5)''(a„dt.„p^,|ar-oderGnjndaxen/^*'  f^''  ^5 


welche  die  Grund-  oder  l'oiaru  > 


(  >  uiiueiiroiar-uuerurunua;(i*n  <      ■  _ 

)a\.  A\  ,  A\  (  lAÖ,  A3)',  Ag)  ' 

(aI,  A£\  Ai")  (aV»  AY',  AY"J 
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geben,  und  durch  .  ■ 

(C)  ,  (C)  ,  (C")  ;  (C) ,  (Q  ,  (CD  ;  (C.) ,  (Q  ,  «X')  i 

\n>:  m]    (S!:  IS:  IS: 

{J),  (^J,  (-T);  (^0,  iJ-,),  (^/);  (^.),  (^.),  (^;)) 

iAY,AY',AY"\  (  AJ  ,  AT,  A  r^ 

die Gnmd- oder  PotanwenJ  -^f?'  ^t?,'     ^if  an  den  Polar- uder  Grundaxen  <      '  M^,' 

)A\,A\,A\(  )A9,A9,A2)r 

(Ai.Af',  Ar)  fAY.Ay'.AY") 

liefern.  Fttgta  wir  m  dtewn  BenidMNniflfm-  Mcfc  die'sdu»  (Aen  ierigiesldllai,  »onudi 

iW,  W,  W"i..-.  .  ,  .  ,  (XAX',  X  AX".  X'A\"  im  ursnriinjrlirhon     .       1^     ^  ^ 

JWi,W,,n,|  fiAl,»Ai  ,lAl  im  uou  liiiizu!^<>kua)inenen )  '  ' 
^,8ß',ffi"i  ji  Ai',  f  Ar,  S' Ar  im  urspriiiiglicheii  l   

vnd 

jJlj  d«  Inliab  d«s  jll^r*^""""!  G'^'^f  jjijj       tobdl  de.  j||r»^^rm.glkhenjp^ 

'sysieins  b<*zcichnen,  so  isl  ni.in  in  'Icn  Slutx!  ijrsetzt,  ans  den  oln-n  ZMiscIicn  di-n  Am'ii  zwrier 
Gnindsysleine  aufgcstelllen  lielatiuncu  uiuiiittelbar  die  zu  entnehmen,  weiche  sich  auf  irgend  zwei 
von  den  Syilanen  bezhAen,  die  im  «nprlliigliclien  and  in  ne«  bfanngekommenen  Systeme  eni- 

sind. 

453  Vui  die  wt«|iUgii(eii  von  den  so  enislehcnden  Gleichungen  xu  Tage  zu  fürdem,  be- 
wir,  den  so  wie  in  Betraf  der  beide«  Grondsyelein»  den  GleicbungeQ  (31)  »ur  FoIg< 

c=D,  c'=D, ,  (  =D,,  c=D',  c'=d;,  cr=D;,  Ci=ir,  c;=Dr,  c?=Df'n 

ist,  eben  so  in  Betreff  der  beiden  Poblrsysteme, 

r=j,  r:=^f„  r'=^,,  r:'=^„  r,=j:,  r,=j',  r^^j^,  r,=^,',  r;'=^r,j 

mi  im  Zunnmenhak  des  arsprüngliciNm  ftÄmpttm  vA  den  newM  Chmmiiyileme 

(C)  s:(^,  (<r)=(^.),  (cr)^ij,),  (c;)=(^,  fco=(^,  (cr)=(^<;),  (C)=(-rf").>  i^m^my 

so  wie  im  Zusauunenball  des  ursprünglichen  Grundsysteins  mit  dem  neuen  Polars^'stem 

(D)  =(r),  (DO=(r.),  (D")=^r.),  (D,)=in>  (D;')=(r.),  (D.)=(n, 

.    .  (Di)=(/7),  (Dr)=(rj) 

wild. 

Wendet  man  die  mT  erster  Zeile  «ehenden  Gleiefamigcn  (63}  snf  die  drei  neuen  Axen- 
riditnngcn  an,  so  wie  die  auf  zweiler  Z«fle  stehenieii  anf  die  drei  mprtbiglidieii  AxeoricUn»» 

gen,  so  erhält  man  im  erslen  Falle: 

(C)=«A,  iC')=:(«;a',  (C"i  =  r;A"  und  c=6(A.,  r=(5;iV),  r=c;'(A"),' 
(c.)=(5A,,  (c;i=e;A:,  (c,")=(frAr  und  c.=a(A.),  r:=6;(A;^,  (7=s;'(a:'), 
(c,)=6A,,  ((;,  =  t?:A;,  AS  md  c=«(Ao,  c;=i5:(A;),  cr=«r(A;), 

dagegen  im  andern  Falle  '  '  ' 

/Di  =  5)B,  {D'i  =  35;B',  iiri  =  t;'B"  und  l)=Xß),  I)'  =  T;'B'i,  D"=:3^;'iB  i, 

(D.)  =  15B,,  (I);j  =  t;B:,  iD;',-3>'/B."  und  I).=2)(B,),  Dr  =  3^aB;.,  I);'  =  K(B:'i, 

aM=SDB„  (D;)=JJ5JB;»  (ö;'>=3^'B?  und  D,s=!S>(B,),  D;=!«.(B0,  D;'=35i'(ft'). 
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Ahack. 


VWld  hlprnus  crhitlt  man  diirrh  ffpffonsciligp  Verwechselung  der  Gniml-  !ind  Pi 
dem  Doppels ysti-ni,  wobei  6,  (5,',       und  2>,  1)1,  t"  dieseihrii  liii  ilien : 

l(r)=c^,  {r\=:(^:.r .  (r')={i;-^"  und  r  =  Gi,/(,  r=(5;i^'i,  r'=:(5;' ..n, 
|(/^)=(s^.,  (r;)  =  C5;./i,  (r;')=:6;'^'  und  r.=(i(-^,;,  r;=6;^.A'),  r,"=(i;'i^;'), 
((r,)=«^,  (n)=«:^.,  (17)=«' w«:  und  r,?=:CS{^o,  ,r,=€(^j,  I7=«r(^), 

Ml  wie 

>j)z='s>B ,-{^)=*ß',fr ,  (j")=T:]r-  und  ^=D(B),  ^=D;iß'),  .r r"), 
(^.)=tS)/?,,  (^i  =  d;/?;.  I  /;  -i;  /.';  und  ^,=aj{B,),  ^;=d;(/?;),  z#;'=t ;,/?;'), 

\(^^=IDÄ,  (^,)=!S);ä,  (/r,>=3);'Ä'  und  ^,=s3>(fl;),  ^,=3>;(13Ö,  ^=:J>;'(B';/, 
wddw  ddclnngea  (ßß.  a.  und      iidi  in  fo^femie  Tweinigen  bnen: 

c  =  D  =  (j  ( A  ^  =r  3: 1  B> ,  ( '  =  D,  =  (A')  =  3)  (U,) ,  c"= P,  =  r;  i  A")  =  d  (B)  , 
c,=D'=6(A,)=xüB'j,  c;=D;=a;iA:)=;D:(B:),  c;'=ß;  =  (?;'<A;')  =DaB;)  , 
r,=D''s=«(Ao=3>r(B"),  c;=i>r=c:(Ao=3>;w,  cr=Df=6;'(A;')=z3);'(B;') ; 

lr=^=C(-#j=j)(B;,  r=^,=c;(^=D(R),  r'=^.=(5;'i^')=:3)(B^, 
]r,=j'=:^{A,)=v,mt  iT=^.=c;(-¥:)=!t):(Bo,  ir=/n=«f(^==ax(Bö, 
/r.=^'=:€(^=!S);'(B"),  r.=<=«:(-/.)=JKr(Br),  rr=^=cr(w<r)=:a)?(K); 


\(C) 

=  C5  \ 

(C")  =  (^,. 

=  6  A, 

=  t;/i',  ir;i 

={.:/;i 

-cs;a;  =  x;/?;, 

=©;'  Ar=3);B;, 

=  6  A, 

=  cs;  a;=x;'/?;', 

=«•;  A;'=2);'ßr; 

f  (D)  =(r) 

=  25B 

=  (S      ,  i  D'  i 

=  x;b'=6 

(D"'i=^r,) 

=s>;'B  "=« 

(DO=(n 

=  3)B. 

=e;^',  (1).') 

=2);b;=($;^, 

=2);B;'=e:^., 

=3>B, 

=5(17) 

(J>,-)=:(n) 

4ff)  Zu  den  Gldchongen  da*  vorigen  Nummer  fiigcn  wir  nodi  die,  welche  denen  (Kl.  a.) 

an  den  bniden  Qrandsyilenien  eMqptecben.  Sebt  «an  in  jenen  Gldcho^gen  f&r  [AJ  umi  [lij 
ihre  aus  den  CHeidniiigMi  (81  entnonnnenen  Werthe,  iio  nehmen  sie  die  nachstellende 
Fona  an: 


r  ±  Ii  B  =  h  (. a;  a;' — AI'  AO , 
'  +itFBskCÄ'Ar-A''A;), 
±kr=h(A'A;'-rA''A;)i 


f  ±hA=kcß:B;'-ß;'ß;), 

lliA-sskCMr-rK); 

+  i,A.=kfn,R:'  -b;'bo, 
und  /  ±  h  a; = k  iß  b;  -  B"  B,3 , 
]:FhA:'=k(BB:'-rB,); 

a;ao,\  /  +  hA,=k(B.B;-B;  b,), 
A'  A.) ,  I        /  +  h  a;  —  k  ( B  b:  -  B'  B.)  , 

•V  A.),  j  \  +hA;  =  k(;BB:-B'B^), 

md  diese  geslsHen  sich  an  den  beiden  Polanyslenien  in  folgende  ums 


+  kB,=hCA.A;'-A:'  AO,l 

+kB:=h(A  a;— A"A,). 

|q:kB;'=hCA  a:'— A''A,);| 
4:kB,  =  hCA,A; 

+kB;=ii(A  a; 
ikB;'=hCA  a: 


•  l 
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Oofp«k]r*teaM.> 


+{k)  R=(h)  iA  Ai  -^ui-uQ, 

:F(k)  R=(l.)C>*.  ^--r-/0 , 1 

+ (k)  b; = (h)  jf: — A-  aI)  , 
+ rk)  b;'=  (h)    a: — A'  A) ; 


ud 


+(h)^  =rk)CBi»;'-B:'B'0, 

I  qF(h)'^. =(k)CB.  BT-ir  BO  J 
±(fc)^=(k)CBF,'-F'  ß,). 
I  +  (h)  ^=  (k)  CB  B;'  -  B  -  B.)  ; 


CM.ft.> 


+  (k)B,  =  (h)C^.^,  -A,A:i, 

+ (k)  b;= (h)  Iaa,-a  ^0 . 

Fuhrt  man  in  die  Gleichungen  (1B8. 


±  (k)  (B)  =  h  [{A,}  (A,']  -  (A')  , 


+(k)(B')=h[(^)(^;)-(^') 


+(T»)^,=(k)Cfl,B;-B;  ßo, 

+  {h)^,=(k)CB  Ä  -B'  B.), 

±(k)uir=(k)c»  JK  -jr  Ä). 

beiden  Gnindf|flaB0  einmal  die  zwei  ein, 
deren  eines  das  unpriinglicke  Chmdijatan  und  deren  «ideres  das  neue  Polarsystem  ist,  ein 
anderoMl  die  swd,  deren  etaei  das  neue  Grandsyslen  nnd  deren  anderes  das  ursprüngliche 


±h<A)  =(k)[(B:)i'B,'')-(B.")(B;q, 

^  h  (^)  =  (k)  IIB')  (b;')  -  (B")  m , 

±  h  (A')  —  (k)  [(B')  (B;')  -  f  B")  (B;)]  ; 

1  +h(^.)  =(k)  [(B.)  (b;')  -  (b;')  (B.I] ,  I 
«nd  <±kMD=(i«)[(B)(«;')-^(r)W], 

+  h  '(A)  =  (k)  f(B.)  (B-,)  —  (B:)  fB,1] , 
4:h(^.)=:(k)[(B)(B;)-(B')iBJ], 
±h(^)=:(k)[(B)  (BO  -(T)  (B^] , 

±(h)(Ä)  =k[(Bn(Br)--(Bn(B'.)], 

+ (h)  (A':i  =  k  [(B-)  (B-/)  -  (B")  (b;)]  , 

±  ( h)  (A")  =  k  [  I W)  (  b;')  —  (B")  (R,)) ; , 

\+{bm  =«'L(ß.)(B;')-(B:')(Ä)], 

^±(fcKA3  =k[(B)  (Br)-(B")(B.)] , 

-.(i)(Ar)=k[(fl)  (flr)-(ir)(Ä)]  j 


+  (k)(B")  =  h[U')  (^')  -  0/')  UlJ ; 

+ (k)  (B.)  =  h  fiA,)  [a;) — {a:)  iA)'] , 
±(k)(B:)  =hM)  (^,')-(^')(^.)], 
q:(k)(Br)=hM)  (^')-(^')(-^.)]; 

+  fk)  tU,)  =r  h  f I A,)  (A)  —  (A)  (A,]^ , 
+  ik)  (B;)  =  h  liA)  (A^  -  {A)  {A,)\ , 

•ad  im  awiern  FaBet 


CM.«*! 


±k(B)  =(h)riA;nA;';i-(A;':,(A;ii, 
+  k(B')  =(h)  |i  A'j  .'a;'i  -  (A";ka;i]  , 
+k(F')=(h)  |.(  a'i  (  a;-)  -  (A")  (a::i  i  ; 

+k(Ä)  ={h)HAJ(A;')-(A.")(A.)]  J 
±k(Ä)  =:(b)[(A)  (Ar)-(A-)(AOJ, ' 
q:k(Br)=(fc)[(A)  (Ar)-{A*1(A0J;| 

+  k  i7?;.  =  I  [(A.)  fAJ)  -  (An  (A;i]  , 
+  k       =  1  h  1 1  ( A)  (A',)  —  ( A')  ( A,)  J , 

±k(B;')=(h)t(A)  (a;)  -(a-)  (a.)]  , 

Brwigt  nut  dass  bn  flüene  der  Gleiebwigen  (41) 

h  (h)        «•._     h  (hl 

sin  äü' 


+  ,h'i  (A.)  =k  [(B.)  (K)  -  (IT,)  (B,)] , ' 
i,h)fA;i=:kf(ß.)(B;)-(B')(B,)], 
±(h)iA;')  =  k[(B)  (ß!)  ~(B')  (B^]. 


iW" 


sinSÜ" 


6;  =  --— 

'  sinW 


^     ainW  süTB 
(kj  I 


und 


ist,  und  sctzl  man  in  die  Gleichungen  (87)  Hlr  6,  6;,  6;'  und  Ii,  DI,  Ii','  ihro  hier  gege- 
benen Wertbc  ein,  von  den  beiden  jedennd  den  nehmend,  dessen  Bestandlheile  skh  auf  d«f- 
l  9  ^ 
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Absch.  L 


selhf  Fysfriii  be^ii  hcn,  an  dessen  Axen  (Me  nehtm  joni-n  Grössfii  stellenden  sriiiefen  Projections- 
zablen  {»ich  hildeii,  (^nämlich  auf  das  Gron<|system  ^d«r  auf  das  Polarsysteui,  je  nachdem  die 
PraJeeliimBdieB  die  GnnMseiäiMi  *A,  B,  (,^,  «der  jtf ,  (A),  ^  m  tiel  tragm),  so 
"      '  die  ohcntfennuiteo  GMchMB  in: 


ärnW"  KimW, 


h 

siii  \\  ' 


ikj  y?" 


(C:')=:(^.>  = 

(c;)=(^= 


(D/R  1 

SS 

Sin  'Iii' 

sinÜi?r  ' 

th)(A  ) 

(l«)(AO 

8inUl<;  ' 

«HB 

(h)(A;') 

sinS 

sin  ' 

±E 

(hi(A;j 

lk.i(B;') 

sin  'B' 

sinihJ,  ' 

fkiiB;') 

atntB 

aiaHli,  ' 

■  

h  U4  i 

— 

kl 

sin  W 

sitiw;'  ' 

kl«) 

$sw 

Ii  1  r'i 

7in  W 

SinWr  ' 

hu;i 

k/R;') 

sin  W 

sinW,  » 

h 

k(g;'j  . 

siaW 

linW,  ' 

DA 

— 

Art  n 

ein  W" 
Sin  Ii 

ein  W  » 

Sin  ZU| 

hA" 

sinW 

hA; 

ikiß: 

sin  W 

hA;' 

iki/?; 

sin  W 

sinSÖ;  ' 

hA; 

= 

sinVV 

siii2ß,  * 

hA'; 

(kl  /r; 

eikW 
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in\'—fn  —         _  ih^^ 


.(Do=(r)  =s-y!!_-i*!^ 


sin  AN" 
kB" 
sin  W, 
kB: 


(D")=(r.)  = 
(DO=(ro  =? 


(Df)=(l?)= 


kg; 

sin 


sinöis"  ' 
sinaß"  ' 

(h) 

ih) / 
sin2ß  •  I 


Mall^lbsfal  man  nun  jede  der  in  den  Olef  drangen  (88.  o.  bis  d.^  voritomincndcn  Projectiou- 

nUen,  welrhe  auf  d^CD  redilcn  Seilen  innerhalb  der  mit  Klaninicrn  um^cluMicn  zusaniincnge- 
setilen  Factoren  vorkommen,  mit  dem  auMcrtialb  der  Klammem  stehenden  Fnclor,  daRir  diesen 
nrm  Nenner  machend,  und  setzt  dann  in  jene  Gleichuni^n  an  die  Stetlc  der  mit  dem  genannten 
Fnclor  niullipiicirlini  i'rojeiliDiiszahlen  deren  aus  den  Gleichuniri'ii  (8S))  stc^i  ertfebt-ndfn 
Werthi',  7.u<rlt'ir!i  «bor  aui-li  anstatt  der  in  ji-ncn  CIcitlninpcn  auf  deren  linker  Seite  stehenden 
Producte  iiirc  aus  «leiueUicn  tilcicbuagen^ (bUJ  entnommenen  Wortlie  ein,  so  venvandcln 
afah,  wenn  ntüi  n  giekber  Zelt  benditet,  tfan  ira  Sjniw  der  Gleldumgen  (42}  • 

h  — -  sin  W  sin  W  sin  'E"—  sin  W  sin  W"siii  2B'=:  sin  W  sin  W"sin  SB  ,  '  " 
(h) = sin  9B  sin  iL"  sin  W  '=  sin  SB  sin  2B"sin  \\"= sin     sin  95B".sin  W  ,  • 
k  =  sin  W,  siu  W;  sin  3Si:=z  sin  W,  sin  Wj'sin  W,  =  sin  W",  sin  Wrsin  9B, , 
(k)=ssiBaB,aln9KHnW/=sainO,slnaBrfinW;=sfin9B;iiD9^  ' 

ist,  die  (88.  a.)  in : 


+ .  D 1  sin  MTsin  20"=  (ITi  \  C")  —  iC")  f C;! ,  \ 
4:  li»  )  sin  \^■;  sin  ii>"=  {Cj  [i'^)  —  (C")  , 
i(D'0«inMr,8inaB"=(C)(Cr)-(C'')(CD}l 

?(D,)  ihWrrfnSB'==(C.)((y)--(Crj(C.vi 

+fT)n  sin  wrsin  50' =  (n  ^D^{Cr')(C,)  ,\  und 

q:(nr^sinW,sin'äö'=:(:C)  (C,")— (C")(C.yH 

±lD,)  siaWi'siaay  =(CO(Q  —  (C;)  (Q\ 
? (DJ)  sinW^cinüB  =((?)  (C^  -{C)  (C.),l 
iOnOrio.W.an»  =:(C)  (Q .-(C)  (Cy ;  . 

die  (ea  !>.)  in: 

sin si'sin \\"'=(r,](n)-(r:ur,),\ 
sinäß:  sinw"=(rKr;r)-(r')(ir;),i 

^(^.)  irnsriTr=(rj(/T)-(iT)(r.){ 
±(^j  sinS£B;aiuW'=(r)(r;)-(r')(rj,>  und 


^+ 1 C)  sin  w'sin  ^i5;'=  rD;)  id;') — (d;')  (p;)  ,  •, 

1  +  ^C'j  sin  W '  sin  a^i  =  (D';  (Di'j  —  (W^ ,  1 
^±(C")»i»  W  ^SBr=(D')Pr)-(D").(DO  jJ 

Wo  «inw"«»n  »:=(!>,)  (i)n~(i>Däw,f 

/+  (r:i  sin  w  sin  s; — I D)     — m")  (t*,)  A 

)'(•;'  *  sin  W  sin  ®:     1 P)  1 PD  —  (P")  i P.)  ;[' 

/±tC.)sin>y"sinaß.=(Di)  lP;)-(P;)  (P.),, 
f +(C;)i  IIa  W ripiSB.  =(D)  (D;)  - (D')  (DJ , " 
^±C<:?)»lnW  rin«,=(D)  (PO  -CD')  (DOiy 

,+.T>  sin3B"sin W;'— (. ^'1  f. /;')  — f (-</,) 
U(r)siaW  sinW:={J'){^;)-iJ"){J',) , 

iif4'Wr===(-rf^W-(-^)(-^);i 


:(r,)  rin®"ilnW;=(ifO('*Ä')-(Jr)(-rf,); 

[+(ri  sin!ii5'sinw;=f^;  (^;')— ; 

9» 
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f  +  {j,)  sin  »."sin  w = (r.)  (rn  -  (r,)  (ro  ,i 
f +(^.)  »in  «:  «in  W = (D  (r.)  -  (O  (r.) ,  \ 

y:(^iii«rtiw=(r)  (j:)-(r)(ro;y 

die  (88.  c.)  Ii: 

+ D  sin  »i'sin  w=  r,  r,'—  r  n ,  ^ 

+  D'  sin  SB;  sin  58"=  r  F,'—  F '  r, , 
+  D"8in  9B,  sin  ©"=  r  Fi  —  F'  F  ; 

f  +  D,  sin  ffirsin  ffi'  =  F,  F,'—  r;'  F. , 
(  ±D;sin»:sin»'  =  r  rr— F'F, 

+D:'Bn  »,  Miffi'  =sr  r;'-  r'  r, ; 

±  D,  sin  SSB;'sin  SB  =  F,  1%-"  r,  F, , 
+  D;8in5B;8inSB  =F  A— r  F., 

+D;'abi».aiBtt  =r  r.—F  r. ; 
m«  dte  (e&  4L)  iBt 

+  J  sin  W'l'sin  W"=  f  [  C;'—  C;  , 

+ ^  sin  w;  sin  w"=  c  c;'—  C"  c, , 

+  ^'sin  W,  sin  \V"=  C  C,"—  C"  C; ; 
+  J,  sin  W;'sin  W = C.  C;'—  Ci'  C. , 

q:^'ataW,sinWsC  CT— 

i^,sinW;'sin  W  =:C,  CJ— q  (\, 
qpz/.8inW;sinW  =C  d—C  C,, 
+  ^sinW,8inW=!C  CT— C'C,; 


r±  (r,)  sin  SEB"sin  W.  =  (//,) (^,)  —  (^,  II. 
[  ^:(F.)  sin     8in  W, =(^)  (^,)  — 

+  r  sin  w'sin  w;'=  d;  d;'—   DS , 

4:F8inW'8inWr=n'n;'  D'D;, 
+  F'8inW  8inW;'=iri>;  ^1)  I»; ; 

+  r.  sin  W  'sin  W; = D.  D;'—  D."  D, , 
and    ^  ±r;sinW'sinW:  =  D  D;  — D"D,, 
^FTsinW  nnW:=:D  D^— D"D, ; 

±  F  sin  W'sin  W,  =  D,  D;  —  D;  1), , 
+  F.  sin  W  sin  W,  =  D  D;  —  D'  D. , 
±r;iiaW  tkiW.sD  D;— IK  D. ; 

/  +c  sin9ß"sin®;'=^.y;'— X./;, 

+  ("  sin  5Ö'  sin  ®;'=  ^'X'—  ^'^Z*, , 
+  C'sin  SB  sin  W:=  J\r;~  J"J',  ; 

+  C,  sin  5lB"8in  äßl  =    Jti—  J'^J^ , 
und   (  tCiiBflB'ilBSKs^^— 

+  C,  sin  2B"sin  9GB,  =  ^,  ^,  —  ^  ^, , 
qpc; sin  SB' sin  38,=^  J't—J'J^^ 
± C'/sinSD  fia Sis:^  J\  —  /fJ,. 


In  den  Gleichungen  einer  jeden  der  vorstellenden  Gruppen,  weiche  ein  doppeltes  Vorzeichen 
fei  sich  raffenommen  Üben,  mm  fiberaD  eahveder  du  obere  oder  des  intere  jrenoeimen  wer- 
den, je  iiHc  tulcm  die  hri/len  Coordinatensystcmo,  worauf  sie*  sich  bozielu'n,  und-r  sirh  «nnen  ähn- 
lichen oder  uuidinhchen  Axcnlauf  haben,  und  da  eine  ganz  einfache  Betrachtung  ausser  Zweifel 
iteOt»  dm  jede«  aw  den  beiden  Doppelsystemen  kenmagehobeiie  Pmr  von  einseliMi  Systaaaett 
ia  akh  einen  ähnlichen  oder  unähnlichen  AxciilHiif  hut,  so  wie  es  ein  einziges  von  diesen  Paaren 
ÜHit,  80  hat  man  in  allen  jenen  Gleichungen  gleichzeitig  nur  die  oben  oder  nur  die  unlem 
TOI  den  diqni^dB  ▼orzeidien  an  nebmeo,  vnd  ob  die  einen  oder  andern,  weiss  man,  lobaU 
MOI  Mnakiblürh  eines  einzigen  von  jenen  PHUren  einfHchcr  Systeme  sich  übcncetii^  hat,  oh  die« 
aea  in  sich  einen  ähnlichen  oder  unülinlichen  Axenlauf  hat.  Ehen  dcswe(;en  liat  man  es  da, 
WO  zu  einem  voriiandcncn  Systeme  ein  neues  unbestinuntes  hiiuugenigl  wird,  schon  durch  die 
Benemnuig  der  neuen  Axen  tai  aefewr  Gewall,  fei  Jenen  Gleichungen  nach  Belieben  die  ohem 
oder  untcm  Vorzeichen  eintreten  zu  lassen.  Wir  werden  in  solchen  Füllen  in  der  Repel  die 
Bezeichnung  der  neuen  Axen  so  gewühlt  voraussetzen,  dass  in  den  erwüimten  Gleichungen  die 
obcni  VoneidieB  ufenonunen  weiden  nBaaeHi 

Wir  haben  die  Gieirlmiiireii  f'^fi.  a.^  his  (00.  d.')  in  iHncm  ciecncii  rnriijrriiphcn  ziisani- 
nengestellt,  da  sie  den  wichtigsten  Theii  des  Apparates  bilden,  den  der  analytische  GeoMeler, 
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BcMBdere  lUchtuBgen  aiut  ruacte. 


wpichrr  seine  üntmachun^cn  am  schiefwinkligen  Systcmo  fortfUhrefi  will,  besitzen  muss,  wi'il 
er  olne  ihn  b«i  tüer  G«tduoklichkeii  nch  doch  nidil  frei  bewegen  kflaale,  vidinehr  an  gar 
^Mm  mOim  wie  dnm  Meto  Mlitalt  fiah  Altai  mtm/tt.  MüMil  dteMr  OMcliangen, 
welche  lehren,  wie  sicli  die  in  den  verschiedenen  einfache«  flyrtnmwi  der  beiden  Doppelsystetm 
■OgUehen  ProjectionnaUeii  in  einander  ttberfUhren  lauen,  kann  man  fast  alle  frühem,  und  ine> 
kflMMidan  *  widülfM  Oekarlngiuigsfomiefai,  wekhe  von  (59.  «.)  bis  (62.  b.)  aiahca,  mT 
«a  nnn^M^alB  Wdw  akindcn. 

f.  4. 

Btwefctc  Ugm  ier  UcMogei  »inr  Tnett. 

47}  Indem  wir  JeUt  den  besonderen  Lagen  der  ftichUingen  uiiti  i'iuicte  im  beliebigen  Coor- 
dlMtamiyilamn  mera  Aifinwla— ifceit  fdwnkea,  omwIw*  wir  dvaaf  aaftaMrioMBi,  daM  jede  der 

flmndini  n  sowohl  «Is  der  Polaruxen  eines  Coordinatensystetns  sich  von  der  andern,  unserer 
Ulhengen  üezeichnungsweise  zur  Folge,  in  Nkhli  anteracheidet,  ab  das«  dein  ü«ch«tabea,  der 
In  ftrem  Zekken  nixik  aflsaer  der  CeerdlnaHiiipIlio  A  loite— l,  cfae  andere  AnnM  von  Ao- 

realen  beigelegt  wird,  während  die  zusanmiengehörigen  Grund-  und  Polaruen  Accente  in  glei» 
eher  Am^l  an  sich  tragen;  alle  auf  eine  der  Axen  sich  heiiehenden  Pn!|eefions>ahlen  oder 
Coordhtateo  aber  tragen  in  ihrem  Zeichen  eben  so  viele  Aooöile  wie  dieee  Axen,  wihraid  ihr 
Grundzeichen  bei  j<  iIit  iIit  (Irri  Axen  einer  jeden  Art  iMa  dtf  gleiche  bleibe  Da  wo  in  die 
Bt'lrHchtunsr  nclu  n  ili  in  hi  rcils  soihsndenen  noch  ein  iweilt-s,  a!s  neu  hinzngekonunen  gedach- 
tes, Courdinatcnsystem  aufgenuiuuien  wird,  lassen  wir  die  gleiche  Bezeichnnageweise  auch  bei 
dieien  noch  AmleetaheB,  ud  wem  die  Amn  dee  ehien  SyileaM  Wniichilieh  Iwer  Bichtmgen 
auf  die  Axen  ilfs  andern  Syslenis  belogen  werden  sollen,  geben  wir  «Ilen  dnbei  Huflrelenden 
Projectionszahlen  eineriei  Grundzeichen  mit  Accenten  in  solcher  Anzahl,  al«  di«  Axe,  worauf 
lie  ridi  hesieiten,  halj  anseeidMi  Uin^n  wir  Aer  noch  dfewn  GiwidMidhBH  dkjenigo  SaH 
als  Index  an,  welche  die  Anzahl  der  Aceente  von  derjenigen  Axe  aiissprichl,  deren  Richtung 
auf  das  an<lere  System  bezogen  wird.  Es  ist  eine  noihwendige  Fo^e  von  dieser  Bezeichoungs- 
wdfc,  dass  jede*  RemHal,  m  weichem  die  «Am  Axe  des  Syiteai  Hnen  ndem  Anihei  ntaant, 
dl  dia  Iwiden  andern,  oder  da,  wo  gleichzeitig  mdirere  Systeme  in  die  Betraditung  aufgenom- 
men werden,  die  mit  gleichen  Abzeichen  versehenen  eines  jeden  Systems  einen  andern  .\ntheil, 
als  die  zwei  mit  anderen  Abzeichen  versehenen,  wihrend  diese  letztem  an  der  Untersuchung 
einen  vOBig  gleichen  AMhail  nehnMii,  ehdhch  dadinh  ta  dasjenge  RanM  tteqgtahit  wer» 
den  kann,  welches  man  erhielte,  wenn  der  ungleichmüssige  Antheil  an  der  Untersuchung  auf 
eine  andere  Axe  Ubergetragen  würde,  dass  man  die  Zahlen  der,  diesen  beiderlei  Axen  enl- 
Uwecheaden  Aoeenle  oder  bdexe  wechNbeilig  in  dien  TOliHNnninden  Zeidien  ndt  ebiander 
vcftaascht.  Um  in  einem  solchen  Falle  die  Art  der  Vertauschung  kurz  anzeigen  zu  können, 
«erdea  wir  sie  eine  Vertauschung  der  ersten  Art  nennen,  wenn  bei  allen  Zeichen,  wo 
lidi  kehl  AceenlTofflndet,  einer  und,  wo  aieh  enier  vorlnde^  keiner  geMlat  werden  loU,  oder, 
wenn  die  gleiche  Verwechselung  bd  aolchen  Zeichai,  die  Indexe  in  lieh  aufiMknen,  aach  anf 
die  Zahlen  0  und  i  der  Indexe  sich  za  erstrecken  hat;  hingen  werden  wir  sie  eine  Vertau- 
tchung  der  zweiten  Art  nennen,  wenn  bei  allen  Zeichen,  die  keinen  Aecent  haben,  zweie, 
and  bei  allen  solchen  Zeichen,  die  zwei  Accente  an  sich  tragen,  keiner  gesetzt  werden  soll, 
oder,  weaa  die  gleiche  Verwecheebuig  bei  lokhen  Zekhen,  die  ladozo  tai  aick  anfnehaif,  md 
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Absrh.  L 


(Iii-  Indexzahlen  <>  uml  2  sieh  zu  erstrecken  linl;  eodlich  venien  wir  sie  eine  Verliiii  schung 
der  dritten  Art  neimcii,  wenn  Ubumll,  wo  diu  Zoicliuii  eiiifii  Accunl  huliuii,  zweiu,  und  >vu 
die  Zeichen  iweie  babea,  einer  gewriil  werden  «oll,  oder,  wenn  die  gleidM  Verwechsfllnnf  bei 
fOldlen  Zeichfii,  die  Indexe  in  si(  Ii  tniL'^en,  mir  die  Indexxablen  1  und  2  siili  zu  orsl recken  hat 
Mkei  wi'rdcn  wir  sagen,  ilio  \  crtmuchuiig  si-i  hu  den  Accenleii,  udcr  m  den  lod«.\ei),  wier  uu 
Mden  sogleich  ▼orznnehmen,  je  neohdcm  die  Verwecheehm;  sich  Idoe  Uber  dfai  Aecente,  oder 

blOS  Ober  die  Indexe,  oder  über  beide  zu<rleich  erstrecken  suU. 

Bei  diesen  dreierlei  N'ertiiusrliungsRrli>n  hat  nuui  jedocli,  wciu  man  nicht  zu  Talschcn  Rc- 
snltalrn  gelangen  will ,  auf  jenc^  Alniirddiungea  ein  ItMonderei  Angcmnerlc  xe  ricbten,  weidie 
F(di;en  der  für  Axenwiukel  eiii<;t'l'(ilirten  besoodern  Bczeiclinuiigsweisc  sind  Die  Axenwinltei 
W  ,  W,  W"  ■/..  B.  niltsslen  niiudicii  im  Sinn«  der  uligenieinen  Bezeichniinjrsweise  eigeiitlicli  im- 
mer durch  XAX',  \A.\",  .\'A\"  vonrestellt  werd»'n,  und  diese  gehen  durch  eine  Yertau- 
achnng  der  ersten  Art  in  X'A  X ,  X'A  X",  X  A  X"  oder  W ,  W",  W  über,  bei  einer  VertMi- 
achnng  der  «weiten  Art  in  X"AX',  X"AX,  X'A  Y  oder  W",  W.  W,  hoi  einer  Verl msi  liniiLr 
der  dritten  Art  in  XAX",  XAX',  X"AX  oder  W,  W,  W  .  .Man  dar!  daher  bei  dcu  hier 
anfeeeifirten  Abindeniniren  nie  UberMben,  de»  eine  VerteHeehuninr  der  crelen  Art 

W  in  W   Und    W  in  W 
nmwundclt,  während  sie  W  unverändert  Ülllti  im»  eine  \  urtuuscliuiig  der  zweiton  Art 

W  in  W"  und  W"  h  W 
umwHidelt,  wibrend  sie  W  gngemdiMi  liisst;  cndlicli  dus*.  eine  Vcitauschnng  der  dritten  Art 

W  in  W  und  W  in  W 
umwandelt,  wilirend  sie  W  uni;eilndeit  fortbestehen  'iSast,  worans  man  sieht,  daas  nur  bei  ei- 
ner Verteeschun^  der  zweiten  Art  auch  die  ifleiclie  an  den  Acccnten  der  Axenwinkel  vorge- 
nommen werden  diirf,  diiss  liineegeii  liei  einer  ^'(•rtsll^l■lllln^  der  ersten  Art  die  Acnnlc  der 
Axcnwiokel  eme  \  ertunschuug  der  drillen  Art  erluliren  umsse^i,  uud  uiMgeitelirl  bei  einer  Vci;'- 
tenechongr  der  dratra  Arl  eine  der  einten  Art  Das  Aehnlicbe  gilt  nttttriidi  eneh  eben  so  von 

den  Axenwinkeln  W, ,  WJ.  >V",  welche  dem  neu  einiri  rühilen  Systeme  önycluin  n.  und  \on 
denen  SB,  Sf}',  W  oder  M^y  Sl^",  welche  den  zu  diesen  üruudxystemen  gehürigeu  Po- 
leraystcmen  entspreehen: 

Die  Bi  kaniitsi  lirift  mit  {icn  hier  nnjeretrtcn  Vcrlansi  liiinirsiirten,  und  inshesuiidere  die  Leich- 
tigkeit, womit  man  die  Imslünde,  wodureh  die  eine  oder  die  andere  herbeigelühri  wird,  zu  Ite- 
nrtheüim  bn  Stande  ist,  sind  fllr  die  nuriytische  Geonelrie  im  beliebigen  CoenÜnetensysteaMi 
von  besonderer  Widitigkeil,  weil  man  durch  sie  in  den  Stand  gesetzt  wird,  ^die  Anzahl  aller 
Formeln  auf  weniger  als  ein  Drillheil  derselben  zu  beschriinken,  was  hier,  wo  ohnehin  ein  so 
grosser  Fomienreichthum  hcrrscbl,  eine  keineswegs  zn  verachtende  Hrleii-bterung  verscluiflU 

4b_)  Wir  liabeii  oben  in  .\r.  14.  gesehen,  dnss,  wenn  x,  x',  x"  und  x, ,  \\,  \"  die  schie- 
fen, n,  u',  u*  und  n, ,  ul,  w"  die  senkrechten  Conrdinalen  zweier  Puncle  0  und  0,  an  den 
Aven  AV,  W.  A  \"  sind,  und  imii  durch  n,  a',  a"  die  siliiercii.  rlnrch  c,  c'.  i"  die  srnk- 
rechlen  rrujeclionszahlen  der  \tMi  0  nach  0,  hinzielenden  Richtung  un  deiiscibeii  Axen,  so  wie 
durch  r  die  Enircmung  der  beiden  Puncte  0  und  0,  von  einander  bezeichnet,  stets  sei : 

X,— —  tf  — ^   e<  — ui  — n'_^    uj'  —  »'_,■» 

r  '      r  '      r  r         '      r  '  r 

liegen  nun  die  beiden  Fände  0  und  0, 
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1)  in  (!iT  (Ifiii  Grundsystemp  anffohfirigcn  Coonliiiatencbi'ne  X'AX",  so  ist  für  jeden  dieser 
Functc  dessen  zur  Axe  AX  gehörige  soMefe  Coordiiutte  null,  d.  Il  es  ist  x=0  und  x,=0, 
WM  «=0  lar  Folge  hat;  es  ist  dso  die  schiefe  Projeclionszahl,  welche  eine  in  der  Coordi- 
nstMiebcnc  X'AX"  liti^end«'  RiihtuiiH^  m  der  Axe  AX  tfiebl,  immer  null.  Es  wir«!  aber  diese  •  '  . 
Prftjection^zehl ,  wie  die  erste  der  im  Kiniafnnc  dieser  Nummer  iiiil?elheiilen  Glcicliunircn  zeiijt, 
nkht  Mos  dann  null,  wenn  x  =  ü  und  x,  =  0  ist,  sondern  sclion,  wenn  nur  x  =  x,  ist,  und 
diess  ist  der  Fall,  wenn  «Kc  beiden  PMnde-  O  «ad  O,  ia  etaer  BtaK  tefoi,  iKe  nü  dar  Ooop« 
dinsleiifbi  no  \'  \  \"  parallel  Wnft,  oder,  was  dasselbe  snjrf,  wenn  die  dureli  O  und  0,  "relionde 
Richtung  mit  der  genannten  CoordioatcDebene  parallel  ist;  und  amgckebrt  zieht  a  =  o  die  mi- 
dere  GkMeang  x=sx,  mch  sich,  und  diese  Mitaie  iJfebt  ta  eritenaea,  dus  die  Ponde  0  und  •  .■  ^ . 
0|  in  einer  mit  der  Coordinolenelienc  X'A  X"  jmrallelon  Ebi-nc  lii'gflB^  oder  dass  die  durch  0 
Wld  0|  hindurch  gohvadc  Richtung  otil  diesur  Coordinalenehene  parallel  Sei.  Es  ist  mithin 

das  vollstiindi|re  Kennzeichen,  dass  die  Richtung,  auf  welche  sich  die  in  dieser  Gieichnng  tul^ 
tretende  Projcctionszalil  bezieht,  mit  der  Coordinatenebenc  X'A  X"  paralli-l  laufe,  so  wie  umge-  <  •  •  •  * 
kehlt  die  <31eidiun(r  (9i.  a.)  alle  Resultate  in  sieh  schlicsst ,  welche  die  mit  X'AX"  pa- 
rallele Lii^^c  der  in  der  (ileichnng  enthaltenen  Richtung  nach  sich  sieht.  Durch  diefS  QcMWg  . 
nimmt  aber  die  aligeiueinc  Hiehrnngi^leichun^  (IQ  hier  die  beiondefe  Gestalt 

i=:a'c'-f-»"c"         -    •    •     *  C»t«  Ik) 

M,  md  die  (aeiduagen  (IS)  gehe«  Avoh  sie  Iber  ia:  - 

ct=:«'cosW  +  a"cosW',    c  =  a'+ «"cOS  W",    c"r=«'00iW"+«'',  €•!••.) 

während  durch  sie  dir  Cli  i(  liiiri<;cTi  (47.  a.)  sich  ven^'andeln  in  : 

0= 21  c  +  )«i'c  4-  'c",  a:     M,  c  4-  a;  c'-j-  ?i;'c",  ii,»  ==  a,  c  +  a;  c  +  wy,  (m« 

von  wolohcn  letzteren  die  erste  eine  Atdiängigkeit  anzeigt,  die  zwischen  den  zu  einer  solchen 
Richtung  gehürigcn  senkrechten  rrojeeUmmahlen  statt  findet,  wie  die  (91.  a.}  es  fir  die  idiie» 
fen  ProjeetioiHuUsB  tlml.  Biiaunirt  ma.  ws  dea  Caeiehnagcii  (^1.  d.)  die  CMife  e,  to  la- 
.det  uian: 

•««:•'=(««;-«'«.)  «:'+(aar—«'a.)«"  «ai  ««'•"=(a«-«'«,)c'+(8i;'-4i"ii.x 

und  diese  nehmen  unter  Reiziehung  der'flir  das  Ftdaisystem  «rhaHeasa  RelaHowen  (41)  «ad 
(43.  a.  bis  c")  die  einrucherc  Form 

a'sin'W"=c'— c'cosW"   und   a' sin' W '=  c"— ccos  W"  (»I.e.) 
'iB,  lirdehe  leisten»  aidi  noch  Impiemer  aas  deaea  (9i.  e:)  kahotea  lasiea.  Uegea  htagegen 

"die  beiden  Pnnrlr  0  nnd  0, 

tt)  in  der  dem  Polarsysleme  zugehörigen  Coordinatenebenc  £'A£",  so  ist  Rir  jeden  die- 
ser PoBcte  dessen  »tr  GnfnAixe  AX  geMiifge  seidireehte  Coordbnte  nnH,  d.  h.  es  iit  «=0 
und  V|=0,  was  c  =  0  znr  Fol^e  hat;  es  ist  also  die  senkrechte  Projeclionszahl,  welche  ciae 
Iii  der  folarcoonlinatenebene  FAjT'  liegende  Richtung  an  der  Grundaxe  A  X  giebt,  immer  nuB. 
Diese  Prajcctionszahl  wird  aber,  wie  die  vierte  von  dea  ha  Biagsag  su  dieser  Nummer  mitge- 
fteütea  Gleiclmngen  zeigt,  nicht  nur  dann  null,  wenn  v=0  and  n,=0  ist,  sondern  sehoa, 
wenn  u  =  u,  ist,  imd  dirss  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden  Puncle  O  und  0,  in  einer  mit  der 
STA  i"  parallelen  Ebene  liegen,  oder,  was  das  Gleiche  sagt,  wemi  die  durch  U  und  0,  hindurch 
gdieads  Bichlimg  adt-  der  geaanatea  Fohroowdtaateaeibflae  fsnlel  Hall;  nad  angeMrt  sMl 
die  GMdnoif  e=0  die  eitlere  assa,  nach  Mi,  and  dtese  letstere  giebt  su  erkenaea,  dass 
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die  PuiKle  0  und  0,  in  einer  mit  der  S'AS"  parallelen  Ebene  liegen,  oder  das»  die  durch  0 
und  0|  Undttrch  gebende  Richtung  mit  dieser  Polarcoordinalenebene  parallel  laufe.    Es  iat 


du  voUständige  Kenozekhea,  dass  die  Sichtung,  worauf  sich  die  in  dieser  Gleichwtg  auflretcade 
PnjeiiliMMnU  bcrid«,  nit  dar  PokraoofidiuleMlMM  WAF*  ftnM  iMfe,  m  wie  «ngfhfllM« 

die  GIcichimtr  (92.  a.)  alle  Rcsaltate  in  sich  schliesst,  welche  die  mit  parallele  Lasfc 

der  in  der  Gleichung  enlhallenoi  Richianf  nach  sich  zieht.  Durch  diese  deicbung  wird  aber 
^  dlgondM  BkktungagleicinmK  (Ii)  wMtr: 

die  Gleichungen  (12)  gehen  durch  sie  Ober  in: 
CM.«-)     n  =  a  +  a'c()sW  +  a'VosW',  a  cos  W  +  a'-|-a"c08W'',    «TssiCMW+fTtoa  W"+«", 

wiüircnd  die  (47.  a.^  sich  verwandeln  in: 

(M.  4.)  «t=«v+a"c",  (Ka'=«:c'+a:'c",  «•"sr.K'+arc. 

Die  cnte  der  61eieinuigen  (92.  c.)  giebl  eine  AbUtagiifccit  sa  «itoHien,  welcl»  nriidMi  da« 

schiefen  Pnijeclionszahlen  einer  solchen  Richtung  statt  findet,  und  ist  für  diese  schiefen  Projec- 
•    tionszalden,  was  die  (92.  a.}  lUr  die  senkrechten  ist.   filiminirt  man  luit  ihrer  Hilfe  die  Grösse 
a  MS  den  beiden  ande»  Gleicbmfen,  so  ladet  man  unter  Beiziehung  der  drid—gwi  (98} 

c's38inW(«'sfnW— «"sin W'cof SO*  cTsHairCn^siB W-.n'ilnW<mfln. 
denen  um  aick  nit  Bleksidrt  mf  die  Gleidnngfm  (45u  ■.)  aad  (41)  ^  mdere  P«ni  gelmi 


(M.  c '=  h  sin  W  (9i;'a'—  a;  a") ,   c"=  h  sin  W  («,'  a"—  a/a  j , 

wekbe  letztem  Gldchnngen  man  auch  unmittelbar  aus  den  zwei  leisten  Glekimngen  (92.  d.) 
heiliolen  knnn. 

Ware  die  Rii  Iitiinir  nirhl,  wie  in  I)  oder  11)  ansfenommen  worden  ist,  mit  der  Gnmd-  oder 
Poiarcüortiiimtenebeue  A'A  X"  oder  3i'A  k"  parallel,  sondern  wäre  sie  mit  der  X  A  X"  oder  jt'  AjT', 
oder  mft  der  XAIT  oder  SAT  pwdM*  so  erhielte  bmb  die  Ueiker  gdMrigeo  Fonneln  Mi 
daa  in  0  '^'^^^  '0  mitresrelii'iuMi  dnrek  eine  Vertauschunp  der  ersten  oder  zweiten  Art.  In  allen 
diesen  Fonncln  kann  uuin  übrige»  auch  an  die  i>teUe  der  Projeclionszahlen  mittelst  der  im 
Eingang  za  dieser  Nannner  mügefeeflica  Gleidningen  die  Diffierenea  von  den  gieidanlig«! 
Cuordiiiattii  zweier  Puncto  setzen,  durch  die  eine  solche  Richtung  hindurch  gebt,  und  aus  die- 
sen Diifcrenzen  verschwinden  die  Coordinaten  des  einen  Punctes,  wenn  derselbe  in  der  Coor- 
ileigt,  d.  b.  wenn  jene  Rkshtong  in  einer  der  gemnalen  Grand-  oder  Polar^rdi- 
nen  liegt  und  zugleich  durch  die  Courdinatcnspilze  hindurch  geht. 
Wenn  eine  Richtung  parallel  mit  der  Grundcoordinutenebcne  X'AX"  lüuft,  so  steht  sie  auch 
senkrecht  auf  der  Poluraxe  ASy  und  sie  steht  senkrecht  auf  der  Grundaxo  AX ,  wenn  sie  pa- 
ndlel  mit  der  Polarcoordinatencbene  f  Af  läuft,  welche  zwei  Siilze  nuch  umgekehrt  werden 
können ;  dnher  .sinri  die  in  dieser  N'umnier  enthullenen  aucii  noi  h  hei  solchen  BjcbtungCB  Mr 
wendbar,  nelcbe  senkrecht  auf  einer  der  Grund-  oder  Poluraxcu  sIebeiL 

4Sf)  Warnen  wir  die  in  der  vorigeB  Namer  von  einani  baüeiijgen  Fände  0  nadi  eineai 
indem  Iii>liehi((en  0,  hintreliende  Richtung  0  0,  ins  Auirc,  und  lassen  wir  die  dort  cingeDifeften 
BeMichnungen  hier  wieder  gellen;  bedingen  wir  aber  die  Lage  dieser  Ridituog  dahin, 
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I)  dass  .sie  mit  der  Grundtae  A  X  pandlel  sein  soll,  so  tieiil.  diess,  weil  jclzt  did  Richtung 
00,  lowohl  mit  der  Coordinrtwiriwe.  XkXt  ais  mit  dB^  XAX'  fMHeL  Uufl,  dm  BtfOalß- 
Bcn  der  vorignn  Nrnmur  genin  die  beiden  Odebunge«  .1  .     .    1>  -tM-.;- ' 

•  a'c^O   md  a"z=0  !•■•■•> 

nack  Sick,  so  wie  umf^c^dirt  das  gleichzeitige  Bpstehen  dieser  beiden  Gleichungen  das  Pandlel- 
MIB  4er  Richtiuig,  auf  welche  akh  die  Gleichungen  bestehen,  mit  der  Ajm;  AX  Bur  Folge  haL 
Dawfc  dieie  Caewiiwigwi  geW  aber  di»  ■Ignidihii  BiafcHiygltiiilwi^  (Ii)  Ober  Im:  (  m  .x<»> 

i  anW»y  :       ■  ■  ;■••;«  CM*  k») 

die  Glekhungen  (,12}  werdea  ihnen  geioüse : :.-  ''  li  -    ii  ''«.-        .  .,••(•■-••.1  . .! 

nad  die  CSeidniiigeB  (47.  a.)  verwandeln  eieh  dardi  tie  in: '  ■  ' 

(ia=ac  +  a'c'+a"c",  o=a.c+'a;<i'+ar*",.,  .9=sr.c+a;c'-{-si;'c",        biik  4^ 

von  w.  li  hen  die  zwei  leUlen  jene  Abhünpijjkeilen  aussprechen,  welche  zwischen  den  senlurech-      ^  ^ 

\m  Früjei:liuii£zahleo  einer  »o  bc«lijijf|len  Richtung  statt  fiadcn,  und  in  Bezug  ,<^uf  die  scnlqrochT 

ten  Projeolioanalden  dan^  ainil,  w«f  die  (Ml  &)  in,  BeHOg;  W  din  wimt»^  Btindnitl  ewn  ^^^^* 

aus  der  ersten  nieiclrnng;  (93.  d.)  die  Grössen  c'  und  c",  Oder  c  und  i",  oder  c  und  c',  t(t 

gfihing^  nwi  wieder,  zu  den,|üiieichv|)^cn,  (^03.  f.^. .  Die  Qlei^^ujfg  {,^3.      jn  Y,e^i|i}l||j^  j|g^ 

der         (93.  cO  xeigt,  dailf,  in  diewfi  i  , 

«=c=il  (•••••> 
j^>*?  iHf  A  H^il  tpra«c'>«>  +  oder  da?,^  #«!l?iHfl!«fuW.ffS 

Bedingt  man  al>er  die  Richtung  0  0,  daUa 

II)  dus  sie  mit  der  Pulanixe  A  jf,  oder  gleichseitig  init  den  Polarcoordinatcnehenen  HKIS  ) 
f^d  il^S"  parallel  aeü^^seU,  so.  zieht  diegs,  den  Ergebnissen  der  vorige^  Mt^nuiUir  _  gjfjt^ji^a^ 

beiden  GIflichnngca  '  - .  ,,',,hm  ...t» 

*'  =  ^  (•*.•.> 
HM^  .flieh,  so  wie  i^^e|u1  dus  gleichf^itjgiq  tiestehen  dicficr,  z^yei  jGle«phungeu  das^  i'^aU.^7 
iflin  der!^  lUcUnqri  ^  wckiM.aich  die  Gl^^ekym;^  IftiMm:^.  idl  iler ^Ptdaoup^  AX.  ^-j^ 
hat  Dnnh        )iei^.Gl^c|i|^gi||ij^  die  ail^an^^.ia^^  ^'h-m 

l=!;ap,..  i^Mi^ 
die  Gleichwigen  (12)  «erden  ihnen  gemln:      ,  ^ ,  y„. 

C=a  +  a'cos  W  +  a"i(..s  W ,  0  =  a  cos  W  +  a'+  a"coi W,  •  psstMfßfjT^ ft«M W"+n'',  fß^.ß^ 
md  die  Gleichoogen  (47.  il)  venvandeln  sich  durch  sie  in :  r  ii  ( 

6a=!ac,   €;a'=a,c,   (S;'a'=a,c.  . 
Die  twei 'letalen  ^  CneReknogen  (91.  c.3  qweSclKn  ietafei  Abhängigkeit  swisiAen  'den  sdrieTen    *  * 

Frojertinn.szohlen  einer  solchen  Richtung  »US,  und  sind  in  Bezug  auf  schiere  dn.s,  wiis  die  (94.  a>^ 
in  fit'zug  auf  senkiechle  riiojietioiiwahleii  iiind  JäimiaiH  nMUi>  nünelit  der  swei:  fetalen  tiiei4- 
«hamgen  (94.  r.)  üntf  dar  oraleB  dk  OeSnhn  a*>  und  'rfr^  übt  «e-n  e^-a*^  oder^div  anad  «'s 
so  slüsst  man  unter  BerQckstchligung  der  für  das  Polarsystein  erhaltenen  Relationen  wieder  auf 
die  Gleichungen  (94.  d).  Die  Gleichung  (94.  b.)  in  Verbindnig  pft  dir  «nta»'(ftl'di}  iie- 
fert,  weit  zufolge  der  Gtoichubgcn  (34)  9I(E  =  1  ist:  *'       r  ir  '.'  tnl  .'.<  v,l 

-.j!  •  .j  I-  ■  vt)=4?ll  .  Bid'  e=±9i   .:  l'..-.  '■■■.h:,a  -1".  (m.  «,) 

we  in  hcidM  FMkaleMradar  ■nr::das  «toie.odtr  jns  ilan  «ton  V«Mioi«eii)ii;>Mhahi  M:-l 
L  10 
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'Die  Kennxpirhffn  dm*  pnrnllploti  I-agr  rirr  Rirhtiinir  0  0,  mit  der  Pol;<ravc  AT'  ndcr  ASE" 
sich  «US  den  TOratehend«n  durcli  eine  \  ertausciiung  der  enton  oder  zweiten  Art  ■ 

ferner  die  Richtung  0  0,  dabin,'  ■  ■  '  :  r 

•  .■  .v>*i         DL  I.}  dass  sie  fificirhzeitig  parallel  mit  dcA  nicht  zusainniengehörigen  Grund-  und  PnlRr- 

MoHinalenebenen  X  AX'  und  S'AS",  oder,  was  dKselbo  sagt,  paraUel  nit  deren  Durolieahiutt 
laufen  snll,  so  zieht  diess,  den  Ergebnisson  der  vorigen  Nummer  geinKss,  die  beidea  flbluMuigea 
CMka>>  '"=0   und  c=:0 

I  i\     ;      nach  sich,  so  wie  iim^i-kchrl  das  ifleiihzi>ili>re  Bestehen  dieser  znei  Gleir  liiinjrrit  dns  Parallel- 
sein der  Richtung,  auf  welche  sich  die  Gleichungen  bezichen,  mit  dem  DurohscbmU  der  zwei 
XAX*  und  WKW  avf  K«lfD  taik  panli  d{eB«^bei4«i  CSkielmtica  gcM  die  aBfeMin» 
00  Aber  Ja:      .  .  .j..  ...  . 

dh  Gleiehungcn  (^12)  werden  ihnen  gemikt:  ' 

(M.C)  0  =  a-f-a'cos\V,   c'=  a  cos  W -f- a' ,   c"=a  cosW+Vco*W*,'-  '  /  '   '  ' 

und  die  Gleichungen  ^47.  tu)  ver\iandeln  sich  durch  sie  in:  ' 

CM.«.) '  ■•  CB=«'c•+a''c^  c«^=^a:c'+a:'c^,  ö=!i;c'+si;'c". 

Die  erste  der  Gleichungen  (95.  c.)  giebl  eine  Abhfingigkcit  zwischen  den  schiefen,  die  letzte 
tfel'  '<Ste{diltngen  (95.  d.}  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  senltrechlen  Projectionszahlen  einer 
solchen  Riehtang  zu  eriiennen,  und  diese  AbhängigkeSteli  sbid  wesentlich  dieselben,  wie  die  in 
(95.  a.)  von  den  Projectionszahlen  der  entgegengesetzten  Art  rasfesprochenen.  Sucht  man  aus 
den  (ileidiiini^en  (95.  t\)  oder  (95.  d.)  in  Vi-rbindung  mit  der  (115k  k}' alle  der  KkfalllQg  00, 
angeliorigcn  Proji-clionszalden  auf,  so  fuuiit  umn : 

CM«  e.)  az=icotgW,    B.'-=If-T~^,    und    c"=:+sin  Wcos  iß",  c'=:^IsiuW 

wo  überall  nur  die  obem  oder  nur  die  untern  Vorzeichen  zu  nehmen  sind.  Hütte  man  hingegen 
die  Riehtung  00,  d«Un  bedingt, 

*  III.  Ii}  dass  sie  gleichzeitig  parallel  mit  den  wechselnden  Gnind-  und  Polarcoordinalcn- 
ebcncn  X'AX"  und  £A3r>  oder  parallel  mit  deren  Diwchscfaniit  werden  soll,  so  eigeben  sieb 
dfe  Uefker  gehörigen  FormdK  ius  denen  'fn  m:  a)  dnrdi'eins  gleichzeitig  Uber  die  Grand- 
mi  Polarexen  äkh  emiecfceilde  TerliBschung  der  zweiten  Art  j  sie  sind  NinaHdi: 

'(tfta.  a=0  und  c"=0, 

!•»./«•).  i=a'c',  •  • 

IM.  ».>••*       c  =  a'cos  W  -(-  a"cos  W ,    c'=:  a'+  a"cos  W",   0  =  a'cos  W"4- 

CM.A)  o=»c+a'c',  a;a=:a,c+«;ij',  c;'a''=ii.c+a;c', 

C«*:'«.)  .  a"=±oalgW,  ti'=^:^^  nnd  c=p'±siBWcoa3»,  «-ss+siiW",, 

(WO^e  ^leichhczeirlinelen,  mit  dnaiojren  Buchstaben  versehenen  nicirlmiifrsr.eichcn  in  beiden 
die  «inander  enti^rechenden  dckhuilgcn  bezcichnaB,  und  es  darf  auch  in  diesen  Glei- 
wiedspmr  entweder 'tiierift  dhs  *elici'e  oder  Ifbenl  daa  mlan  VwMiolien  genoHnncn 

twerden. 

-  .    wurde  natt'  an  di»  Bichtong  0  0,  die  Bedii^^tuig  steileu,  daas'  sisi  glefashaetlig  paraHel  lao* 
Caa  aoü  mit  den  Ebenen  XAX"nnd  3t \S"  oder  mit  denen  XAX^  iind  f  AF,  so  belMme  nMOi 
die  hierher  goliörigen  Formeln  durch  eine  Veriauschmig  der  ersten  Art  im  ersten  FlaDe  dar 
in  itt,       im  anden  Falle  des  in  ilL  b)  eMhaliiuMB{  oder  verlngle  mdti'fm  jaMr 

.1 
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f,  das"?  sie  mit  den  Rliwcn  XAX"  und  sTA  f "  odfr  mit  denen  X'A  X"  undi'Al"  pa- 
Jtt^nlea  soU,  ao  urgäben  akii  die  dahin  gehörigen  Konm^^  in  efstcft'Fato  aus.  den  i« 

Ali  ■•  >  -Ht        ir Ml 1.« ,»»«.» 

Bedingt  man  endlich  die  Bi(htmig/PO^  fl«^      '  .  >'  >t  .    "  '! .  •   •  \ 

IV)  dH>  sie  gleidaeiiüg  «j^  liwiipnMIHiiea  gcUiigfA.j^iwifl-      ?olu|»j>rdii9l9)(|bmep  <.  N.y 
X'AX"  und  S'AS",  oder,  w«f<  danisibe ini*  jderni  BvHlMhaill /I>«ri*)l4l  iBufen  mA«  M  . 
BdH  dieu,  den  .Ei|eta|>^,,der,vor^^,iy4pi^  gcmto»,  ^.  bei(<en  Glei<^)iiij|pit   ,  ,,  ,,  j 

t=rO"  md  c=0  (•«.«.) 
■ach  aich,  so  wie  umgekehrt  das  gleicbzeiligc  Besteben  dieser  zwei  Gleichuni^en  das  Parallel* 
sein  der  Richtung,  auf  ^voll■ll<■  skh  cürsf  Gleichungen  beziehen,  tnit  dem  Durchschnitt  der  Ehc- 
ncn  X'AX"  ujid  i'Ai'  zur  Ful|{v  iiuU  ,DjVyrch  diese  hetzen  Ultichu^en  g^bt  du;  uilgemein^ 

i=av^ir-c-, //     -  .    "  ..  ..-:/  <••.».> 

die  Gleichungen  (^iZ)  werden  ihnen  zurolge:    \  .  .     .  "  %  <  i  »«• 

md  die  Gleidingea (47.  a.)  verwanddn  «Ich  durch  sie  in:  ^ 

o=:av+ av,  (s;«'=8i.'c'+a:'c",  ä;'a"=«i;c-f Cc".  .  cm.«.) 

Dte  erste  der  ffleidmofren  (!)6.  r.)  giebi  eine  Abhängigkeit  (wischen  den  scUefcii  fn\oib6iMli^ 
xahlen  einer  solchen  Richtung  xu  erkennen,  Wdche  niil  düm  ^eremkomml,  wai  die  zweite 
Gleichung  (W.  a.)  vpn  den  senl^rechlcn  Projeclionszahlen  einer  solchen  Richtung  ausfiä(Jt ,  und  ^ **  ' 
ttmlich  verhalten  sich  die  eHaek  Cleichungen  (96.  a.}  und  (96.  d.}  zu  ekander.  Man  kann  so- 
aus  den  Gleichungeh  (96.  c.)  wie  aiß  'dMieil  (%0>''A)  die  ttMfllKlita'l^^  00, 
"  Projeclionsialie*! 'finden  und-eriUMeo:      '  '  '  *'  •       '  •    "       ■  ' 

t'=— ,  •"'s=  g-  md  e"=sgcolg!B,  «J'^— geotgU',  IM.«.) 


sin'W"— h'^IP    CM>'A) 

fBielzt  worden  ist,  und  Rlr  H  ii^  idief^  dißseii  GleiiAungea  iee|»rjB<qr  ^—r  eeia  positiTer  «der 

nur  sein  ncgniiver  Wur/i  lwcrlh  gcnoinnirii  werden  darf. 

■.-I  UiUs  nen  Ton  lier  fitchlHig  0  0,  verlangt,  dns  aie  fleiohzeilig'Mil  dem  fikenni'JLAX^ 
«iidXA3r,.iidei' Brilnddien-XA!r  «idJEAS:  parriM)Iiit^       ri>ieMilll  aM  Üi-MiWgv 

hörig<'n  Formeln  aus  den  wralshondon,  ' im  ersten  Falle  durch  eine  Yortanschang  der  erste« 
Art,  im  andern  Falle  durch  eine  V'erlaiisrhnnß' der  r.weiten  Art,  wohei  mnn  indessen  nicht  übeiu 
sehen  darl,  duss  diese  Vertaujiclmng  sich  uu<:h  über  die  neu  eingeluhrte  Grosse  H  au  entrccken 
kl,  und  disi  die  Bedeiiliii|g.S^B'#'iiiid  IT'  duMi  dto  6ieiohungen 

sin'W— V  =  H",    sin'W  — h'  =  H"'  (M.  ») 

g^^ea  wird,  nach  dem,  was  in  Hr.  41.  Uber  die  Vcriüidemngea  gei>i^  worden  ist,  die  den 
Axemrinkeln  aus  soldien  Vertansdiungen  cnlsprlngeo.  •<  , 

50)  Wir  verlassen  diese  Sli  !Ir  nii  lil.  nhne  ziiNor  mif  die  sehr  \ei M  fiiedurien  Formen  nnf- 
merksam  gemacht  zu  haben,  unter  dornen  die  Ausdriickg  H,  H',  und  H"  sich  zeigen  können, 
«od  die  an  Mannigfaltigkeit  denen  dMltaMrrtMrh,'der  in  den  Gleichungen  (40),  (42),  (44) 
und  (50L  a.)  in  sehr  vorsehiedeaec  Gestalt  sidi  zeigt,  nichts  nachgdMM^  Didtei  käonan  wkr  uns 
aar  den  einen  Ausdruck  H  i>esGbrinken,  ,dd  dio<ir<  ud  U"  aus  dieeen  sidi  durch  eine  Idow 
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Verlaitschttn^  der  enlen  oder  cwoilen  Art  enlnehmt-n  lassen,  und  selbst  da  sind  wir  (fenmil» 
gen,  nur  ein^e  von  ceinen  nJiglichcu  Formen  anzugeben.  Seilt  man  in  der  Gleichong  C96.>f.), 
wodnrch  der  AmdnMfc  H*  bOTtinurt  mtite  M,  ftr :U>kaileii  Mi      enie  4ar  OWdnfta 

(50li  B.")  gegebenen  Werth,  so  findet  man: 

(~MiiW''C»«nW'cosWcoBSß+imWcosW'cos®')  =  ir,  - 
trddler  »R  ZaBMwnrMr'flMdiungen  (38^  übergeht  iA  t 

mvidbt  mui  die  H*  beitlnneade"t:ie)chung  CM.     nft  k*,  wodnrek  sie  wJrd  ' 


■  ■  sin'W      •  IP 

•     ••■       '•"  ~lf  

und  st'tz.t  man  auT  der  linlsert  Seito  diosef  letzten  Gleichung  Tür  h',  den  Gleirhnngeil  j^e* 
mäss,  einmal  sin^ W'sin' Wsin' 3B ,  ein  andemud  sin* W"stn* W  sin' SS',  so  kommt: 

(Mb.k*)    ^    welcke  nach  einer  leicht  anzubringeDden  UetfonuBg;  wird: 

I   •     •  •  • 

iii»coJg'SB-i-8in'W'WW'=:li'colg'gB'+«ii'W"cos'W=H'  '  \ 

Oder  .  . 

•iii*W*C*li>'W'eoiF©+eM*W')=iin*W"(«itfWcw^f^^ 

HIB  man  sopleicli  finsichl,  vvnin  man  in  diesen  Glotcliungen  filr  sin  W"  sin W  cos  3B  und 
eteW'sinWcosäii'  ibre  durch  die  Gleiduingea  (_42J  gegebencfi  Werthe  s^tsL .  Ferner  Juna 
f  ^  ,      am  dei  Amdredt     nodi  dardi  die  fd^eadM  Gleichiuirqa  denteOen: 

^^jJ^C"»g9ßcotgSB'-co«Wco8W'3=H% 

CMr.A)    <  oder 

\sin  4ü  sin  W  / 
von  denen  die  letzte  aus  der  vor  ihr  steheodeu  dadurch  hervorgeht,  dass  mau  in  dieser  für 
coeWfedeW  eeieea  dvdi  die  leMe  flWehmg  (38')  gegdieiieii  Werth  eieeelil,-  »d  mr 

cos®cos*3B'  soinfn  ans  derselben  nnf  das  Polarsystcrn  iibi^rfotrag'enen  GIcicluinjj  711  orhal- 
tenden  Werüi;  um  aber  die  iUchtigiteit  dieser  leisten  Gleichung  enuueelien,  schreibe  naa  üue 
Mi^ -Seile  m:  ' 

^^^jp,  t— einWsinW'sina^piiiay  ^ 

sin  Wi  sin  3B' 

■nd  setze  in  diesen  Ausdniclc,  den  Gleichungen  (42)  gemäss,  für  stnWnnSß'  und  iiinW'iiniS 

h 

aia  W 


den  Quotienten  wird  er  mit  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichungen  (433: 


fehl  -mm  uSMUt  timm  Makes  auf  die  Glciidni«M  (dS)  eeflekk  flka«  kis 

«n*W"— k%  i. 
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Besondere  RIChtungei)  uad  Puiictc. 


•7 


«w  «ten  der.Ausdruck  H*  IsL  SeUüuikk  w&Oat      iiidk  «He  Gleicltaqg«!!     •  i'l 


nitthcilca,  von  denen  »icli  die  eine  MAt  in'  die  «ndere  mit  Zuziehui^  der  6lcichunßt>n 
lUieifllkren  Gfsst,  und  dcn  ri  RirMi^rkfit  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  man  in  der  letztea 
Ihr  linW"änWco*SB'  und  sin  Wsim  W  cos  2B  deren  Wcrthc  aus  den  Gleicliungen  scIireiM. 
MadM  von  den  hier  Amt  ir  .gigrtihwn  fmm  liefen  so  weil  von  etander      dm  di*  kM- 
'flrittelbarc  l'elierführunir  der  einen  in  die  anden»  nicht  (ihtu-  i-iniffc  Schwierit>iteil  geschehen  kanl 

51)  Wir  haben  in  dev  Ar.  46^  die  £igenUiUmUdikeik:a  der  ProjectionazaUea  einer  BidH 
tang  00,,  die  mit  einer  der  Cngid-  odeü  PMMcftnrdhwleicbciiiiMi  peraOel  linll,  kernen  fa* 
lernt;  jetzt  wuUen  wir  die  Relationen  aufsuchen,  welche  zwischen  den  Projectionszahlen  der 
Richtung  0  0,  statt  finden  rnttsacn,  wenn  dies«  in  irgend  elm^r  bestimmt  gegebenen  Ebene  Ue> 
gen  oder  damit  paralld  laufen  seli  Ist  die  Lage  dieser  Ebebe 

I)  durch  zwei  nicht  parallele  Richtnofen  gegeben,  deren  schiefe  und  senkrechte,  an  den 
Axen  AX,  A.\',  AX"  des  Coordinatensystcms  sich  bildende,  Projpctionszalilen  bei  der  einen 
durch  A,  A',  A"  und  C,  C,  C",  bei  der  widism  durch  A| ,  A|,  A','  und  C,,  C^,  Ci'  bezeichnet 
weiden  MÜen,  und  dealii»  vir  d^pnhi.^k  Qc^pHUnot^iidlfii  A  drei  mne  Amu  AT,  A1|^, 
AY"  gelegt,  von  welchen  die  beiden  ersten  AY  und  AY'  den  zwei  gegebenen  Richtungen 
parallel  und  gicicblaufig  siml.und  desweg^  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  dieselben  Proj«^ 
lioasnUen,  wie  diese  beiden  Riehlmige»  «dber,  gdien,  «ttrend  wir  die  Projeclionsnlilea  ier 
driUen  Axe  AY"  an  din  irlridnii  Axen  A^,  AX',  A  X"  durch  A, ,  A', ,  A!'  und  f, .  ,  C;' 
vorstellen  wollen,  so  ist  unsere  Aufgabe  auf  die  andere  zurttckgcAlhrt,  diejenige  Richtung  O  0| 
zn  beslinunen,  wetdie  mit  der  Coordtaaten^bene  YAY'  des  ne«  hinzugerugtan  CoönKnirteiH 
Systems  parallel  lauft.  Beseicbnet  man  nun  die  schiefen  und  senkrechten  Projectinnszahlen, 
welche  die  Richtung  0  0,  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  des  ursprünglichen  Systems  giebt, 
durch  a ,  a',  a"  und  c ,  c',  c"  und  die,  welche  sie  an  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  des  neu  hin- 
ngekomnienen  Systems  giebt,  durch  b,  b',  b"  und  d,  d",  d",  so  finden  zwIselMn  dkNn'.Pira^ 
Jectionszahlcn ,  welche  dieselbe  Richtung  0  0,  an  den  zweierlei  Coonlinalensystemen  {^Mtt,  dte 
oben  in  (_6t.  a.)  und  (62.  b.)  initgetheilten  dritten  Gleichungen  statt,  so  dass  man  hat: 

rssra  +  BIV+BTa"  wai  lKrr=(.rf.)c+(^,)c'+(^)c", 
wenn  hier  wie  dmCB",  BT,  die  acUefen  PWqurtlBniiaMan,  welche  die  Axen  AX,  AX,  AX^ 
an  der  Axc  AY"  des  neu  hinzugekommenen  Systems  gehen,  und  (yrf,),  {jf%),  {^)  die  anzei- 
gen, welche  die  zur  Axe  AY"  gehörte  Polangte  AJ)"  im  neu  bi^zugekonunenen  Syste^^  an 
den  Axen  AX,  AX^,  AX"  dee  nnprihigiidH»  Syalema  gieM.  Wei  mn  den  Ergdmlaaen  der 
Nr.  48.  zur  Folge,  wenn  man  diese  auf  das  neue  System  iihertri|gl^  b'acD  das  Parallelsein  der 
Richtung  00«  mit  der  Coordioatenebene,  Y  A  Y'  zur  Folg^  hat  und  ini|dbehrt  Folge  von  ihm 
Uli,  M  leigan  Jte  nwei  vooteipfnde^  Gfa^^mngeo,  ^aia  aomU 

-  o=rä+i>ra'+Brrf'-  ai»  o=(^o+(^ir+u?)> 

die  analytischen  Ausdrücke  für  das  Parallelsein  der  Richtung  0  0,  mit  der  Coordinatcnebcne 
YAY',  sonach  auch  mit  der  Ebene  sind,  die  durch  die  beiden  Richtungen  geht,  welche  durch 
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die  rrojectionnahlep  A*,  A"  odar  C,  C,  G"  und  A,,  Aj,.  A|'  oder  C|,  C^i  C|'  gagabm 
irind.  An  diesen  Gleidniiigcn  TeraiiMl  mint  die  tonst  gewühididie  ReidpcocilMt  der  Pennen,  dfe 

man  ihnen  jedoch  folgendeniuisscii  in  zweifi!v<iM!r  Art  mittheilen  kann.  £s  ij^t  niinilieh  erstens 
zuMi^v  der  hintersten  von  den  GleidiungeB,  wekiie  der  letiten  in  (87}  eniliillenen  Gnffliy 

angeliüren: 

(r,i=r;ir,  n^^^x,  (it)=i>;'b:, 

hihI  •-elzf  Minn  die  hieraus  für  R",  B",  B,'  sich  fr<ri>heiiden  Werihe  in  die  \  ordere  der  vor- 
ÄtcUeuden  GieieUungen,  s«  wird  s^ic  eine  andere,  und  iuhii  erhall  im  Vereine  luit  der . liinterii : 

i—.mO.        ■    -    0=^/;j«  +  ir;ia'+(J7)»"  .oder.  0=(^jc  +  (^,)q:rf-(^.')c'V    .  v  ■  .  I.'t 
wtUb0-  nnn  valüfp  reeiproke  Formen  haliqi  und  .gewifinedinflliali  ttiseagan,  dMa  die  Ridaiifl|r 
(K),  senkrei  lit  >tehl  auf  der  l'olHnixe  A  J!)".  und  daher  in  einer  Ebene  iicjft,  die  mit  den  bei- 
den gegebeneu  iüobtungon  paraUd  lauft;  sodann  ist  xwcilens  zu£olge  der  untcrston  vun  den 
WcInnifM,  .iralalie  der  pMeÜen  in  CSU.«.)  enüiilleaea  Qmpy»  «feMeent  . 

^_h(^^      ^,_\iL'f,)      ^_.hL/n  '  •  ;  ••: 

....  —  sinW'       —  sW  '  "'^—sinW' 

und  seilt  man  die  liienus  für  (4^,        (^,')  sich  ergebenlMi  Werthe  ia  lüe  Unlera  dar  gor 
■mrien  GleichuiureBf  so       dieie.  eine  endete»  «eUn-in  Veninp  «dt  der  vordem  die  sw« 
■MiarttlKnden  Gleicbunffen  Uefert :  * 
•  :  0=B"a  +  B;'a'H-B,V'   oder   ü=2^'eBinW"+z/;VMn\V'+^;c'MH W, 

Id  dench 'zwar 'die  ReriprocilKt  der  Poimcn  tioch  Mdit  vollsHhidigr  hergestellt  ist,  es  aber  4Hnl, 

'wenn  ninn  in  die.sel!K>n  Rlr  B",  B,",  B"  ihre  ans  den  vordem  Gleichuniren  (88.  a.")  und  für 
'^sinW",  .^'sinW,  .J'.'sinW  ihre  aus  den  vordem  Gleicliungen  (90.  d.)  eniaommcnen  Werthe 
einsetzt,  wodurch  man  findM: '*' '  '■' 

'    (OÄCA'Ar~A"AÖe+(A''Vl-ÄAr]fi'+CAAr-X'^>^^  ' 

<«•.*.)'''...:..•:...} 

EiTüllt  die  Rielilung  0  U,  eine  >  on  diesen  z>yci  Bedingungen ,  so  liluit  sie  mit  dei-  gegebenen 
jBbcnc  parallel  uqd  uaigekcbrl,  läiJt  die  RicUnpf  00,  mit  der  gegebenen  Klienc  iitindiel,  so 
findet  ji'iIe  der  zwr'i  \ ursIclii'iiilrii  (Jli'icliunrrr'ii  sXM.  lüs  nird  zwar  eine  Elu'iic  diinh  zwei 
nicht  paralieie  Richtungen  nuj-  duan  be$li|uiii^,  wenn  man  noch  eineu  i'uuct  vun  dtr 

kennl,  duMk  den  man  sick  dann  jene  beiijen  Bir|iti(]ijgan  kindurch  gebopd  denken  kann,  ausser- 
dem h\  dii>  Klie!)e  mir  ihrer  nicliiiiu<r  mu  h  ^e^eben^  uns  .bidM*^  k^  anf  die  IHastianeMg 
der  Richtung  0  0,  keinen  Hiniluss  hat.  Wird 

Iff  die  Lege  der  Ebene;  mN  wriehA'  dM  lll^hinnflr  00,  ^Mrallel  «ein  soll,  nkM  dnrelir  iwel 
Itiehinngcn  bestimmt,  sondern  durch  zwei  upfrchinr  Piimle,  deren  srWefe  Coordinalen  x, ,  x',, 
x!'  und  x,V^»  xlft  und  deren  senkrechte  Coordinaten  u.,  «1,  u«''  und  u,,  ui,  o;'  sind,  tmd 
lYtnrh  (<hie  Rhhtitnjr,  flercn  schiefe  und  seidiTeclIle'FNffdHlATiszkMbn 'A^^^  A'',  A*  4nl  C,  CV 
sfml,  lind  sterti  r  die  Enirennniff  der  zwei  geiehenen  Tnnete  von  einander  -  vor, '  so  sin'li  iMn 
im  ffin^nyte  zu  Xr.  48.  pcgebem'n  (rleitliunifen  znr  Frtlite 

X.— X.    .x;-.v:    jf.  — xj-       n,^u.    tt;-u;    t»;'-«;"--''' ■  • 

~T~.<    r»  •  *    ■.  f.      ■      .    in  '    TrTl.  V 
die  schieren  und  seakreehli^i  ProjeeMMlkahlen  der  durch' die  beiden  ijegebontn  Punrte  hindurdh 
igvhpuüea  Hiclituniti  bwo  Imt .  soUMdit  anliser.  jeiioß  ci{lM  uasHUdbar  gvgebeuen  .iUidiluq^  ooaii 
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•aUitiagtD  «lid  FuQcte. 


rwcitp,  deren  Projorlionszahlen  hier  inittnlhnr  orlialten  worden  siiwl.  denen  {MuralM  die  gfim 
(Mhl»  Ebene  liegen  muss,  durch  welche  diese  Ehcnc  bcsiinuDl  ist  Setzt  nwn  dieeeki  gcaiM 
tai  die  Gleidiiiiigcii  (9H.  b.)  fllr>  A,^  A;  ,  AI'  uod  C,,  C,,  C"  die  iü«t  erhaltenen  Fr6jecli*m^ 
iradinh  jeae  CBaielnngea  werdeat 

0=[A'K-xO-A''W-xOi«+  [A"  Cx,  -  X.)  -  A  (x;  -  xHl  a' 

:  +I.A  Cx;~x;3-A'CJ^-X.)Ja" 


o=[c  Cur— «o-«^(«;-«ojc+ [€"  c«.-«.)  -  cc«;'-  «0^ 

so  giebt  jede  vo«  fiewn  den  anal3rtischen  Atjadrock  her,  n^elchcr  gteichbedentend  ist  dem  Pa- 

raOelsein  der  Richtung  00,  mit  einer  Ebene,  die  der  Richtung,  deren  Projeelionszalilen  A ,  A', 
A"  (iiltr  r,  C,  C"  sind,  parallel  Ittuft  und  zugleich  dureh  die  zwei  Piitide  geht,  deren  Coor-< 


diiialeu  .\, ,  x, ,  x,"  oder  u, ,  ul ,  u','  und  Xj ,  x', ,  x't  oder  u, ,  ui , 


sind. 


WinI  endlich 

ni)  die  Lttgf  der  Ebene,  inil  svel<  lier  die  Hicbtun^  0  0,  (wrallcl  sein  soll,  durcli  die  zwei 
in  11}  hesetchuelen  Funcke  und  no«h  ausserdeui  dureli  eiaeu  dritten  Puiict,  de»i>eu  schiefe  und 
ilffcwcite€— nBnalea  ir»,  j^f  wA  ■(,.«?  mIb  wtgm  f<pAfli|  hmI  bowkluKt  r.  di« 
Entfernung  die.se!>  Poncles  von  deiHjM%«l  imt  .Min  «udMi  40«M»  Cotldtatal  J^,  j!»  xT 
and  u,,  tti',  u'i'  sind,  so  steilen 


n,— «,     o',— «;     u;'— nf 


r,     '      r,    •      r,  tk    '  -    t,     '      r, . 

dii'  b;c)iii^fi'n  und  SMdoreehten  Projcrtinnszahlen  derjnni^frn  Richtung  vnr,  die  iliirrh  diesen  an- 
dern and  den  bcnicineten  drillen  Fund  geht;  man  kann  daher  die  Ebene  auch  als  durch  diese 
ndUangf  md  doreh^  ^ddcii  vorigen  Pnnetefeeilfnllnt  «iMlien,  weahdi  man  die  den  Jetsigen 
Cnutinden  entsprechenden  Bedingungsgleichnngen  aus  den  vorigen  erhalten  wird,  wenn  man  in 
diesen  Rkr  A ,  A',  A"  oder  C,  C,  C"  die  hier  «Oj^cgehenen  PraJecHonnäUeii  seM.  Dadvch 
verwandeln  sie  sidi  in:    •     '  '  ' 

o^(i4-iioctf-<)-('<^-<)C«i^<>]«+ir«r-iot".-«^)-c*-"Oc^^ 

+[(a,-uO  (u;-un-(u:-u:)(u,-u01c", 
von  denen  jede  der  analytische  Ausdruck  ftr  das  Parallelsein  der  Richtung  0  (),  mit  der  Ebene ' 
ist,  die  darch  die  drei  Puncte  gegeben  wird,  deren  Coordinalen  x, ,  x',,  x','  oder  u, ,  u^,  ui' 
und  X,,  x^,  x^'  oder      ai,  n^'  uud  x, ,  x^,  x^  oder  u, ,  u^,  u^'  sind. 

In  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Ebenf  dureh  die  CoordinalensiHlxe  .\  hinrhirch  gclil,  ktiiin 
man  diese  Spitze,  deren  (Joordinateu  ^amuitlich  null  ^ind,  zu  einem  der  in  llj  oder  111}  gcgc- 
b«Mii  PluMle  MhHMn,  woäanjk  dnin  die  GkiAiqgw  (ML  c.')  oder  (SSi  iL)  tn  Mdmp  vkl 
einfachere  Übergehen. 

52)  Man  kann  sich  immer  die  Richinng  0  0,  und  die  zwei  gegebenen,  deren  Projcclions- 
nUen  in  den  GleiobungeB  (^98.  b.}  vorkommen,  durch  einen  gemeinschalUiehea  Poact  hindurch 
gahaid  denken,  wel  statt  Jeder  d«r  gegabeMo  Jade  ante«  adt  Ir  paraUale  geMnanoi  irardan ' 
kaaa^  dim  dber  Ha^av  aia  wllniMitfg  alla  itd  in  tilMr  vii  data dban  Bfccwpj  wd  v^^wlMrl, 
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liegvn  dm  solclic  RichtoRj^fii  in  einer  und  dorselboi  EbMe,  so  befriediffen  ihre  Projeclipiu- 
uUea  notbwendig  jene  Gleichungen.  Setzt  man  in  jenen  Gleichungea  M  «lie  Stelle  4er  Gtnuul-» 
A,  C  Uful  A, ,  C,  die  Si ,  c,  und  a, ,  c,,  so  wefdon  «ie:  •  ,- 

^     o=Ccl4 -c:'cOc+(iEiW-cic;'}c-f(ci€;-c;o,)c" 

'  üäd  gehen  lait  Jülfe  der  ii  Ufr.  38.  «ingefUhHAi  B^zaiduMuigcB  Ober  in: 

Jode  dieser  (3lcii  liuiii,'('n  ist  inilhiii  ein  Criterium  Tiir  <ti'n  riiislnnd,  ilass  dif  lirei  iil  OH|en  vor- 

konuneoden  liiclitunt^eii  cul weder  unmiUclbar  in  einer  und  deräuibcn  übcue  liegen,  qAet  docji 

wenig! teu  es  dinn,  wen»  nrei  djivon  oiii^  sich  «ellier  paraUd  idnndi  einen  Pnacl  der  dritten 

>         «  ■'  ■  ' 

gelegt  werden.  Umgekehrt  geht  «u  den  in  Nr.  40.  (Ih*  f  A]  und  [C]  geAmdeMn  WeiHiHV  hef^ 

vor,  (Ihss,  wenn  die  drei  in  eim  in  SDlrhen  Aiisdrnrke  t  ntliullr  nrn  Richtungen  die  Axtn  einei 
beliebigen  Coordinalcasysien»  bilden,  d.  h.  wenn  sie  von  einem  und  donwelben  Punct  nttgeMen» 
jedoch  nichl  iB»  drei  hi  einer  and -derselben'  EbeMe  Uegtoy  lieiner  vm  jenen  Anailrttflken  nnl 
sein  kann;  wenn  also'  die  srfiiefon  oder  scnkreehten  Projeetionfluhlen  drtier  Richtungen  dÜ 
eine  oder  die  andere  Gleichung  nicht  errulleii,  so  ist  cHess  ein  sicheres  Zeichen,  dess  diene 
drei  Richtungen,  selbst  wenn  sie  von  einam  gemeinschailUchen  Ponct  eusgeiiend  gedacht  wer- 
den, nicht  hl  einer  nnd'dersalben  Ebena  liegoL 


533  ist  nun  leicht,  diu  Üedii^ungs^ieichungen  auTzuälcllen,  in  welchen  das  Mcrkiiuü 
enthnllen  iil,  den  dn  PnncI  in  einer  gefii^^Nvm  Pbene  liege,  denn  eleOen  x,,  z;^  xT  iBe  schie- 
fen, u, .  u,',  Ii"  die  senkrerhten  Cnordinaten  eines  i,'iMTi  !)(  ii(  ii  Piinrlcs  ilii  ser  Kbenr  Mir,  stelli  ii 
ferner  x ,  x',  x"  die  schiefen,  u.,  u',  u"  die.  senkrechten  ^ourdinaleu  vun  irgend  e/ncm  andern 
in  dieser  Ebene  Hegenden  Piniete  vor,  so  liegt  die  dnrdi  die  zwei  genannlen  Prniele  gellende 
Riclilung  nolhwendiit  in  dei-selhen  Ebene,  weshalb  deren  Projettionszahlen  eine  \on  den  Glei- 

\chungen  der  Nr.  51.  befriedigen  uiüssen,  welche  aber,  diess  iüagt  davon  ab,  durch  welche  Be- 
slimnningssiücke  dte  Ebene  neibst  gegeben  ist  Ifnn  ihMl  aber,  wenn  r  die  Bnifennnf  der 
beiden  so  ehen  betrachteten  Pni|ole  von  omoder  vprsldlt^  nfolge  der  in  Bngnage  zu  Nr.  48> 

/fa^ebenea  Gloichungen 


die  f diieren  nnd  seidtrediten  PreJeelionniAilai'  dieiwr  RidMtanflf;  nnd  lelzl  man  dieae  an  dfe 
StellB  von  d,  iT,  a*  vnd  e,  cT,  ti"  ta  dle'GIcidinitgetl  der  Nr.  5i.,  so  werden  dib  (96.  a.): 


CM«.«») 


to=(r,)  c-x- X,) + r. I cx'- + <n)  Cx"-xn  «ad  ; 


die         b.)  gehen  Uher  in : 

!ü = (aa;  -  a'a;)  (x — x.) -f^CA  a.  -  a  a;  j  tx— + (a  a: — a'^vj^.*  -  xi'^  , 
'o«=(cc-crq)(u-uo^(€'x,,4-;c.cr)(jiV*0+(cc;--t  ; 
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die  (98.  c.}  verwanrfpln  sich  ia: 

o=[A'(x;'-*:')- a"cj«;-xD]C»- '^0 + c-^ ' - - a c<~  v,")] cx  - xo  n 

+  |A  (x;-x:)-A'(v,--x,)](x'^-x;')| 


und 

o=tc  cu;'-b;o-c"c«i;- 


■u;}]Oi-«o+[c"Cü,-u,)-('  0'"  - «nif" -"D 
■  +  fc  (u;  -  u;-)  -  c  (u,  -  u,  jj  Cu  -u;-}, 


endlich  nehmen  die  <ileichungcn  (98.       die  nachütehende  Fomi  an : 

0 = [(x;  -  x;)  (x--  <)  -  (x;--  xio  (x;  -  x;)]  (x  -  x.) 
+  K<'-  xO(x,  -  X.)  -jCx,  -  X. )  (x;'-xr)]  (x'-  x:3 


o=[(«;  -  u:)  (u--  u;i  -  k  -  ud  (u;  -  uoi  (u  -  uo 
+ rcu'.'-  uDtu,  -  u.)  -  cu,  -  «0  C«v  -«r)  I  (u'-  u;) 
-t-  IC".  -  u.)  (u;  -  «;)  _  tui  -  u;j  (u.  -«o]  (tt"-«;'> 

Dfo  Aom^en  von  iHen  dtewn  'vorwMcdeMui  CHeMibiigni  Bind  idMNiidi     du^  dtes  clB'ftiicl^ 

dHMB  Coonlinatcn  an  4en  Axcn  AX,  AX',  AX"  durch  x,  x',  xl^  oder  tt,  v',  u"  vorbestellt 
werden,  in  einer  gegebmen  Ebene  liege,  aber  die  (100.  a.)  setzt  Torms,  dass  die  Ebene  durch 
eine  anf  ihr  senkrechte  RIehtnng,  die  (100.  b.),  dass  die  Ebene  durch  zwei  in  ihr  liogonde  oder 
nnt  ihr  parallele  Richtuntren,  die  ,(100.  c.^,  dass  di<'  Hbene  durch  eine  solche  Richtnng  und 
Kwei  in  der  Ehrnc  Heftende  Pnncle,  die  (103l  d.}  endlich,  dass  die  Ebene  dtmli  drei  Mkhe 
Puncte  gegeben  werde.  •  /  .      •  '• 

fldA  die  Ebene  dmA  dhi  thwidhnleMptM'  A'V  m  kann  nun  dhie  S^pilw  elf  einen  dnr 
in  ihr  liegenden  Punrfo  nrhinon,  wodurch  die  vorstclit'nricn  Cllcichunifen  um  Vieles  einfacher 
werden,  besonders  wenn  man  denjenigen  Punct  dazu  auscrwühit,  dessen  Coordinatcn  in  ihnen 
m  ktaigsten  vorkommen,  wetf  dann  dfe»  «De  mdl  werden. 

54}  In  der  Nr  49.  hnben  wir  die  Projectionndden  einer  Richtung  0  0,  zu  Hndcn  ^rdt  rnt, 

von  denen  jede  eben  sowohl  dem 


it««.  4.) 


wdchc  mit  dem  Durchschnitt  zweier 
Orandsysteme,  wie  «ttch  dem  Polarsysteme  angdiören  kamt,  parallel  ISaft ;  jetzt  woDeit  wir  die 
Rrojeclionmhien  der  Richtung  0  0,  anrauchen,  wenn  diese  mit  dem  Durduchnill  von  irgend 
zwei  gegebenen  sich  schneidenden  Ebenen  parallel  laufen  soll.  Bedenkt  man,  dass  eine  Rich- 
tung, die  mit  dem  Durchschnitt  zweier  Ebenen  parallel  laaren  soll,  gleichzeitig  mit  jeder  von  diesen 
Ebenen  paralld  laufen  müne,  und  dass  jede  dieser  zwei  E^CMduAen  die  mdere  nneh  rieh 
zieht,  mithin  bi'ide  von  vlUüjr  frlcirlicin  ffnifangr  sind,  so  überrengt  man  sich,  dass  die  ver- 
langte Richtung  in  Bezug  auf  j«Mle  der  beiden  Ebenen  eine  von  den  in  Nr.  51.  aurgestcUten 
Onichmigon  beHrlMÜ^mi  nui,  und  dnn  sie  dio  vnlmgle'  IM,  so  wie  tin  dlMs  dMA  Sind  den— 
nach  A,  A',  A"  und  \, ,  A:.  A;'  die  schiefen,  C,  C,  C"  nnd  C, .  ,  C'  die  senkrerhliMi  Pro- 
jectionszahlen,  welche  zwei  in  der  einen  Ebene  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen  an 
dm  Axen  AX,  AIT,  AX^  des  nrsprunff liehen  Coorihwimwyalwns  geben,  «nd- bezelelnMn  n, 
a',  a"  und  a, ,  a',  a','  als  schiefe,  c,  c',  e"  und  c,,  cl,  c"  a!.*i  senkrechte  Projectionszahlen,  das 
deiche  in  Bezug  auf  zwei  in  der  andern  Ebene  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen,  mid 
denkt  man  sich  den  beiden  erstem  Richtungen  parallel  und  gleichlHufig  zwei  Richtungen  AT 
und  AT*,  die  von  der  Ceordinatenspilze  A  aoslanfen,  und  eben  soh-he  zwei  den  beiden  andern 
liehln^pvdMnnBdgUioyinflfe  Ay,  Ay',  MliiMendieA¥,  AY'  mit 
L  11 
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Iiinu  A  Y",  die  mit  ihnen  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liepl,  ein  rweiics  Cmirdinatensy- 
i>leni,  und  eben  su  bilden  die  Ay,  Ay'  mit  irgend  einer  drillen       ",  die  luit  ihnen  nicht  in 
einer  utf  ienelbeii  Ebene  liegt,  ein  drittes  CoordintlensysU«.  Bewkilinen  nnn  ir%  BS*, 
die  schiefen  Projerlionsz  ililrn,  welrhc  die  ursprünglichen  Axen  AX,  A  \".  A  \"  au  i!ri  ilritten 
'  '  Axc  AY"  des  zweiten  bysteius  geben,  sowie  b",  \i\  b','  die,  welche  dieselben  un^prunglicken 

Axen  M  der  driUen  Axe  Ay^  de«  dritten-  Systeme  freben;  bezeicliBen  femer  (^t),  (.^V,  (^) 

undl«ji.  'f^'.i,  \(i','>  die  si  hiefen  l'rojectiinis/.ilili  ii.  v\eK'Iie  die  den  dritten  Axen  \  V"  um!  A  y" 
im  zweiten  und  driUen  System  entsprochenden  Polaraxen,  d.  h.  die  zwei  auf  den  beiden  £bencn, 
■dt  deren  Dorclisehnitt  die  Mcltfaiig'  00,  pandld  laafen  soD,  senkredilen  Richtiuigien  an  den 
Axen  A  \  ,  A  \'.  A  X"  des  nrsprtlnglichen  Systems  trelieti.  ist  die  Bedingung,  dass  diu  Rich- 
Img  OOi  mit  der  ersten  Ebene  parallel  lüull,  den  Gleichungen  (^98.  a.j  zur  Folge  euttuilUm  in: 

r  o=(r,}a,+(r,)a;  +  (r;')a;'  oder  <)=(^,)c,+t.r,)  r;+/^,'u-;'; 

CiM*  M*>  /    und  eben  so  ist  in 

^  0  =  (y,)  B,  +  ly',)  «;  +  a''  oder  ()=:(«;)  e,  -f  '«ii  -f  iff"i  e;' 
die  Bedingung  enthalten,  duss  die  Richtung  UU|  mit  der  zweiten  £benc  parallel  läuft,  weim 
»tf  tij  ^  ^  wdk&ekmf  Ct,  <i,  c?  die  senltreeliten  PrajecHonsnlden  der  Terimirlen  Richtung 
00^  an  den  Awn  AX,  AX',  A  \"  vorstellen,  und  die  GrBnd7.cirhen  (T,)  und  r/,^  ilen  seiik- 
ndilca,  sowie  diu  (ji-undMiehen  und  (o.)  dt'u  jKhiefen  Projectionszablen  angebüreu,  welche 
die  snf  der  einen  oder  andern  Bbene  sedcrecbt  stehende  Gerade  an  den  Axen  AX,  AX*,  AX^ 
giebt.  Je  eine  von  den  mif  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (101.  a.)  giebt  in  Verbindung 
mit  je  einer  von  den  auf  zweiter  Zeile  stehenden  das  Keniizciclien  her,  dass  die  Riclitung  Ü  Ü| 
mit  jeder  der  beiden  Ebenen,  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  ihrem  Dorchscluiittc  parallel  Unit 
Hülle  man  die  Bedingung,  dass  die  gesuchte  Achtung  mit  jeder  der  zwei  gegebenen  Ebenen  panBel 
laufen  soll,  anstatt  durch  die  Gleichungeii  (96.  a.}  durch  (SA.  ]L)  «nsgedrikitt,  so  halte  nan 
erhalten : 

0=(A'Är—  A''AOa,+  CA"A.  -  A  AD  a;+ (A  A,'  -  A'A.)  a;' 

oder 

.  0 = c*^'  c;'  -      c, + cc"  c,  -  c  (7)  c; + (c  c;  - 1"  c.)  c;' 

in  Besag  aof  die  eine  Ebene  und 

/  0 = ( a'ar-a"ao«.+ c«"«.  -*•;'}  «i+C**'-  •'<)•? 

c)  \  oder 

/  o=(e'cr-c"c;)  e,+(<rc.-ccDc;+(oe:-c'c)c? 

auf  die  zweite  Ebene,  welche  Gleichungen  die  Stelle  der  vurigea  sM  vertreten  haben, 
die  Ebenen  dureli  xwei  in  ihnen  liegende  und  sich  schneidende  Richtungen  gegeben  sind. 
Waren  aber  die  bei^len  sich  schneidenden  Ebenen  dadurch  gegeben  worden,  dass  an  die 
Stelle  von  einer  der  sie  beatinmenden  RicHnngcn  zwei  in  dieser  Richtung  lie^^reude  Puncte  durch 
ihre  Coordinaleu  gegeben  wurden  wircn,  so  mlisste  man  die  l'rojectioiiszahlen  <lie>;r>r  Richtung 
(iurdi  die  Coordinalcn  der  zwei  Puncto  ausdrückten  und  diese  AusdnkcJie  an  diu  Stelle  der  Pro- 
jedkMisrfrien  dieser  Richtung  in  diejenige  der  Gldchnnfeii  001.  h.}  «nd  001.  e.)  eiaseUcn, 

welche  der  FImmk' angehört,  in  der  die  üfjrchi'nen  l'nncli'  liesren,  und  eben  sn  niiisste  iikiii  mt- 
Cabren,  wenn  auch  noch  eine  andere  oder  gar  alle  Kicbtuugcn  durch  zwei  ihrer  Puncto  gege- 
ben Viren,  was  inwer  qiitHiUe  der  fflaidnuigen  (3)  auf  dieselbe  leidde  Weise  geschehen  kann, 
wie  schon  mehrmals  in  11}  und  III)  der  Nr.  51.  gezeigt  worden  ist.  Um  dabei  die  Anzahl  der 
gegobcnenPuncle  nicht  vanvU^iger  Weis«  m  .vermehrep,  wird  es  gut  seini  da,  wo  es  geschehen 


liM.  b.) 


leeaaee^ee 
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lUMf  bei  jeder  pinrolnen  Rirhtnng  immer  den  PnnrJ,  in  wolrbem  mehrere  Richtungen  msam- 
■Brirafen,  zu  einen  der  gegebenen  xu  nehmen,  weil  so  die  Annhl  der  in  die  Gkichangen 
eingehemlen  Pancte  »erriiigeii  wird.  "Es  wird  wmr  die  Lage  zweier  Ebenen  dnrdi  vier  Pimete 
bcfÜBUnt,  von  denen  zwei  im  DurchschnilU'  der  beiden  Ebenen  und  je  einer  in  diesen  Ebenen 
ansiertelb  des  DurcfascIuiiUs  liegen;  liier  «Ibiief,  wo  der  Dorchscbnül  alt  nicbl  gcigeben  aage- 
nomBen  wird,  bat  mm  die  Lege  der  beiden  EbeuBs  In  AngeaMiBeB  all  dnrA  seeha  Pucle 
betfianit  Miknfacsen,  von  den«  j«  drei  in  einer  der  beiden'Ebcncn  liegen.  In  dem  besonders 
Falle,  wo  die  zwei  {gegebenen  Ebenen  beide  oder  niirh  nur  eine  von  ihnen  durcli  die  Projec- 
lionsspilzc  A  hindurcli  geben,  werden  solche  Gleiciiungen  viel  cinraciier,  weiui  umi  «Üu  Spilze 
A  za  dem  Pitncte  nacht,  von  wclcbcm  alle  gegebenen  Rkhlniigcn  oder  dock  deren  HURe  am- 
laufen,  weil  dann,  im  Falle  die  Hiclilungen  durch  Punrte  pesri^ben  sind,  die  Coordinalen  dieser 
Spitze,  weU'he  sünunllich  null  sind,  als  dem  gegebenen  Puncle  zugehörig  angesehen  werden 
kfinaen^  wodnreli  eine  Vereinfaehang  der  Gleidin^f  efaier  jeden  Ebene  bewirict  wird,  ron  wel- 
cher Pande  ge^rclH-n  sind. 

55)  .Ea  ist  nun  leicht,  die  üediiigungägleichungeii  anzugeben,  in  welchen  das  Merkmal  ent- 
hriten  iit,  daM  ein  Pvnct  iai  Dordmitt  der  beiden  m  der  vollen  Nvnimer  gegebenen  Ebenen 
Hege.  Sind  nimlich  x,,  xl,  x','  und  u, ,  u|,  ui'  die  schieren  und  senkrechten  Coordinalen  von 
einem  gegebenen  Ponctc  dieseis  DurducJuiitls  und  stellen  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  die  Coordi- 
naten  von  irgend  einem  andern  unbestimmt  gelassenen  Punct  desselben  DurchacbniUe  an  den 
Axen  A.\,  .\.\",  AX"  vor,  SO  ist,  wenn  r  die  Entfernung  dinier  beiden  Pancle  von  einander 
beseicfanet,  den  im  Eingang  au  Nr.  4b.  gegebenen  dekhnngea  nur  Folge 


Richtung:  bedeuten,  die  von  dem  ersten  der  zwd  genannten  Puncto  aSS  iutik  den  andeoi  hitt- 
dureb  gebt;  es  cehünn  aber  di»;>e  Projeclioaszahlcn  nicht  blos  dieser  Richtung,  sondern  auch 
jeder  mit  ihr  parallelen  und  gleichiauligen  an,  und  steilen  daher  im  Aligemcinen  die  von  einer 
■tt  dem  Dnrohachnill  der  beiden  Ebenen  parallelen  BicUng,  dao  daaadbe  vor,  vna  n  den  Glei- 

ehangen  der  vorijren  Nummer  durch  dicx-ÜK-ii  Zeichen  vorgeslellt  wordco  ist.  Setzt  man  nun 
Ihr  diese  Projcctionszahieu  ilurc  hier  gegebenen  Wertbe  in  June  (ileicfanDgen  ein,  so  wurden 


dhClOl.  a.): 


.nd  dto  0<M.  k)  verwanMi  afab  bit 

0  —  (A' A;'--  A"A0  (x  —  x.)  +  (A'  A,  —  A  a;-)  (x'  -  xl)  -f-  ( A  A:     A'AO  Cx"-  xD  oder ) 

o=((rc;'^-  rTDCu-ttO+CC'C.  -o  c.)  (n'-uD+cc  c: -aco  (•"-■;')     \ ' ' 


BoiivndinMides'Pinr  vm  dkoaen  flleichnpgnn  aaMleB,  Jiagl  in  dar  DniiiiiinbailiilMii  dar  «wi 


oder 
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(gegebenen  Ebeaen,  oder  uiil  andern  Worten  in  der  RichUing,  die  thcils  dureh  die  K<ii  ni7:i>-niori 
der  Gkichmigen,  theils  durcli  den  Punct,  dessen  Coordinaten  x, ,  x,' ,  xi'  oder  u, ,  ui ,  ui  buid, 

56}  Da  die  swei  RicUmgen,  wodsrah  in  Ifr.  9f.  die  Lage  einer  Biiciw  fegeben  wordca 

isl,  auf  unzähli^r  vieli'  Arten  jjrnoiniiu'n  wenlen  können,  indem  sie  keine  andere  Bedintriing  zu 
•  erfüllen  brauchen  als  die,  dass  sie  beide  in  Jener  Ebene  liegen  und  sich  schneiden,  so  kann 
■um  oft  durch  eine  iwedunSssifrc  WaU  denelben  die  eine  oder  die  andere  der  Grletcfanngen 
QlOi.  b.)  oder  (1(>2.  b.)  helnii iiili<h  einfacher  werden  lassen.  So  kann  man  für  die  Richlunc 
deren  ProjecÜonszahlcn  dort  durch  A,  A',  A"  oder  C,  l",  C"  vorbestellt  worden  sind,  den 
DorchsehinÜt  von  einer  der  Coonfinatenebenen  des  Grundsysfcnis  oder  anch  des  Potarsystcn» 
nit  der  gegebenen  Ebene  nehinen,  wo  dann  im  erstem  Falle  At=0  oder  ,\'=0  oder  A"=0 
wird,  je  nachdem  man  den  Diin  lisclinill  mit  der  Ebene  X'A  \"  oder  X  A  X"  oder  X  A  X'  dazu 
nimmt,  und  im  andern  Falle  wird  C  =  0  oder  C'=ü  oder  C"=0,  je  naclideni  man  den  Durch- 
adnütt  «n  der  Ebene  FAS"  oder  SAS*  oder  SAJT  dam  wttlL  Das  Gleiche  gilt  auch  von 
der  andern  Rirhhing,  deren  Projerlionsznhb-n  dort  dun  Ii  A|,  AJ«  A"  oder  (', ,  r[,  ange- 
deutet worden  sind,  nur  dass  man  Tiir  die  rAveilc  nicht  denselben  Ourcbscluiill  nehmen  darf, 
den  nnui  sclmn  ftir  die  erste  veibraaeM  hat'  In  dem  besonden  Falle,  wo  die  gegebene  Ebene 
mit  einer  der  Coordinatenebeoen  parallel  IhuR,  ;ri(.itl  diese  mit  ilir  /wur  kriiieii  PurchsehnlH, 
aber  dann  geben  nolbwendiger  Weis«  die  beiden  andern  Coordinatencbenen  mit  der  gegebenen 
Ebene  einen  DvduchmHI,  iw  dass  nmn  inuner  wieder  lür  obige  beide  Ridilnngeli  solche  Durch- 
mIuiHIo  nehmen  hmn. 

Eine  noch  freiere  Wahl  steht  olTen  bei  den  in  Nr.  i  l.  1h  sprochencn  RichluiiLi n :  denn  da 
diese  Richtungen  keine  andere  Bi-dincrtinir  zu  erfiillen  liiiben,  als  die,  dnss  sie  nii  Iii  [lamllel  mit 
dem  Durchschnitt  der  zwei  Ebenen  seien  und  dass  jede  in  der  Ebene  liegen  bleibe,  zu  deren 
Lngenbesl&nnnng  sie  dient,  so  kOonen  data  wie  in  den  Falle  einer  efauclgen  Ebene  dto  Dnrcb- 
schnitte  dieser  Ebenen  mit  eiiuM'  der  GninJ-  oder  Polar-rnnrdinnlcni  benen,  falls  dii  se  nir-ht 
parallel  mit  dem  Durchschnitt  der  beiden  gt^gebenen  Ebenen  ist,  genommen  werden,  wodurch 
ehie  von  den  PrajeetiOnssahlen  etaer  jeden  Miellen  Riehlwig  mdi  vrird.  Weü  aber  die  gesuchte 
Richtung  0  0,  liier  lediglich  von  dem  nurchsclinitt  der  zwei  gegebenen  Ebenen  ubhiingt  und 
unzählig  viele  Paare  von  Ebenen  den  gleichen  Durchschnitt  liefern  können,  so  crfaill  man  da- 
dudi  lltr  die  Wahl  der  zwei  fragtichon  Ridilnngen  einen  nodi  grSsspm  Spielraum  als  Mvor. 
IIm  Imi  sich  von  dem  Umfange,  in  wefehem  hier  eine  geschickte  Wahl  der  gegebenn  lloik-' 
Imgen  zur  YercinfHcbung  der  Gleichungen  beitragen  kann,  den  besten  Begriff  machen,  wenn 
nan  erwlgt,  dass  man  zu  den  Axon  AY'  und  AY"  des  in  Nr.  54.  neu  eingeführten  Systons 
anch  zwei  Axen  des  ursprünglichen  Systems  nnd  zwar  soweU  Grand-  als  Polaraxon  nehmen 
kann,  wenn  nur  keine  von  ilinen  mit  (Ilhi  Durchschnitt  der  gegebenen  Ebenen  parallel  lituft. 
Wählt  maxi  hierfür  z.  B.  die  beiden  Grundaxen  AA',  AX",  so  wird  A,=0,  A|=l,  A|'=U 
•nd  A«=0,  Ai=0,  A?=1  and  dam  nrännl  das  erste  Paar  der  Gletchnogen  (lOi.  k)  odar 
(109.  k)  dte  Gestalt 
,    .  U  =  Aa' — A'a    und   0  =  Aa" — A"a 

0  =  A  Cx  —  x;)  -  A'  (x  —  xO   und   0  =  A  Qx"  -  x',  )  -  A"  (x  —  x.) 
an;  wlUI  ■»!  aber  hiodllr  s.  &  difbeidenFoiBnm  AS' »d  AS",  ao  «tidCssO,.  C;=<R, 
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c:'  =  0  und  (-,=0.  c;=0,  qr=«r,  «oteA  te  sw«ite  rwv  im  aWclwfi  (iOI. 

oder  (102.  b.)  die  Gestalt  , 

OrsCc*— Co  und  0=C«"— C"c 


0=CCu'— u,')  — C  (^u  — U.3   und   0  =  C(u"--u;'J  — C"tu  — u.) 

Dabei  hit  nm  sich  in  dien  vordem  von  dfeMa  Gleiclniiiffeii  mler  A,  A'  und  C,  C  ' 

der  in  Nr.  54.  nnd  Nr.  5.V  (rfiiiin  lilcii  Bemerkung  gfemäss  die  su  irg^end  einer  in  der  Ebene 
YAX"  oder  YAJf"  lietfcnden  Rirliluiig  griiiiritft'n  Projerlionsziihlcn  zu  denken,  so  wio  unter 
A,  A"  und  t:,  (' "  in  den  hiiilorn  Gleichungen  die  zu  irgend  einer  in  der  Ebene  V  A.\'  »der  Y  AJE* 
liegenden  Mehtang  gehörigen.  Ueber  dte  Teiebibchiuigen  der  so  entstellenden  Oeidiaagen 
werden  sfUere,  eigens  über  gerade  Linien  angestellte  Belrecbtungen  noch  nehr  Lkbt  verbreiten. 

'  S.». 
iMMim  iMoi  in  CtN^MlMKjvteiM; 

57}  .Bis  daher  haben  wir  den  drei  Axen  der  betrachteten  Coordbiatensystcmc  eine  vöUig 
beUeUgo  Stelinng  gegen  einander  eingcrüuint;  jetzt  aber  woUcn  wir  die  Besonderheiten  in  Bi^ 

wiifTiinij  ziehen,  welche  den  idlj^eriieinen  Forirtrln  durHUs  enviirlisen,  dii.ss  jenen  drei  .\\en  eine  * 
besondere  Stellung  gegen  eiiuiuder  angewiesen  wird.    Zu\i)rderal  uuUen  wir  da^ijeaige  kebon- 
dere  System  Ins  Auge  fassen,  in  welche«  eine  Axe  senkrocbt  anf  den  beiden  andern  steht,  und 

dieses  ein  if''tren  diese  Ave  senkrechtes  System  nennen.    Nelunen  wir  an,  dass  die  A\e 
AX"  senkrecht  anf  den  beiden  andern  AX  und  AX'  stehe,  so  verwandeln  «ich  dadurch  die 
beiden  Axenwiidcel  W  «nd  W"  bi  reehle  Wtadul,  deren  Koainuae  veradnrimbNi  und  denn  9i<-  - 
nuae  der  Ebriiefl  gleich  aind,-  ao  daaa  man  abo  In  diesem  aenkrechlen  Syatene 

oocW=0,  cosW"=0  und  8inW'=l ,  sbiW'rrl  CM«I 

wiihrcnd  in  iinn  cos  W  und  sin  W  noch  mit  dem  ^^"inkel  W  sicli  n!i;inilerr)*li'  \V(<rthe  ha- 
ben klinnen.  Den  besundern  Gleichun;ren  (103}  geuiiiss  nehmen  in  diesem  Sysleuie  <jie  meisten 
Mlieren  ällgenieinen  Gleiehmgen  besonAm  Fonnen  an,  welche  wir  non'  niher  ins  Auge  Un- 
sen w(dlen.  Pen  Gleichnnsften  (103)  aar  Folge  verwandebl  sieb  bei  diesem  sedlireehten  SysteoM 
die  Gleichungen  (3b}  in :    '  *  ^ 

C08S=— cosW,  sinWco8  9B'=0,  S(nWcosä"=Lb,  ' 
wefche  aeigen,  dass  in  ihm  AB  der  Nebenwirii«!  von  W,  also  siRW  =  sina^  ist,  IB'  and  S"  .  „ 

aller  rechte  Winkel  werden.  >selrhes  letztere  zu  erkennen  {{'iebt,  dass  M'ieh  d:is  zu  dem  bisher 
betruchlclen  Systeme  gekurigu  l'ulan>yslem,  dessen  Axqo  AJi ,  A£',  Ai"  sti|d,  ein  seidircchtes 
ist,  in  welchem  die  Axe  aI*  sentaneehl  «nf  den. beiden  AX  und  AT  sidif.  Deshal»  verwa»* 
ddn  sich  bei  Dan  'die  drei  GleiduiRgea  (42)  in  die  eine  i 

h=:sinW  Cl#4. 

nnd  die-  Gleidhnigai  (41)  geben 

«owie  die  (45.  a)  '      •       .  , 

«.=S0,    «SS«,  \  ' 
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geluifl  bei  dieieai  SyKtnnn  du.-  (lietchungen  (12)  Uber  in:  • 

0  — i.  +  aV..sW.    c'=acosW  +  :t'.  <-"=a" 
und  die        a.}  neliiiicn  in  Folge  der  (jlcicbuiigi-n  (^iOI.  b.  ujid  c.J  die  luchrolgcudc  Ue« 


ClMtfe.)  asin'W  =  r  — c'cosW  ,   aW  W=c'— cros  W ,  a"=c", 

in  ^vi-lclicii  iiiiin  MiK  Ii  V  .  v'.  v"  nii  <lii>  Slcllo  von  a ,  a',  h"  und  u ,  u',  ■"  w  liie  Slell»  VON 
c,  c',  c"  den  (■U-iciiuii).'i'M  (^15.  a.}  und  (j^.  a.}  gcuubs  selzca  kuiD. 

iai  bei  sw»i  aiir  einuidcr  besungenen,  «ii  den  Axea  AX ,  AX",  A  X"  md  mi>  denm  A Y , 
A  Y",  AV"  /iisaiiiiiicngi'selr.lon  Sysli'iiu'n  (\»s  crslcrr  ein  srnkn  i  lili-s,  in  weli-herii  die  A\c  A  \" 
seuWrcclil  auf  den  zwei  andern  AA  uud  W  sieht  und  datier  die  Polaraxc  \  i  "  ml  der  ünind- 
ixe  A  X"  zosamineiifliUl,  so  sind  alle  fl[lcichnami|ren  Projectionszahlcn,  wdcbe  diese  leisten  swei 
Axen  HM  ilcn  A.\en  di>.s  zh  eilen  S\>l>  tiis  liiTcrn,  hei  beiden  «lie^elbcn,  noi  bat  daher  in  Gc- 
uiMssheit  der  in  \r.  23.,  Nr.  21.  und  .\r.  14.  leslge.selzten  Bezeirhnuniren : 

.-k      kB,=(ß.j,  b;=(ö;>,  b;'=(ä;');  d,=(^,j,  ü;=(^.),  d;'=(^;); 
jÄ=(iy,  KäW,  Ilf=:(Br);  ^.=(D.),  -^.=(»0,  ^.'=(d;'); 

,      femer  ist  die  schiefe  ProjeclionszaiM»  weldto  iq^end  eine  Richtung  an  der  Axe  AX"  in  dem 

scnlireelileii  Systeme  lierert,  der  senkrechten  Projertionszahl  gleich,  welche  diusctbc  Richtung 
an  derselben  Axc  giebt,  dnher  lint  man  in  Bezug  auP  die  sinunilichcn  Axen  des  zweiten  Dop> 
pelsystcnis  in  Gcinä.ssheit  der  gleichen  Bezeichnungen: 

rA''=c",  Ar=c;',  Ar=c;';  (^')=(n,  (^')=(r;'i,  i^;)=:,r,'), 

ClM.k>)  ....  <     und  auch  noch 

(A'—r  ,  .  f;=r:,  ,^:—n';  (A")={C"),  (A,"i -i(Ti  ,  (a;-.»  =(c;') , 

weil,  wenn  die  .Axe  AX"  senkrecht  auf  den  zwei  andeni  A  X  und  A  X'  sieht,  nolliurmliy^  niich 
die  AS"  senkrecht  auf  denen  AJb  und  Ai'  steht,  somit  das  zu  dem  ersten  (irunUs) stem  ge- 
hör^ Pohrsyslem  in  BeEBg  mf  dessen  Axe  A3E"  e&i  senkrechtes  isL  —  Ist  iiiif«gen  bei  dca 
zwei  Hid'  eiriiindiT  hczo^inni  Systemen  dws  letzlere  aus  den  A\i'n  AY.  A  Y",  A  Y"  zu.siiimneii- 
gesetzte  ein  senkrtnhies,  dessen  A.\e  AY'  senkrecht  auf  den  zwei  auidern  AY  und  AY'  steht, 
so  pdten  lir  dieses  die  den  Formen  (106.  &  und  b.)  mnlogen  Gleichnngon,  nan  eritBtt  aiai- 
lieh  statt  der  (106.  a.)  die: 

-fc      iA,  =u,:,  a;  =(y/;i.  a;'=(^;);  r,=(r,),  t;=(r,),  c;'=ir;); 
"  ■  f./.^iA,  ,  ,-r,=:iA;i,  j"=[a:\;  i;=(Q,  r,=(Q,  r.'=^t:;'), 

and  an  liie  Stelle  derer  (llMi.  b.)  treten  die : 

!B"=D'',  b;'=d;',  b;'=d;';  iß")=^^'),  (ß:'j=(^.'),  t/ro=i^;') 
und  die: 
Br=J",  K^di,  (B")  (BDsrODT),  (Br)=(D;'). 

•   .  Durch  die  hier  itnirezeiirlen,  hei  einem  senkrechten  CoordinAtensysteme  einlreliMuli-n  hi  son- 

dcm  Uezieliuiigen  zwischen  den  Projectionszahlcn,  welche  seine  uud  die  Axen  eines  mit  itim 
veriNuidenen  beUeMgea*  Systems  weehselseilif  an  efaumder  geben,  kam  UMm  in  «biem  aoldien 

»  .         Falle  den  olirn  iiurtresli-IIten  uiinz  allj^emeinen  Gleicliiiiiifen,  in  wi'fclien  solche  Projectioiisziihii'n 
auftreten,  mannigfach  abgeänderte  GcstaUen  geben,  weiche  einzeln  aufntfllbren  wir  unterlassen; 
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nur  einijfo  wcoife  wn  ihnen  wollen  wir,  weil  sie  eine  «fl  wieflcrkehremlt?  Ainvondnns:  in  iler 
BtiWüguiigrfdKe  todea,  hier  niuderbdu-eilH'n.  litl  nioüich  blas  d«ä  aiu>  «Jen  Axen  AX,  AX', 
AX"  iM—Mi|eiulili  Syitem  in  Baraf  «if  Mint  Axo  AX"  ete  ■cihredilM  nnd  «(MM-wir 

4WB  1b  den  dritten  hintern  (ilek-hiiiiLJ^i  ri  C^S.  a.')  einer  jeden  (Iriippc  (l<'n  Hi-inlionen  (lOfi.  b.") 
av  Folg«  C",  C;',  C;'  oder  II,,  ]>;,  J>;'  iUr  A',  A',\  A','  «ad  zugleich  der  lileichuiig  (lUi.  itj 
g«nKM  steW.flr  h,  M  MnnnMt  fioh  «eNftM  in: 

i«l  hingegen  Mos  dM  mt  dea  Axen  AY,  AT',  AY"  xuMnuaengMelile  System  in  Benig  auf 

S<'ine  A  ve  A  Y"  ein  senkrerlites  und  setzen  wir  (}i<'ser  Voninsselziinp  jreiiiiiss  in  den  driticii        ,  .  » , 
vordorn  Gleicliungeii  (bü.       einer  jctteii  Gruppe  nach  Anleitung  der  üleidiungeti  {^lOG.  d.} 
P^  DT,  Bf  «dar  C,  C;,  C;'  Ar  V,  BT,  K  «nd  angloidi  der  «r  du  jsliige  ceiriEMdito  Sf 
sidii  iiitergeingeaen  Gtekhnng  (104  a.)  ««•Folg«  itaWi  Mr  k,  so  Temuddn  aioh.  dte^ 

seihen  in: 

+  (\sinW,  =  h(A'A;'— A"A;),  +C;sin  W,  — Ii  (A  \,  — A  AH  .  +<  ;.sinW,  — h(  A  A;  -A'A,).  h.) 
Ferner  erhält  man,  wenn  man  in  dia  letiten  drei  Gürtlern  CiUucliuii^eii  (^ÜO.  (LJ,  den  letzten  drei 
Relelionen  (106.  e.)  nr  Folge,  (D,),  (D;),  (K)  fUr        Jit  ^  mM*  «id  Mnmt  makt 
!tB,,  D;b;,  !D;'B;'  ansiati  (D,),  iT)',!,  il);'>  naeh  Amnge  der  €Bridnuig8a  (iSOi  MdtaodM, 
das«  l:  sinW;'='I;;sinW;  =  2);'8in  W,=:k  Lsl: 

•+  k  B,  sin  W  =       —  (■;  V, ,   qp  k  B;  sin  W  =  C  C;     t"    ,   +  k  Brsin  >V  =  (*  C,  —  C  C,  e.) 

und  eben  so  ündct  man,  wenn  man  den  Relationen  (106.  c.)  zur  Folgo  hi  die  hintern  Glei- 
chungen (90.  c.J  (1,1,  U  ;:  ,  [<"t  ]  lür  r, ,  n,  ri'  sclzl,  und  hierauf  wieder  tfA,,  t^"  \;,  61'  Ai' 
nir  (C,i ,  {C,, ,  {€',')  nach  Aussage  der  Glcidui^fea  (87),  aad  beachtet,  dass  l£jiijiW"=2(S;MaW' 

r=t*l'sinW  =  h  ist:  • 

±hA,sinW.=:J),D;  — 1);D,  ,    +hA;«üiW,=DD;-D'l).  ,   +  Ii A;'mnW,  =  DD; —DD,  ,  (im.  d.) 

driwa  die-  (107.  &)  trthr  trt,  wenn  l|loa  dw  nw  dn  Axen  AX ,  A .V,  AX"  gMcli 

System  ein  an  der  Axe  AX"  senkrechtes  ist,  die  (107.  d.)  hingegen,  «ciiii  blos  die  Axe  AY* 
mit  denen  A  Y  und  A  Y  rechte  Winkel  bildet.  Man  kann  in  diesen  Gleiehiuigen  (he  Projections- 
tahlen,  deren  Grundzeichen  ('  ist,  durch  solche  ersetzen,  deren  Grundzeichen  Ü  ist,  und  nuige- 
kehrt  die  nrit  dem  Gnmdzeirhcn  D  darch  Mdm  nrit  ddia  GmadBeiehea  C  Aaf  aokhe  W«iM 

werden  die.  Gleichungen  (107.  r.):  '  ^  . 

+  kB,sinW  =  l»'l);'    Ti:iV',   +kB:.sinW=DJ);'— P.D",   +liB;'sinW=J)D:  — D.JX  \  i§m, 

nad  die  Gleiehun^f  (107.  d.)  ^elil  über  in: 

+  11  \,. sin \v, =(•'(•;'  -  (•;(•",  4- Ii  a; sin w,~c <•;'—(•,("',  +ii  A'/sinw,  =:(  (•;  —  (', r.    (im.  f.j 

£s  giebt  das  seokrechl«!  System  noch  zu  andern  diesen  iihnUcben  (ileicfaungen  Aniass,  die  wir 
ladawen  wvgbsse'a,  da  aie  entweder  BchoB  hi  den  vorigen  enihaken  abid,  oder  durch  ein  gani 
iftwBfihfif  Verfahren  sich  erhalten  lassiii  ....    . , 

58)  Das  senkrechte  Coordintteosyatem  besitzt  noch  eine  andere  lugeathundicJikcil,  von  de( 
«in  klofiger  Gehnneh  genncht  wird,  rnid  die  wfar  deher  nteht  imberBefcaidiligt  hissen  dibfen. 
Malt  tfndioh  in  dem  Coordtnalensysteme,  dessen  Axea  AX,  AX',  AX"  siad,  die  eine  Axv: 
kX"  MdMft  mf  dm  iwai  andern  AX  «nd  AX\  wo  dam  bei  ihnt  die  <Heiohungen  (iua> 
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stall  fintipn,  und  werden  an  diesem  Sy.sliwe  Wos  sokhi"  J'unole  und  Rii^htaniren  nnft^rsurhl,  die 
in  der  Ebene  X  A  X'  liegcii,  so  befinden  sich  diese  i'unctc  und  Ridriongen  alle  in  dem  Nr.  48i. 
L  MraoUeten  Falle,  und  zww  sdioB,  wem  die  BlehlHfn  Ncih  wm  pmM  all  der  Ebene 

X  A  \"  Honen;  es  irellen  daher  Tür  siilrhe  Pimrle  und  Rii-Iitiincen  alle  die  dort  mitcetheilten 
Gleichungen,  nur  inuss  an  den  Acceuten  eine  \  erUiujiciiung  der  zweiten  Art  vorgenoaunea 
wenieii,  weil  hier  die  Bkere  XAX'  fewMilt  wmdea  iel,  wihiend  dort  die  X'AX*  in  Balnoii« 
tung  knin.    Man  hat  daher  mit  Berücksiehli^inKr  der  hier  slllt  fodeoden  GMckn^ta  (tOff)'ii 

auf  jede  mit  der  Ebene  X  A  \'  pandlele  Rii  lilunir : 


(  a"=c"=Ü   und  in  Folge  desj»cn  l=«c-|'aVj 

io=e+«'cMW  ,  C=«cosW+«'j  aiiD*W=c— CcoeW  ,  »'jiii*VV=c'— ceoeW, 


Md  in  Heng  auf  jeden  in  der  Ebene  XAX  ttegcnden  IW  UeTeni  die  Oleidnnigtii  (17), 
(14),  05.  ■.)  und  (da  k),  da  Ittr  ihn  x^sn^bsO  ist, 

Sr*  =  xu  +  x'u',    r  =  a  u  + b'u'=  (■  \ -f- i'  ^' 
n  =  X  +    cos  W  ,    u'=i  X  f OS  W  +  x' ;    xsinMV  =  u  —  u't  os  >V  ,    x'sur  W  =  u  —  ui  osW, 

wenn  x,  x',  x"  die  sdiiefcn,  u,  u',  u"  die  senkreehlcn  Coordiiielen  dieaes  Pnnclea,  r  seine 
Eatferanng  von  der  Coordinalenüpitze ,  und  a ,  n'  die  schiefen ,  c.  c'  die  snnkrcdrten  Projee~ 
tionszahlen  der  von  der  Coordiniitenspitze  nach  diesen  Piiri'-I  hinlaufenden  Rirblung  an  den  Aven 
AX  und  AX'  vun>lellen.  Denkt  man  sidi  zu  diesem  euieii  l'uucte  noch  etilen  zweiten,  dessen 
CoonÜnaiai  wir  wie  bei  den  ersten,  mir  dasa  den  Zeichen  noch  der  index  1  angeUngt  wird,  an- 
deuten werden,  so  isl  in  Be/.»'^  iuil"  dii'«;e  zwei  Punt  le,  wenn  a ,  a'  die  schiefen,  c .  r'  die  senk- 
rechten Projeclionszahlen  der  vom  ersten  Puncte  nach  dem  zwcik>n  hinlaufenden  Richtung  und 
r  den  AlNrtand  der  beiden  Pnnete  von  einander  anceigen,  enülcli  den  Glelehnngcn  (3)  ge- 


dB  do«l%en  drillen  GleielNu«en  von  jeder  4rt  nd  £^  se  hi«  h- 

fidge  der  enMen  <Heidiungcn  (106.  a.  und  b.)  verioren  gehen;  und  aodann  nocb  iai  Sinne  der 
Glddmngen  (2ff),  (19),  (15.  b.)  nnd  (da  e.  oder  d.): 

1  r=8tu,  — uj  +  a'(u;  — u'3  =  c(_Ä,— \)  +  .  (x,  -x); 

■•'S  m— «=x,— x-f  (je;— xOcoeW  ,  nj— n'=(.A, -xjcosW +x;— a  ; 

f  (x,— x)8ln«W=n,-n-(n;-n0coaW  ,  (xj— xOiiii»W=n:-n-(ni^«)coaW; 


0 


Camer  bleiben  an  dieaem  Sysleme  die  von  Riebingen  nnd  Pnneten,  die  nidM  aciran  xngleidi 

mit  dem  Systeme  gegeben  sind,  iinnlili;in;rig^en  Gleichungen: 

sinW'=sinW"=sin<a5'=sin2B  —  1  ,   sinW=sinffi  ,  cos W=:  — cosaB; 

h  =  sin  W  ,      =  Cf;  =  sin  W  .        =  1  ; 

|«=a;=^,  8i,  =  ii  =  -coig  w  ,  a"=«.  =  ar=«;  =  o,  a,  =  i 

Wnbr,  welche  schon  in  der  vttn'nen  Nummer  angegeben  worden  sind  und  mit  deren  Hilfe  sich  Glci- 
ehnngen,  wie  die  (4b. b.}  oder  (48.  c.,  d.}  sind,  den  jelaigen  Uaulinden  gaaMas  verUndafn  lassen. 
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Denkt  man  sich  neitvn  dem  btslier  betmrhleteii  Syslenn'  noch  ein  zweites,  aus  (\cn  Aven 
AY,  AY',  A  Y"  zusauunengeselzteii,  dessen  Ebene  YAY'  mit  der  XA.V  des  \ohgen  in  eine 
«ad  «etefte  Ebene  Mk,  mi  4eamm  Am  kV  Mokfcclit  «rf  mImb  ImMm  «dem  AT  md 

A  Y'  sieht,  sü  fallen  alle  runde,  die  in  ticr  Fhcnc  X  A  \'  licffcit.  auch  in  die  Y  A  Y'.  nnd  Rich- 
tungen, die  mit  der  Ebeau  \X\'  panilicl  sind«  laufen  auch  mit  der  TAY'  panllel;  daher  Mel- 
ken ale  Tenteheaden  Gleichni;en  aneb  noch  an  dieeem  sweilen  Syalene  wabr,  wobei  wir  wie 
immer  zmn  Uilenchiedc  die  GnindznVhen  W, ,  k,D,S,b,d,y,van  die  Stelle  derer  W, 
h,  (£,  S,a,  e,  x,n  setzen  werden,  wihfend  dieselben  Abzeichen  an  beiden  dieselben 
BeiieiHnven  n  den  Axea  AY,  AY',  AY"  nnd  AX,  AX',  AX"  samml  deren  Polanuen  an- 
zeigen sollen.  Behalten  wir  z\«i8chcn  diesen  zwei  besondeni  Systemen  alle  die  Beseidunnigen 
wieder  bei,  welche  in  Sr.  23.  fiir  zwei  alliremeine  festgesetzt  wttrden  sind,  so  hat  man.  «eO 
AX"  nnd  AY"  mit  einander  parallel  laufen,  und  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleicliuogen 
(108.  e.)  zur  Folge  cosW^cosYT^O  bl,  bertgBch  der  lUchlnnf  AY*  an  dem  Sjstaae 

AXf  AX",  AX"  nach  Aussape  der  Gleit hun^^en  (93.  a.  und  c."): 

A,  =p  .  a;=o  und  r,=o  ,  r;=o  ,  so  wie  a;  — (7=+i  CiM>*>> 

nach  .\ussav'e  der  tileichuog  (93.  e.),  wihrend  bezilgiich  der  Richtung  AX"  an  dem  Systcaw 
AY,  AY',  AY"  in  analoger  Weise  ist: 

B.  =0,  B;=0aBdD.=O,  D;=0  ,  lawia   Iir=D;'=+l;  Cl«»-i^-> 

wo  von  den  di>pn'llea  Voneiebea  das  obere  oder  nalere  yrnoHnaen  werden  anm,  je  aactdwn 

ÜB  ptmilli  lrn  Richtunffen  A  \  "  nnd  A  Y"  nach  einerlei  oder  nach  cntireirensreselzlcr  Seile  den 
Innmes  itinzieleo;  ferner  linden  zwischen  zwei  so  beschairencn  Systeaicn,  wo  zwei  Axea  den 
eineB  inner  ia  ebwr  Gaerdnadeaebene  des  aadem  liegen,  weoM  ann  die  enin 
(I08L  a.)  aar  diese  A-xen  in  Anwendoag  bringt,  noch  folgende  WrilblifilbwaHiHf«  stall: 

.\'=.v:=c"—{"—o  und  b"=b:'— 1»"— n;'=o.  cm*.«.) 

Da  die  zu  den  zwei  hier  betrachteten  Grundsysteuen  gehörigen  Polanyateme  wieder  in  dem 
Fale  sieh  beAiden,  dass  ihre  A«B  AJT  and  A9^,  welcbe  nü  denen  AX"  nnd  AY"  snsani- 

men  fallen,  senkrecht  auf  der  Ebene  stehen,  in  «  elcher  X  A  .\'  und  Y  \  V  liegen,  während  ihre 
Coordinalenebenen  f  Ai'  und  9  Af)'  in  die  gleiche  Ebene  fallen,  so  hleilien  zwischen  je  zweien, 
ans  diesen  Dnppelsysicinen  heraus£rehol)enen  einfachen  Systemen  wieder  die,  denen  unter  (109.  a. 
Ms  t,")  gcirehenen  analoL'eii  Beziehungen  wahr ;  diese  deichnngea  finden  daher  noch  Statt,  weaa 
man  stall  liiT  Gnmdzeirlien  A  .  B.  C,  I)  die  i4.  fi.  P.  1  setzt,  oder  auch  diese  oder  jene  nüt 
klammern  umgiebt.  Diesen  Bestimmungen  gemäss  gehen  nun  die  in  iNr.  M.  mitgctheilten  Glei- 
chnngea  fkr  iücMaagea,  die  nM  der  dnreh  XAT  geleglen  Ebene  pssriM  lanfe«,  Mir  wcMm 
der  ersten  Gleichunp  (lOH.  a.)  zur  Folge  immer  a"=c"=rO  ist,  Über  in: 

d=Ca  +  C'a'=Da-1-D,a',   d-r: T. a  +  f ; a'=  Da  + 1>: a  und 
e =D  b-f  DT»'=  C  b  +  C.  b' ,  e'=  I),  b  +  d;  b'—  r'b  +  <"  b'  ■ 

d=Ac+AV,  d  =  .A,c-(-A;c'  und  c  =  Bd4-B  d',  c'=  B,  d  +  B,  d' ;  )(!••.«.> 
h=:Ba+B,a',  b'srBTa+Bia'  and  n=Ab+A,b',  a'=A'H-A;b'; 

asin1ir=r(B)d-Hirjd',  n'sinW=(B,)d-HB;)d'  und  bsiaW,=(^N>H^)c'>  b'ainW,=(^.V+(^';  | 
nad  db  in  \r.  3ä  ttetrebenen  gehen  tat  l^iocie,  die  in  der  Ebene  XAX'  liejjea,  in  die  Ober, 
welche  sich  aus  denen  (1091  d.)  eigeben,  wenn  aam  an  die  Stelle  ron  a,  b,  c,  d  nnd  a',  b', 
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cT,     iKtaa  liist  X,  y,  a,  v  und  x',  y',  u'i  v',  welche  wir  dieo  deswegen  nidat  benufldirei- 


eil«.«.)  ( 


Beriicksicbtigt  man  scUiesslich,  dass  bei  den  hier  vortreruhrlon  besondeni  DoppdfyileaiHI 

int  der  enten  der  auf  zweiter  Zeil«  stehenden  Gleichungen  (108.  e.) 

CtMki»,)  h  =  sinW  ,   fh)=i:sinaß    nnd    k  =  sinW,  ,  (k)=sin3fi, 

islf  und  krall  der  iiltritfoii  nur  derselben  Zeile  i;telienrlen 

(^M.  b.)  6=a;=sinw  ,  und  i)=;3);=isinw, ,  x;'=  l , 

80  gelangt  man  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (109.  ».  bis  c.'),  und  die  aur  diese  folgende 
TenJIgemeiiiemng  beachtend,  zu  der  Einsicht,  doss  die  Gleichungen  (87)  «n  unsem  jetzigea 
SWei  DO|ipeb]fStcnien  lUr  Richinngen,  die  in  der  Ebene  .\A.\'  liegen,  sieh  verwandeln  in: 

/C  =D    =(A)  sinW=:(B)  sinW,  ,   ("  =1).  =(A')  sin\V  =  iB,:i  sinW., 
C  =D'  =(A.)  SinW  =  (B')  SinW,  ,    C.'  r=D;  =(A;j  sin W=:{B;Min W.; 

r  ssj  «iiiW=(B)  «inW,  ,   r  =J,  ={^)sin  W=(B,)Mn  W,, 

r,  =(wA)«inW=(BO'iiiW, ,  T.  =^  =(Al)9iaW={B;}mW,; 

{C)=iJ)—  A  siiiW  l:^  B  sinW.  ,  |C')=(^,)=  A'  .>iinW=  B,  sinW,, 
(C,)  =  (//')=  A,  sin\V=  R  SinW,  ,    {r,)  =  iJ',)=  A;  .sin\V=  P',  sinW,; 

(D)=(rj  =  B  8inW,=  ji  SinW  ,  (D')=(r,)=:  B'  sinW.=  ^,  sinW  , 
(DO=(r)=  B,  finWisr^  itaW  ,  (I);)=(rO=:  B;  liiiW,^  ^  HhW  ; 

ferner  daii  die  Glefdioiigcn  (88.  «.  Us  b.}  hier  die  fönende  Pom  amelHnea: 

+B  na  W,=A:  ein  W  ,  ^B'  sin  W.=A'  än 

+     BDI  W,  =  A,  Sin  W  ,   +»!  sin  W,=A  sin  W; 

±B  sin  3S,  —  yf,  sin  2B  ,  + /?'  .sin  9B,=:./'  sin  SB, 

+  B,  sin  Sä},=./^,  sin  2ü  ,  sin  äß,==./  Hin  38; 

(IM*  «*}  <         rinaß,  =  (^)8inW  ,  +(8')  8inSB.  =  (.^)sin  W , 

l7(B0ainS,=M0ainW  «  +(B0  iintB,=(.i^  linW; 

sin  W,  =  (A;)  sin  SB  ,  qp(fi^itn  W.  =  (A ')  sin  SB , 

+  l7?,tsinW,  — (.\,)  sinSL«  ,    +(Bt) sin W,  =^\l  sin^Kv; 

noch  X»  bemeriien  ül  larsUicht  dass  von  den  doppelten  Vorzeichen  laMier  nur  die 
ofeem  oder  vor  die  intern  m  nehmen  sind,  je  naehdem  die  iwei  Syileme  bei  gleicher  RidH 
lang  der  seakrechlen  Axen  einen  almliilx  u  oder  unMiinlicben  Axcnlauf  lialien,  wälirend  die 
Vorzeichen  im  Gegcnfalle  wiigekehrt  zu  neiiiuen  sind;  zweitens,  dass  in  allen  diesen  Glei- 
chungen sin  SB  =  sin  W  und  sin  3B,  =  sin  W,  ist,  als  die  allgemeine  Eigenschaft  senkrechter  Sy- 
Stene»  welche  schon  in  der  vorigen  Nuinnier  angoeigt  worden  ist;  drittens,  diüs  aus  den 
letzten  unter  Jedem  Bncbslaben  stehenden  Gleichnngen  noch  die  folgenden  Glcichnngen  sich 
ei^cben : 


(Ii«,  c) 


+  sin  W.  =  (A  A;  —  A'  A.)  sia  W  ,  ±  sm  W  =  (B  b;  —  B  B.J  sin  W, ; 

\±tln9S,z=QuU[—yf^,^rinm,  ±einS=CBB;— S'B.>in»,; 

+  sin^,={{A\{^,)  —  {A')(^,)~\sin\\\  +.<;inW-^|iB'  K)  —  iBI  iKilsinSB,; 

,  ±«nW,=aA)  (A;)  -(A')  (AJj  8in«B,  ±8ina8=L(ßAß;)-(Ä'J(^.>J««W,i 
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mäkk,  im»  «e  CHeielMügni  (Ml  a.  Mi  d.)  lior  ««rd«: 

+(]))  =rcri ,  +iiy)  =iC) ,  q:(D,)  =i:c,) ,  =(o  \ 

+(./)=(r:),  +(:./)=(r'i,  q:f./,i=(r.),  +i:^)=(r);( 

±D=r:,  q:i}'=r,  +D.  =  r,  ,  ±D;  =  r;^  

±^=c;,  ^^=c,  qp4=c,,  ±^  =  C}) 

während  die  leMen  mler  jedon  der  Wer  «^emgeiea  Brndutabea  eleheidea  ffleiAmgen  lier 

noch  dir  ^eben : 

±  sio  \V,  sin  ili  =  iC)  {C{j  —  \C')  {C,)  ,  ±  sin  W  sin  W, = (D)  (U;)  —  (D'}  (D.)  ,  \ 

±atott,iiiiW=:(r)(rH{r)(ro ,  ±itaBataW,=(4K^-(-O(-'0,  (  ium.  ,.1 

±iiiiSB,itaffi=  r  r:  -  r  r, ,  i«nw,sinw  =  D  d;  — d'  d.  ,/         i  « 

+  «inW,sfn\V=  l'  l"  —  C  C,  ,   ±sin5)ß,sin2B  =  J  ^,  —  J"  ^,  ,) 

in  welclion  wiederum  sin  9ß  =  sin  W  und  sin  Si  =:  sin  W,  genommen  werden  darf.  Diese  be- 
ftduiclilifeiid  gewilrt  aum,  daie  die  aaf  der  rectalen  Seile  der  GleidnaffeR  (lia     !■  Dmi- 

ein  W 

eiegreichloeieiien  Ansdrildie  lici  den  vordem  lininer  den  OnoUenton  +  ^.^  ^y' ,  bei  den 


sin  W 

hiiilenj  den  4-   .— ..,  darslcllfii,  und  (lii.ss  ilic  inif  lii  ii  n'iliti  ri  Si-ilcu  ilrr  (Jlricliuiiiron  fHO.  jj.") 
—  sin  W,  ■      ■  " 

stehenden  Ansdrücke  äleU  dem  l'ruducte  -j^  siu  W  sia  W,  gleich  sind,  wu  hier,  wie  überall,  hin> 

eidililcli  der  doppellen  Voneiehen  die  voiUn  gegfebene  Segel  beeoblel  werden  mms.  Bei  nl- 

lippiT  riili  isnrimiig  dor  hier  eriiailenen  nicirliungrn  wird  inun  \r\ch\  ir«  \>iihr,  dass  die  (110.  d.) 
schon  in  denen  (_110.  c.}  nnd  (110.  Q  enthalten  sind,  so  wie  umgekehrt  die  ^110.  f.}  nüttdst 
der  (110.  c.)  uus  denen  (110.  d.}  hervor  geholt  irerden  kifmiMi,  wie  denn  eadi  die  (HO.«.) 
und  (110.  g.)  miltclsl  derer  (110.      sich  in  einander  übcrf&hrcn  lassen. 

Geht  man  die  in  dieser  Nummer  erhaltenen  Gleichungen  einseln  durch,  so  wird  man  ge- 
wahr, daea  laft  Ansnahme  der  in  (108.  e.)  enthaltenen: 

6;'=!.  s!;  =i  ,  «"=0,  «,=0,  a:'=:0 ,  9i;=o 

und  der  in  (109.  u.  bis  c-.}  enthaltenen  alle  die  Grossen  verschwunden  sind,  welche  uuf  die 
senlueelite  Axo  AX*  oder  AT*  iigend  einen  Besag  haben;  hmh  ham  daher  in  eekhan  Sf- 

sli'riK'M.  srt  liintri-  SU-  7iir  rnforsnrhunc'  von  solchen  Rir!ilun?cii  und  Piinctcn,  die  in  der  go» 
uieinsclialliicttiii  tuordinaleuefaene  liegen,  benutzt  werden,  die  dritten  Axcn  AX  ",  AY"  gflK 
aneser  Spiel  hseen  nnd  die  Syaieme  an  aaHuaen,  als  wiren  aie  Uoi  eaa  den  Axen  A  X  und 
A  X'.  A  Y  und  A  Y'  zus«mnienge$e(zl.  So  aufgefasstc  Coordinalensystenie,  welche  indessen  nur  dt 
eine  Anwendung  Gnden  können,  wo  «He  in  die  Ualersucbung  eingehenden  Pancte  in  einer  und  der- 
selben Bbene  Regen  nnd  aDe  dartai  eingdienden  Richtttngen  ebenfafls  in  dieser  Bhena  liegen  o^ 
doch  mit  ihr  parallel  laufen,  nnd  deren  zwei  A\en  in  die.ser  Ebene  liegen  müssen,  wn'den  wir  in 
der  Folge  ebene  Systeme  nennen,  wührend  die  uns  drei  A\en  heslfdn-nden  zum  IJnterscIiied  von 
diesen  rit u ml i che  oder  körperliche  Systeme  heissen  sollen.  Umgekehrt  kann  man  in  jedem 
AngenUicfce,  wenn  der  Hinnirltt  von  Pnncten  odir  HlefUnagen,  die  nicht  mehr  die  vorHu.sgesetzle 

Eitri-rtschün  I>csilzen,  es  nöltiior  machen  sollte,  ebene  Sysli-nie  wieder  als  räumliche  ansehen, 
deren  dritte  .\xe  auf  den  zwei  andern,  das  ebene  System  bildenden,  senkrecht  steht;  dann  aber 
MM  Man  alatt  der  hi  dieser  Nnnnier  alehenden  besonleni  Gtoitdnnigen  dio  fifOwr  gegebenen 
nnd  in  dieaen  die  eben  eni  berthrlen  Anmahmc-Gleietangnab  wakhc  hn 

12* 


Digitized  by  Google 


Anal}  tische  üeoiuetrie. 


.ÜMch.  L 


ebenen  Sysleiiic  gar  niihl  in  BelrLU-hliintr  kDiiniicii  kr.mn'ii.  wieder  zur  Gelluni:  koininen  lassen. 
So  bduülen  dwin  alle  am  ubeuen  Systeme  aufguruiideiieu  Resullate  aii  tiem  sUUt  seiner  vii^e- 
Matern  senkrechton  rtwnliclieii  noch  ihre  volle  Gfiltigkotl,  wii  aber  vkH  mehr  der  FiB  wire, 
so  wie  die  dritte  A.\e  des  riiumlicheii  Systems  nicht  nehr  senkrecht  mf  den  beiden  andern, 
welche  zuvor  dem  ebenen  Systeme  anschürten,  stehend  angenommen  wQrde.  Ja  sogar  der  Bc- 
griif  von  Coordinale  lüsst  sich  unter  solchen  Umständen  von  der  dritten  Axc  AX"  völlig  un- 
abhäning  machen  nnd  im  el)eiien  SysleaM  darstellen;  denn  da  hier  Mos  Coordinatcn  an  den 
(irunduxcti  A  \  .  A  \'  zur  Sprache  kommen  und  diese  im  scnkreclileii  Systeme  dureli  Elienen 
al>gei>chaUtcn  werden,  welche  durch  die  Puncte  gehen,  und  welche  hier  immer  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  ebeaen  Systenu  shAea  und  entweder  den  Axen  AX,  AX*  paraM  famrea  «der  auf 
(lensellien  senknclil  stellen,  «-o  lis-^en  sich  elien  so  jftit  dnfllr  Biieh  Linien  siibslituiren ,  die 
durch  die  Puncte  gehen  und  den  Axen. AX,  AX'  parallel  lauren  oder  aur  ihnen  senkrecht 
stehen,  ans  den  Grande,  wefl  diese  Pnnete  üamer  nor  in  der  Ebene  des  ebenen  Syslens  sd- 
b«r  Hqpen. 

50}  Bilden  in  dem  senkrechten  Systeme,  dessen  eine  Axe  senknfcht  auf  den  zwei  andern 
steht,  andi  noch  diese  beiden  andern  Axen  efnen  rechten  Winkel  mit  einander,  so  madit  in 
dem  so  beschaffenen  Systeme  jode  Axe  mit  den  zwei  andern  rechte  Winkel,  weshalb  wir  das 
so  ins  Besondere  gezogene  senkrechte  System  ein  rechtwinkliges  nennen  woilciL  In  den 
Kchtwinlüigen  Systeme  ist  seiner  Definition  zur  Folge 

ißU»  m,}  sfaiW=shiir=:sinW''=l  ,  eosW=eosW=cosW"=rO, 

wenn  seine  Axen  AX,  AX,  AX"  shid,  und  W,  W,  W  die  Whritel  XAX*,  XAX",  rAX* 
bedeuten.  Weil  im  rechlwinkliircii  System  schon  jede  Axe  seiikn  <  lit  iiiif  den  beiden  andern  sieht, 
fO  hat  es  kein  Polarsystcm,  oder  besser  gesagt,  es  ist  selber  sein  Polarsystem,  weshalb  bei  ihm 
din  Vnlui,  welche  im  schierwinkligen  Systeme  durch  9B ,  W,  W  beseidnet  worden  sind, 
keino  andern  als  <lie  V>\  W,  W"  sind,  und  uiun  daher  diese  lel/.lem  mit  den  erstem  in  den 
Gleichungen  (III.  a.}  vertaiucfaen  kann.  Darum  gehen  bei  ihm  die  Gleichungen  (4St)t  (41} 
und  C36)  Uber  in: 

^h=(iii— 1  .  ?i— ?i:  =  ?r;=e=«i=(Kr=i. 

etil,  b.)  ^     _  _         0,.  _  „ 

Die  fiir  jegliche  Kichtungen  und  l'unclu  gUlligcu  Gleichungen  (12}  und  (15.  a.}  sowohl,  als 
di«  (49.  a.}  und  (49.  b.)  verwandehi  sich  diesen  Beslinaningen  gemüss  n: 

a=e,  ^=cr,  a'':s4f  nnd  xsn,  x'=n',  x^sn", 

wie  denn  in  der  That  die  beiderlei  ProjeeUonssaUen  nnd  CoonHnalen  in  diesen  Systeme  die 

Natur  der  senkrechten  annehmen ;  eben  desweffen  fiilll  aber  in  diesem  Systeme  der  l'tilerschied 
zwischen  scliicfen  und  senkrechten  Coordinaten  oder  Projeclionszahlen  ganz  weg,  und  deren 
doppelle  Beseichnnngsweise  whd  vdlOg  IflierflllSBig,  so  dass  wbr  in  der  Folge  die  simmllidien 
Projcctionszahlen  blos  durch  C,  C*,  c",  die  siimmtlirlim  Coordinaten  blos  dtirrh  u,  u'.  u"  vor- 
stellen und  das  Beiwort  schief  oder  senkrecht  weglassen  können.  Thun  wir  diess,  so  nehmen 
die  Gleichungen  (11),  (17)  und  (14}  die  nachslehende  Fom  an: 

tlfll.«.)  .l=c*+<^+0  i»=u»-|-«'*+«"*,  r=cu+cV+**u", 

wenn  u,  u',  u"  die  Coordinaten  von  irgend  einem  Puncte,  r  dessen  absolute  Etitrernung  von 
der  Cooidinslenspilie  A ,  und  c ,  c',  c"  die  ProjeclMHuaaUen  bedeuten,  wekh«  die  von  A  nedi 
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diesen  PUtctr  hinricli-ndc  Richlunf;  an  den  Axm  AX,  AXf  AX'  giebt.  Die 
(9.  a.  mid  b.),  C^O)  uml  (18)  werden  hier: 

und  reos0=eCv.—a)+e'(a;  —  O  +  (^K— 0*0,1 


wean  die  nk  dem  Index  1  vefsdwimi  Zeichen  einen  ■ndern  Fände  and  der  vm  der  Coordi- 

niilcnspilze  nach  ihm  hinzicN  ndi  ii  Ricfilim!:  nnpri'fnircn,  und  9  den  Winkel  bezeiotinet.  welchen 
die  beiden  so  entstehenden  ilichtungen  mit  einander  machen,  r  aber  die  absolute  Entfernung 
der  beide«  Piuelc  von  einaBder  vorsleBL 


Denkt  man  sich  mit  dem  einen  bisher  betrachteten  rechtwinkligen  Coordinatensystem  noch 
ein  zweites  rechl>vinkliire.s  verbunden,  dessen  A\en  AY,  A  Y',  A  Y"  sind,  nnd  hezekfenet  nm 
die  Coordinalen  eines  runctcs  iiiirl  ilic  PrnJi'ctidiiszHhlen  einer  Ttit  litiinir  nn  diesem  Systeme  eben 
SO  wie  die  an  dem  vorigen,  nur  nnt  dem  Lnler^cliiede,  dass  man  statt  der  Grundzeichnn  c,  u 
dfa>  d,  T  SSM,  so  lileiben  die  Gleidinfa  (Iii.  Ms  c.)  «leli  noch  an  dem  swetten  Syatene 
wahr,  wenn  man  in  ihnen  statt  der  einen  Gnindzeicben  die  »ndern  nimmt.  Was  Terner  die  Hlr 
allgemeine  Doppelsyslcme  in  Nr.  44  rafgeslelltcn  deichen  bctrifTI,  wodurch  die  i'rojections- 
laldeii  der  Ann  ehies  jedes  elnraehen  Syslens  fai  ehien  der  swei  Poppdsyrtwne  an  den  AxeB 
Shies  XOn  anden  Doppelsystem  jf<  liririiriMi  einfachen  Systems  von  einander  nnlerschi<-den  W(T- 
dei,  so  hat  nan  imlchst  xu  bedenken,  dass  bei  zwei  rechtwinkligen  Systemen  kein  Pohirayslem 
voa  seinen  Gntndsysten  verschieden  M,  tadem  die  gleich  accenlofaten  Axen  beider  fai  ehmder 
Mögen,  nnd  dass  daher  die  mit  frleichen  Abzeichen  versehenen  die  gleichen  sind,  sie  miigcn  ei- 
Mm  der  Grundzeichen  K  ,  A ,  (Hl,  (fl)  oder  einem  der  Gmndzeichen  h,  B,  (A»,  so 
wie  auch  einem  der  Grundzeichen  C,  T,  (D),  {J)  oder  einem  der  Grundzeichen  1),  J,  (C), 
(F)  ai^diören,  und  dass  eben  deahdb  die  drei  Milsn  von  je  vieren  der  hier  neben  einander 
geschriebenen  durch  du»  erste  ersetzt  werden  knnn,  so  dass  bbis  die  A,  B,  C,  1)  beibehalten 
za  werden  brauchen;  bedenkt  man  lemer,  dass  am  rechtwinkligen  Systeme  die  schiefen  und 
senloveliton  FrojeedoisnhlMi  hi  efaundor  «hetgnhen,  nnd  daat  driier  dio  ntt  «iekhen  Abniehan 
versehenen  die  gleichen  sind,  sie  miitrt'n  das  Grundzeichen  A,  B  oder  das  (' ,  D  an  aioh 
gen :  so  sieht  man  ein,  dass  man  hier  mit  den  zwei  letztem  allein  ausreicht,  wenn  die  ndt  tm^ 
scMedenen  Abseichen  versdiaien  in  der  Bedenting  genoonnen  werden,  die  ibnen  hi  Nr.  93.  wA 
24.  tM'{Tt>ben  worden  ist,  und  selb.st  zwischen  diewn  finden  noch  die  Schon  hl  den  Gfaichunfen 
(31}  ausgesprochenen  Abhingigkeiten  statt ;  es  ist  nämlich : 

C  =D  ,   C'=D,,  C"=D,n 

c^D*,  GssDi,  cr=»;j(  citt.«.) 

c=ir,  c;=Dr,  qr=i>;%i 

so  dass  sich  die  sümnillirhrn  I'rojn  tionszahlen  b!os  dun  li  dii*  mit  dem  Grundzeichen  C  verse- 
henen ersetzen  lassen.  In  die  Gleidiungen  (III.  e.j  gehen  auch  alle  in  (86.  a.  und  b.J  und 
(87)  aufgesleOlen  Iber,  8«  wie  sich  nngehehrt  ans  dieien  leMem  der  Uebcrgang  der  ver^ 
schiedenen  Projectionszahlen  in  einander  abieilen  lässL  Die  angezeigten  Uebergänge  und  die 
Gleichungen  (Iii.  e.)  berUchsichligend,  liehen  sich  immer  je  vier  von  den  in  (59.  a.  und  b.) 
bis  (62.  a.  und  b.)  milgeibeiilen  f  iiiifll—gwi  hl  ehM  «bttige  susanunen,  und  das  deiche  gik 
nach  von  den  (64.  a.  nnd  b.)  Us  (t7.  n.  nnd  k)  snljprtelliMk  Die  eninm  radncbren  akfe  hn 
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AtMh.  I. 


/  d = c  c  +  <  c'  +  c"  (•",  «r  =  r,  r  -f-  c;  c'+  r;- c",  d"  =  r,  c  +  c;  c'  +    c" ; 

Vc  =  Cd  +  C,d'4-C,d",   0  =:C'd  +  qd4-C;d",   c"=C"d  +  C;'d'+C;'d"; 
Citf»  f»)  . . . .  /    die  «ndeni  «nT: 

iv  =  cu +rn'4-(:"u",  T'=Cu  +  r:u4-Cu",  v"=:C,u  +  c; u'+qru"; 

(  ii  =  rv +(,^'+r,  v",    H'=:r.'v-f  i;  v'-fC;  v",    u"=("'v  +  (Tv'-fCrv". 

Endlich  ziehen  üicli  die  vun  (bü.  a.  bis  d.}  und  von  (90.  a.  bis  d.^  stehundca  16  Agj^rcgate 
von  Je  Mm  Gleichungea  in  ein  eiuigei  nkhes  Aggrcigat  nuaunen,  niadidi  anf  du  f«||fead»: 

r±c=c;c;'-crc;,  q:c,=(rc:-<rc;,  ±c;=ccr-rc;. 

Cm.«.)  b:c'=:C.C7-crc,  +c:=ccr-<rc,,  q:r;=rc:'--r"c., 

f + c"=  r,  r,  —  c;  r, ,  +  r;'=  r  r;  -  r  (\ .  +  r:—  v  c;   c  c, . 

und  ci  iüt,  v\ie  iuuuer,  vun  den  iiup|)('Uen  Vorzciihcii  übenilt  nur  livm  obere  oder  nur  das  un- 
tere ni  nelim»,  je  iiadidaBi  die  swel  reddwtaUjg«  Syilene,  ntf  weiche  sich  dieeelben  be- 
ziehen, unter  sich  einen  iihnlichen  orlcr  unähnlichen  Axenlauf  besitzen. 

Da  im  rvehlwinkligen  Cuordinalcn«ystemc  die  schiefen  Projcctionszahlcn  einer  Richtung  sich 
nldit  mehr  von  den  seidorediilen  derseAen  Riehtmig  untendieiden  lessen,  md  also  diesdben 
Znlilcn  n  .  n',  n",  welche  das  Verhalten  der  senkrerlitcn  Projeclionsziihlpn  c ,  c'.  c"  einer  Rich- 
tung zu  einander  anzeigen»  zugleich  auch  das  der  schieren  Projeclionszahlcn  zu  einander  aus- 
sprechen, so  tritt  im  reditwmliligea  Coordinaleasjfsteme  stets  der  in  Nr.  21.  Unter  der  GM- 
chung  (25.  a.}  beqnvclieae  Fall  ein;  es  ist  nündicb  in  Bemg  auf  jede  Richtung  bei  diesem 
Sysleuie  nicht  war: 

a  :  sT  :  •*  :  c  :  c'  :  c"  =  III  :  m  :  m"  :  n  ;  n'  ;  n", 
sondern  man  kät  noch  ibenUess  bei  ibm: 

m=n  f  m=n  «  ■  ssn  « 

so  wie  auch 

a=e,  B's**,  «"=tf' 
«tt  nelnien,  weshalb  bei  ihm  dte  lelsle  SkSdung  (2S.  b.)  In  Bamg  anf  jede  Ricbtmy 

1 

{;n'  +  n"  +  n"')* 
wird,  uud  in  Folge  dessen  liefern  bei  ihm  die  Gleichungen  C<^}* 

.         ^  n  ,     ••  n'  »     »»  n" 

Citl.  M    a=sc=  i ,  a=c'=  — -  ,  •"=0"=   , 

(ii^-f  n'=  +  n"')4  (n'  +  n''-|-n  "  )5  (n' +  n"  +  n"' )  * 

weiche  zeigen,  wie  sich  die  Kosinuse  der  Winkel,  die  irgend  eine  Richtung  nüt  den  drei  Axen 
eines  rechtwinkligen  Coordlnatcnsystems  bOdet,  finden  lassen,  wenn  drei  Zahlen  gegeben  sind, 
die  unter  sich  dieselben  Verhflltnissi>  %ric  jene  drei  Kosinuse  einhalten. 

In  dieser  Nummer  sind  alle  zam  rechtwiidiligen  Coordinalvnsy.'ilcnie  crforderKchen  Grund- 
fkidnmgen  anfgestellt  worden,  deren  AanU,  vergMcbe«  mü  der  beim  RgUcfwhddigm  Coordf- 
natcnsysteme  erhnllmcn,  ausserordentlich  gering  ist.  Dagegen  giebt  diese  Vergleichung  zu  er- 
koinco,  dass  der  Bau  dieser  vielen  CHaicbungen  fast  durchweg  eben  so  einfach  ist,  wie  der 
Jener  wenigen,  vnd  die  spWer  noch  folgenden  Anwendangen  der  vielm  Odohniifen  «les  aobief- 
winkygcn  Systems  werden  «-s  ausser  Zweifel  setzen,  dass  bei  solchen  Anwendna{f0i  dh  vieiariai 
AnsdrBcke  sidi  nicht  sowohl  unter  einander  xu  einem  nnlDimlichcn  KbnqH»  i— ■nmmaolnen, 
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als  vielmfhr,  wie  im  ConlreUiuzc  die  Pcnonenpaai^,  sich  mit  einander  vt^rbindtn  und  wieder 
von  einander  ablüi>en,  um  nirgends  eine,  scheinbar  unvenneidliche,  Verwimii^  cnUtdten  la 
bumn.  Die  Bebandhiog  am  schierwiiikligen  Systeme  stellt  noch  entschiedener,  als  die  an  rechte 

winkUgen,  Ul  den  Arbeiter  (Iii-  Fordcnintr,  dass  er  srinen  (ii>g;(>n.stnn(l  .sc  fiiirf  ülKTlilirki'  und  im 
halle;  lie  verlangt  uül  oiaein  WatU'  einen  gewandtem  Rechner,  bildet  ihn  aber  auch. 

§.  6. 

BestiamuiiS  ia  Pr«J«cUeBea  iartk  CoordiMtei. 

60*)  In  einem  .schi<'rwinkli};ea  Coordinateusysiciiie  bildet  jede  seiner  Gnuidawai  wSt  dar  flir 
gojroiiülM'rliojfCtidi'n  Grund- CoonliiifiliMii'bcne  vin  .srhiefcs  ProjorliiHissystcin,  tim!  mit  der  ihr 
gegenüberliegenden  Polar -Courdinalenebene  ein  senkrechtes  i'rojecUonssysteni.  Eben  su  bildet 
Jede  aefner  Pohmuten  mit  der  iir  gegenAberliagMiden  Polar-CotMdinateiiebeiie  ebi  aeUeret,  nnd 

mit  der  dieser  futsprcfhendcii  (Irund-rDordiniilcncbciic  i'in  s('Mkr<Tht<'s  Projcctinns.syslcm.  Ei 
liegen  also  in  jedem  schiefwinkligen  Doppelsysleinu  zwüll  Projectionssyslemc,  von  denen  die 
etae  Hidfle  aenkreehle,  die  andere  mm«  acbiere  rind ;  man  kein  Messen  die  AanU  der  Pro- 
jection.ssysleine  noch  viel  grösser  werden  lassen,  wenn  man  auch  solche  Ebenen,  die  durch  eine 
Gmnduc  und  eine  Poianue  bindurdi  gelten,  als  Projectionsebenen  ins  Auge  Tassen,  und  zu 
Projeetionsaxen  andi  die  DvclHdnilte  dner  Gmnd-CiMfdnialeiMbene  nd  einer  Polar-Coordi- 
■atendiene  nehmen  will  Wir  iMMcliriiilmi  «M  alker  hier  anf  dk  Beindilmg  von  Projeclioiii- 
«yateom  der  ersten  Art 

Bleiben  wir  xnnicbst  bei  denijeni^'en  schiefen  Projeclionssysteme  stehen,  dessen  Axe  di« 
Chrand-Coordinalcnaxe  AX",  und  dessen  Ebene  die  fJriind-Coordinalenebene  X  \  \"  ist,  und 
belmcUen  wir  in  diesem  Projecliunssysleme  irgend  einen  Punct  0,  dessen  sciüefe  und  senlt- 
leohle  CoordhMlea  an  den  Gnmdaxen  AX,  AX',  AX"  dwwh  x,  xf,  aad  v,  n',  o"  beieieb- 
nel  werden  sollen,  so  ist  den  oben  (<5  1.  Nr.  2.")  peffebenen  Definiliom  n  zur  Fiil^re  \"  die 
lor  Projoctionsaxe  AX"  gehörige  Ordinale  des  Punctes  0  in  diesem  Projeclionssysteme,  und 
die  ProjeeliM  P  des  Ptuete«  0  aaT  die  ProjeeHoofehene  XAX'  hat  hn  CoemthMtentyrteaie  «e 
adiiefen  Coordinalen  x,  x',  0,  weil  diese  I'rojection,  der  obon  ($.  I.  Nr.  8.)  von  ihr  ^rege> 
benen  Definition  gcmilss,  in  der  fibenoXAX'  und  xi^leicfa  m  der  Geraden  liegt,  die  durch  den 
Punct  0  parallel  mit  der  Axe  A  X"  llnfl  Was  aber  in  Beziehunigr  auf  diesen  einen  Pnnot  0 
gesagt  worden  ist,  gilt  eben  su  von  jedem  andeni;  seini'  ziu  i'rojeclionsaxc  AX"  gehörige 
Ordinale  ist  iininer  dessen  schiefe  CDordinHtc  a»  der  Ave  A  \"  im  ("odniinatensysteine  und 
seine  Projeclion  auf  die  Projectiunsebcne  XAX'  giebt  immer  iui  Coordiiutlensysleiue  an  den 
Axen  AX  nnd  kT  dieaelhen  iehiellM  enoMMmln  wb  er  letber,  w  der  Axe  AX^  aber  Iis- 
Tcrt  sie  die  schiefe  fiMirdinalr  Nu!I.  da  sie  in  der  Ebene  XAX'  liegt.  Wenn  also  x,  x\  x" 
und  u,  u',  tt"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordimtei  m  den  Axen  AX,  AX',  AX"  von 
figend  emon  Pude  0  atad,  denen  Pro|ectloa  anf  dfo  Ebene  XAJT  Ungg  der  Axe  AX"  irir 
durch  P  beielehnen,  lo  sind 

X  ,  x' ,  0 

die  schiefen  Coordinalen  der  Projection  P  an  den  gleic^on  Axen^  aus  den  schiefen  CoordinalaB 


Digitized  by  Google 


96  AnaljrffiMke  Ocometrie.  Absch.  I. 

eines  Punctcs  i»asen  sich  aber  iiüt  Hilic  der  Gteichangen  (ISi  a.)  dessen  «enkrechte  finden. 
8e  mnlen  die  da  Punctes  0  dundi  die  Gleidmngea 

(6it.«.)usx+]fcosW+x^co«W',  tt'=xooaW+x'-fjt"ee«Mr,  a"=sxcosir+ji'cosW"+x'' 

dai^geateOt,  die  der  Projectien  P  Ungegca  werden,  wem  nun  sie  dardi  u,      «"  bexeiduiel, 
'    weil  ihre  cor  Axe  A  X"  ?chi*n$r'*  si-hierc  Coordinale  null  ist,  durrh : 

CU«.  *.)  II  =  v  +  \\  os     .    u'=  V  cos  W  +  x' ,    u"=  X  cos  W'+  xVos  W", 

und  ztelil  man  die  Gleiihtni^fi'n  (112.  u.  und  Ii.}  von  riiiandor  ab,  so  crbiiU  man: 

iai».  «.)  U  —  U  =  .x"co.s  W ,    u'—  U'=  \".  ns  W".    u"—  u"=:  .\", 

woraus  sich  wioder  die  Grössen  u ,  u',  u"  durch  Coordinatoii  dafslellen  lasseiL   Slfiil  nuu  q 
die  Bntrermuig  der  Prejectien  P  von  der  Spibce  A ,  d.  Ii.  die  Lflnge  der  xn  P  gehörigen  Spddie. 
vor,  und  a ,  a\  a";  c ,  c',  c"  dio  .s(  liii>r«-n  uikI  scniorecfalen  ProjecUonszaUea  der  Speichenrich- 
tang  AP,  so  ist  der  Gleichung  ^17)  gomiis.'i: 

(IM.  ».■>  =  .\  u  4-  X  u' 

und  den  üleiihuni^en  (_5)  zur  Folffe  hat  imin: 

(IM.  ■».)  a=-  ,   iV=  -  ,   a'=0    und    c=  -  ,   c'=:  -  ,   <"=  , 

Q  Q  Q  Q  Q 

Mbt  man  aber  in  die  nii'i<'liimy:  (113.  a.)  Hir  ii  und  u'  oininal  ihre  Wcillu»  aus  den  Glpiohnnpfon 

(113.  b.)  ein,  ein  niulrnna!  ilin-  aus  den  (Ikiiluingen  (112.  c.)  entnunuut'n<>n  Werlhc,  so  er- 


CliS.  =  .\'  +  x"  +  2  X  x'cos  W    oder   (»'  =  x  u  +  x'u'—  x"  (u"—  x") , 

md  die  lel/fi'M  <lrri  (Ilekhunircn  (113.  Ii.}  werdi-n  durch  das  gleiche  VerfalirLMl : 


l       X  4-  x'cos  W      ,t  xcQg.W  ^-X'      -  xcos  \\"+  x'cos  W" 

]  9        *  9         *  9 

od 


CilS»  dU)   oder 

u— x'cosW      .     a'— x"co»W  u"— x" 

'  •    CS3   '  '     ■    f  SS      -    ■■  ■  • 

9        *  P         '  9 

Bedeuten  jeUsl  a ,  a',  a"  die  schieren,  e ,  c',  c"  die  senkrechten  ProjccUonsTahIßii  der  Strah« 
lenrichlung  AO  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X",  und  stell!  r  die  Knlfemiina:  des  Pum  tes  0  von 
der  Spitze  A ,  d.  h.  die  Länge  des  su  0  gehörigen  iilrahleü  vor,  so  ist  in  GenuisslK-il  der 
CHeiohvagen  (5i): 

(ii«.«.)  t'=^,  a-=f  und  c=H,  «-sj',  is"=f  , 


die  Gleichungen  (113.  d.},  wenn  man  in  sie  Ibr  x,  x',  x"  und  n,  u',  n" 
flve  «ns  den  Gteidmngen  (114      aidi  eigelModen  Weitlie 


(a  +  u'  cos  >V)  r     ^  (a  cos  W  -|-  aQ  r     ^„  (a  cos  W'+  a'eos  W")  r 

(114.  b.)  {  oder 

 (c— a''cosW')r      ._  (.  '-a''cosW")r      .,    (c"— a'^r 

'-'  Q  9 

welche  nur  der  Form  nach  von  denen  (113.  d.}  verschieden  sind. 
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9t 


Die  Gleichunjfen  (ii3.  c")  lehren  die  Liin^p  der  einem  belirbisrn  Punrt«'  O  ziiLrfhflrigefl 
Speiche  ms  dessen  Coordinaten  finden,  so  wie  die  Gleichnngen  (113.  d.)  die  Richtung  dieser 
flfeioto  dn CootAmIm dM Panete» 0 ,  oder  die (114.^5  m§  detwen  8lieMeM<<iMHwy  AO 
ttiffindrn  Inssen.  Um  min  noch  die  (■rosse  des  Spcirhcnwinkels  in  allpcmi-instfr  Weise  tu  er- 
haiten,  sei  AZ  ii^end  eine  von  A  austaufende,  in  der  Projectionsebene  XAX'  liegende  Rich- 
tung, anf  weMn  die  Lifge  dsf  SpeieliewjcIdMgMi  heMgen  wenlon  soll ,  und  0tt  fl*  •  <C  fetal 
die  schiefen,  c, ,  cC,  c^'  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  diese  Richtung  AZ  an  den 
AxenÄX,  AX'*  AX"  des  Coordinatensystems  liefert,  so  ist  ersllid^  weil  die  Rkbtoqf  AZ  In 
dar  GMidtaUBnabeM  XAT  Hegt, 

d?asO,  ClU. 

und  da  auch,  den  Gleicliuniren  (113.  b.)  zur  Folge,  n"— 0  Nt.  so  liefert,  wenn  w  die  Grösse 
des  Winkels  bezeichnet,  den  die  Speichenrichtung  AP  mit  der  beliebigen,  in  der  Projections» 
•lane  «gcMnMMi  IkUn«  AZ  Mldal»  die  Oekhiuig  (9.  &  «der  nr  BeettMU«- din» 
•ee  Wbkeii  die  ladhatekendefl  Angdieii: 

cos w  =  c,o  +  c^a'  oder  cosw=a,c +  aic',  .  '      ClM»  Ih») 

W0von  die  erstere  laU  Zuxiehung  der  Gleichwigen  (^13.  b.)  und  (114.  a.)  wird: 
_^       c,JC  +  <ix'     .  (c,a  +  t;a'3r 


die  lelitere  dagegen  mit  Znziehun);  derer  (113.  d.)  und  (114.  a.),  wenn  mm  n  ^ädier  Zeft  ,  ^ 
dte  tpf  die  Bichtmy  AZ  Hngowandten  GleidwIBfen  (ii2.  b.)  zur  Hilfe  nimmt:  \ 
o-n  +  altt'— tl'x"      ^  fa,  c  + Ol  c'—i:'a")r    '  ' 

9  '9  '-■'.'■/ 

Durch  die  Gleichungen  (115.  c.  und  d.)  wird  der  Kosinus  des  auf  die  Richtung  AZ  bezogeaom 
zum  I'uiiLte  0  j:eliririL'en  Speiilieiuvinkels  von  den  Coordinaten  des  Punrles  0,  oder  theilweiso 
von  ihnen  und  thctUveii>o  von  den  Prujectiuiiszahlcn  der  Straiüenhchtung  A  0  abhängig  geprat^bt; 
«al  aber  derKostniu  ekses  Wtakeia  ea  ndMsItannt  ttaet,  ob  dieser  Winkel  ein  boUer  oder  ate 
erhabener  sei,  so  lassen  die  vorsiehenden  Gleichungen  es  unentschieden,  ob  die  Speiche  nach 
der  einen  oder  nach  der  andern  Seite  von  der  RiclUang  AZ  hinliage.  Diese . UnbestiiOBillieit 
fHlt  indeeeeo  weg,  wenn  mm  die  ^ddicnriehinng  nicfat  bioa  auf  die  eine  KoMaag  AZ,  mn» 
dem  a;Ieiclizrilig  aueh  noch  auf  eine  zweite  AZ' bezieht,  die  von  dir  AZ  verschieden  ist,  aber, 
wie  diese,  in  der  Projectionsebene  XAX'  liegt.  Solche  swei  Rkbtuqgea  AZ  «od  AZ'  kann 
■an  sich  anf  aiafer  ab  öne  Art  dudi  daa  GoordfeMteneyataDi  vefter  wfcibaQ  Jaaaaik  0«  «M^ 
wenn  man  die  Axe  AX  nr  RichMig  AZ  aad  dw  A«p  AX  m  Biftaav  AZ*  wf^,,  ^ 


«i=sl  ,  oisO ,  (.ssl  ,  lissooaW  ,  cr=eoaW' 
uid  bei  dlofer: 

«,=0,  f,=co8VV^ ,   f',=  l  ,  (';=cosW"; 

dAer  liadM  am,  bd  den  Tiwdaii  Fonnen 'aleheil  bleibend: 

eosws — t  oder  oeewsa  , 

9  .9 


^^^xco^  oder  ^^^^t^^^., 
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wobei  w  dea  auf  die  Richtung  AX ,  w'  im  auf  die  fiichtung  AX*  jieh  beiieheiiden  Speichen- 
Winkel  TOnl^  Wie  m  etxm  die  thD^^scIiinUe  der  (^iind-CoordiMrienebenen  X  A  X"  wid  X'A  X* 

niit  der  Fnjecliunscbent'  \  A  \'  zu  den  Richlunt^en  AZ  und  AZ'  ^renoniiiien  worden  sind,  so 
hütie  man  auch  die  Durchsclmiltc  der  Polflr-Coordiiiatenebcnc  SA3i"  und  £'Alt"  mit  der  Pro- 
jccUonscbene  XAX'  dazu  wählen  liönnen;  dann  wäre  bei  der  ersten  noch  die  Beatimmmtg 
<^=0,  bis  der  andern  noch  die  Bcstünmunf^  c,=0  eu  der  (l,'=0  hiniugekonyMB,  mdliMh 
die  Griissen  a, ,  0^ ,  ai'  und  c, ,  t'. ,  cö  in  den  ht'idt^n  Fallen  völlig  bestimmte  geworden  wären 
in  der  Weise,  wie  ea  l>ei  der  Betradilung  l>esunderer  iüchtungen  gezeigt  wurden  ist  Maa 
hMe  dea  doiögea  Fonndn  ealmwclmid  h  Heng  nf  dto  jeMg«  HkktugAZ,  mm  mm  ib 
UMh  dendken  Seie  himielen  lüsst,  auf  wekker  AZ  Hegt: 


md  Bcng  nf  dte  Jebdig«  Uditait  AZ*,  wem  wm  dkse  Mch  dendkM  Saite  Unidea 
tteH,  aar  «ddier  AJT  Hegt: 

«•=-?S*  *^~iliW  ^  c;=ainW,  <:s-aieWcoilir 

demgoolfe  efhaltea: 

zainW  ^  «— ar««aW+x"sinW«inW^ooaS' 


'         f  ^ainW 

cosirss    oder  eiwirs  i  -^'^t.  » 

Q  g  am  n 

'  WO  wieder  w  den  aur  die  Richtung  A  Z ,  w'  den  auf  die  Richtung  A  Z'  sich  beziehenden  Spei- 
dienwinkel  vorstellL  Diese  zwei  Betspiele  mögen  genügen,  m  Migen,  wie  die  RichtaBigeB  AZ 
und  A  Z'  in  sehr  verMhiedeaer  Weiae  doreh  dba  GaonUnataMystem  aelber  vorgcioiduwt  wer^ 
den  liünneo. 

H}  Faaaen  wir  jetit  dasjenige  aenhreelile  ProJecHonasyaleni  ina  Ange,  dessen  Axe  die 

Polanixc  AT'  und  ilisscn  Fhcm'  ilic  nruii'l-roordinBtenrbpnp  X  A  V  iat|  SO  sieht  man  sogleich 
ein,  dass  alle  in  der  vorigen  Nummer  erhaltenen  Resultate  auch  bei  dieteoi  Projectionssyslcme 
nodi  GüMglEell  behalten  werden,  wenn  am  es  als  ans  dem  Coordinatensysleni,  dessen  Axen 
A  X ,  A  X'  und  A  sind,  hiTVorgogangen  ansieht.  Ha  indcssrn  diesos  CnordinBlcnsystem  nicht 
das  ursprünglich  gegebene,  aus  den  Axen  AX,  AX',  AX"  gebildete  ist,  so  müssen  wir  jenes 
da  ehi  an  diaaaai  nei  hiaiqgekamnenea  anfTaaien,  dessen  Axen  wir  im  Allgemeinen  dnrdi 
A  Y ,  AT',  A  Y"  an  liexeidnMn  gewohnt  sind  und  auch  hier  wieder  so  bezeichnen  werden. 
Projiciren  wir  min  in  dit's*'m  neuen  Syslcme  ircfcnd  einen  Puncl  O  purullel  nn't  der  Axe  AY" 
auf  die  £bene  YA  \  ,  und  bezeichnen  wir  wieder  durch  P  den  Punct,  in  welchem  die  Ebene 
YAT  von  der  dnrdiO  hindurdi  mit  der  Axe  AY"  parallel  gezogenen  Geraden  f^eiroffen  wird; 
Iiezcii-Iiiien  wir  ferner  durch  y  ,  y',  y"  und  v  ,  v',  v"  die  schieren  und  senkicclitc-n  ("ofiplinnten 
des  Puncles  0  an  diesem  neuen  Systeme,  wahrend  x,  x',  x  "  und  u,  u',  u"  die  desscibea  Punclea 
«B  den. Axen  AX,  AX*,  AX*  voratelleB  seien»  ao  aind 

y ,  y*  und  0 

die  schieren  Coordinatcn  des  Puaotes  P  an  den  Axen  AY,  AY'  und  AY",  wührcnd  wir  die 
scidircchtcn  Coordinatcn  des  FunctesP  an  den  Axen  AY,  AY',  AY"  durch  «,      t>"  anzeigen 
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werden.  Die  Axenwinkel  YAY',  TAY",  Y'AY"  in  diesem  neuen  Sysfrmc,  welehe  ftt  Afl|fe~ 
Keinen  durch  W,,  Wj ,  V/','  von  uns  bezekbnet  za  werden  pflegen,  sind  A  AX',  XAV,  XAt*t 

AY  wai  AT  tku  M      AX  uid  AT,  'wttMA  AY"  vM      riAum  AW*  wamm- (  . .  i) 
nenlUlt,  und  da  die  Folaraxc  A  J"  auf  dnn  beiden  Gnindaxen  A  X  und  A  X'  senkrecht  llall, 
fO  werden  die  Axenwinkel  des  neuen  Syslemes  durch  Tüli^ende  Gleichungen  beatiaunt: 

w,=w  ,  w;=:9o°,  W;  =  9ü';  :      .  ; 

daher  verwandeln  sich  an  dicsi-iii  m  in  n  Systrim»  die  Gli'ichuiigcn  (112.  a.)  in: 

v  =  y4-y'cüsW  ,   v  =  yco8W  +  y',  t"=y^  (11t.  «■) 

Mi  <ih  (112.  b.}  «odflO  jelil: 

nul  auMt  derer  (112.  c.}  findet  nun : 

V  — »  =  0  ,    v'— D'=0  ,    v"— D"=y",  (It«.  y.) 

and  es  ül  die  Otdinate  des  Punctes  0  an  den  je4iigen  Projcctionssystene  y"  oder  v".  SteUl 
mn  Q  Üe  Entfcfnun;  des  Punctes  P  von  der  Projectinnsispitze  A  oder  die  Llnge  der  in  «le-  . 

scr  Projeclion  P  gehürif(en  Speiche  vor,  und  bcj^Liclmrii  wir  nocli  durch  b,  b',  b"  und  b,  b'» 
b"  die  sihiofen  und  senkrechten  Projertiunszahicn,  welclie  die  SpaichcniiehlHng  AP  an  den 
neuen  Axen  A  V  ,  A  Y',  AY"  giebt,  so  hat  man  hier:   ■..-  •) 

b=2,   b'=I,  b"=0  und  b=:5,  b'=     ,  b"=^=:0  (t«I.Al) 
9  9  9  9  9 

ganr.  in  dersellicn  Weise,  wie  sich  vorhin  die  Gloii  luingen  (113.  a.")  nnd  (113,  bb)  "ergehen 

haben,  und  diese  letztem  nehmen,  weil  den  Gleichungen  (112.  ß.  und      zur  ttilgt  V=v, 

V'ssV'  und  »"sO  ift,  die  folgende  Gewalt  m:  . 

nd 

b=I,   b'— ^,   b"=0   und   b=-,   b'=-,   b"=0.  (IM.  4.) 

Auch  ist  hier  wieder  den  (Ileiclmni^en  (114.  ii.^  anulug,  wenn  b,  b',  b"  und  d,  d',  d"  die 
schiefen  und  scnkreclilcn  Prujccliun:>zalJcn  der  Strahlenriciilung  AO  au  den  neuen  Axen  A¥,  ^ 
Ar,  AY"  Tonlelkni,  nnd  r  iBe  Entfemmr  des  Ftande«  0'v«n  der  Spibe  AiAt  ■  ■  / 

b=|,  b'=J-,  b"=^^  «id  d=J,  d'=^,  d"=^'  ltM.>.> 

und  diese  Gleichiinjren,  verglichen  mit  denen  (113.  <T.),  zeigen,  dass 

.  .  '  •*  « 

b=bj,   b'=y,   b"=0   und   *=-p-'          7"»  CtM.« 

ist.  Bezeii  hnen  wir  endlich  durch  b, ,  fc', ,  K  und  i", ,  V, ,  V,'  die  schiefen  und  senkrechten 
Projectionfizahlen,  welche  irgend  eine  durch  A  hindurch  gebende  und  in  der  Ebene  XAX'  oder 
YAY'  hegende  Richtung  AZ  an  den  Aven  AY,  AY',  AY"  UeTert,  and  dnch  W  den  WUMli 
fralchan  dieae  BiBbluq;  nü  dar  Sjpcidieflrichtung  AP  bidal,     M  «iHidi 

b;'=sb;=o,  (IM. «.) 
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«eil  die  BkblNV  AZ  k  der  Bbene  TAT  lieft  «mI  die  Axe  A IT  «tf  diai«r 
fBdit  ildit,  end  in  Folfe  dessen  findet  man 

(ÜB.  fi.y  cos  vf  =  \b+  K  b'    (»der    ros  w  =  b,  b  -|-  b;  b' 

oder,  wenn  man  für  b,  b'  und  b,  b'  ihre  in  den  Glcidiungea  (ii3.  d.}  angegebenen  Werthe 


9       9  9  Q 

Nachdem  so  ifie  Linge  und  Richlung  der  tarn  haute  0  gehörigen  Speiche,  so  wie  der  Wi»> 

kd,  den  diese  Speichcnrichtunir  mit  einer  beliebigen  in  der  Ebene  X  A  X'  angenommenen  Rich- 
hinfj  l»il(let,  in  foordinalen  des  Pumtes  0  an  den  Axfn  AV,  A  Y',  A  Y"  mif^'erimflen  worden 
iiil,  hat  man  nur  nuch  die  Beziehungen  auf  die  Axcn  AY,  A  Y',  AY'  m  lluziehungen  uuf  die 
Ann  A  X ,  A  X',  A  X"  ttberzulragviit  nm  auch  das  jebcige  Projectionssystem  unmittelbar  in  des 
urspriingliih  gegebene  Coordinatensysleni  angeknüi»!"!  zu  liidifii.  I>icsc  rolierlnitninfr  prcschichl 
■  aber  nüttcUt  der  früher  2.  Mr.  34.  und  35.^  nntgelheillcn  ileluUonen,  wobei  die  dortigen 
Zeichen  Her  qieeielle  Bedenlmifen  snnehnen,  der  besondeni  Stelang  gewUs,  die  den  nnm 
Axen  zu  den  alten  angewiesen  worden  ist.  Dn  ninnlidi  IiIit  die  Axe  AT  nE  der  AX»  SO 
wie  die  AY'  niil  der  AX'  zuMuniuenrällt,  so  ist  in  unsenn  Falle: 

rA=i,  A'=o,  A  "=o  und  A,=o ,  a;  =  i  ,  Ä;'r=0 

CM«.   I  und 

/b=1,    B'=0  ,   B"=0   und   B,  =0  ,   B;  =  1  ,    B.  — 0, 

und,  M'cU  die  Axe  AY"  mit  der  Polaraxc  A£"  tusammennült,  Imt  man  femer: 

(II«. ».)  A,=a,,  A;=a; ,  A;'=a;', 

wmns  sich  die  Grossen  B,,  B;,  BT  mit  HOfo  der  Gldchngen  (8i.  «.}  eiteben;  di  nänOich 
dip  nrei  Uer  snf  eirnnder  belogenen  Cöorduiatensyslene  oisnber  einen  ibnHchen  Axsnlsnf 

*  k 

besibsen,  so  ist  Infi  der  Gleiehnngen  (IBS)  [A]=  ^  »der  weO  Uer,  wo  die  Azb  AT~  «ank- 

ncU  «erden  beiden  sndera  AT  und  AV  steht,  k=:sinTAr=sinW  ist,  [A]=i^^,  wd- 

>  1 

ches  den  Relationen  (41)  7.ur  Folge  [A]=  jrr.  giebl,  und  nun  werden  die  auf  der  linken 
Seile  stehenden  letzten  drei  Gleichungen  (Hl.  au): 

CM«.«.!  B.=-«,«r,  B;=-a;(s;'.  B;'=(fi'. 

In  Petge  dieser  hesondern  WeHbe  gdien  sber  dte  obigen  Glddinngen  (80l  i.)  nnd  (61.  s.}: 

d=c,  d'=c',  d"=a.c+«;c'+«rc^  und 

Jb=:a  — «,e;'8",    I.'  =  a'^  9l'.a;'fl",  b"=Cf;'a" 

(11t«   (    und  die  (64.  a.^  und  (65.  a.)  geben  auf  dieselbe  Weise: 

Tvsn,  v'ssn',  v*sl(,n+li;ii'+ti;ru*  and 

woraus  folgt,  dass  die  Ordinate  des  Punctes  0  an  dem  jetzigen  Projectionssjsleme  auch  durch 
H'^'k"  diirgestelll  werden  kann,  wenn  J("  dessen  schiefe  Coordinale  an  der  Axe  AX"  iin  ur- 
sprünglich gegebcnsn  CüimHniteniystoiae  .vsnlsllt  Disso  Gleiehnngen,  welehe  ti  Beiug  auf 
Fnndud  anT  jode  vonA  nns  nach  ftn  hnsisUnde  Bichlnqg  GlU^heil  behsHsn, 
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Praleetloneo  durch  Coordhiaten. 


1«1 


eine  noch  einfachere  Gestalt  an,  wenn  der  Puuct  oder  die  Richtung  in  der  Ebene  XAX'  liegt, 
weil  für  solche  x"=0  der  a"=0  wird;  daher  ist  bezüglich  der  Richtung  AP,  wenn  a,  a',  o" 
nd  c,  c',  c"  ihra  acUdiM       «enkfedriai  Prajedioamhleii  an  dm  Ana  AX,  AX*,  A^  : 
vanteUen : 

b=c,    V  —  c',    r=a,c  4-2t;c  -f  SJi't"   «nd    b=:a,    b'  =  a' ,   b"  =  0 
und  eben  so  hat  man  bczilgUrh  der  Richtung  A  Z ,  wenn  a, ,     ,  a','  und  c, ,  i',,  (','  deren 
MUefe  «Bd  «mkrecble  Pnjectioamhlcii  m  den  Axea  AX,  AX,  AX"  anselgä: 

b.=t. ,  b;=c;,  br=«,c.+«;c:+arc  und  b.=a, ,  K=fl; ,  b;'=o.  cüt^«.) 

Setzt  man  jetzt  die  Wertlie  von  y ,  y'  und  v ,  >'  aus  den  swei  letzten  Zeile«  der  tileichungH 
(in.  a.^  in  die  Gleichung  (_113.  7'.}  ein,  so  findet  man: 

e'ss«  c«-«.  e;v') + u' c*'- «i  «i'x") , 

welche  flhkta^f  iril  Zniehimg  der  drillen  fai  (48.  a.}  angegdieiien  Ibeigdit  tat 

Durch  die  gleiche  SubstilaUon  werde«  die  Gleidmon«  (113.  S.'),  wenn  mm  zu  gleiclier  ZeÜ 
Otkti'tV  uadht  ^'t  ^"        in        Gleichungen  (117.  d.)  wdMllBWl  Werths  mmMt 


«nd  die  (113.  y.')  werden  in  Folge  der  gldchea  SubfllfMion,  wenn  nui  gMdlMMf  Hr  t^»  VI 
oad  iw»  i4  Um  i«  den  Gleichungen  (115.  e.}  tnAeHenen  Wertfae  einsetzt: 


«ww=     ^  *^  ^       oder  «oew=:  =--^a_.  (in. 

Die  Gleichungen  (117.  T.)  lassen  auch  hier  wieder  unentschieden,  ob  die  Speichenrichtung 
AP  auf  der  einen  oder  andern  Seite  von  (Kt  Riditunsf  AZ  liciil,  timl  es  liissl  sich  diese  l'n- 
beeUmmtheit  dadurch  vcnneidcn,  dass  man  zu  der  einen  Richtung  A  Z  noch  eine  zweite  von  ihr 
vcfwUedene^AZ',  weiebe  ta  der  Etene  XkX  liefend  angeMomeii  wM,  geeeüL  Ital  wtm 
diese  beiden  Richliinirin  AZ  und  AZ'  mit  diu  Amti  W  und  AX"  zusaunnenfallcn ,  so  dass 
0«,  0^  und  c,,  in  den  beiden  Fallen  die  ihnen  vor  den  Gleichungen  (115.  e.)  angewieseaea 
beflondem  Werfhe  eenelunen,  io  nelmien  dednrdt  die  CSWdnngvn  (117.  C)  die  aedrtetarien 
befooden  Pomea 


9  Q 
wählt  man  aber  zu  den  beiden  Richtungen  A Z  und  A Z'  die,  in  welchen  die  Ebene  XAX'  von 

in  den  beiden  Fällen  die  ihnen  vor  den  Gleichungen  (115.  f  ")  »njccwiesenen  b<-sornlem  WerllM 
annehmen,  so  nehmen  die  Glcicbungca  (117.  Q  die  folgenden  besoudem  Formen  au: 
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tosw=^2 — *         «der  ooiw=s-= — " 

'  o.w'=i  ^          oder  co,w-=     ^^tW  ' 

w  dea  eaf  die  lUcMinig  AZ,  V  den  aaf  dte  Kicirimy  AZT  lidi  beiMeadea  Sffd- 

chenwinkcl  bezeichnet 

623  Ut-n  beiden  vorigen  Projeclionssystcmcn,  deren  l'iojeclion^cbene  jedesmal  nüt  der 
Grand-Cooidinelenebene  XAX*  nueinnenliel,  wihrend  dieeer  Pkojeelioiuebene  du  eine  Md 

die  Grundaxe  AX*|  das  andfre  Mal  die  Polaraxe  A nls  Pnijctlirjn.siivc  lit  i^*  ;,'rl>rn  war, 
ecUiessen  sich  iwei  andere  an,  deren  Projectionsebene  jedesmal  die  Polar- Coordinatonebene 
HkW  ist,  wihrend  dieeer  ProjecUomelieoe  dae  eine  IM  ifie  Pohuraxe  AI^,  du  andere  Hai 
die  Grundaxe  AX"  als  Projectionsaxc  boigegebcn  wird.  Diese  beiden  leiatern  Frojectionssy- 
eteme  gehen  aus  den  zwei  vorugegangeaen  durch  eine  wechselseilige  Vertauschung  der  Grund- 
ond  Polaraxen  mit  einander  hervor,  wobei  die  Abzeichen  keiner  TerSndemng  unterliegen;  daher 
ergeben  sich  die  den  zwei  neuen  Projei  tionsKyslemen  zujjreluirigpii  Resultate  aus  den  zuvor  er- 
hidtenen  sehr  cinfnch  durch  die  folijende  üt'lrachtung.  >Veii  niiniiirh  ih'e  zwei  nciirn  Projeo- 
tionssysteine  iu  die  zwei  vorigen  übersehen,  wenn  man  die  Pubiraxen  des  Cuurdinatcnsystcms 
•if  Gmndaxea  und  nngekelut  die  Gmndaxcn  als  Polaraxen  ansieht,  so  lassen  steh  anf  die  swei 
neuen  Projeclionssyslenie  die  VKri^'en  Formeln  eitifneh  <iii(lnn'!i  iinwendbar  machen,  dass  man 
alle  Beziebungun  zum  Gruiidsysteuie  in  Beziehungen  zum  Polarsystente  uuiltehrt,  also  dadurch, 
daia  man  im  Shine  der  in  Nr.  33.  eingeAdnien  BeideiHnngen  alle  anf  die  Grandaxen  eidi  be- 
ziehenden BezeichnunjTen  von  Connliiiiilen  (jder  ProjeM'lionszahleii  iint  Klaniniern  um<riebt,  was 
den  dortigen  Gleichungen  ^56.  a.  und  b.J  und  {bl.  a.  und  b.}  geuiliss  keine  andere  VvAgo  bat, 
dB  dan  an  die  fMln  der  aenlirecUen  Coordinalen  oder  Projeclionezahien  an  den  Axen  AX, 
■  AX',  AX"  die  mit  C,  ,  6^'  multiplicirten  schieren  an  den  gleichen  Axen,  und  an  die  Stelle 
der  schieren  die  mit  S, ,  (I[ ,  6^'  dividirlen  senkrechten  treten,  wobei  man  indessen  zu  beachten 
hat,  dass  die  Grössen  6,  (FI,  6^'  selber  so  wie  die  o,  r  und  w  sich  wührend  dieser  Um» 
Wandlung  nicht  verändern,  die  Axenwinkel  W ,  W,  W"  verwandeln  sich  dabei  in  2Ö ,  3ß',  SJ", 
80  wie  diese  in  jene,  und  die  mit  dem  Grundzeiclien  3  versehenen  Grossen  nehmen  andere 
W'erthe  un,  die  sich  aus  den  Gleichungen  a.  oder  b.^  durch  wuciiselscitigo  Vertauschung 
der  Chwidaeidien  W  and  SB  nott  ehiander  ergcJiea  nnd  el>en  die  sind,  welche  in  den  Caeidum- 
gen  f46.  a.")  stehen,  so  dass  wir  sie  unter  BerUcksichlignnp  dieser  nieieluiiiiren  liier  wie  dort 
dadurch  bezeichnen  können,  dass  wir  die  zum  Grundzeichen  Sl  geborigen  mit  Klauunern  um- 
geben. Anf  diese  Weiae  eriiill  man: 

a}  für  den  Fall,  dass  f  A I'  zur  Projectionseljenc  und  A  K"  zur  PlOjecÜonsaxc  genommen 
wird,  welcher  dem  in  ^'r.  6U.  behandelten  analog  ist,  und  in  ^^(  Icbem  die  Ordinate  eines  be- 
liebigen Punclea  («")  oder  ^  wird,  aus  den  Gleichungen  {ii'i,  b.^: 

wenn  ^  die  in  den  jeMgen  ProjeellonMyilenie  mm  Pnnete  0,  denen  eddefe  mid  aedowdile 

Coordinalen  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  wieder  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  sind,  gehürige 
Speichentenge  nnd  a ,  a',  a"  und  c ,  c',  c"  die  schiefen  und  acokrechlcn  Projectionszahlcn  ihrer 


Digitized  by  Google 


f.  A.  Nr.  CS.  Pe^eetioDCu  durcb  Coordinatea.  lOS 

Riditiinff  an  den  ((lekben  Axen  AX,  AX',  AX",  r,  r',  r"  die  schiefen  Coordinittcn  der  Pro- 
jection  P  des  Punctes  in  dem  jcUigcn  l'roJcctioDSsystcmo  an  denselben  Axen  vurstcllen;  ferner 
■Dt  den  cnekknfn  (US.  c.}: 

p'=  J  +  ^+2||jCosS©  oder  e'=xu  +  «'«'-.u''(x'- ^)  b.) 

imd  aus  denen  (113.  d.^: 

oder 

ü  « a = s  X  —  ^1  cos  9sr ,  ß  e;  a'=  a;  x'      cos  w ,  » (r,'a"=  s;'x"—  ^ , 

la,  Oj 
die  sich  mit  Zuziehung  der  Gleichungen  (41}  und  (45.  n.}  auch  so  srhreihon  lassen: 

p(Fa=u+u'€«',  e(s;'a'r=u6;a.+u',  e6;'a"=ua,4-u' a;  1 

gflrsx-u"^,      ea'=jf-a"^,       eii'^x"-u"^  ;  j ("»•••> 

cwDicli  gtbm  dh  mtai  CaddnaiffM  (HS.  e.  nd  d.)  Umt  fei: 

co.w=!i5±^  oder  t^y,=  hl±^^=^  .  (....4., 

Lissl  man  die  Richliing  AZ  eiamal  in  die  Polaraxe  A£,  du  andere  Mal  in  die  Polaraxe  AS* 
fiiea»  M  «M  nn  enlMi  Nie 

«.SS« ,  a;=V,  a?=:ir  od  (.ssC,  <;ssO  ,  c^ssO, 
te  mdeni  Falle 

«.=«.,  fl'.=a;,  ö;'=a;'  und  c,=o,  t;=(5,',  c;'=oj.     .  . 

daher  werdea  die  CQeidntngen  (1 18.  d.}  das  dne  Mal: 

«u+av    .  dx— a"u" 

cosw=  =   oder  cosw=   

Q  9 
das  andere  Mal:  V  {Iis*  c.) 

0MV=?li±5£  oder  eeai^ra^^"^"'^, 

P  G 

WO  w  den  Speichenwinliel  mit  der  Polaraxe  Af,  w'  den  mit  der  PofamiB  AS'  vonteUt; 
num  lur  Wchtung  AZ  ennnal  die,  la  weklier  die  FotanÜMne  SAtP  vm  der  Gnndebene  XAX", 

ein  ander  Mal  die,  |n  welcher  die  Ebene  SAJc  von  der  X'AX"  gescbniUcn  wird,  so  werden 
dadurch  die  GrOnea  o«,  a^,  a','  und  c«,  c^,  bestimmt,  man  hat  nttmlicb  im  ersten  Falle 
($.  4.  Nr.  49.),  wenn  die  DurcfascIinitUrichtiuig  mit  AX  nach  einerlei  Seite  hinaielend  auff^ 
wird: 


1  cosW 

im  andern  Falle  dagegen,,  wenn  die  DurchschniHsriclilna^  mit  AX'  nach  einerlei  Seite  hinzielend 
«M: 


•  1  cosW" 

VuäO  ,  «;=         ,  ^  «ad  ci=—iiBirGOBB,  ((ssniW",  <:=o. 
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und  in  Folge  d^MT  bMOodem  Weithe  nehmea  die  Gieicllaiigen  (IIS.  d.}  die 

Fonii  au: 

iu  .                 X  sin  W—  x'sin  W'cos  2Ö  +  u"colt  W 

cfls w  = -— r-=rr,  oder  cosw=  — ^ — 
und 

/  cosw  =  — r-^,  oder   cobwtt:  ■  ^  ■-  » 

r              ^  sinW  o 

wo  wie  in  den  Gleichungen  (liä.  f.}  w  auf  die  in  der  Ebene  XAX",  vr'  digegea  tuf  die  in 
der  Ebene  X'A  X"  liegende  Richtung;  A  Z  sich  bezieht   Sodann  crbitlt  man : 

b)  für  den  Fall,  dass  i'  A  J'  zur  Projeclionsebenc  und  A  X"  zur  Projoctionsaxc  genommea 
wird,  welcher  dem  in  .\r.  61.  bohandellcii  inmlnir  uiid  in  welchem  die  Ordioele  eilWi  be» 
liebigca  l'uncleü  ü  jeUt  fei' |,.\')  oder  u"  uml,  uns  dir  (;ieii;huii}f  (117.  d.): 

(119.    )  ()'  =  u  X  -f  u'x  —  u"  Ctt"—  x"J  i 

'   *        ferner  aus  den  Gleichungen  (117.  e.) 

-_u-(8i.)6u"  ^._u'-(«;)g;u" 

und 

e  =  ^  ,  0  -  ^  >  (Sl.)  S  a  -I-  (äi)  6;  a'+  {%■)  (5;'a"=  0  , 

welche,  weil  in  Geinfissheil  der  Gleichungen  (41)  und  (46l  b.)  (Ubersees      (9Q(S:=coe  W 

imd  (S^')(£i'=l  ist,  sieh  nueh  so  schreiben  Uisscn: 

 u  —  u  'cos  W       ,  u' — u'Vos  W"       „  - 

Cll».  b.)  ^  und 

a=  -  ,   tt'=  —  ,    ttcos  W-f-a'cos\V"-f- n"=0  ; 

Q  e 

eadlich  erhalt  man  «us  den  Gleichungen  (117.  f.}  mil  Zuüehung  der  vor  den  Gleichungen 
(119.  b.)  angcziMgten  Auswerthnngen : 

;uH  _ 

Lässl  man  die  Rirlilimg  AZ  eimiinl  in  die  PolHrüxe  AA\  ein  anderes  Mal  in  die  Poiaraxe  .\T 
fallen,  so  nehmen  a. ,  a',,  aö'  und  (, ,  cä ,  c^'  die  ihnen  unmittelbar  vor  den  Gleichungen  (Hb.  e.} 
Mgelegten  bernndem  Werthe  an,  nfolge  wddier  die  Gleidmiigen  (119.  c.)  in  enien  Falle 


coaw=  ■   oder  eotws  — 

9  9 

 i    md  im  andern  Falle : 

9  9 


wbamlt  MM  UmegCB  nrBicUnnf  AZ  eiuni  die,  in  weldier  dieBtwMlAjT  von  der  XAX" 

geschnitten  wird,  und  em  ander  Mal  die,  in  welcher  die  Ebene  .TAI'  von  der  X'AX"  ge- 
ichoitlen  wird,  so  ndunen  die  Grössen  a«,  o^,      und      c^,  cä'  die  besondom  Wcrthe  m, 
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welche  unmitlelbar  vor  den  GleichiuiKen  (IIS.  f.)  m§9gAm  WOhMr .iMy  lia^  tiätmM  fttih 
fiadeni  sich  di«  Gleichuiuren  (119.  c.}  in:  /  '  .  / 

u  —  a  'cos  W      ,  X  ah  W—  x'sin  W  cos  SB  i 

:  ^  \  (II*. 

■  'i,  •  r  -     .  -  .  •   .i  ).  .j7 

und  PS  bezieht  siih  Ufti,^  iB-.d|m  Qleiditingen  (119.  d.),  w  anf  .«B«  Sn,  dbv  BbMM. 
w'  daircgcn  uuf. die.  in .4er  Bbcoe  X'AX"  licgeiMle  Bichtang  AZ. 

''  G3}  Din  bisfier  lyMilleiieD  RcsallaW  Iknen  ricH  aoT  din  Projcrta'nnssj-slcmc,  wclrhr  AX|[ 
oder  Af  zur  Projcclionsuxc  und  Aw  diesen  Axen  gegciiültei-lie<,'ende  Grund-  oder  Polar-Co- 
ordinalenehenc  zur  Projecfionsi-hene  hidien,  durch  eine  Verlituscliiiii^'  der  dritten  Art  libcrtnigen, 
80  wie  sie  durch  eine  Vertjiuscluiug  der  zweiten  Art  m{  solche  Projectionssysteiue  uitwendiiar 
Ifonachl  werden,  deren. ProjediDusuvi-  entweder  AX  oder  AST  ii^' und  döwn  ProjiQcliolisdiene 

aUt  der  diesen  A.xeii  peui'iiiilM'rhriri'tiili'n  Grund-  oder  P(dar- Cooniinittenelicnr  zu.>(aniincnfHllL 
^  Oh^leich  iui  Vorsichcudeu  hlus  die  Prujcciiunen  eines  beliebigen  Pyiu  les  ()  auf  die  Prup 
j|(^cti<iRsaxc  sowohl,  als  aot  die  Projcciionschene  zur  Spmrhc  gckoiimien  sind,  so  ist  «hmU'döcn 
zugleich  iiiidi  alli's  das  gegeben^  was  zur  Auffiiiduntr  der  ProjcrhOnrn  M.n  Gemdenj  auf  die 
Projectiuits^Xti  odpr  uuf  dio  FriyecUonsebcuo  erforderlich  i^t;  deim  da  die  Projectiun  einer  Ge-j 
itdc9  an^  ihe  Azie,  der  Nr.  .3.'feini(jM,  ^e'DilTerenz  der  ni  dieser.  4^  Vl^'^rii^en  Ordinäici| 
ihrer  Endpuncle  ist,  SO  ergiebt  sich  dieselbe  sogleich  aus  den  auf  die  Musfi  lu  nde  Weise  aiis^ 
gedrückten  Ordiiiatcii  von  Punclen,  und  was  die.  P^ojeclion  der  Geraden  auf  die.  Pjrujeclions- 
^benc  bctriin,  so  lüsst  sich  diese  ihrer 'Richtong  und  GrOssc  nach  sof^cicli 'ans  den  rormeln 
des  ebenen  C<)urdiniiteMsy.ste)iis,  dessen  beide  Axen  in  der  Projectionsebcnc  liegen,  ableiten,,  da 
inan  dir  (■(lordinalen  ihrer  Fi>d|iiinctc  in  die.sent  dienen  Sy>leti)e  tnitlrlsl  der  vorstehenden  For- 
niehl inuiicr  Icuht  aufUndeii  kunn,  weil  diese  EndpuncU:  nichU  uudcrs  sind,  als  die^rojecliunen 
▼pi^  den'Bndpandai  der  Gmden  auf^ffiftrProjecUonseb^         '  '         f  ' 

Die  Iii  den  vorigen  drei  Nnniinerii  iiiil<„'el!ieilleri  Fnrinelti  werden  h'iehsl  eiitfueh,  «enn  das 
piordinatensystent  ein  senlirechtes  ist,  i^nd  nian  die  Projcctionen  ins  Auge,  fasst,.  welche  parallel 
mA  det  hxv  gebildet  werden,  diq  senkrecht  anf  den'  bdden' indem  striili'  tta  nindich  ih.'dic^ 
sein  Systeme  die  senlsreihte  Grundaxc  mit  der  zu  ihr  peliiiriaeti  r(diini\e  ziiMiinnuiinilU  und 
auch  die  dieser  Axe  gegenüber  liegenden  Grund-  und  rolar-Cuprdtnatca|.'bpncn  in  ciniyider  lie^ 
«n,  so  'siel|en  i icH  die  videiriet  mjeilionssystcme,  welche  zwei  zwanifiien  geh  ürige  Axeo  wn 
Olren  beiden  gelfenüber  lic^ndeo  Coordinatenebenen  bilden,  und  die  bisher  betrachtet  wordcp 
sind,  bei  ihm,  wepn  hier  die  jii  einandfU'  fallenden  ^\en  und  Coordinatenebenen  zur  Bildung 
der  ProjeclioQssyslejne  genommen  werden,  in  ein  einziges  zusammen,  dessen  Fonnelo  iiuin  uus 
jeden)  der  vorigen  Fälle  ableiten  kann,  wenn  man  in  ihnen  die  dem  senkrechten  Systeme  eigeo- 
Ihüinlichen  Tleliitif)n<'n  i,o  !teiid  macht.  Ist  niindicli  A  X"  die  si-nkrechto  Axe,  so  siml  W  und 
W"  rechte  Winkel  und  inun  hat  in  Bezug  auf  jeden  Punct  x"=u".  Dadurch  werde«  die  Gloi- 
ehungen  rii3..cj:  t  • 

i>  >-    .<•('••  v  '■    :.     I        »I     T  •  i    «::  1  »   ,  ■.■f  i  .n./.t  i.«./  ic  i,  I  • 

(H3..c,)7efwi^de]n  «ich  in:  • ;  f  •        ;  „  , 

l  U 
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diB/(li&  d.}  gsfaeD  Uber  in:  i  '     '        '         •  ' 

.    9      '  ,       .**>..       ,    9      .  .e  . 

oad  dte  vorleni  in  (IIS.  e.}inid  (IIS.  d.)  «älluHeMii  aehnai  die  Mgeade  P«nii  m: 

y  •    •  ^  9 

Alle  dieie  Gleidiuiigeii  eAlilt  maa  guu  eben  fo«  wenn  nun  ne  aus  einem  der  drei  Übrigen 
PnjftafioMMfflcnw  diMM,  weMo  in  Hr.  M.  ud  Hr.  «2.  febgehandeU  irarden  sind. 

64)  Nachdem  wir  im  Vorigen  die  Millcl  angegeben  haben,  wodurch  sich  Projeclioncn  von 
l^unclen  und  Geraden  aur  die  Projectionsaxe  oder  auT  die  Projeclionücbene  durch  Coordinitm 
im  dem  Coordinateasysteme,  hus  welchem  jene  Projectionssysteuie  hervorgehoben  worden  sin^ 
besliimnen  fauscn,  bleibt  ncx-li  die  ahnlicht'  Unlcrsuchung  in  Bezug  auf  Projeclioncn  von  ebenen 
Fifiircn  anzustellen  ühriif.  Cczficlinrn  wir  durch  F  den  Flticheninhait  irgend  einer  bclirliig  wie 
im  Rauiuc  liegenden  ebenen  Figur,  und  denken  wir  uns  die  Lage  der  Ebene,  in  welcher  diese 
FTgur  iegly  durdi  «ine  mf  ihr  eenkredile  Richliinir  gegAea,  welche  «or  ein  .beUebiges  9f$  den 
Axen  A  X ,  AX',  A  X"  zusamniengeselztes  Coonlinalensyslem  bezogen,  an  diesen  A\<-n  die 
schieren  ProjecÜonszalilen  p ,  p',  p"  und  die  ücnkreclilen  \> ,  p',  p"  liercrt,  so  bildet  diese  Rich- 
tung mit  den  ni  dega  gewlMlen  Goonfimtensysteme  gehlirigen  Pobruen  Af,  Af,  AS*  Win^ 
kel,  welche  die  gteiihen  sind  wie  die,  welche  die  Elx  ne  der  Figur  liezüglich  mit  diai  Gntnd- 
Coordinalcncbcnen  X'AX",  XAX",  XAX'  oiaclit,  und  eben  so  bildet  jene  Richtung  mit  den 
ISnmduen  AX,  AX*,  AX*  Winkel,  die  denen  gleich  siiui,  wdehe  die  Bbene  der  Tignr 
Süglich  mit  den  Polar-Coordinaleiieltenen  •TA.F',  f  AX",  XAS'  nuicht,  wie  man  sogleich  ge- 
wahr wird ,  wenn  man  sich  die  ebene  Figur  und  die  gcwtfhilo  auf  ihr  senkrechte  Richtung  mit 
sich  selber  iiarallel  rortbewegl  vorstellt,  bis  beide  durch  die  Coordinal<*nspit2e  A  hindurch  gchen^ 
wobei  in  der  Grösse  aller  Winkel  keine  Aendening  MirnillL  Denkt  man  sich  jetzt  durch  die 
beiden  Richlungen  A  Z  und  A  .¥"  liindurch  eine  Ebene  gelegt,  so  sd'lil  diese  senkrecht  «uf  der 
Ebene  der  Figur  und  zugleich  auch  auf  der  Ebene  XA\",  mithin  auch  auf  der  Geraden  AR« 
ia  weldier' diese  letoiem  Ebenen  sich  begegnen,  und  ei  schneidel  jene  Ebene  (B'ese  beiden  in 
tW^  Geraden  AS".  AS',  welche  senkrecht  auf  der  AO  stehen  und  ddnr  dvn  \r:iriuig.swinkel 
der  lieiden  Ebenen  hergeben;  weil  fcnier  die  Geraden  AS,  AS'  mit  den  Richtungen  AZ,  AF* 
m  rediten  Winltehi  nnanmienhlngen  nnd'ane  vier  in  efaier  Ebene  Kegen:  so  ist  der 'Winkel, 
den  die  Richtungen  A2  und  A.F'  mit  einander  n\achen,  gleich  einem  von  den  beiden  Neben- 
winkeln, welche  aus  den  Geraden  AS  und  AS'  henorgehcn,  folglicti  üucb  gleich  einem  von 
den  beiden  Nebenwinkeln,  welche  die  Ebene  der  Figur  und  die  Ebene  XAX*  mit  einander 
narhen.  So  wie  hier  gezeigt  worden  ist,  dass  die  I^idiUinL'^  AZ  tnil  der  Puluraxe  \S"  einen 
Winkel  eins«  ]ilii"-sl.  der  entweder  dein  spitzen  oder  dem  sliunpfen  Winkel  ylr  ii  Ii  ist,  dm  die 
Ebene  der  Figur  mit  der  jener  Polaraxe  gegenüber  liegenden  Grund- Cüürdniiilont;i»ene  LiiUeJ. 
eben  so  fiisst  sich  noch  das  analoge  VerlMiIen"der  ur  Figur  gehörigen  Ebene  und  der  au^ 
dieser  senkrechten  Richtung  zu  einer  andern  CortrdinaleneUene  und  der  Huf  ilir  senkrechten  Po- 
(.«I  •«»•-1)  lanuce  darthnn.  Üiess  vorausgeschi«J|t  fojgt  iu|{i  sogieidi^  diuif  f  ,  p',  p "  die  Kosinuse  von  einem 
*  der  beiden  Nebenwinkd  sind,  we^  die  Ebene  der  Fignr  bMltglich  mit  den  Pohr-Coerdinilenr 
ebenen  FAJ",  KAS',  .TAI'  bildet,  da  die  senkrechten  Projerlionsznhlen  nichts  anders  sind,  b1."5 
.(  »Ii  die  Kosinuse  der  Winkel,  woicheidiB Ri^ilapg.A2  ni^ den  Giondaxen A^,  AX',  A X"  bildet,  und 

ti  1 
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d)en  so  sind  Sp,  S^p',  di'p"  die  Koainuse  der  Winkel,  welche  die  Rirhtunü;  AZ  mit  den  Pc^ 
lai«xen  A2,  A£"  bQdd,  und  eb«B  ^eeäkdb'Motk  di«.  Kommu»  voa  einem  der  beidea 

nAmtiUM,  'im^  Si  Bmw  dkr  Jlgvi'. MgVek  M  4m  Qnmi  mtätMktbeaea  X?AXTi 
XA\",  \AX'  bttdet,  whs  <  ine  onmittebfee.  Iblt?*:  der  fMflMgriii  (St.  a.)  ist,  welche  die 
scnltrecbtcn  Projeclionszahien,  die  eine  BioMoii^  aa  den  Poliraxen  ficbl,  ns  den  acbiefen  Pro>M 
jectionszahlen ,  welche  dieselbe  Richtung  «n  den  .Gnuidaxen  giebl,  zu  finden  lehren.  Verbindet 
man  die  Bedeutung  dieser  Kosiauj^e  mit  de»  dinih  'dto'feWchuiif  (2.  &.')  ^UMgcfproebefwa  Salse« 
durch  den  erwiesen  ist,  das»  tlie  Flm-honcriisse  von  der  senkrechten  Projoction  einer  beliebigen  j  ^  99^} 
ebenen  Figur  auf  irgend  eii^e  £bene  aus  der  Fiiichengirusiie  dieyiT  Figur  gerunden  wird,  indem 
MD  dtef»  alt  d«  KoriMMf'dei  jn^lMib  nid^Mf,  daa  dieNßbcnc  derFlgv  wü  der  Projee- 

tfODMbCM  IMloht,  fO  IheriCDgt  warn  '$bA  ohne  Me  Mühe,  dMS  ^  ' 

ie  tn^BlM^irti^'vUi      «obecUen  htje^am  der  etUeii  Figvr  ibf  die  Pblir-^Cbtii^'' 
^■it  fA'r/aftir.^IAr  sind,  und  eben  so,  das. 

i  'ilfi'lf. ;        ifUi-:.)  iM»  .j'.n   ?i      (gp|r      (f'p'F      (£i'j"F         '   '    '' '"■""  «'■«  H'H'^J 

DUenehenen  X'AX",  X  A  \",  \  AX*  «ind,  wen  F  den  FlächeniiiliMr  der  ebenea't^tgvr  vontöBC  * 

Aus  diesen  scnkfciblen  Projeclfftnen,  von  welchen  die  ersten  durch  prdjidrehde  öclpaJe,' 
(fle*  den  Grundaxen  \  X ,  A  X',  A  X"  parallel  laufen,  die  andern  durcii  projicirende  Gerade,  die 
den  Polaraxen  AlF,  AT,  A.T"  parallel  laufe»,  an  denen  ihnen  senkrecht  ge^enülier  stehenden 
Ciirirdiii  di'nrbeiii'n  »liiri-si  hniltrn  werden,  Inssen  sieb  nun  leicht  die  si  liiefen  Projet-tionen  finden, 
welche  durch  dieselben  projicirenden  Geraden  an  den  ihnen  schief  gegenüber  s1ehen<ien  Coor- 
dkmenebenea  abgesdiniReii  werden;  «olltdil  "itt'Säwea  0t.  lL*)'1dAefl^',  welcher  aussäet,  dasi^ 

iTUin  die  si'Tiiefe  Projertion  einer  ebenen  FisrtH"  a"s  der  durcfi  di*«  trlr  ieh^-n  prnjirirendeii  (ir-riiden' 
gebildeten  seokrecbtcn  findet,  indem  man  diese  durch  den  Kosinus  des  Winkel«  dividirt,  den  die^ 
za  ''dkiiiM''pfopaniaat  üenäm  geMrigen  MidD«dtfeii  WtA  iiSä^' n^MM^b&tk'^k^^ 


llddicssen.  Erwägt  tnan  niiinlit  h,  dasi  mterer  Anordnung  des  Polarsyslenis  zur  Folije  5.  (57/ 
^'die  Kesianse  der  spitzen  Winkel  Üad',  welche  die  Cb<mtinalen<<bi  nen  X  A  X"  und  TA  I"/ 
XAXT'iDd  MAMTI  XAT  ind  f  Ar  ■dfeiittmädr  nftelMjR,'li)  fblgt  sogleidi  knft  des  «ng«^'' 
au  den  «Ugeo  nient  aaf^ealdlleir  mkrec]ilrä'l4«JitM^         '  ■  >  "  n 


gF,   ^F,  i 

die  Flacbengrüssen  \  on  denjcnij^en  schiefen  F^ojectionen  der  ebenen  Fig^r  F  sind,  welche  durch 
plOjidKiide  Gerade,  die  äit'den  iSrandwa  AX,'  AX*,  AIT  panlM  lanfen,  an  den  Gnind- 
ObrndMetcAiMch  X'AX^,  TtiilP,  X  A  X"  abgeschAitien  werden,' «rtd  cken  aa  falgl,  (diin  ' 

*  '      "    '         '  pF  ,    p'F  ,    p"F  ••       ■   '  :• 

i^f;  Flacbengrüssen  YM)  ^e^njigen  9ciu^>fcii  Projectijoncn  der  ebe|^ea.  Figur, F  jsi^.wekbe.  ^|urch 
pnfjidiencle  Geiade,  ide  aiil  den  P|Oliraxeo  Af ,  A^T»  A  JE"  paraUoi  bofen,  w  diw; PolvopagPr„ 
dinatenebenen  J'Af",  S.KX",  JAf  abgeschnitten  werden.    Bezeichnen  daher  | 
P,   r,   r'  die  nit  Am  Gr«ndM«n  A  X ,  A X',  A  X"  parallelen  scliicleti  PrajeetfoB«  auf  dte 

Gimdebeaen  X'A*',  XAX",  XAX  ;  i-         , f  «  •  i) 

(ttk'^I.Or)  die  mit  den  Polaraxen  AA,  AT,  A JT^f lW||l>iWI  lUMlIiW tttjptHlimmmiMi 

14» 


Digitized  by  Google 


lOB  Analytische  Geometrie.  >i     i  .!  Abcch.  U 

Qt  Q't   V  <i>('  mit       Polaraxun  A.¥,  AT,  M"  paralleitti  i|j|*i«ddta. PrtjMtown laaf • 
■     (   ■    die  tirundebefi£Q  X'AX",  AAX  ",  XAX';  »•'•.  h -.1 

mAVf  «n      aiR  taCMnoiiAX,  AX*,  AXT  ftntUtm  wIbmMiFmJbdMiIw  mT 

die  Polanbcnfn  FA  I ",  JAf",  fAf:  ,:•.''/ 
ae  hab  man  ia  Gemässheit  dt;r  vorstehenden  Betrachtungea :  •  .     •    ■  •- 

b'  b"  .1    «  .    •  »'!. 


UM.  •.).•;.  /  (P)  =  p  F  ,  fp') = p'  r  ,    fP")=p"  F 


Da  C,  C;,  (K^  weaeBtUch  poatttve  GHtaaen  aM,  m  haben,  wen  'dk»  Grtaae'F  im  abaotuler 

Bodeutang  genommen  \*irJ,  P,  P',  P"  und  (0),  (0'))  V',  P",  0,  0',  0"  "nd 

(P),  (P'),  (P")  mit  p,  p',  p"  einerlei  Vu/zeiclien,  stellen  sieh  suiiach:  die  Pri^eitioaun  deii^ 
ebenen  Fignrai  ata  poiftive  oder  negativ«  Grflasen  ^kt^  wt»n  >ie  mit  den  Gnindazen  panOel 
fri'si  lu'hcn,  je  nachdem  die  auf  dor  Ebene  der  Figur  .senknchl  stchi-nfle  Ri(btiatK  dicsei^ 
(jruadaxen  positive  oder  negative  senkrechte  Projediontizahled  erzeugt;;  tvenn  sie  aber  oaiaUei^ 
mit  den  Polaraxen  geicheheR,  je  nadidcni  jene  Richtung  an  den  Grundaxeii  positive  oder  ne- 
gative aebiere  Projectionszahlcn  erzeugt;  weil  indessen  von  den  jcwei  einander  entgegengesetxl^ 
Richtungen»  welche  senkrecht  auf  der  Ebene  der  Figur  stehen,  jede  inil  dem  gleichen  Recht^^ 
die  angeaohen  werden  kann,  wckhc  den  Gleichungen  (,121.  a.}  zu  Grunde  liegt,  und  dia. 
JRrojedioasaahk'u  dieser  beiden  Richtungen  zwar  an  Grösee  gleicb,  ihrem  Vorzeichen  nach  aber 
onlgetfenfjeset/.i  sind,  so  .siehl  man  ein,  dass  die  Gi'(reiis<'tzun>f  jener  Richtung  eiin-  L'nikehrutig 
der  Vorzeichen  gieichzeiiig  bei  allen  ProjecUoueu  der  ebenen  Figur,  welche  parullul  uiil  einer, 
finoHl-  «der  Folaraxe  daea  CoinrdhNlenayatenHt  anf  die  gegcntther  |Iegefide  ConrdinalPHbeae. 

pcl'iliiet  wi-rdcr),  diese  miic  dem  (trund  -  oder  P<darsystem  sin^ehöreii,  zu  Stunde  bringt.  Die 
vorälcbeudeu  üleichungen  lehren,  wie  alle  solche  l'rojpctioncn  der  Figur  aus  der  Li|ge  ilirer 
tiben»,  iwetebe  darch  eine  anf  dieaer  Ebene  aenhredrie  Ckcade  giegeban  ist,  gefnoden  ^wcrdaf, 
kiinnen.  Man  kunn  diese  Gleichungen,  wenn  nmn  die  eben  aptj|[eAHI^ene«  Rela|i0fM»  (S6.  ft^ 
und  {56.  h.3  iUt  Hiire  niuimi,  auch  so  schreiben :  .  ,  • 

(P  =(pJF  ,    P'  =(p')  F  ,   P".=  (p")F  ; 

....      ^  P  '  ♦  ♦  ^'^=  F"  ^  ' 

^  '  U)  =  (P)F,    0'  =  (v')F,    {}"  —  [r)V;  . 

[({})=  V  F  ,    lC>'.l=:  9'  V  .    '0"i=  U"F  ; 

in  welchen. (p),  (p'j,,  (p")  and,(pj,  (y'^,  (p''>  die  schiefen  und  senkrechten  ProjectiuasuUen 
voralenen,  wdclie  dieselbe  auf  der  Unum  der  Figur  aenhrecbto  Richlang  an  den  Axen  AS, 
AS',  A3E"  des  Polarsyslcms  liefcrL 

Multiplicirt  nmn  die  ersten  und. vierten  unter  einander  sld^Men  Gleichungen  (IZt.  t.) 

10  iMir  an(%  bei  di>n  iweRen  nnd  dritten,  m  «r^'- 


kreuzweise  mit  ehiander  nnd  thnt  «an  danelbo  tpHlifr  an(%  bei  di>n  iweRen  md'dHtteUt 
blR  man: 

(0)=6P,  (0')=Q;r,  10")=«;' r  «nd  ' 

man  ferner  sowohl 'die  auf  erster  und  driller,  als  die  auf  ZwMei' 


nnter  dnander  stehenden  Glekhnngen  Qk2U  h.}  mit  einander,  so  findet  ami^' ' 

•  .1 
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f!  ii:  W,'  M.  Prujcctionen  darch  Coordinateii.  lOB 

P0=(P)*)P',    V'Q'=(fW)f',    P"  0"  =fp")(nF'  und)  tmmm.UA 
(P)(0)=  p  p  P',   (P'.)(0')=  P'  P'  F»,   (P")(V"i=  P"  P"  F'       ) ^  ' 

wobei  zu  uK-rken  ist,  da$5  nach  Aussage  der  Gleichongen        «0  ( 

(p)fl^)i=rp<»„*fr')(W=P^<^  flOr)-?"*",  f  .  .r-M 

PO={P)(0),  P'0'=(P')(0') ,  F'0"  =  (P")iO")  (!••.€.) 
M.  Addkt  mm  «•  M  mf  Jedw  S^Oe  stdiflidM  IGKaMittgMi  (US.^)  ni  dHodor  mmI  k«- 
•dilcl  mm,  dass  der  jeder  Richtung  angebOKgea  Gleichnng  (11}  zur  Folge  sowohl 

pp+p>'+p''p''=i  «js  (p)(<>)+(po(ioww')«i  *'•''■'•' -V;  . 

kUf  W  felangt  mau  zu  dou  nachstehenden  Gleichungen: 

PO-f-rO'-tP"C  "=F'   und   a')iV)  +  (P')(0')  +  li'  'MO'')~F'.  (IM.  «.| 

65}  Wühlt  nun  in  der  auf  der  Ebene  der  Figur  senicrocht  stehenden  Richtung  zwei  Puncle, 
von  w«^eä  der  lefne,'  ih  der  ilichlang'' rftckwIHls  hegende,  an  den  GnmdB]Mn''AX;  A  X',  AX* 
X,  x',  x"  und  u,  \i\  u",  und  an  dt-n  Poiaraxcn  Af ,  AF,  A.+'"  (x),  (X'),  (x")  und  (u),  (u'), 
(tt'O  M  schiefen  und  setilirechten  Coordinatiea  hat,  während  die  des  andern,  in  der  Richtung 
mehr  vorwVrls  hegenden,  PnKlea  m  dw  flftiAlaxen  x,;  xi,  t','  und  tf, ,  u;,  ül'  und  an  den 
Poiaraxcn  (x,),  (xi),  (xl'i  und  (a^/(iii)  / (oD  s^n' MDm,  «f  W  man  im  Sinne  der  oben  auf- 
gestellten Gleichungen  Q3},  mm  t  im'fOKilliir'lsBmak^^ 
von  einander  bezeichnet : 

»I— X  x!  — «'  ,       .\:'~\"  „  .     B|-^«'_._^        U,  —  U  ,     u!'—  ^\ 

=P  .  — TT— =P  »  — ---^=*     ™"'    »"T^^*  »  — --«scp,  -rr-— •^asj^'j 

>    1     ■>.•       »   :>•••!  ■       T  I.T«    "  iMil  irf 

aowohly  als  auch :       ,      .  i  i  i 

"  ••<«    •  '       .\  •  (  Iii'.    '    ■     I     1  ■     .   ■!  ',1  'rliCil    »(oii  'uli  d'i'driilili  'iü-f  <l  ll  ITIiIj  .1  ••  •  ^ 

«pd  seist  wu:  dia  .hj«  slaU      Yfostca^itif^i^  ~ 
Ciai.  b.)  ein,  m  hü^  ^  .4^j  «;fi^  jn  #,|((»lg^  fflcp  l^n,: 

^         •  (x.v— (x)    g  'i_fitO-r^(x')    r  _  (Oj-^) .        <  ' 
••••  "  gj,!  K,^3t    g3  __  <— f    (n  _  xr— x" 

"r  V  TT.  '  P  -1-7^-.. 

•M   W.  -    •■     J     ■..•.•-.«    ■       .;  .•  .f|.,. 

Denlll  man  «ich  die  auf  diT  Ebene  der  Fignr  senkrecht  (restellle  Richhing  durch  die  Coordin»- 
tm^pAsO  i^egt,  so  kann  man  dies»  m  «inen  der  iwei.ia  der  Richtuag;  gewählten  Puaete  neb- 
AH';  dMR  sfaid  dessen  Coordia«ian''«miriM  -ndlj  ar-Miidi'dfo'  vwl^ 'ffial(lmg«n, 
«Uli  *i^a  siciidie  Richtung  Toii  dieser  6pMh  Mi  Haüh^Üli'mllllaB  li  ier  ltfeiMiihg  gunHii-^ 


Can. 


1  Ii:  1 !  <  .    ;  ,  '  .  /I 


•1 
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Die  Gleichung t:ti  (^123.  b.j  üchliessen  eiueu  Sulz  in  sich,  tlurdi  welchen  die  ^anzo  Natur 
der  ProjflctkMieii  etaer  ebenen  Figur  in  «Den,  «ns  einen  CooniliMileiisysleine'  herausgehobenen 

Projt'oli(>nssyst<'in(>n  sehr  cinfiicli  suisu-(>'ipnvr!u'n  wird.   Erinnert  man  sich  nümlirh  an  das,  was 
.oben  (^iVr.  3.j  \o\\  den  Prujectiunen  einer  Gereden  «uf  die  AXe  eines  beliebigen  I'rojections- 
eystens  gesagt  worden  iat,  daes  nbqlieh 

fx;v-(x'),  i;x;')_(x")  die  mit  den  Ebiricn  TAaT,  XiaT,  XAX!  pendlelen  schiefen, 
l'rojectionen  auf  die  Axcn  AX,  AX", 
X,— z,  x;— x",  xT— din  ndi  den  Ebenen  X'AX",  XAX',  XAX'  pardlelcn  schWen  Pror. 

.  ..  jeetionen  auT  die  Äsen  AX,,  AX'  AX!', 
(nO— (■),  (aO  — (u'),  (nD-Cu")  die  nul  den  Ebenen  X'AX"»  XAX",  XAX'  paraUdgi  scnk-j 

,  rechten  Projectionen  auf  die  Axen  AX,  AX\  AX", 

■1— «,  n!  — u',  u;'— u"  die  mit  den  Ebenen  X'AX",  XAX"»  XAST  pprallden  senkrechlen^ 

Prajt'clioni'n  mif  die  Axcii  AX,  A  X',  A  X" 
von  der  »uf  der  ebenen  Fiirur  senkrechten  (Jeraden  sind,  deren  Lungi;  r  tiU,  und  vergleicht  man 
^0  hier  erhailenen  n'ojecUonssysleme,  'worin  die  Projecf Ionen  der  Geraden 'vqn  der  Libuge  r 

sirh  crzeii^"'!!.  mit  (irncii,  in  AvcK'hcn  <icli  «licjcniifen  Projcrlioiicn  der  ebenen  Figur  bililm,  dii! 
mit  den  l'rojcctioiH-ii  der  Uenden  in  den  Gleicliungen  (^123.  b.}  verbunden  sind,  so  wird  man 
^ewnhr,  dass  sie  bn  seidirechlen  Projectionen  die  gleichen  sind,  bei  schiefen  Projectionen  da- 
'gegen  stehen  sowohl  die  Coordinateniixen.  wel<lie  die  l'rojeetionsiixen  bilden,  als  die  roerdi- 
natenaxen,  durch  welche  hindurch  die  Projcctionscbcnen  gelegt  sind,  im  Yerhitltniss  von  Grund- 
und  Pelaraxen  ZU'  einander /  'nenncti  wir  'daheir  sfl'^n  ehiand^  abhängige  ProjcctlonssystemcF 
Gejfensys lerne,  so  lassen  sieh  jene  Gleichungen  wie  folgt  aussprerhen : 
Das  Verhältniss  der  Projecliun  zum  Projicirten  ist  bei  einer  ebenen  Figur  und 
bei  einer  auf  dieser  senkrecht  stchcndei)  Geraden  ein  und  dasselbe,  wenn  beide 
FrojeetloBon  Ichiefc  siild  und  Gegenaystemcn  angehören,  ndei>r  wonn  beide 
Projectionen  senkriec^te  sind  ufd  einen^  und  demvelben  Systeme  nngehOren. 


66}  Wählt  man  zu  der  in  Nr.  64.  behandelten  cb(>nen  Figur  ein  DreiecICj  dessen  Seiten 
1  und  (,  den  Winkel  einschliesscn,  so  ist  der  FUtchenlnhail  ilieses  Dreiedu  ^  I  f,  sm  ^ ; 
man  erhall  daher  die  Grösse  der  Projedtonen  dieses-  9reiedis,  welche  in  den  verschiede- 
nen, aus  einem  Coordinaleiisysleni  lier»ori;ehobpnen  Projectionssyslcmen  ent.-itehen ,  wenn 
man  in  <!en  Gleiehuni,'(  i»  (121.  h.  )  F  =1;  J  1 1,  sin  7  setzt,  und  allen  dortigen  Zeichen  ilire  friihere 
ti«düutuiig  i4ä«t.,  wuruach  ali>u  p,  p',  p'.uiid  p',  p"  diu  schiefen  und  si^nkr^M^htcA  froj^c-j 
niQVr-iMCte  Bbone^es  Dnifcl(i,,denscn,Inbaii,4(IiSia,ff  ^s^.s«^^ 
llen.  Diese  Richtung,  >veleh<<  man  sii  fi  von  d*>ni  Puncto  auslaufend  denkcji  kann,  in  Wi^<;, 
die  Seiten  1  und  1,  des  belracbtetun  Dreiecks  zwiaiumenslosscii,.         ipft  dea„»n«jf,JRic|)tT|) 
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en,  worin  die  Seilen  (  und  t,  des  Dreiecks  lt)>ffen,  ein  senkrechte«  Cnordinatcnsyi 
"nvlelMt  'm  SwanunenhRlt  mit 'dem  ursprOngiidi  gegebenen,  die  Mr  ein  senkrecliles  SyUtm  oben 
gegdienen  Gtakhungen  (107. b.  und  f.}  ikre  Anwendung  finden.  Bezeichnen  nämlich  a,  «', 
und  c,  r',  «"'dh^  ebidefm  und  senkrechlen  Projectionssiihlen,  welche  die  in  der  tdHK  Seils 
I  dej)  I>reiecks  w»}|f«*noniBlpne  Rirhlnnp  an  den  Axeo  AX,  A  X',  A  X"  des  CodrdinalensvsletnS, 
-worin  die  ProjecUonen  gescliehen,  lielert,  a, ,  a,' ,  md  Ci,  ci,  c,"  dasselbe  in  Bezug  auf  die 
iMriw'te  'der  Mito  fi  d^  DretMln  '«^genonmene  RfitfaMng  «M  Mit  wdi/dtoM  liiüini  Bloh 
'tiAig^n  als  den  Axen  A  Y ,  A  Y'  des  nen  ernrnfiibriTKicn  Systems  entsprechend  an,  so  hat  man 
p,  p',  p"  nnd  p,  p\  ^'  in  ihrer  bisherigen  Bedeutung  ab  die  der  Axe  AY"  entsprechenden 
ieUcffm mit  MnferadMm  WvjeiMMNtyflea  «an  dd«  GUtOmm  «kuMltai;  mnrlM«  dAcr  M  j»- 

nen  Gleichungen  blos  sf«tt  der  mit  (im  ßnindzcifhi  n  A  ,  \,  und  T  ,  (',  versehenen  firiissen 
liier  die  mit  den  Grundzeichen  a,  ai  und  c,  c.  verschonen,  und  statt  der  mit  dem  Ornndaeichen 

aad-C,  wiutoie»  Jder  die  ad| 'dai  CtedBihüieben  p  und  p.xftNlwMM  jn'-Mlfw„  M  wie...-  *\ 
statt  des  dort  durch  W,  beteichneten  Axenwinkels  YA\"  hier  des  ^.^  aHMMft  JifuA  dfe>^ 

Substitutionen  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (107.  b.}  in: 

+  p  sin  Y h  (aX'— a"a;)  ,    +  p'sin  ^,  =:h C«"«!  — ««I'}  ♦    ±p"«ay's=h(»^'  — a'a.)  , 

und  die  in  (107.  f.)  jfogcbcncn  werden:  ■     ■  >  • 

+  Ii  p  sin    —  r  'i"    c"c;  ,    +hii'siny:.  =:c"c,^ccr,    +  h  p"sin  y  zz:  c  r|  —  c'c, 

eelit  man  aber  die  hicrtua  Üir  p ,  p',  p"  und  p ,  p',  p"  aidi  ogebeaden  Werihe  «ad , 
4((,nn9<  für     in  die  Gldehmgen  (1^1.       M»  nelnMi.  dfesa,  weifo  man  ni  gleicher  Zeit 

bertckaidiHgl,  dan  ^=sinW",  |;  =8inW,  |r,  =rinW  ist,  die  folgende  Foim  «n:  , 

P  =-f  iU.sinW  "(a'»r— ""«0,  P'  =±|l(.8inW'(a  '8,— »»,"),  P'  =+ilI,sinW(aa;— a'a,); 

(0)=+ilI.l>Ca'«:'-a"a;3   ,     (0'J=H:41U(«"«.-/»«;':)  ^  ,(0")=±ilU>(aH;-a'a,)  . 

iHaee  Cleichongen  Uefem  <dic  üidunllidiea  PiOfadioaea  dei  UM  dea  Sdten  1,  l,  wid  dorn  ein- 
geschlüsseoen  Winkel  (p  gebildeten  Dreiecks,  wenn  die  Lagen  und  Grössen  von  zwei  Seiten 
dif!<es  Dreiecks  bekannt  sind,  Liisst  inan  in  diesem  Dreieck  1  =  1,  =  1  werden,  wodurch  sein 
Inhalt  in  den  lialben  iniwll  des  an  dasselbe  angeiutUpften  neuen  Coordinatdnsystems  Ubergeht, 
M  siekea  «ick  die  v(KsUlteadM<(^|iielMmg4m  in,  die  Ifdgeaden  inriiqk :    .  ' 

(P) rzz+j^Wt-Cro;) ;  i     (P')=;i^(p''^-c*;').  ,    ,  (P")  =  ±2\ccc;-Cc);  ( 
tnf  dea  lecUea  Seiten  von  iBen  dheea  ddchangw  ileto  mr  die  oben 
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odi  r  nur  dio  iinli-rn  Vorzeichen  gmouunen  werden,  je  nachdem  das  nn  d«s  Dreieck  anffeknüpflp 
und  das  urspriingikhu  Coonii(Uiteo«ystein  unter  sich  eine«  iihnüchen  <Ml«r  un«luili«i|CMi  AdfoUnf 

Niniml  man  die  Projeclionszahlon  in  dir  Brlraihlun<r  Huf,  welche  die  Axen  dfs  ur'.primg- 
Uchcn  Üyütfints  au  d«B  Axcn  de«  an  das  Dreieck  aogoknUpnen  äy<iap».g«bea,  und  iflfdlei^  luir 
MTW  etai«lllirteii  Bcsdchiiun^tiwetm  «udog,  b",  b,",  dSe  MUetei  Ffojectioauallflii  ywr« 
«jeldiei  di'^  Ammi  AX,  AX',  AX"  an  der  dritten  Axe  des  an  das  Dreieck  angp)|pi|||llaB  Syr 
■tteaa  Ifc^en,  waks^  Ajf»  seoknciU  anT  der  EJbmm  d«s  Dreieck«  steht,  und  in  anidogar  Yttigfi 
^'  dit  senkreoMea  9r^{BelitiMi^,  wdobe  die  Polfumxen  AI,  AJT,  AX",  des'un- 
■prtpgMciw  SfataM  M  dar  Pobnn  dei  m  das  Dreieck  ««goktiupHen  Systems  in  «üec 
sem  Systeme  ceben,  M  l«!  IMU,  den  Wtimk  .QkUtuagM  (8&  «.}  wr  Eojg«,  WCÜ 
k=sinW,  =  «in<f  wird:  >  .  .  ■  ..d 

und  den  vordem  Gkidniagen  (W)t"d.}  tar  Folge,  iram  niB  91  m  'die  Stelle  von  W,  wM:* 

wobei  zu  merken  ist,  dass  von  den  doppellen  Yorzefehen,  ifie  in  den  Gleichungen  (^^125.a.Bndb.) 
vorkommen,  wieder  übernll  die  ohcrn  oder  ubemll  <lio  iiiilem  genoniineii  werden  iiiiissen,  je 
Btchdem  das  iirs|>riin|;Iirlie  System  und  da.>t  nn  dus  l>i('it'<k  nnircknüpnc  einen  ühnllrlu  n  oder 
unÜhnliohen  Axenlaiir  haben,    »illelst  der  Gieiihungeu  i^l'ib.  w,  und  b.)  vurwiindeln  »iiih  nun 

die  in  (124.  h.)  aufgestellten,  uiil  Kiicksichtsnalune  auf  die  Gleichungen -7-^jr;==(I,  T4Rr=8i, 

. .  .:  .  ".  .  .7  ;  .  .  .  -i 

1  S"  S"  S" 

(!«*.  «.)  <  (P-l  =  4    (j.      9  '        =  »  "'^        '         =  i  'P  > 

f  IQ  =  J  II,  »y  sin  y  ,     0'  =ill|^'sinff  ,     (,)"  =^11,«');'  sinqp  ; 

({0)=iU.h"siu<p  ,   {Q')  =  ^n,Kmfp  ,  t0">  =  lll,h';  smqp  ; 

In  wädMa  tu  doppelteil  Yonekhett  vendrannden  tiad,  und  di^  -wenn  aiui  Isa^asi 

ttbei^^cn  in: 


5"  Ö"  Ät' 

(««*.   ((P)  =  i  g-siny  ,    (P')  =  1  ^sin«jf.  ,    (r)  =  4  ^.sinf/  ; 


.  I 
(>>. 

1 


l  '        i  Ü  =  ^  3"  sin  7"  ,    0'  =  i     sin  y  ,    0"  =:  J  <Ji'  sin  ^  ; 

'      .(j[0)  =  l  b"sinf/)  ,   (0')=4  b;'siB<)p  ,   (0")  =  i  hysiny  ; 

Diese  Gleichnn^  Innen  sieli  leicht  In  «De  (]121.  a.}  zurUckRlhrca,  so,  dnss  mm  von  Urnen 

i  »US  iiuf  den  Punct  zurUekkonnnen  k;<nn,  von  wdnhera  man  ausge^nngen  isL  Es  lüsst  sich  nüm- 

Ikh  sekr  lei^  zeigiiD,  das  hier  b"^},  K=9\  b^=pf  .f^  ^'=r^ff  ^=^S^' 
isL 

..        .•  Uli:  r.it)'  "tu  ...  I>)ni'.  '!i  I  •( .  !•     .r... 1,1,  lU  '  ,  .  ,„,  •■  ^  I  I  Ti 
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87)  la  der  Hegel  ateDt  man  sioh  die  Axen  «ine«  Coordinalensyttenu,  aaf  welche  man  dio 
Fmoto  und  RMtangM  in  Raome  zu  bexMea  gedcAkt,  «mblnderlich  an  ihre  Stellen  gebunden 
vor,  wodurch  dnnn  die  ans  Coordinalensy stein  geknttpften  Puncte  und  Ridilungen  nicht  nur  eine 
begltmmle  relative  Stellung  gegi-n  einund^r  «Thflllfn,  sondern  auch  iinvcrHnd«rlirlie  Strllen  im 
Räume  einnehmen;  zuweilen  indessen  sieht  man  sich  bewogen,,  von  dieser  Regel  abzugelien, 
and  dann  wird  man  au  den  BetncManfen  htaigelriebfln,  weleke  -dM  flogHUlnd- diMM  Tara- 
giraphi'ii  Znvürderst  Will  nun  unmillclbiir  in  rlii»  Aiiarn,  d»ss  die  BcJiirhnngen  der 

Poncle  und  Hichlungen  zum  Coordinatensystenie  keine  Aenderung  erleiden,  wenn  jene  und  die- 
■M  gtefctoeMf  aar  mM»  Wetoe  im  DhaaM  fttitbewegt  wetde«,  dan  die  fegwwaWfn  Stothaaf 

beider  stots  die  gleiche  h\nht.  so  roiiiilicl%.wle  wenn  ji-nc  Punrlp  und  Richlungcn  mit  dnm  Sy- 
steme ZU  einem  festen  Ganzen  vereinigt  wllM}  wenn  aber  das  Coordinatenaysletn  bewegt  wird^ 
eine  dnss  die  Pnnde'  tmd  MchUmgea  m'  diemr  Bewegung  Antlrail  neinnea,  oder  wem  die 
Pnncte  und  Richtungen  eine  LngenKndemng  erleiden,  ohne  dass  das  Coordinatensyslcm  »ein« 
Stellung  im  Baume  verUsst,  so  sieht  diess  Aendorungen  in  den  Beziehungen  der  Puncto  ifad 
Wctihmgen  snm  Ceofdinalensysteme  nach  sich,  deren  Art  und  Weise  wir  io  .Bamg  auf  jcdeit 
beliebige  Coordinatensysteni  jelXl  niher  kciuicii  lernen  wollen.  Vor  Allem  Iwaiieu  wir,  dass 
die  AcnHc»nin(»pn  In  de?)  Rrzichunircii  von  der  glnictu-n  BfwIiHlTfnht'il  sind,  man  in»g  sich  dio 
fest  unter  sich  vereiiiigl  gedachten  Punctc  und  Richtungen  bewegt,  das  System  dugcgcn  in 
Ruhe 'bleOienii  denken,  eUer  mm  mbg  äUk  du  Syitem  Mit  Beibelnllai^  leiMr  AkcbwIbIkI  Ja 
uingckohrtciii  Sinne  bewegt,  die  Puncto  wnd  Richlunq'cn  liin(r(  fr«.n  im  Räume  ruhend  vorslellen. 
Um  -<Uess  cinzoeeiien,  denlce  man  sich  die  fest  unter  aidt  verbundenen  Punote  und  iücfataogea 
bflHeUg-irie  im  Rnon»  finrHieiregl,-  dar  Sjalen  Hier  mi  aafaer  flloOe,  db  eein  ereler  OH 
fcohien  Mf  t  bleibend,  so  werden  dadurch  die  Beziehnngon  der  aas  ihren  Stellen  getrctciu-n 
Ponele  «ad  Siebtengea  su  diesem  Syiiemo  andere  geworden  sein,  ale  die  wnrea,  welche  ihnen 
M^lfeMrlan,  bevor  «ie  Meh  bewcgl'WWdea  'waren';-  diene  Aendernagea  würden  jedoch  ansge* 
Hieben  sein,  wenn  das  System  nüt  jenen  Pumlcn  und  Richtungen  fast  Tedtattpft  gewesen  wäre 
and  an  ihrer  Bewegnng  Theii  genommen  hätte,  wodurch  ihm  dann  .eine  Undere  Sleie,  die  wir 
seinen  zweiten  Ort  nennen  wollen,  angewiesen  worden  wäre.  Da  die  Bexiehungan  der  be- 
wegten Punct4>  und  Richtungen  zu  dem  an  seinem  zweiten  Orte  teladBchen  Brilraift  fStf  .dia 
gleichen  sind  wie  <lip  Her  noch  nnhcwcgften  Puncte  und  Rirhiumjcn  zu  dem  nn  seinem  ersten 
Orte  belindiichen  Systeme,  so  werden  alle  die  Resultate,  welche  durch  die  tjitersuchung  der 
Faacin  add  Kddangaii-an  jlein  -Syrfane,  als  beido  noobaa  ihrem  eiüM- Orte  iMMa, -eriMlIeii 
worden  sind,  niich  norfi  r-.mr  so  M  ain-  lil'  ibeii,  wenn  man  sich  beide  zugleich  an  ihren  zweiten 
Ott  gelangt  vorstellt.  Wiirde  über  jetzt  System  laus  seinem  zweiten  Orte  auf  dieselbo  Weise 
wie  es  in  diesen  gelangt  ist,  wieder  rBdiwails  in  seinen  eisten  OM-bcamgt)'  dHo  dass  diO  feo^ 

wegten  Punctc  und  Ri(hlimgen  ihre  neu  eingenonnneni'n  Stellen  verlassen,  so  wiire  olTcitbar 
alles  wieder  gerade  so  wie  zuvor,  als  die  Puncte  und  Richtungen  bewegt,  das  System  aber 
rakend  gedacht  worden  wVren.  Es  brin^  SIHMA  diesd*  lOehgangige  Bewegung  des  Systems, 
aa- weicher  die  Puncto  und  Wahfangen  keinen  Antheil  nehmen,  graau  die  gleichen  Wiritaagni 
hervoiir  wie  die  ahOnglichB,  «toraiitrii  Mhreilende  Bearagaag-ster  Punclo  jiad  .RiiilrtaqgaB«  «i 
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der  das  Sysicin  kfiticn  Atillicil  niilmi,  vorfiiisccsolzt,  iJhss  mm  si<Ii  (iiose  bcidorli-i  Bcwfirungen 
Von  demselben  Liufungo  einander  geradezu  eiilgegealaufend  denkt.  Durch  die  hier  gewonnene 
Eiasidil  werden  wir  berechUgt,  entweder  nur  Mich»  BezieinagslRdeniiigen  an  betraektea,  weleke 
Folge  von  imiut  i'iusi  ilij^iMi,  mit  den  Tt-sl  unler  sich  verbundenen  Pncten  ond  Richtungen  vor- 
genoounenen  Bewegung  ist,  uder  nur  solche,  welche  eine  eüuieil%e  BewQgMng  des  in  sich  un- 
vertndflflielMii  Syrtenf  mch  rieh  liehL  Wh*  wardM  im  AendarangM  der  leMen  Art  mm- 
nihrlicli  untrrstuhen  und  dabei  zunürhst  voraussetzen,  dass  die  Spitze  drs  ronrilinatensyslems 
wiibrend  der  Bewegung  des  letxtem  tiels  einen  und  denselben  Puucl  im  Kauuie  eiimefaine,  oder 
nit  ndem  Woftan,  duv  dm  Coon&aleiwyileB  rieh  wn  srina  Spüie  belieMf  #61». 

€8)  Fnisen  wir  Euviirdcrst  ein  senkrechtes  System  ins  Auge,  welches  um  diejenige  sei- 
ner drei  Axen,  die  senkrecht  aur  den  zwei  übrigen  steht,  so  gedreht  wird,  dass  seine  Spitie 
dabei  ihren  Ort  niclit  veriisst,  so  bleibt  im  Lsofe  dieser  Bewegung  sowohl  diese  senkrechta 
Axe,  als  aucli  die  Ebene,  in  welcher  die  zwei  übrigen  Axen  liegen,  wiverrttckt  an  ihrer  Stell& 
Obwohl  aber  diese  A\e  iinii  diese  Ebene  ihren  Ort  nirbt  iin(!iTn,  und  die  beiden  tiridtni  Axen 
stets  in  dieser  Ebenu  liegen  bleiben,  so  ändern  doch  diese  andern  Axen  ihre  Stellen  iai  Kauiue 
ud  g«bng«n  wihrand  d«r  Dnhwf  hi  iMMr  Mne  htgm,  wHiraiMi  beide  bewcgle  Axen,  v«r- 
glicben  mit  ihrer  anranglichen  Stellung,  wenn  die  Axeiiwinke!  des  Sy.sletiis,  wie  wir  >oraus- 
Mlieo,  unausgesetzt  die  gleichen  bleiben,  Winkel  bcsclureiben,  weiche  in  jedeiv  Augenblicke 
bei  beiden  Axen  die  gMehen  sind,  weahilb  wir  die  GriifM  dieaet  Wnkels  nun  Mmi  dar 
Drehung  wählen  und  durch  X  bezeichnen  wollen  Stellt  A  X"  die  senkrechte  Ave  \or,  um  welche 
das  System  gedreht  wird,  und  zeigen  vor  der  Drehung  AX  und  AX',  nach'der  Drehung  AXi 
und  AXT  dw  beiden  andern  Axen  an,  wetcbe  risfa  wifaend  da-  Drebnng  def  SfrtWMi  in  dar 
durch  A  senkrecht  auf  A  X"  gelegten  Ebene  fortbewegt  bab«»  00  bilden  also  AX  ud  AX» 
aowohl,  als  AX'  und  AX[  unter  sich  den  Winkel  1. 

Denken  wir  uns  nun  einen  bcUebtgen  Punct  O  und  bezeichnen  wir  einmal  durch  x,  x', 
und  n,  o',  n"  die  schiefen  vad  senkrechten  Coordinalen  dieses  Puttcles,  durch  a,  a',  a" 
und  c,  c',  c"  die  schiefen  und  senkrechten  ProjecÜonszahlen  der  Ridilung  Ao  m\  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  in  der  Stellung,  die  sie  vor  der  Drehung  des  Systems  eiiuiainuen ;  bezeichnen 
wir  fodana  darah  z, ,  ,  xT  vnd  Vi ,  ,  u«'  die  MUefsa  aad  Nakreoblea  CoerdhMlMi  dsMi^ 
ben  Punctes  0 ,  durch  a, ,  a[ ,  a"  und  e, .  r' ,  c"  die  schiefen  und  senkrechten  Projeclionsrahlen 
derselben  Richtung  AO  an  den  Axen  AX,,  AXi,  AXj'  in  der  Stellung,  die  sie  nach  der 
Drebang  des  Systaau  efanwbaiea;  denkea  wir  aas  ferner  dea  Panel  0  darch  ebie  Bit  der  An 
AX"  parallele  Gerade  auf  die  während  der  Drehung  ruhende  durch  AX  und  AX*  bhUhadl 
gelegte  Ebene  in  P  projicirt,  und  bezeichnen  wir  durch  (>  und  w,  w'  die  zu  P  gehBlige l^pet 
chentänge  und  die  Winüel,  welche  die  Richtung  dieser  Speiche  mit  den  Axen  AX,  AT  det 
noch  ungedrehten  Systems  bildet,  durch  q,  und  w, ,  w',  die  zu  P  gebfirige  Speichenlängc  und 
die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  den  Axen  A  X, ,  A  \',  des  bereits  nni  den  Winkel  A  ge- 
drehten Systems  bildet,  so  ist  in  Gemüssheit  der  für  ein  senkrechtes  System  gUltigen  Gleichun- 


wenn  r  die  Entfernung  des  Punctes  0  von  der  Coonlinalenspilzc  A  ,  die  vor  und  nuch  der 
Drehung  stets  die  gMohe  bleib^  vontdlL  Da  w  aad  w'  die  Winkel  bezeichnen,  wclcho  die 


gw  C^Sa  k  Mi  d.) 


(*=xv-f-]i^'  aad  ^cosw=er,  («Mw'scrr 


als  auch 
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Sppichpnrichliinu  AP  mit  den  Axen  AX  und  A.\'  bildi-t,  und  dicso  drei  Richlungcn  in  der 
durch  AX  und  AA'  gt-leglcn  ProjocUoJisebene  liegen,  wiiiiri-nd  AX  und  AX'  den  Winkel  W  • 
nül  einander  iMckefl,  so  ist  okat  Mmukm  w=w'  4.  W,  weM  mm  die  beiden  Winkel  w 
und  w'  iniriKT  von  A  X  und  AX'  uns  nach  der  Seite  liin  orzeugl  sich  denkl,  auf  welcher  man 
von  A  X  aus  itLcr  die  Coordiiiiiteni-benc  X  A  X'  hinweg  zu  A  X'  bingcUingt,  oder  sie  aU  ocga- 
thre  GrSsae«  In  die  Rechnung  einftUiTt,  Mb  tmm  sie  sieh  von  AX  und  AX'  an«  nach  der  eat- 
gcgentresetztcn  Seite  hin  erzeugt  vurstelll.  Aus  ditn  irl<"ichen  Grunde  ist  auch  W|  =  wl  +  W, 
wenn  man  die  Winkel  w,  und  wi  von  AX,  und  AXj  aus  nach  der  gleichen  Seite  hin  erzoogt 
aich  vontdlL  Bedenkt  man  nodi,  dsss  sowohl  die  PraJeetioflMute  wie  andi  iDo  Projectioiuclieiie 
dei  aus  der  Axe  AX"  und  aus  der  auf  ihr  senkrechten  durch  AX  und  AX'  gelegten  Ebene  ■  •  . 
gebildeten  Projectionssystcms  während  der  Drehung  des  Coordinatensystems  anverrückt  an  ih- 
rer Stelle  bleiben,  weshalb  ^  =  ^,  isl,  und  dass,  worauf  schon  vorhin  aufmerksam  gemacht  wor- 
den ist,  die  Axen  AX  und  AX'  vor  der  Drclninir  von  denen  AX,  und  AXJ  laflk  der  Drehuqg 
um  den  Winkel  ).  abliegen,  weshalb  w  =  w, -|-/.  und  w'=:\v;  +  P.  ist,  wenn  iniin  sich  den 
Winkel  X  von  AX  oder  AX'  aus  durdi  eine  Bewegung  gebildet  denkt,  die  in  derselben  Kich- 
tmif  geseUeU,  in  wdeter  man  vom,  AX  ans  ttber  die  GoordinatenclMao X AX*  iiinweg  n  AX* 

gpl  inirt,  (»der  ihn,  wenn  seine  Erzengung  die  uingekclirlf  ist,  ;ils  ri(  enli\c  Hnissi'  in  die  Ri>cli- 
nuiig  einfiihrt,  so  lassen  sich  mittelst  der  so  eben  festge&tellteii  iielalionen  die  vier  Winkel 
«*  und  w,,  w!  dnrdt  efnen  doiMlbon  danteUenj  noni  ündd  w  &  S. 

w'sw— W  ,  *w,ssw—l ,         w— W— 1. 

Sollt  man  aber  in  die  lovor  gefimdenen  swei  Zeiten  von  Ghsidnmgen  fttr  w*,  w, ,  w|  ihre  U«r 

gegclx'nen  Werthe  tind  rutrlcirh  fiir  er  und  c'r  ihre  Werihe  u  und  u',  su  wie  ftlr  c, r  unl 
und  dr  die  u,  und  ni ,  und  erintn  rt  nmn  sich,  dHSs  Q=i>,  ist,  so  gehen  dieselben  Uber  in: 

p'=:.x  u  4-  x'u'  und  ocusw=:u  ,    pcosfw  —  W')  =  u'  ) 
«Ml  V       K  J  f   .'tit^«.| 

(>*=x,u,+x;u;  und  pcos(w— i)=u,,  f  «anCw— iL— W^=u;.^ 

Die  leUlcn  Gleichungen  auf  jeder  dieser  Zeilen  geben,  wenn  man  coi(w  —  W}  nach  Sinus  und 
Kosinns  von  w  und  W,  und  eos^w— A— W)  nach  denen  von  w — l  und  W  entwickelt  und 
für  ^oosw  und  peos(w — X)  Ihre  Werihe  aus  den  Ihnen  TonnaldMnden  CHdchungen  setzt: 

u' —  u  cos  W       ,       .  ^       ,  -      ul  —  n,  cos  W 

pSmW=   r-rr;   Und     p  Sm  fw  —  AJ=  .    » 

wnW  V       j  amW 

welche  Gleichnn^en,  werm  man  erwägt,  dnss  da  in  uiisenii  jetiiiren  senkrechten  System  W  und 
W"  rechte  Winkel  sind,  den  im  s<>nkreehten  Systeme  gtllti^'en  (;iei<  liungen  (^1().>.  ii  )  und  (105.  b.} 

zur  Folge,  die,  uaclideui  uitui  in  dieselbt;u  p  »  ^  »  ^  für  c  |  c',  c"  und  ^ »  ^  >  ^  für  a ,  a',  *" 
gesetzt  hat 


n'~ncoiW=X^B*W  ivmI  n— n'oof W=xiinPW  ( 


gflien,  nni  ntoch  gtfllg  Mfeihen,  \nm  den  CMadlnalennlehen  4k  Max  1  bei^ii«t  wM» 
weil  die  AxenwiriMl  im  System  vor  nid' anoh  der  Drnh—g;  dieselben  bMben,  afah  ▼«r* 
wandeln  in:         '  •  ' 

i5» 
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1^miw=x'hbW   und   (sin(w  —  il)=x^siaW  , 

ge^j^enikborstohen,  welche  leblem  die  mittlem  Gldchungim  (126.  a.)  sind.  Etil>vii'kell  RMHl  ii 
den  hinlorn  dieser  nieicliirnjfon  sin  (\v  ).)  und  ros(w  —  /.)  nach  Sinus  und  Kdsinus  von  W 
und  X,  so  erhall  niuti,  lür  ()cus\v  und  (>siiiiv  ihre  Werthe  hus  di'ii  vurdeni  üelzend: 

fiM.  4.)  /   deaen  tmlog  die 

/ Xt=xcotl+tt'^^  ond  «;=«'eosi — xsieWaiiiil 

sind,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  die  auf  jeder  Zeile  vordersten  Gleichungen  (126.  b.^ 
udiden  mm  ihren  Coordinatemekihen  den  Index  1  gegeben  bat,  lo  adireibt: 

Xisni— xJeoiW  nnd  a?=nteoeW+x;sln*W  , 

nnd  non  flir  n,  and  x^  Rire  Werthe  au  den  ehern  Ghsidumgen  (IM,  d.)  «etil,  wenaf  sie  nrit 

Berürksii  lili^nnp  diTscIlicii  ulmc  Iiidcv  ^rrsrliriclirni  ii  Gleichungen  ohne  Weilers  die  auf  zwei- 
ter Zeile  stehenden  Gleichungen  (12G.  d.}  geben.  Fügt  man  «i  diesen  Gleichungen  noch  die: 

CIM*  •*)  xr=u,"=x"=u". 

welche  Fo^en  der  ubern  dritten  Gleichung  (126.  b.^  verbunden  mit  dem  riusUmde  sind»  diu» 
die  der  Axe  AX"  zugehörigen  CbordbHiea  «ick  wihrend  der  Dnduuig  des  Sysienn  nicht  MadciBi 
«0  bat  man  Alles,  was  mr  Beünnawng  der  dnrch  die  Drdnuiig  TeranlaMlen  Coordinnlenlnde- 

Tuniren  erforderlich  ist. 

69^  Mittelst  dor  In  voriger  Noinmer  erhaltenen  Uebertniganfsfonueln,  die  den  senkrechten 
Syataai  angehören,  hssen  sieh  nna  leicbt  die  aallindaa,  welche  sidi  anf  ein  beliebiges  SyitaB 
bestehen,  das  um  eine  seiner  Graad«  oder  Potaraxea  gedreht  wird.  Wir  lieliaehlBa  lüeriiei 
ancceslivc  die  folgenden  zwei  Fülle: 

I)  Wird  das  beliebige  System  um  eine  seiner  PoUraxen  gedreht,  wozu  wir  die  der  Grund- 
axe  AX"  enlsiincliende  AS"  nehmen  wollen,  aad  deaken  wir  uns  an  die  Stelle  des  unprtag^ 
liehen  atis  den  Axiii  A\,  A  \',  A  X "  ztisammengesi  l/trii  lieliebigen  Syslt  ins  ein  neues  ge- 
setzt, dessen  Axen  wir  durch  AY,  AY',  AY"  bezeichnen  und  dergestalt  anuriiiien,  dass  die 
AT  aad  Ar  besMglieh  ant  denen  AX  aad  AX*  sasaanaeafallen,  die  AY"  Ungegen  ta  die  aaai 

urspriinglirhen  System  gehöritre  Polaraxe  A  .¥"  fiillt,  ."»o  ist  dieses  neue  System  ein  zur  Axe 
AY"  oder  Ali"  senkrechtes  und  beOndet  sich  daher  genau  in  dem  zuvor  behandelten  Falle; 
beseichaen  daher  y ,  y',  y"  und  v ,  v",  die  sdnefea  aad  senkreehlen  Coordinalen  an  da« 
Axen  AY,  AY",  AY"  von  dem  Puncle  0,  der  im  ursprünglichen  System  die  f oordirmtin  x, 
•  •  x',  x"  and  u,  n',  u"  bat,  beides  bevor  noch  die  Systeme  irgend  eine  Drehung  erlitten  haben, 

and  stellt  aum  die  CoonKnaten  dessdben  Pnnctes  0  an  den  SystenMO,  die  ans  dea  vorigen 
durch  eine  gomeinschamiche  Dreimng  derselben  um  die  Axe  AI*  oder  AS"  hervoTgeheo, 
durch  die  gleichen  aber  mit  dem  Index  1  versehenen  Zeichen  vor,  SO  hat  man  nach  Anleitung  der 
Gleichungen  (126.  d.  und  c.),  da  in  unsern  jetzigen  beiden  Systemen  XAX'=:YA  Y'=:W  ist: 
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CO  wie  aaeh 

y;'=vr=y"=v", 

wobei  man  sich  unliT  X  den  Wiukfl  vorzuslpllon  hat,  den  eine  durch  die  Axp  A  Y"  oder  A  f " 
gelegte  und  mit  den  Systemen  fest  verbundene  Ebene  während  der,  beiden  Systeme«  gemein- 


st 

Da  di>  7.w('i  Axen  AT  und  AY'  von  neuen  System  in  den  Avon  AX  und  A  X'  des  ur- 
fprüngiichen  liegen  und  die  Axe  AY"  VOR  Jenem  mit  der  Pobinue  A£"  von  diesem  susam-<- 
■MilWit,  eo  beindeB  eich  dieie  swtl  Syileaw  fenaa  in  dem  FeOe  der  zwei  in  Nr.  ftl.  iiclneii- 

tclfn,  wcshalli  dif  mit  den  fimndzeichen  A  und  B  vt  rsrhciicii  Pnyierlitins/nhlen,  wi-lclic  die 
Axen  deü  einen  Systems  an  den  Axen  des  andern  Systems  liclem,  hier  wie  durt  durch  die 
(aeidiungen  (116.  e.  bis  c.)  gegeben  werden.  Bebt  nan  abier  dieee  Werlhe  fltr  jene  Projen- 
tionSXeUen  in  die  Gleichungen  (65.  a.)  und  (66.  nl)  ein,  wodurch  die  Abhängigkeit  zwischen 
den  Coordioaten  von  einem  und  demselben  Puncto  an  zwei  beliebigen  SysteOMSU  anagesproehen 
wird,  ßo  wägen  diese,  dass  man  bei  uniem  jetzigen  Systemen  Imt; 

▼s=«,  Vssnr,  V=8iu+IKn'+«r«"  nder  .  y=«rjr, 
OMefM  dW  dlÜtm  OMebWlg  (48.  a.}  zar  Folge)  und 

y^x  — 9l.(S:'x",  y'=x'  y"=(?;'x". 
weicht;  Gleichungen  noch  waltr.  bleiben,  wenn  man  allen  Coordinatenzeiclu  n  den  Index  i  bd- 
Icgt,  wcQ  «Ue  beiden  Syeteme  vor  mid  naeh  der  Drdnrog  ibre  Stellung  gef^en  elnalifler  niebt 
verändern.  Durch  diese  für  V,  V  taid  y,  y',  y",  so  wie  auch  tir  v, ,  v', ,  \"  und  y, ,  y^ , 
y;'  erhaltenen  Wertfae  nnn  »dunen  die  vontebenden  Gleichungen  (a}  nqd  (b}  die  folgende 
Gestalt  an: 

a;ö;'x;'=(x'— ä;(5;x  jcosA-u^  »  u.=uco8a+Cx'— 5i;tt;'x'}sinwsinAj 

am  w  I 

x.-a.6;'x:'=Cx-«,iK:;^')ooaA+ii'2^  ,  u:=:n'floaA-(x^a.«;'x")sinWsmi] 
ao  wie 

Da  nach  Anaaage  dar  drillen  Gleidnuig  (15.  a.} 

U"—  X,  TOS  W-f-     fi's  W"-f-  \' 

ist,  80  erhält  man  noph,  wenn  man  flir  x,  und  x,  ihre  in  den  vordem  Gleichungen  (127.  a.) 
eribakeiMn  Weillw  aeiat,  nnd  anf  die  GMcfaung  (127.  b.)  Rttdoicht  nbnnt: 

nTsar+C'jC  CPUeaaW+tCcosW") + Cxo9aW'+xrceaW^--«rir(«.coaW'+IKeoa¥r))coaA 

+(n'eosW~niMaW  ')™  , 

welche  Gkncboog  einfacher  wird,  wenn  man  beachtet,  dass  den  Gleichangen  (15.  a.}  zur  Folge 
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X  cos  W'+  ^cot  W"=  u "—  x"  und 
«r«Of  W—  m  CM  W"=  X  (CO»  W  cos  W—  co«  W")  —  iC  (cos  W  cos  W"—  cos  W'J 
"  and  dar  leMen  Gkidniv  (33)  genlas 

a,  108  w'H- «;  cos  w"=  a;' 

ist,  WOdarch  sie  steh,  weil  §1"  CS;'=  1  und  dm  Glpirliiin^rrn  (38)  goinüsi 
i_  cos  W  cos  W    -  cos  W"—  sin  \\  sin  W  '  cos  2Ö" 

«OS  Wcos  W"-.co8  W'==sia  W  sin  W'cosaB' 

ist,  uingusMlM 

CM  c)  iC=«rxr+(a''--^VOcosX+(xsiiiW'eosaB"--x'iliW'cMflr)«hiX. 

Di«'  (ilcichunijcn  (127.  n.  Iiis  c")  lassen  sich  noch  in  bessere  Formen  bringen,  was  wir  jedoch 
hier  Übergehen,  da  sich  sogleich  der  Gegenstand  in  aUgeineinstcr  Weise  und  in  den  twedi- 
mässigston  Formen  henrassteHen  wird. 

113  Wird  das  beliebige  System  um  efaw  feiner  Gnind^ixen,  wo/u  wir  die  AJC  nehmen 
wollen,  in  solcher  Weise  gedroht,  dass  dessen  Spitze  A  ihre  Stelle  nicht  verlüsst,  so  füllt  diese 
Bewegung  des  Systems  mit  der  in  I)  betrachteten  znsainmen,  so  wie  man  das  l'olarsyslem, 
dessea  Axen  AI,  A  -T,  A  'S."  sind,  zuni  Grundsvsleme  owclrt,  dessen  Poianyslem  dran  das 
voriffc  iius  den  Axen  A  X  ,  A  \',  \  \"  ffebildeli-  Gnmdsystem  wird.  Man  erhiill  diesem  nach 
die  hierher  gehörigen  Formeln  unmitt«-ibar  aus  den  in  I3  aufgestellten  dadurch,  dass  man  in 
diesen  alle  BeiielHHi^en  nun  Gnndayrtem  fn  die  oMiogea  nm  Pctanysle«  «ad  ungdielut  alle 
Beziehungen  zum  Poliirsysteni  in  die  aniiloiren  zum  Gnindsystem  umändert.  Bezeichnen  wir 
daher  nach  der  schon  in  I<ir.  33.  gewählten  Art  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  0  an 
den  Polinocn  gtns  so  wie  die  gleicluiamigen  dcfladlwn  Fondos  m  den  entspreohenden  Grund- 
axen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  diese  Zeichen  mit  Klammem  umgehen,  m  gestalten 
sich  die  Gleichungen  (127.  a.  bis  durch  diese  Fmtindening  und  dadurch,  dass  wir  die  Grund- 
zeichen W  und  SB  mit  einander  vertauschen,  (^wodurch  die  Grössen  S(, ,  $I^  andere  Werihc  an- 
nelunen  werden,  die  wir  durch  (Sl,) ,  (Sl',)  bezeichnen  wollen,  während  die  Grösse  (57,  die  den 
Kosinus  des  \on  den  Axen  AX"  und  A3E"  gebildeten  Winkels  vorslelit,  ilnnh  die  liier  vor- 
genomnicnc  durchgangige  Verwechselung  des  Grund-  und  Polarsyslcniä,  <*incs  mit  dem  andern, 
tpi  keine  Aendemng  erieidef),  in  folgende  andere  nm.  Die  Gleidningen  (127.  werden: 

(x:)-(a;)(s;'{<)=[(x')-(a;)(i;'(x")jcosi~(u)^  , 

(n,)=(n)cooX+ [(jO  -  («)  «'(x")!  rin  B  «In  i 

!  vad 

(x.)-(5i,)(s;'(x;')=rM  -'?i,'e;'ix  '}]co.s;.+(u'j^- , 

(uO=(u')  cos  l.  —  l(x)  —  i'üt)  (5;'  (X  ")J  sin  SB  sin  ;t  ; 
die  (m.  b.')  liefeit; 

und  die  (127.  c.}  verwandelt  sich  in: 

wobei  wieder  il  den  Winkel  vorsteilt,  den  eine  durch  die  Axe  AX",  am  welche  das  Sjttiim 

ijedrehl  wird,  gelegte  und  mit  diesem  fest  verbundene  r'lime  ^viihrend  der  DrchuriL'  liesrlueilit. 
Drückt  man  aber  die  auf  das  Polarsystem  sich  beziehenden  Coordinaten  nndi  Anleitung  der 
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:en  (57.  a.}  «1  (ST.  b.^  durch  die  auf  das  GrundsyitMl  tMl 
die  vorstellenden  Gtt'irhungen  diu  Tulf^ende  Gestalt  an: 


x,=xcMÄ+  ^Cn'^(«)(r.v'OaiiiSiiiiA 
and 


V— «"J-ri^   M»!««.!^  *       sin  3Ö'co«?r  ,«in9EB"tüsW'\ 
jT^üi  +  O^-OomAH-  g7;(^u  g  o'.  ^ghi. 

Die  in  den  ventehenden  Gleichungen  vorkommenden  Grüssen  (Sl,j  uiid  (21^;  ergeben  sich 
aus  ?f,  und  tC,  durch  VcHnu'-i  huiijr  der  Grundzeichen  W  und  B  mit  dnaader,  rie  aM  Mitr 
dieselben,  wie  die  in  (46.  tu)  vorkommenden  gleich  beieichnelen,  so  du«  mm  hat: 

^  cosW  corW" 

hierans  findet  man,  weil  die  Gleichungen  (41 3  und  (42) 

CsünWaintB  und  «=aiairriBtt  g«^ 

ferner  geben  die  GleldNingen  C^Q: 

sin  SB  _  ainWainWainffi     ärnV     »in  W'ahiWai»»     sin  ffi"  sinWainWiinaB* 

««;  ~        h'        »  cq;'  TF       »  "^(^  —  .  i?  » 

oder  in  Hinblick  auf  die  Glcichung^en  (42): 
•  sin  SB  _  1      «w         i      sinjB"  I 

—  S  »   «(S'  -~  5  •    «r^  —  h  ' 

inidat  der  hl  dea  Gleidmugen  CO»  CO  «osgeivrochmm  Relatkmen  gehen  nu  die  Gtekkw 
gen  (n}  Uber  in: 

u;  =  u;Vos W"+  (u'— u"cos W'')co8A— hxiinA  , 
x.=x«oai+  |(u'— u"cöaW)ilnA 

und  \   (tM. 

«,=f«rcoaW+C«— •"«»•W'^cosA  +  hx'aini  ,f 

x;=:i'eonA—|C»— u-ocair)«!"*  ; 
die  Gleidnuig  (b)  Ueibl: 

die  (e)  dier  giebt:  '  ' 

*"=  or+  C«"—  O  CO«  A  +  1  (u  cos  W"-  u  cos  W  )  sia  i  . 
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70)  Wir  gehen  jptet  daran,  die  GoonJinalpnütKlfniniron  >v('li  ho  aus  der  Drohunu  cinos  be- 
liebigen Systems  um  dessen  SpiUe  hervorgehen,  in  «Ugcmcinsler  Weise  darzoiegcn.  Zu  dem 
Enia  denheii  wir  uns  dnidi  die  Spilxe  A  eines  lus  den  Axeo  AX,  AX',  AX"  zammnengo» 
setzten  schiefwinkligen  Coordinalcnsystems  eine  Richtung  AZ  ganz  nach  Willkflhr  gelegt  und 
mit  dem  Systeme  Te^  verbunden,  und  hierauf  dem  Systeme  eine  Drehung  um  diese  mit  ihm 
fest  verbundene  beliebige  Richlnng  AZ  von  derGrOeseX  erlbeOt,  vfoha  X  den  Winket  bexeieh- 
ni'l,  den  eine  durch  AZ  geirrte,  mit  dem  Sysli'nie  ebenfalls  in  fester  Verbindung  stehende 
KiiiTit^  wiilirend  der  Drehung'  besehreibl.  Um  das  Ergebnis»  einer  solrhen  Drehung  leicht  be- 
urtbeileu  zu  können,  fuhren  wir  neben  dem  ursprtingiidien  Systeme,  dessen  Axen  AX,  A  .V, 
AX"  sind«  noch  ein  neues  mm'  den  Axen  AT,  AT,  AY"  gebildetes  ein,  das  wir  wie  folgt 
anordnen.  Die  beiden  Axen  AY  und  AY'  vom  neuen  System  sollen  bezüglich  mit  den  zwei 
Axvu  AX  und  AX'  vom  ursprünglichen  System  zusunuucnfallen,  und  die  dritte  Axe  AY"  des 
neoen  Systeme  soH  die  bdiebig-  eingeraihrte  RieUang  AZ  werden.  Bei  dieser  BeMshalRHdieit 

des  iKMieii  Sysli'iiis  bi-fiinlct  sieh  dasselbe  während  der  Drehunj:  des  iirs;iriitiLr!iilu'n  Systems 
um  diu  mit  ihui  fest  vereinigte  Richtung  AZ  in  dem  Falle  U}  der  yorigcu  2\iunuuer,  weshalb 
die  dort  erhaltenen  fn  (i28.  «.  bis  c.)  «ufgesteRlen  ReblioneW  W  es  ihre  "volle'  Ani^diing 
finden,  wenn  man  in  ihnen  an  die  Stelle  der  dortigen  auf  das  ursprüngliche  System  sieh  be-' 
ziehenden  Grössen  hier  die  tmslogen  auf  das  neue  System  sich  beziehenden  setzt;  bezeichnen 
wir  daher  diese  in  der  Weise,  dass  wir  ihnen  hier  die  Grundzeichen  W, ,  y,  v  beilegen,  wo 
dort  die  W ,  \,  u  standen,  «liesen  Gruml/iichen  hier  wk-  dort  die  gleichen  Abzeiebon 
Ifisseiiil,  und  dunli  k  vorstellend,  was  hüs  Ii  wird,  wenn  M  , ,  \V[,  W]'  und  i]}, ,  20;,  ^lÜ"  an 
die  Stelle  von  W,  W',  W"  und  ilß  ,  3ß',  Üä"  treten,  wobei  ibi,,  2üi ,  Uü,"  iui  neuen  System 
wie  SB,  98',  SB"  Im  aliea  iidi  inf  die  n  den  Gnudaxeo  geUMgea  PolanuceB  besiehea,  so 
Serem  jene  Gleichungen  fttf  «Bser  Jdifges  nenei  Syslen  wn^Ülelbir  ifie  /olgqiidea  BebUoaeii, 
Die  O^- «•)  geben:  \  . 

v:s=<cM Wr+CV— v^eoe WD eoel— ky «Inl , 

|y,=y  COSZ+ i(v'— v'cosWO«!"!  * 

C«.)   (und 

=  vr  cos  W:  +  Cv  -  >  'cos  WO  cos i  +  ky'flin A  , 

y;=y'  cesl—  gCv— v"^cosW;)5in;i  j 
die  (V».  b.)  liefert: 

«nd  die  ii2S.  c.)  wird  hier: 
Ce.)  y;'=fcv:'+  (y  "-v")c68i  +  J (v cos w;'- v'cos W:)siaJL . 

'  ■  Bedienen  wir  uns  für  die  rnijri  tionsz  i'ilcn.  weli  lie  die  \\fn  di  s  iimm  Sysloms  an  den 

Axen  des  ursprOngUchen  Systems  oder  diese  un  jenen  geben,  wieder  der  in  Nr.  23.  cingefllbrteB 
Zeieben,  se  ist  bicr.'wo  die  Axen  <AT  oid  AT  v<«  neuen  System  Hl  denen  AX  und  AX* 
vom  nrsprllnglldien  liegen :  ^ 

MM.^^  *  4A=I,    A'  =  0  ,   A"=:0   und   B=l,   B'=Ü  ,  «'=0, 

' |a,=0  ,   A:=1  ,   Ar=0  und   B,=0,   V,=:i  ,   K=:0  ; 

beicicimcn  wir  TenuT  di«-  »i  hiefiMi  nnd  .sonkrcclileij  Projectionsz  il  lni,  » i  lrhc  die  Ricliliin^^  A  Z 

' '   * '       an  den  Axen  A X,  A  X',  A  X"  gicbt,  jener  Bezeieiuidqgsweise  entsprechend,  weil  die  Richtung  A Z 
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■nd  die  Axe  AT"  hitr  ia  «i— >der  Uet^en,  durch  A, ,  A^,  A^'  und  C,,  C^,  Cf,  und  suchen 

wir  die  diesen  Wertheii  ('iitspretliciKii  ti  Grössen  B, ,  Bi ,  B','  den  vurdert»  (IlfiLliun^cn  (81.  h.") 
gemiiss  auf,  so  pricbt  uns  ii<  rcn  li  lztc  Gnippc  —  wenn  wir  ni\rh  Anleitung  der  Gleicliuiigen 

(84.  r.)  |,V|r=r-l-y  sftzcn,  und  nur  d;i.s  ohrre  Vorzeichen  lifibehidtcn.  was  sIeLs  erlnubl  isl, 

da  dicss  lucb  den  Erürterungen  der  Nr.  41.  nichts  weiter  verlangt,  aLt  dass  die  Richtung  AZ 
Mit  der  AX^  raf  dnerletSAte  vn  XAJC  Heg«,  und  die Rcnillite  der Drulnnf  vMMf  dte  gM> 

cheu  bleil)cn,  wenn  man  onch  die  Richtung  A  Z  mit  der  vertnuschl,  die  mit  dieser  in  einer  und 
derselbea  Geradea  liegt,  akcr  ihr  ealgegengesetzt  ist  —  Itir  diese  Grossen  die  nachsteheiuln 
Romlliie* 

Bt=s —  jA,  ,  BI= —  jAl  ,         f  * 

Setzt  man  diese  unsem  beiden  Systemen  znltonraiendea  bcsondcm  Werihe  an  die  Stelle  der 
ProjectionsiaMea,  deren  Grundzeichen  A  uad  B  isl,  in  die  Gleichungen  (65.  a.)  und  (66. 
welche  die  Relationen  zwisehen  den  zu  einem  und  demselben  Punct  gehörigen  Coordinali-n  in 
swei  allgemein  auf  einander  bezogenen  Systemen  aussprechen,  so  geben  diese  in  Bezug  auf 
die  iwd  hier  Im  Auge  ylhMliMi  tawadem: 


yrsx-jA,*",  y'=«'-jA;x-,  y"=£x",i 

ik  weklten  die  Coordinaten  sich  auf  einen  und  denselben  beliebigen  Punct  0  im  urq>rünglichen 
nnd  im  neuen  Systeme  vor  eingetretener  Drehung  um  die  Richtung  AZ  beziehen.  Da  aber 
diese  beiden  Systeme  während  der  Drehung  stets  die  gleiche  relative  SteDung  zu  einander  be- 
halten, so  finden  die  gleichen  Relationen  auch  norh  bei  diesen  zwei  Systemen  in  der  L»ge  statt, 
die  sie  nach  v»llend(  ler  Drelnni^'  um  die  Rirhtuu^  A  Z  rinuehnu  n ;  bezeichnet  man  daher  die 
Coordinaten  desselben  Punctes  0  an  den  zwei  in  dieser  letztem  Lage  befindlichen  Systemen 
gerade  ao,  wie  die  sar  ersten  Lage  gehflrigen,  jededi  mit  dem  Ualersdüede,  dm  am  flu« 
dea  hdex  1  anhUngt,  so  ist  eben  so: 

v.=».,  *;=a;,  vr=A.».+A;«:+A;ii;',  . 


CM«) 


y,=x,-jA.ir,  y:=x;-jA;x;',  y;'=^x;'. ) 

Durch  die  Uer  in  dea  Gleichungen  (129.  a.  bis  d.}  aufgcstclllen  Relationen  nun  nehmen  die 
TWidn  gegebenen  (•)  Ms  (c)  die  foigeade  Gestalt  an: 

tt:_(A,u.+ a;u: + a;'u;') eosw;'=[u'-  (a,u + Ku'-\- a;'u")cosw." j .os i  (kx— kA^sbi, i 

k.T,— hA,x;'=Ck*— hA.x'}co«i  +  |.u'-~(iÄ.u+A;n'+A;V'3«MW;']eini  ,  j 
und  Wia«.  ».> 

a,-CA,i^+A;u;+A;V)co8W;=[u— (A,u+A;u'+A;'u")cosW;jcosA+(kx'— hA;x''3sinA,i 
kxi— lkAixr=0^— IiA:Ocos|1— [n— CA,a+A;a'-|>ArO«MW0>ia2  ;  ) 

kxr-kCA*+^+^<)«[h*"-^kCAd«+AftH-A:iifO)coe»+C"cosWrW«6sWOito^  *> 
L  16 
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71}  Um  die  in  der  vorigen  JXmmet  mfigelheUlea  allgemeiiien  Gleichungen  (130. «.  bis  e.) 

in  eine  Ttlr  deren  Anwendiinar  bequemen'  Fonn  zu  hrinsjcn,  haben  wir  den  Einfluss  zu  beach- 
ten, den  die  Besuaderhcil  der  zwei  ihnen  unlerUegendcn  Systeme  auf  sie  hat  Zuvürdersl  ma- 
dbea  wir  dmnT  m&neffcsui,  daw 

(«.>  oosW;=C« ,  eoiWr=C;  md  W,=:W 

iil,  wel  «Merer  Beieidnngr  8«ni*  G«  Md  Q  dte  seritreflitai  Pn|}eoliMMnlleB  ywMBm, 

welche  die  Richtung  AZ  an  den  Axen  A  X  und  A  \"  piebl,  und  diese  nichts  anders  sind,  als 
die  Kosinusc  der  Winkel  XAZ  und  X'AZ  oder,  weil  AZ  und  AY"  in  einander  liegen,  der 
Winkel  XAV  und  X'AIT,  welche,  wefl  AY  und  AV  besBglidi  In  AX  and  AX*  Hegen,  keins 
andern  als  die  Y  AY"  um!  Y'AY"  oder  und  W"  sind.  Ilii  i  itiif  bemerken  wir,  dnss  den  Glei- 
chungen {9,  a.  und  b.)  zur  Folge  9liCt-i~^i^~l~ '-^s  iio!>>nus  des  Winkels  ist,  den  die 
Hr  Grandaxe  AX"  gchürige  Tolanuie  AS"  im  tirsprttnglichcn  Systeae  mit  der  Richtunf  AI 
Udet;  wen  aber  die  zu  AX"  gehörige  PoiHnixc  AS"  ini  ursprüngliclien  Sy.sli-m  und  die  n 
AY"  gehörige  Polamxe  A^"  im  neuen  System  in  einander  falten,  da  die  Coonlinatenebene 
X  A  X'  von  jenem  in  der  Coordinatenebene  Y  A  Y'  von  diesem  liegt,  und  beide  Systeme  bei  der 
ihnen  hier  irewdrriiiu'n  Verschmelzung  eine  ühnliche  Axenstellung  buhen,  so  ist  der  Winkel 
J"A  Z  dem  A  Z  tidcr,  weil  A  Y"  in  AZ  lietrt,  dein  2)"A  V"  irtcich,  dessen  Kosinus  nichts 
Ajidcrs  ist,  als  die  Grosse  in  Bezug  auf  das  neue  System,  welche  im  alleu  Systeme  das  Zei- 
dun      liat,  «ad  die  wir  befan  neuen  dwoh  SC  beMMneii  woüflii,  womdi  äbo 

Ist.  Die  dritte  GMcIninr  (4T.  ■.}  zeigl,  wenn  mm  fl«  «nf  dfo  AZ  fai  Anwenddnf  triögl^ 
dttf 

fr,c+«;c;-i-«;'c;'=«?Aj 

ijil,  tmd  diese  gibt  in  Verb&MinDg  mit  der  vorigen: 

g;'Ar=:i);'. 

£r>vägt  man  nun,  duss  den  Gleichungen  (-IQ  zur  Folpe  t^l—  g^^yy 

Bezug  auf  das  neue  System  dieselbe  Grösse  wie      in  Bezug  aof  daa  «rsprttnglicbc  vorstellt, 

k  k 

süiW"  Aussage  der  letzten  Gleichung  (i),  3)i'=  jrj^  itt,  $0  verwandelt  sich 

die  eben  gefundene  Gleicbnng  ^Mi=^'  in:  ' 

Ch.)  hA;'=k 

Fü^rt  man  zu  den  bisherigen  Beuerkongen  noch  die  Aelrachlun^,  dass  in  Genissheit  der  Glei- 
chung H'i') 

i9,y  A.u+A;ii'+Ar«''=rcoaff 

ist,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punctes  0,  dpm  di<'  scMkrechlon  Coordtnaton  u,  u',  u"  im  ur- 
sprünglichen Coordinatensystcme  angehören,  von  dessen  Spitze,  und  $  den  Winkel  vorslelleiii 
den  die  Richtungen  AO  und  AZ  einschlicsscn,  so  nehmen  die  Gleichunj^en  (130.  a.  bis  c.^ 
wenn  man  in  sie  Wr  coeWt,  tosWr,  k  and  Ai'u-f- A',u'4- Al'u"  ihre  hier  in  (a),  (b),  (c) 
,  gatheOlfli  Wcrthe  «faMabl,  ekw  nngleldi  ObenichllidMuce  G^ialt  an.  Man  indst  aiiriick: 
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x,=A,rcosfl  +  (x  —  A,rco«Ooo>;i+   (uCT— «"CJ)»hiJ.  » 

x:'=A?rcM«+C«^-.Arrc«iO«>il+i(ii  C;  -rt-C.)«!«!  ,  ^  CtM.  «.) 

u,  =  C  r  CO«  +  (u  —  C,  r  cos  fl)  cos  A  +  h  (x'  A;'—  x  " A;  )  sin ;.  , 
«;  =  C;rcostf4-C"'  — t^»»"cosff)co8A-i-'>Cx"A,  — X  A;')sini  , 
C;'r  cos  +  C""—  CiV  cos    cos  1  + 1>     A;  —  x'  A, )  «n  A  ;  /' 
rir  aoch  bemerken  wolieB,  dm  sidi  die  letzte  dieser  Glei^migeo  mm  d«r  (iSU.  h,"), 
■yt  RIflkakht  nf  die  hier  in  CO  «tekeMle  RdaUoii 

A,ii,+ A;»;  +  A^u;'=r  cos  0 
-wird,  orgiebt,  wenn  man  in  diese  Itr  ■,  und  u',  ihre  Wcrthc  aus  den  beiden  vorleUtoa  Gkt- 
dinngen  (131.  a.}  eöisetxt,  und  daiiei  beacbtei,  dtss  A.(  ,4- a;c;  + A;'C;'sI  irt.  Ifal  hmm 
im  Tontehendm  öe*otang«i,  wen  am 

x,—x=Jx,  a^^=^j^,  xr->x*=^]r  aad  Oi— ii=^tt,  iC— «'=^^■1',  i^—^ssJtT  CiM>  M 

■dreilit,  we  dann  Jx,  Jx,  AtC  itod  ^n,         i^«^  die  ins  der  Drehung  des  S|rienM 
enypnB^Keoea  Ceontinaleiiindeniiige»  mdg«,  iMdi  MMh  die  mdere  Fem  geben: 

=CA.reoe«—0  Cl  — {(«'C;'— •"G;)Mb1 
^3^=CA;rcoe*— x')(l— cosi)  +  ^ C«"«.— •  CT)««»!  ♦  I 
^x"=CArrcos*-x'0O  — c»8*3+£C»  C;  — u'C,}8inA  \  CIM*«") 

=(C»r  cosfl  —  u  )(1  —  cosA)  +  h  (x' A;'— x"A;)sinA  , 
^tf =CC;r  «W#-  n' )  Cl  -  cos  A3  +  h  Cx"A,  -  x  AQsini  , 
^■*=CCrreoi«— 0(1— eoil)+hCx       ^A,)iiail  • 

Die  Gleichungen  (131.  e.^  and  (13i.  c.)  ]ii;rern  die  Coordinalen  eines  Puncleä  oilcr  deren 
Aendoningen,  wie  sie  Ün  Gefo^e  einer  Drehung  des  Systems  von  der  Grtfise  l.  um  eine  be- 
liebige Richtung,  die  an  den  Axcn  des  Syileas  die  schieren  and  senkrediten  Projeclionszahlen 
A(,  At,  A^,'  und  C,,  C^,  giebt,  sind,  ausgedrüclil  in  (Il-ii  Cuordiiiaten,  die  derselbe  Punct 
an  dem  Systeme  vor  der  Dreimiig  IihL  Es  ist  bemerkcnswertb,  dass  diese  Gleichungen  bei  allen 
Systemen  den  gleichen  Bau  besitzen  und  sich  daher  bei  keinem  besundem  Systeme,  nicht  einmal 
hefan  reehtwinUigen,  msanmeniehen  lassciL  Giebt  man  in  diesen  Gleichungen  allen  Coordina- 
lenzeichen,  die  keinen  Index  haben,  den  Index  1,  und  niimiil  nmn  dicst  ii  Index  von  jenen  wejr,  die 
ihn  iubcn,  zu  gleicher  Zeit  —  >L  für  A  setzend,  so  crhüU  man  die  (ileicbungen,  welclie  die  Coor- 
dinalen oder  deren  Aendenugen,  die  einen  Pnnele  hn  Syrteme  noch  vor  der  Drehnng  ange> 

hören,  dureli  die  Coordiiiaten  ausdrücken,  welche  demselben  Piinrte  im  Sysleme  nnrh  der  Dre- 
hung aqgchüreo,  wie  schon  daraus  hcrvorgchi,  dass  das  System  aus  »einem  zweiten  Orte  durch 
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eine  Dn  liiing:  von  (lorsi.'Ibt-n  Gnisso,  abiT  von  cnl!jojTonq;<'S(  lzt«  r  Richtung  in  seinen  orslen  Ort 
zurUckgeruiirl  wird,  als  die  iül,  wodurch  es  aus  diesem  Url  in  Jeneo  gebracht  worden  ist. 

72)  Bs  ist  bei  den  Betraehtungen,  wie  wir  sie  in  diesem  Paragraphen  anstellen,  der  Um- 
stand wesenllieli.  das«  das  beliebige  Coordinatensysttnn  durch  eine  einzige  Drehung  von  der  in 
voriger  Nummer  hrsrlini-lietieti  Art  in  jede  Stelle  übcrgefiilirt  wcrdeo  kann,  die  es  UbertiBupt, 
ohne  dass  die  gi-^;« um  iii^r  L.i^c  seiner  Axen  sich  Kndert  und  obne  dass  seine  Spitze  ihren 
Ort  verlüsst,  einnehmen  kann.  I  m  diess  einzusehen,  wollen  wir  VOS  dns  Systani}  dessen  Axen  AX, 
A  X',  A  \ "  sind,  durch  eine  Hrilir  \tm  hi  licIti^Ti  n  Heweiruniien  um  dessen  Spitze  A  von  der 
gedachten  Art  in  irgend  eine  andere  Lage  geivuuuuLii  \i»rstelleu,  in  welcher  seiue  iVxcn  be- 
züglich dieRSehluagea  AX;,  AX!,  AXT  einnehmen,  nnd  mm  die  Mchlunf  AZ  «ad  den'Wln- 
liel  ).  sufsiiehen,  welche  die  Eieenüi  lKift  hesil/.cu.  ilass  die  Axen  A  X  ,  A  X',  A  X"  des  ursprüng- 
iichen  Systems  durch  eine  einzige  Drehung  von  der  Grosse  i.  um  die  Richtung  A  Z  in  die  La- 
gen AX,,  AXI,  AXT  kommen.  Zu  diesem  Ende  haftin  man  den  Winkei  XAX.  in  ASi  and 

IcL^e  (lun  h  diese  Hnlhiruiiffslinie  A  S,  eine  Ebene  P, ,  welche  senkreelil  auf  der  Ebene  den 
Wiiüiels  XAX,  steht,  so  bildet  jede  in  der  Ebene  P,  liegende,  von  A  mslaufonde  Ricfalanf 
wü  den  beiden  Kichtungen  AX  und  AX,  gletcbe  WtakeL  Hiribirt  man  »m  dmn«»  den  WhAd 
X'AXi  in  AS,  und  legt  durch  AS;  eine  Ebene  I',  senkrecht  auf  die  Ebene  X'AAi  .  bildet 
aurh  jode  in  der  Ebene  P,  liegende  und  von  A  auslaufende  Richtung  mit  denen  AX'  und  AX^ 
gleicht»  Winkel ;  daher  bildet  jede  von  den  zweien  dem  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen  P,  und 
P,  an(fehön^'eii  Hi> liiuniifen  AZ  sowohl  mit  den  tUchtugen  AX  and  AX,f  ili  nü  denot  AT 
und  AXj  gleidie  Winkel,  so  dass  also 
(■.)  ZAX  =  ZAX,   und   ZAX'— ZAX; 

ist.  Giebl  man. mm  dem  ras  den  Axen  AX,  AX*,  AX*  siminunengeselsten  Systeme  dn«  Dr»- 

hiinu  um  die  so  erliallene.  mit  ihm  fest  vereinigte  Richtuujr  AZ  .  ilcn  ri  Crosse  (hinli  den  Win- 
kel besüntuit  wird,  den  die  Ebenen  XAZ  undX,  AZ  mit  einander  uiucheii,  so  werden  dadurch 
die  urapritnglieken  Axen  A  X ,  A  X*,  A  X*  Iii  ifie  voifeschiriehenen  Hichlnngcn  A  X, ,  A  Xf ,  A  XT 
lllii  rtrcriilirl,  wie  sich  sn  eitisi-lien  liisst  \inmit  man  niiiniich  die  beiden  kiir[)erli(  tu  n  Dreiecke 
in  Betrachtung,  deren  Kanten  einerseits  A  X ,  A  X',  A  Z  und  andrerseits  A  X, ,  A  X,'  und  A  Z  and, 
so  sind  in  ihnen  die  beiden  mi  AZ  anßegenden  Seilen,  den  Gleichungen  (a.)  gemäss,  gleich, 
and  ausserdem  ist  auch  noch  die  dritte  Seile  X  A  X'  im  einen  der  dritten  .Seile  X,  A  \;  im  an- 
dern gleich,  weil  nach  der  VoraussctEung  die  Axenwinkel  iu  dem  Systeme  vor  und  nach  der 
Dr«^hung  die  gleirhen  sind;  es  sind  demnach  in  diesen  zwei  körperlichen  Dreiecken  auch  die 
den  pleichen  Seiten  jfegenllherliegenden  Winkel  einander  gleich.  Wird  nun  dns  System  nus  den 
A\en  A  X  ,  A  \".  A  X"  um  AZ  gedreht,  so  das.s  dadunli  \  .X  in  A  .X,  überucTührt  wnrd,  so  muss 
dabei  notliwendig  auch  A  X'  in  A  X,'  fallen ;  denn  fiele  die  Axe  A  X'  nicht  in  A  X| ,  so  mUssle 
AeieOie  fa  etat  Lege  A X^  kommen,  so  dm  AX^  and  A X?  nach  den  enIgegewgweWen  SeÜm 
derEliene  ZAX,  hinaassrinsren  und  beide  lOWOld  mit  der  Richtung  A  X, ,  nh  auch  mit  der  Rirh- 
taqg  AZ  gleiche  Winkel  macblcu;  es  mUssle  dann  also  die  Ebene,  welche  den  an  AZ  Uegcnden 
Winkel  des  gleichschenkeligen  kürperiidien  Dr^ieelu,  dessen  ITsnlen  AX,  AZ  and  .AX,  sind^ 

hnlhirt  zuji'eirh  auch  den  Wblltcl  an  A  Z  in  dem  gleichsclienkelipen  krirperlichen  Dreieck  aus 
den  Kanten  AX',  AX^,  AZ  Imlhifien  und  daher  anf  den  beiden  Ebenen  XAX,  und  X'AX't  zu- 
gleich seiArecht  stehen  and  diese  Ebenen  naek  Geraden  sdmeiden,  wcicke  die  Winket  XAX^ 
und  X'A  X',  halbiren,  d.  h.  es  müssten  die  beiden  Ebenen  P,  und  P,  in  emander  liegen.  So  wie 
daher  die  Ebenen  P,  und  P»  eine  DurdtscfaniUsänie  haben  und  nun  dreht  das  aus  den  Axen 
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AX,  AT,  A  X"  gpbildeli!  SysiPin  um  diosclbe  so  lange,  UtAXlB  «u  liejron  koniml,  so 
inasti  gleicfaxeilig  aucU  AX'  mit  AXj  und  in  Folge  deacn  dam  aooh  AX"  mit  AX^'  susam- 
«MnMIeo.  —  Iii  dkm  AmuilHrfiB»  absr,  wo  die  beiden  Bbeoen  P,  uid  P,  fei  cIk  Bbshe  Q 

zusnmmvnrtillen,  also  cim;  Dunhsrhnittaiiilie  nicht  litTeni,  übcrzcuj^t  man  sich  idclit,  datis  diese 
JSbeae  Q  von  den  Ebenen  X  AX'  und  X,AX|  in  einer  und  derselben  (ienden  getichnittcn  werden 
mass,  so  dess,  wein  wir  iifMid  «oe  von  den  Rkhlniigeii  dieser  Genden  durch  A  Z,  bezeichnen, 
dann  die  Winkel  Z,  A  X  und  Z,  A  X, ,  so  wie  auch  die  Z,  A  X'  und  Z,  A  Xj  einander  gleich  werden  und 
daher  das  aus  den  Axcn  A  X,  A  X',  A  X"  gebildete  System  durch  eine  einzige  Drehung  um  A  Z, ,  dit« 
uiaihl,  diiss  A  X  in  A  X, ,  oder  A  X'  in  A  X;  fallt,  in  die  verlangte  I>8ge  iibergeftdirt  >verden  kann. 

Mm  hat  diese  Eieenschafl  der  schicJVrinkligen  Coordinalensysleine  durch  eine  ciaiigo  Dre» 
hutiir  um  eine  in  jedem  besondern  Falle  bcstiitmile  Richtung  A  Z  in  jede  Stellung  überjenihrt 
werden  zu  künncn,  die  es  überluiupt  bei  ruhender  Üpilzc  durch  eine  willkiihrliche  Reihe  von 
solchen  BewegiiBirea  sm  Ende  tnnefamen  kam,  nm  so  mehr  feslsahaHeo,  da  es  die  eimige  den 
C(t(ir(!iniileri>ysti'iiieti  iiHeerrM'in  ■/iiKiiuiiiii'nile  ist.  Das  re<-htwinklige  lüsst  sich  durch  drei  siic- 
cessi>c  Drehungen  um  jede  seiner  Axen  in  jede  mögliche  Lage  bringen,  die  es  bei  ruhender 
Spibcc  einnehmen  kam;  dieser  Salz  ist  aber  nicht  mebr  altgeaMin  wahr  bei  schiefwinkligen  Co- 
ordiaalensystenien,  weder  in  Bezug  auf  ihre  drei  Grundnxen,  noch  in  Pezuir  auf  ihre  drei  Po- 
kraxen.  SoU  jener  Salz  auch  noch  Dir  scfaiefirinkligc  Sysleaw  gOlÜg  bleiben,  SO  rnnss  er  hl 
der  Weise  gcfasst  sein,  dass  zwei  tob  den  Drehungen  nm  zwei  Grandaxeil,  de  drüte  aber  u 
die  zur  dritten  Grundaxc  gehörige  Polaraxe  geschieht,  oder  dass  zwei  von  den  DrehtiiitTcn  am 
zwei  Polamxen  geschehen,  die  dritte  aber  um  die  der  dritten  Pdlanixe  entsprechende  (inindaxe. 

73J  Bis  hierher  haben  wir  bei  eintretender  Bewegung  eines  Courdinalcnsystems  stets  vor- 
MHgesdzt,  dnn  dabei  dessen  Spitze  ihren  Oft  hn  Räume  nicht  verfanse;  es  ist  tnieesen  leicht, 
die  erhaltenen  Resultate  so  zu  erweitern,  dass  sie  auch  noch  den  Fall  in  sich  eiiisi  hliessen,  «  o 
dessen  Spitze  an  der  Bewegung  Antheil  nimmt.  Denken  wir  uns  nümlich  da:>  Courdiuatcnsystem 
irgend  wie  «rf  solche  Weise  bewegt,  dess  deasen  Axen  flue  Sldlnng  zn  einander  wdirend  der  " 
ganzen  Bcwegung^  nicht  abändern  und  nehmen  wir  an,  dass  auch  die  S[itlze  des  Ssstcrns  wAU- 
nad  der  Bewegung  ihren  Ort  verlassen  hat,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass,  durch  welche  Reibe 
von  Bewegungen  das  System  auch  an  seinen  nenen  Ott  gelangt  sein  mag,  mm  es  innner  meh 
hios  durch  zwei  Bcwegun<ren  nn  denselben  Ort  wird  bringen  können,  in  deren  einer  die  Axen 
sich  stets  parallel  bleiben  und  die  S|iil/.e  in  gerader  Linie  sich  rorlbewegl,  bis  sie  in  ihren  nenen 
Ort  gekommen  ist,  die  andere  hiii|^i';,n  ii  eine  Drehung  des  Systems  um  eine  angebbare  Rich- 
tung AZ  von  bestimmbarer  Grösse  sein  muss;  die  Coordinateniinderungen,  welche  diese  nadl 
sich  zieht,  lassen  sich  nach  den  Fonnelri  di  r  Nr.  71.  angel)en,  mir!  die,  welche  jene  Bewegoqg 
des  Systems  nach  sich  zieht,  ergeben  sich  schon  aus  den  Formeln  (^7}  der  Nr.  15. 


74)  Wir  hriien  in  Nr.  63.  gesehen,  dais  nn  senhrecMen  Coordhwtensfsleme,  deesen  A» 

A  X"  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AX  und  A  X'  steht,  die  mit  AX"  paralbl  erzeugten 
Projecliunen  von  Punclen  auT  die  durch  AX  undAX'  hiodurcfa  geilende  Projectionsebene  Spei- 
cheoüttgen  und  Speichenwhdtd  liefern,  die  iieh  m»  den  Coerftnleii  dfeier  Pnnele  tmdk  An- 
leimg  der  dort  mitgethcilten  Gleichungen  (120.  a.  bis  d.)  auffinden  lassea  Bezeichnen  nim- 
lich  z,  Jt',  X"  nnd  n ,  n',  u"  die  schiefen  «ad  «eniurechten  Coordinaten  enies  Pnades  0  «a  den 
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A.xen  AX,  AX',  AX"  und  stellt  p  die  hinge  der  zur  spnkrfirlilrn  Projprtinn  des  Punctos  0 
■Hf  die  durch  AX  and  AX'  hindurch  gelegte  Ebene  gehürigen  Speiche  vor,  wiUirend  w  und 
V  dto  WMtel  bedeutan,  weleh»  die  Kchlanf  «emv  Spddhe  ail      Am  AXmdAXVt- 
det,  und  beachtet  itihti,  duss  den  Gleiehunj^en        zur  FolgiO  er=ly  cTi^stt'  kl)  M  hH 
iMch  Anleibing  der  Gleichungen  (120.  b.  und  d.) : 

Da  iber  tat  fenhrechten  Syrieme,  worrar  licii  die»  Glflidnntgeii  budelin,.  W  md  radMs 
Winkel  sind,  >viis  vosWssO  w$d  COS  W"=0  nur  Folge  bat,  so  ««iget  die  Gkidiinfeii  (15.  a), 

itM  in  diesem  Sy&tcme 

!U  =  X  +  X'COS  W  ,    U'=  X  COS  W  ^  x' ,    u  "=  x" 
tot»  woniu  man  sorort  ganz  so  wie  aus  denen  (91.  c.')  die  (91.  c.)  noch 
xsin'W=:u  —  ii'cosW    und    x'sin' W  r=  u' — UCOsW| 
welche  Gleichungen  schon  in  Kr.  68.  zur  Sprache  gekommen  sind. 

Ihclit  mM  et  akb  rar  Regel,  die  YHnitel  w  imd  i/  von  AX  und  AX*  am 
nwb  der  Seite  hin  erzeugt  sich  vorzustellen,  nach  welcher  man  von  AX  nus  Uber  den  Axen- 
winkel  XAX  hinweg  zu  AX'  hingelangt,  oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist,  Tührt  mnn  diese 
Winkel  als  negaltve  Grössen  in  die  Rechnung  ein,  so  wie  man  sie  als  nach  der  enlgcgengc- 
•ettiten  Seite  hin  erzeugt  aufgcfasst  hat,  so  ist  stets  w'=w  —  W.  Durch  diesen  Werth  von  i/ 
gnhl  dnnn  die  letzte  Gli  iihiing  (l.'!2.  o  ")  zunüclist  in  ßC0s(w  —  W)  =  u'  über,  und  giebt,  wenn 
man  cos  w  cos  W  -J-  s»'"  w  üin  W  an  die  Stelle  von  cos  (w  —  W),  und  gleichzeitig  für  cos  w  sei- 
MB  Werth  am  der  verietHen  Glelehneg  (1321  a.)  eimelil: 

p  sin  w  sin  W  =  u' —  u  cos  W  , 
wekbe  aüt  Bttciuickl  auf  die  uattn  Gleichungen  (132.  b.)  wird! 
(IM*  ••)  p  sin  w = x'sin  W , 

so,  dam  nan  amtatt  der  Gleichungen  (132.  a.)  jetzt  die  setzen  kann: 


,        .  ^  ,  ,    .  .  u    «  ,  x'sin  W 

(1M>  dU)  ß'  — xu-j-xu  ,   cosw=-,   8mw= — - — , 

welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  x"=u"  alle  vorigen  ersetzen.  Diese  letztem  Glei- 
chungen zeigen,  wie  sich  die  Lünge  und  Richtung  der  zur  Projedion  einm  Puictes  0  gehöri- 
gen  Speiche  cinrach  aus  ih  u  Coordiniiion  dieses  Punctes  im  senkrechten  Systeme  herholen  las- 
wobei  man  zu  beachten  hut,  Ukss,  da  durch  diese  Cicichunpen  sowcdil  cosw  als  .sin  w  ge- 
wird,  die  Vorzeichen  dieser  trigonometrischen  Verbultnissc  hinsichllii  h  der  Speichenrich- 
tmg  jmdi  Bjchl  die  fMingsle  UnbestinHiiIhett  feelalten,  wom  der  Winitel  w  stets  als  nach  der 
vofhln  featgeaeMen  Seile  hin  eneogt  anfgefont  wird,  wie  diese  leisten  Glddnngen  vorsm- 
aetzcn. 

Umgekehrt  kann  man  aas  der  zum  Projeclionssystem  gehörigen  Ordinate  x"  eines  Punctes 
0  und  SMS  der  Speiclienlango  o  und  dem  Spcichenwinkel  w ,  die  der  Prujeclion  dieses  Punctes 
angehören,  die  sämitillicbon  scliii'fen  und  senkrechlon  foordiii.il.-M  drssrll»i  ii  riim  ics  im  si'riK- 
rcchtcn  Coordinatensysteuie  herholen.  Zunüchst  lut  man  nauilicli  in  (n  uiusslicit  der  IcUtcu  ubcrn 
Cfciohu^r  (i8&  k)  ind  der  xwci  lelalcQ  Qlckhni«c«  (132.  d.> 
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«■d  ta  F«%e  Hütt  giflU  die  enit  rteri  od  dk  kWe  unlera  Von  den  GMdiiuifi«  (192.  h.): 


X  =  p  OOS  TT  —  = — 5nW   u  =  e  cos  w  cosn  -f-  p  siu  w  suiW  , 

welche  beide  «cli  ai^fleich  aaf  die  cinrechrrc  Fono  briQgen  iessoi: 

»=— g^^hW^^         «•=pcoi(w-W).  Cm*M 

75}  In  dem  Projedknisaysleiiie,  weldiea  in  der  vorifen  Nnainer  tn  Veritnttpftm^  mit  dem 

dort  voraustfi'srtzten  senkrechten  CoordinalPnsv'<(i  iTic  niifircfasst  wordon  ist,  \\lr<\  die  I'rdjrrlion 
eines  Punctcs  O  als  der  DmvIuclinUt  P  einer  ilurcli  0  mit  der  Axe  AX"  parallel  gelegten  Ge- 
laden miC  der  dnrdt  AX  nnd  AX'  {^eleg^ten  Prnjetiionsebene  etlialten;  desawegen  und  wc9 
A.\"  seiikreclit  auf  der  Projec(ionselH-nc  steht,  ist  OPA  ein  bei  P  rechtwinkliges  Dreieck,  in 
welchem  0  P  die  im  Projectionssystem  wir  Axe  A  X"  gchijrijre  Ordinale  x"  und  A  P  die  Spei- 
clienllinge  q  ist,  welche  zur  Projeclion  P  des  Puiu(i-!<  O  gehört.  Stellt  also  r  die  Länge  der 
n  dienern  reehttvinkligcni  Dreieck  (gehörigen  Hypotenuse  AO  und  /  den  Winkel  vor,  welchen 
die  von  A  nach  O  liinzielende  Ilichüiriir  A  ()  mit  drr  Spcii  tKMirirlitniijr  A  P  bildri,  wolrhor  Win-  ■  • 
Lei  zugleich  der  spitze  Meiguugswüikel  zwischen  der  liK'hluog  AU  und  dc|  l'rojecliunsebene 
tot»  fo  M  Mm: 

l««p»+*~  «nd   «ln;p=:^,   C0B;r=t  (l«4.  fc.> 

finden  liMt.  In  diesen  Gleichungen  hat  man  r  und  p  stets  als  positive  Grössen  aurzufasscn, 
WMkalb  auch  cos^  inuner  jK  sitiv ,  sonarh  x  inmier  spils  ist;  aber  sin/  ist  positiv  oder  nega- 
tiv TM  nclimt  n,  jf  iiiichdoiii  x"  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je  nachdi'in  di  r  Ptmct  0  auf  der  '  • 
positiven  oder  negativen  belle  von  der  Projectionsebene  liegt.  Da  sich  aus  den  Glekhungen 
(IM.  a.)  die  Piojedionafr6>8eB  «n1  p  in  vAlUgr  benUmnler  Weise  Inden  tasae«,  wem  die 
Grossen  r  und  /  gegeben  sind,  und  da  umgekehrt  diese  niittHst  d<T  Gleichungen  (134.  b.)  sirh 
in  vbllig  bestimmter  Weise  finden  lassen,  wenn  jene  gegeben  sind,  so  wird  di«  Lage  eines 
fimnlan  im  Ranme  dnrdi  die  drei  GrSaaea  r,  ;r  «d  w  eben  se  beeümni  faalgeitelMi  wfo  danh 
die  drei  -x",  c  und  w .  Wird  die  Lage  von  Puncten  im  Räume  doduroh  fealgealell,  diiss  (Üt 
jeden  die  auf  ihn  sieb  beziehende^  dr«  Uh^ssen  r,  jr,  w  angegeben  weiden,  nimlidi:  seine 
BMfermmg'  r  von  einen  fbat  im  lenae  angCTwmmeBBn  Pnneie  A ,  weldte  Bntfenmng  der  lom 
Puncto  A  gehörige  Strahl  oder  Radius  vector  heisst;  der  spitze  Winkel  /,  den  die  von  A 
nach  ihm  hinzieleatie  Richtung  mit  einer  durcii  A  hindurch  gehenden  urivcriindprlich  angenoah» 
nenen  Ebene,  die  die  Gloichcrebenc  heisst,  bildet,  welcher  Winkel  als  positive  oder  nogn» 
tive  GrUsee  anzosehen  ist,  je  nachdem  .der  Pimet  aaf  der  einen  (poaitiveB}  «der  naf  dar  M> 

dem  f negativen^  Seilt'  v(in  dieser  Ebene  liegt;  endlich  der  Winkel  w,  den  die  Fheni^  drs 

WinkcU  /,  welche  die  Meridianebeae  oder  der  Meridian  des  Puncies  heisst,  Mif  den  sie 

aicli  bedclil,  mit  einer  andern  durch  A  Madeidi  gelegten  and  «eidareebi  aaf  der  Gtelcherebebe 

slclii  nden  unveründcrlirlii  n  Klicm'  liildet,  die  man  den  ersten  Meridian  zu  nennen  pflfgl,  wol-  • 

eher  Fhichenwiniiel  mit  dem  Winkel  der  DurchschniltsUnien  der  Gleicherebcnc  mit  dem  Meridian 

des  Pnnoles  vni  den  eoten  MeritUHi  llbeieiiikomait,  so  wird  der  spitze  posDive  oder  aegattve  ' '  ' 

Vfakfll/,  ien  dtoMcMaig  AOnkdaraMchevebeneameb^  dieposüiva  oder  Mgühre  Breite 
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des  Puncles  0 ,  so  wie  der  Winkel  w ,  d<.'n  der  zu  0  g^ehürlKc  Meridian  niil  dem  ersten 
ridian  macht,  flic  I,  iinir''  <'<'s  Punctes  0  genannt.  Die  zu  <  iiicm  Piincln  iji'horigi'n  Griisscn  r, 
X,  w  heissi'ii  uuch  hier  wieder  dessen  Coordinaten,  doch  werden  wir  die  jetzigen  zum  Lnlcr- 
scUede  v«Ni  im  frürnrea  CeatraleoordinatM  momi«  wOraid  Jene  mm  UnteneUod  von 
diesen  die  I'iirnllolconrdinHtrn  hoissen  niflgrn.  Der  Piinrt  A  wird  hier  wie  dort  die  Corirdina- 
tenspilze  genannt.  Den  Üurclischnitt  des  ersten  Meridians  mit  der  Gleicberebcnc  werden  wir 
noch  die  drundricktmif  dteser  Ebene  neanen. 

So  wir  (Iii-  ninirluniffi'n  (134.  a.  und  b.)  zur  Ueherlrafrung  der  Projnrtionsjjrfl.ssen  in  Cen- 
Inlcoordiuaten  oder  dieser  in  jene  dienen,  so  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  angeben,  wo« 
diudi  diA  die  gewöhnHohen  oder  PandMoeonMiiaten  in  CeBtrricoordfBaleB  und  umgekehrt  dieie 
in  jene  Qberftthren  lassen.  Im  erstem  Falle  dienen  die  Gleirhungen  (134.  b.)  in  Ve 
■üt  der  zwdlen  und  dritten  Gleichung  (133.  a.)  und  der  leUtea  (133.  b.^,  nftaulidi; 

»*=»'+'^»  finjr=7  ♦  «»x=t 

(IM*   ^cosw=-,   smw=  — - —   oder   cosfw  —  w)=— , 

wenn  man  sich  unter  q  eine  durch  die  Gleichung 

pofittve  raftfrOne  vwstellt;  die  in  aadem  Falle  erfoHerikhea 
ergriMB  lidi  an  denen  (i33L  n.  «nd      In  YeriilndDVf  alt  denen  (134.  a.> 


jj^ssn^sTratoar ,  n=(>coaw  ,  «'s=  ^ 


sinW 

sin  (w  —  W)  , 
M   ^.x=:-.— -^-^  .  u=:ecos(w->r), 

J    in  welchen  man  sich  unter  g  die  durch  die  Gleichung 

m  bestinmeode  positive  ililisgrijssc  zu  denken  haL  üie  Gleichungen  (135.  sl)  lehren  die  Cen- 
Meoordiulen  ans  den  PaiaBeieoardtaaten  an  flnden,  wean  beide  dneriel  flpHse  hoben,  and  dl« 

dureh  die  Aven  A  \  und  A  \'  lachende  Ebene  zur  Gleicherebcne,  so  wie  die  CDordinatenehene 
XAX"  zum  ersten  Meridian  genommen  wird;  die  Gleichungen  (136.  b.}  hingegen  lehren  die 
achlefen  und  •eakrachtan  Coonünaten  aus  den  Cenbnleoordinalen  tu  finden,  wenn  beide  •kmM. 
Spitze  haben,  der  Durchschnitt  des  ersten  Meridians  mit  der  Gleirherebene  zur  Axe  AX,  dis 
um  däi  Winkel  W  dw  Biditung,  in  welcher  die  posiliTen  Längen  gezählt  werden,  weiter  vor» 
wlils  BegMide  BieUnng  nr  Axe  A  Tt,  und  die  auf  diesen  beiden  Axen  senkrechte  In  die  po- 

aiiive  Bette  der  Gleicherebene  hineif<n<gende  Richtung  zur  Axe  A  .\"  genommen  wini. 

Liegen  in  einein  besondem  Falle  alle  Piinele,  deren  Stellen  im  Räume  dun  Ii  solehe  Cen- 

tralcoordinatcn  festgestellt  werden  sollen,  in  der  Gleirlierebenc  selbst,  so  ist  Tur  alle  diese 
Pdnole  * 

(•M.«»|  tbix=0  und  oosjr=l, 

was  nur  Felge  hat 

C1M>M  x"=u"=:0  und  r=e; 

es  vemdnrlulet  daher  in  diesem  Falle  der  Bniianwiakel  x  ait  derCeocdlMtn  ]£"  «dem"  tn* 
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Iflcicli,  und  die  Speichenlini;c  wird  zum  Radiusveclor;  sieht  man  dllM  TOn  drr  vcrschwunde- 
mm  Breite  aiul  CoonÜMle  gäailicli  ab,  so  verwandeln  sich  die  GleicinnfHt  (136.  tü)  im: 

r'  =  xu  +  xV,  co«w=j  und  üBws:^^!^  ifim,90 
■od  die  Gleichungen  (135.  b.)  werden: 

ussrcoiw  ,  u'=:rco8(w  — W3  ,  x=  — r — ^^jj^yf      *  ^~*SSW'  €••■•*•) 

Du  dieser  Fall  mit  di-m  oben  in  Nr.  r>^.  bctrarhlplpn  Ubcrpinkoininl ,  wo  wir  das  dort  ihm  an- 
bequeiuU;  Cuordiiiatenüyslem  ein  ubeiies  geniuiiil  haben,  so  werden  wir  auch  das  Cenlralcour- 
dfanteMyslMn,  flir  wekhes  die  Poraidn  (186.  e;  »d.  d.)  iMfMto  GO%keit  behdtra,  ein 
ebeaes 


7Q  Gebüren  die  PHrfllleKoonlinatt-n,  nt-Ii-hc  mit  rcnlmlcoordinalen  verglichen  werden  sol- 
ka,  keinem  senkrechtefi  Systeme  an,  und  soll  die  durch  die  Axen  AX  und  AX'  gelegte  Ebene 
«Beses  Systems  die  CSeicherdiene  der  CentnleoefdiaMen  werden,  so  wie  AX  der.DardUdmitt 
des  ersten  Meridians  mit  dieser  Gleii-herebene,  so  hat  man  nur  neben  dem  urspritnglichen  Sy- 
steme, dessen  Axca  A  X ,  A  \",  A  X"  sind,  ein  neues  sich  zu  denken,  dessen  Axen  wir  durch 
AY,  AY',  AY"  bezeichnen  und  so  anordnen  wollen,  dass  die  zwei  Axen  AY  und  AY*  vom 
neuen  System  mit  den  beiden  AX  und  AX'  des  ursprünglichen  Systems  zusammen  fallen,  die 
A  Y"  aber  di<'  zur  Gnindaxe  A  X"  gehiirige  Polnraxe  A  3f"  wird.  So  angeordncl  ist  das  neue 
System  ein  senkrechtes,  auf  welches  alle  Fomiebi  der  vorigen  Nununcr  volle  Anwendbarkeit 
behillea;  beeefdaiet  mni  dsher  die  Ceerdtaiten  eines  beBcMgea  Pandes  0  m  den  Axea  AT, 
AY',  AY"  analop  d<n<'n  des  gleirhcn  Punrfes  an  den  Aven  A\,  A  \',  A X",  nur  an  die  SlcHe 
der  Grundzeichen  x  und  u  die  y  und  v  setzend  und  das  Grundzeichen  Air  den  Axenwinkel  W 
■il  dem  W,  vertavscliend,  so  hat  aim  den  Oleichangea  (id6.  a.}  geaitte: 


cosws  -  ,  siaw=ii^'  oder  eoerw— W0=  -  >  \  M 

in  welelmi  q  eine  darch  die  Gleichung 

e'=yv4-y'v' 

zu  bestimmende  positive  Hilfsgrosse  ist.    Eben  so  hat  man  den  Gleichungen  (135.  b.)  ur 
Pa^: 

y"— v"~r«injf  ,  ▼=pcosw  ,  r'=Qcos(w — W,),' 
«tofvr— W.)      .  1 

Y=-p— Äw;  »  ^=«swr      }  w 

ia  weteheai  q  die  darch  die  GleichaBg 

«=roos;r 

an  befthaneade  positive  MttgMf  vomellL 

Um  die  in  den  Gleichungen  (a)  bmI  (h")  vwfcemmenden  auf  das  neue  Syülem  sich  bezie- 
henden Coordioaten  in  solche  ttbemtnigea,  lie  den  gleichen  Paocte  iai  arq[»rUnglichea  Systeme 
angehören,  bat  man  Mos  ai  beachten,  den  die  beiden  hier  befeaebMen  Sylteaie  geaaa  Iii  der- 
selben Beziehung  zu  einander  stehen,  wie  die  in  Nr.  61.  zur  SpwAe  gekommenen,  nad  itm 
dcauMch  die  Gleichaqgea  (iM.  a.  bis  c}  anch  hier  wieder  volle  Anwendung  finden,  wenn  ibm 
L  IT 
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dabei  alle  Bceeichnunffon  in  dem  dort  rcslffcsldllcn  Sinne  iiiminl.    Solzt  man  aber  in  die 

(ileichungtiii  für  v,  v',  v"  und  y,  y',  y"  ihre  in  dt;u  Gleicliiuigen  (^117.  «.^  aitSfO« 
WerllM,  M  fehm  die  Ghidmaifai  (ij^  warn  wm  beiclrtel,  dm  Mar  W,=:W  ii^ 


Lw=5,  *,=ß=SEa*! 


•  \  .  IM 


(<•) 


«i|B«Md  4P  eine  dardi  die  Gleidiuiig  : 

porithre  HilAigTifme  iit;  und  eben  m  werden  die  ffleieimngen  Qi}: 

f  idueb  die  Glekhnnir 

o  —  r  cos  X 

besüinmt  wird.  Weil  aber  der  dritlea  Gleicbung  (,4@,  lur  Fo^e  ^x.'=9Liu  +  %u'-^^i^v:' 
ist,  und  man  hieraus  findet:  .  ^  '  "  .  . 

indem  (&'«;'=i       so  wini 

md  dn  tOeniien  den  «Hekbnngen  (41^  md  (45.  «.)  gemias: 

„„     sin  W'cos  2i<'        ,    a,' tr"     i.inWcoh3ß  ' 
sinW  SSW— 

ist,  so  nelwien  die  Gleichmigen  (e)  die  rolfrmdc  GesUUt  an: 

i^äsxn+xV+x*«-,  Bin;t=^,  cos;f=|  und 

  *  ^       x'aioW— x''sinW'cosffl''    .        ,  .„^ 

CflSti  «•>  ^coawÄ  -  ,  stnw=  =_  oder  cosCw— W)=- , 

wOrend  q  eine  durcii  die  doidittngr 

XU  bosiimmcndc  posiüve  HätigiiSgae  vonrteUl;  die  (ä^eichii^iigqi  ^iX)  elier  werden: 

I  (?j'v'  — r  sin  /  .    u  — orosw  ,    u'=:  p  cos  ( «•  —  \V)  und 

cm.  M  ..)*'*'"^^  —  ^  '*'n^  <^«säß'=--jsintw     W}  ,   x'sinW  —  x"«n\V'co«SIB":=eainw  , 
)  wobei 

iaL  Uiir  die  norii  1.  hicudr  r.ionse  u"  Jui  cfballen,  derT  man  nmr  erwigen,  dm  der  drillen 
Gleicliung        a.)  zur  Folge 

a;u''=«;'x''- («,u  4- au") 

ist,  und  dies.-  GIciclMWf       Mit  Zuiahanf  der  vonlehenden  Ur  C^x",  «  und  ■ 

Wcrllic  ülter  in:  ■ 
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•der  f 

wie  diV  (ilpichiintrcn  (4>)  und  (4.").        ^o^li  lcli  nn  dif  IFand  ff"''"'" 

773  Gehürcn  wieder,  wie  in  der  vorigen  .Nummer,  die  Parallelcuurdinaten,  welche  mit 
Cenlnlrooniimteii  veifliehm  werden  folhm,  keinem  leidoreciiten  SysteMeni,  toll  dber  dfo  doreh  ...  , 
di'  Piiliiraxen  A  3F  und  AA"*  gdcgle  Ebi'iif  zur  filcii  hcrcbene  genotnnii'n  werden  und  die  Ricb- 
tuiig  A£  zum  Uurehüchnitt  des  ersten  Meridians  mit  ihr,  «0  ist  offenbar  diese  Aufgiibe  eins 
mit  der  in  rmigfr  Kemmer  iN*liim<IHlni,  sn  wIp  man  sieb  das  Msllerige  PolersyaleMi  di  Grnnd- 
sysleni  vorslellt,  zn  wdrfjeni  ilium  da^  frühere  Gnind.«>.slein  als  Polarsyslem  jjehörl.  Gicbt  man 
daher  den  Coordinalcn  rim>8  Punclos  im  Polarsyslom  die:selben  Zeichen  wie  denen  im  Grund- 
system, mir  diss  man  sie,  der  in  Nr.  35.  eingerührten  Bezeichnunifsweise  entsprechend,  mit 
Klammern  umhiebt,  so  ergeben  (doli  die  unserer  jeta^en  Aufgabe  znkommeBden  Formeln  aus 
denen  der  vorigen  Xtiimner.  wenn  irmn  nllr  CnordinHlenzeichen  mil  Klaiiitiiom  iim^icbf  und 
zngieich  die  Grundzeichen  W  und  SSJ  weriiseiseitig  mit  einander  vertauschl,  überhaupt  alle  Be- 
cidNinfen  wm  ömndsjsteme  in  die  nnaloiren  ana  Polanyvienie,  i o  wie  dteee  In  Jene  nmkelift'' 
Durch  diese  Umkehning  eriridei  <ii>r  \\  <  rth  vm  V  Mh»  Aenderung;  dilier  gdm  dfo  Otei" 
rhungen  (137.  a.)  im  gegenwärtigen  Falle: 


r'=(x)(B)i-(x')(u'j+(x")iu"),  sin;r=^^,  ongssi  und 


^^fu)     ^^^(x'lsinSB-^x'^ii.g'co.W"  ^  e«,Cw-»)=  ^^J^^  ,  C-> 
e  Q  ^  Q  / 

wobei  9  eine  durch  die  Gleidmnf 

f/  =  r'  tr/'fx")' 

zu  besliuuui'iidi-  jmsilive  HilfsirrK.sse  bedeutet.   Eben  su  grbrii  die  (Jl>-icliungen  (^137.  b.}: 

(r,'(x")  =  rsin/  ,  (u)=pcosw  ,  (u')=ßcos(w  — Sß)  und 
(x)skiS— j[s^aintt"eotW=-«aia(w— S),  (:^)iiBfB— (xTOM'eoiVrss^rinw,  f 


n  felMi  hal,,««l  die  ntere  CSeichung  (137.  c.)  verwindelt  sieb  ta: 

(n")=(r,'r sin  x  —         f«'"  S"cos  W  i  os  w  +  sin  2ß'  cos  \\  "  cos  (w  -  2ß)]  . 

Setzt  man  nun  anstatt  der  auf  das  Polarsystcm  sich  beziebeaden  Coordinat«!  wieder  die  auf 
dit  OfWHliyilen  «M  beifiliMidai  ein,  udi  AnMlniir  der  flkielungen  (57. «.  «ad  b.},  so  ge- 
ben die  M  ttier  bi: 

i»=x«+x'«'4.ira'',  rimx=sy,  eoijr=^ 

«»w=  ^  ,  coflCw— ffi)=  ^  .  >   (•••. 

kk  wdcben  0  eine  durch  die  ffleicbum 

f'=r»— *"* 

potrilfro  teAfifleM  Iii;  dh  O)  aber  nebne«  dfo  folgende  fleMiil  m: 
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Abftck.  1. 


ü^sTifaijr  I  9x^fO0»w  t  Cx'=peM(w—flB)  and 
u  -  u  'cos  W'=— esinWsiiiCw— S)  ,   •'— «"cMW^sspstoWataw, 
wobei 

M,  wmI  die  CO  verwandelt  tkii  i«: 

«"=rÄir-  ^*sg[celjWeoew+eolgWeoi(w-»)], 

in  welok»  ^  die  lo  eben  eqgefUnto  Bedeotuiig  heL 

98)  Die  eigeilliehe  Aaljpbe  der  GeBinlooardhirtea  beeteU  darin,  daia  eie  die  Lage  der 

Puncto  flurrli  deren  Entfemungrn  von  rim  in  im  Rnunn'  Test  unpononimenen  Piinete  A  zu  be- 
stimmen lubea,  wozu  neben  diesen  Hniruniuiigen  noch  diu  vullig  bcätimiutc  Angabe  der  von 
den  feiten  PoMt  A  nach  den  übrigen  Pmclen  hinhnrenden  Ridriangen  erforderlich  isL  Dieeea 
letztem  Zweck  errciclicn  (Jic  bis  jnlzt  !i('tr;i<-lilctcn  Ccntralcoordinitlcn  datliirch,  dass  sie  eine  durch 
den  Panct  A  bindurch  gehende  teste  übene  {jiie  Uleichercbene)  zu  Urund  logen  und  m  äa 
eine  von  dem  Pnnete  A  aiishmfende  imverlbideilidie  Richtung  (die  Grmdriditung),  weldw  wir 
durch  A  0  anzeic:<ni  \\  «dien.  Legt  inan  nämlich  durch  die  von  A  nach  irgend  einem  l'uncte  0 
hinzielende  Richtung  AO  eine  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  Gleicherebene  steht  und  diese 
in  A  P  sdneidet,  so  wird  die  Richtung  A  0  offenbar  durch  die  Richlnng  A  P  und  den  Wbriiel 
PAO  oder  X  vAlUg  bestimmt,  wenn  man  die  zwei  Sci(>-ii  der  Gleielierebene  vun  einander  un- 
terscheidet und  die  der  einen  Seite  zuijehorijfeii  Winkel  /  als  positiv  <•  Gnissen.  die  der  andern 
Seite  zugehörigen  Winkel  hingegen  als  negative  Grosse  in  diu  Rechnung  aufniiiuut;  die  Rieh- 
tnaf  AP  aber  wird  vollkennnen  gfegeben  durch  den  Wfari(el  w,  welchen  eie  mit  der  Gnmd- 
richlun^y  AG  niaclil,  wenn  man  die  Ebene  dieses  WIdK- N  slfls  nudi  einerlei  Seite  von  der 
Grundrichtung  aus  in  der  Gleicherebene  sich  hin  erstrecken  lussl,  oder  ihn  als  negative  Grösse 
in  die  nechnung  middnuit,  so  wie  man  seine  Ebene  nach  der  enigegcngeselzten  Seite  von  der 

Gnmdriehtung  sich  hin  erstreckend  denkt.  Diesi-  ri-ntrali-uordinateii  lliiin  soiiarh  im  Gnudo 
nichts  anders,  als  dass  sie  das  aus  den  drei  Richtungen  AG,  AP  und  A 0  gebildete  Dreiitant, 
(welches  an  der  Kante  AP  einen  rechten  Flichenwfaikel  hat,  md  von  welehem  die  ebie  Kante 
A  G  und  die  eine  mit  der  Gleicherebene  zusannnenrallcnde  Seite  ihrer  Lage  nach  nnabXndorlieli 
die  gleichen  bleiben  und  gegeben  sind),  vullkummen  bestimmen,  indem  sie  die  beiden  den  rech- 
ten Flächenwinkcl  «inschliessendcn  Knnlenwtnkel  von  ihm  angeben.  Derselbe  Zweck  lüsst  sich 
indessen  eben  so  gut  auch  dadurrli  erreichen,  dass  anstatt  der  hier  gewIhlteB  zwei  Stücke  dcs 
angeführten  rerlitwinklitren  Dreikants  irijeiid  y.wci  andi  rr  \(ni  iliin  anifefrehen  werden,  WOm 
ItMufig  der  Kuntenwinkei  U  A  G  und  der  vun  ihm  und  der  Gleicherebcuu  eingeschloweae 
cheiwinltd  gewiUt  werden,  welcher  PHehmiwinkel  st^  nach  der  posiüven  Seite  der  GMcheiw 

ebene  bin  sirli  crzeii^etid  iredarfil  winl.  wobei  derselbe  jede  d'rö.sse  von  0  bis  zu  vier  Rech- 
ten hin  annehmen  kann,  wenn  man  ihn  nicht  lieber  als  positive  oder  negative  Grösse  aulTassen 
will.  Je  nachdem  er  «nf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Gleicherebene  Hegt,  wo  dann 
dessen  absolute  Gr^ssi-  zwi  i  Rrt  hle  nie  ld»eiM  hrriti  ii  Kiiriti.  Da  wo  im  die  Stelle  der  beiden 
Winkel  x  ""^^  ^  '"•'«'^rc  Winkel  desselben  Drcikanls  eingefiihrt  werden  und  die  Lage  des 
beliebigen  Pmictea  0  dann  ansialt  durch  r ,  ^ ,  w  dorch  r  and  swH  neue  Winkel  beolhnml 
wird,  nennt  man  diese  zwei  neuen  Winkel  in  Verbindung  mit  der  Grösse  r  immer  noch  die 
CeateakoordiBalen  des  Pnncles  0,  and  da  sich  im  rechtwinkligen  Dreifcant  jedes  Sttkck  «HS 
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•wei  tadBrn  nnmer  ganz  einracih  herhulen  lässl,  so  ist  t's  iininer  leicht,  aus  den  Pormdn,  welche 
Ar  die  eine  Art  solcher  Centralcoordinaten  aufgefunden  worden  sind,  die  herzuleiten,  welche 
daer  •ndem  Art  entsprechen;  daher  ist  es  mmtitiiig,.  hier  diese  neaeo  Formen  noch  besonders 
«rfWUuren,  da  sis  ia  Jedn  vnkiMBnta  FaBe  Ngleidt  an  4«  «taa  ailgtllMaiea  Inifa- 
Ml  «enIsB  ktaacn. 

i.  f. 

MiiMliii  icrjeilgui  rroJecttMunUei,  wclcle  m  la  im  dM  durtbatamflUm  tm  im 
Aia  cbo  anlern  nüt  diesem  verbMdeaen  Goordlnatensj'gteMS  geb04e(  wcridt  aif  4k 
fulat/U  AuaU  giuUck  t •■  dauier  muMa^tv  firiaMBi 

7»)  Aaf  des  Gleidiai«flB  O*)        lidi  «alndiMa,  wie  die  Mokrvdilea  ProjeclioB»- 

Sdilen  einer  Riclitiitijr  an  den  Aten  eines  beliehipcn  Cdordinalensyslems  aus  den  srhiefrn  Pro- 
jectionszalilen  derselben  Richtung  an  den  gleichen  Axen  gefiindeo  werden  liönnen,  und  die  Giei- 
clnngen  (47.  a.)  gebea  w  Mheaaca,  wie  ddi  amgi^aiHrt  diete  «u  jeaen  hcriMlm  Imea. 
Wird  daher  an  ein  ursprüngliches  Coordinalensystein,  dessen  Axen  AX,  A.\',  A  X"  «ind,  eia 
aeacs  «gelmüjjtlt,  dessen  Axen  AY,  A Y',  A Y"  sein  mögen,  und  llisst  man  in  Bezug  auf  diese 
swd  Syslona  die  Bezeichnungen  der  Nr.  23.  liier  wieder  unveründcrt  geiten,  so  lunn  man  die 
dortigen  schiefen  Projectionszahlcn,  deren  Grundzeichen  A  oder  B  ist,  durch  die  senkreciiten 
aasdrücken,  deren  Grundzeichen  ('  oder  D  ist,  so  wie  sich  auch  unitrekehrt  diese  Iclzloni  durch 
die  erstem  darstellen  lassen.  Ferner  gebt  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (Öl.  a.  uud  b.)  her- 
vor, des«  man  sowohl  aus  den  seahrecUen  wie  aas  den  scbidTen  ProjectionsHldea,  die  voa 
den  Alten  des.  vinvn  Systems  nn  di-n  Axrn  di-s  iindcm  Systems  i^ehildel  «  erdm,  die  nbieilen 
kana*  welche  von  den  A.\cn  des  letztem  Systems  an  den  Axen  des  erstem  :»ystcnu>  geliefert 
werdea.  Man  Itaaa  aaaacli  die  iflaaBlIidMia  Profecüoamklen,  deren  Graadseichea  A,  B,  C, 
D  sind,  rindcii.  wi  rm  nutn  dio  cincin  einzigen  dirsi  r  Gnindzi  irlicii  entsprechenden  kennt.  Aus» 
•erdew  gehl  aus  den  in  (Jj^  3.)  initgeiheillen  Correiatiooslomieln  hervor,  dass,  wenn  alle  zwi> 
■dkea  den  Grunducen  zweier  Doppelsysleme  oliwaitanden  Projecdoaaaaillea  belaumt  sind,  naai 
aas  diesen  auch  jene  finden  kann,  welche  zum  Vorschein  kommen,  wenn  man  an  die  Stelle  von 
dem  cinea  oder  voa  dem  andetn  Grundsystan  sein  Poiarsysleai  Uelen  ükasl,  oder  auch  beide 
GnoulsysieBW  dnrdi  iktre  Pohirsysleme  enelxL  Es  itad  dnwaafii  die  444  iwiecbeB  den  AiMi 
Sweior  Doppelsyslene  möglichen  Projectionszahlco  in  9  VOB  inra,  die  einerlei  Graadzeidwa 
hHbcn.  diese  ni(i£rin  schiefe  oder  senkrechte  sein,  schon  enthalten;  aber  auch  diese  nenn  zu 
einerlei  Grundzeichen  gehörigen  sind  nicht  alle  von  einander  unabhängig.  Sehen  wir  nauüicb 
die  AxcBwialtei  la  dea  boidea  Graadayilemen  als  gegebene  Grttasen  an,  so  finden  zwiichen  doa 
drei  Axcnwinkeln  des  einen  Systems  und  den  Projeclionszalden,  welche  ihre  Schenkel  am  an- 
dern System  liefern,  die  drei  Gleiciumgen  statt,  weiche  denen  (30}  nachgebildet  sind,  und  die 
oben  so  viele  Belatitmen  zwisdien  jenen  Projectionnnhien  annawehen;  da  zudem  zwischen  den 
drei  Projedionsxahlen,  welche  ji  dcr  A\t>  des  einen  Systems  am  :indcrn  System  z.ukunuoen,  die 
Bichtungigtwdinng  (il)  statt  bat,  weUbe  drei  neue  Relationen  zwischen  den  als  priaiilive  an- 
gaaaiiaaea  neun  Projectionszahien  Eefevt,  wonadh  also  dUeee  neaa  ProJeotlontzaUen  dnreh  6 
OaidHB^^en  von  einander  abhängig  gemacht  werden:  so  überzeugt  man  sich,  dass  die  neun 
di  piiiaBiite  angeeeheaea  ProjedoaszaUen  laf  bloe  dr«  wOlktthrliob  sa  wiUeade  Grössen  za- 
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fld[gerührt  wcrrlcn  ktinnon.  Dieso  Ileduoliini  der  .siimintlirhi'n  Projortions/.nhlon  aur  blos  dni 
von  vurn  berein  nach  Willkübr  «iizuaeliMiMie  Grüsaen  nun  macht  den  GegensUnil  der  in  41»* 
aein  Parngraphen  vorkommeadni  Unleniichung^  aus. 

80")  Die  in  der  vorigen  Nouimor  l)e.s-proRhonc  Zurückrührung  der  säniintlichen  Pmjoctioill» 
zahlon  Hiif  drri  völlitr  willkiilirliclu'  Griisüt-n  kann  in  sehr  ^  orschiedcncr  Weise  geschehen.  Wir 
betrachten  zuvürdcrst  die,  wo  man  sicli  die  Coordinatenobenen  XAX'  und  YAY'  der  beiden 
Syileme  nlHUgenralb  verlängert  denkt,  bis  ife  aicli  schneiden  und  die  Lage  aller  Axen  an  diese 
beiden  Ebenen  und  ihn-  nitrrlisilinillslinii'  Hnkniipft.  Hierbei  hüngl  die  DeuUiehkfil  der  Vor- 
stellungen ganz  allein  von  der  Bestiiunilheit  ab,  womit  die  gcgen:>eilige  Stellung  von  Richtungen 
ond  Ebenen  unter  etamdcr  anfgeraast  wird,  weshalb  wir  mvor  die  hfeitei  in  berOdcafcMIgefi- 
den  I'nKsliindi'  niihiT  ins  Aiiir«^  fassi-n  wullrn. 

1}  \Yir  haben  schon  in  Nr.  ii.  gesehen,  dass  die  Stellung  einer  beweglichen  von  einem 
gegebenen  Pwide  anslanfenden  und  in  «hier  beatbnmlen  Ebene  fiegenden  Eiditang  gegen  eine 
andere  von  dcnisclbon  Pnncte  auslaufende  und  in  derselben  Eliene  liegende  durrh  den  Winkel, 
den  diese  beiden  Richtungen  einschliesaen,  nicht  vOffig  besthnmt  wird,  «renn  mm  nicht  tnglcich 
aucb  noch  die  Sehe  kernig  nach  welcher  hh  die  Ebene  dieses  WiriEal«  tn  der  dnen  lichtung 
ans  sich  erstreckt  Stellen  wir  uns  demnach  die  Gerade  vor,  in  welcher  die  Ebenen  XAX' 
und  YAY'  sich  schneiden,  und  bezeichnen  wir  dunh  AN  die  eine  von  den  zwei  Richinngni 
dieser  Geraden,  welche  in  ihr  von  A  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hinlaufen,  und  dordi 
0  und  X  die  Winkel,  welche  diese  Riehtang  AN  mit  den  beiden  Richtungen  AX  und  AY  in 
den  Kbeiicn  \  A  \'  nnd  Y'AY'  bildet,  so  wird  dadurch  die  Stellung  der  beiden  letztem  Rich- 
tungen AX  und  AY  zu  der  AN  noch  nicht  vüllig  genau  besUimnI;  man  niuss  noch  in  jeder 
der  beiden  Ebenen  die  Seite  kennen,  nadi  wdeher  von  der  einen  Riehtunir  AN  ana  die  Bhencn. 

der  beiden  Winkrl  sii  li  tiiti  erstrecken.  Vm  tliose  Seiten  hei  iinsrnn  jelziccn  GcgauUnde  aof 
eiue  unzweideutige  Weise  fcsUialten  zu  können,  bemerke  man,  dass  die  Richtung  Alf  tuf  iwei 
verscbiedeBe  Weisen  ans  ihrer  Lage  heranstrelen  und  um  den  Punol  A  sowohl  in  der  Ebene 
X.\.\'  wie  in  der  Y',\Y'  sich  drehen  kann,  woliei  sie.  stets  in  der  cieichen  Richliinir  ihre 
Drehung  fortsetzend,  znletzt  wieder  in  ihre  alte  Lage  zurUck  komoiL  Bd  ihrer  Drehung  in 
der  einen  von  den  zwei  müglichen  Bichtungen  wird  ii»  menl  auf  die  Axe  AX  oder  AT  oirf 
erst  später  auf  die  A  \"  oder  A  Y'  slossen;  hingegen  wfid  Sie  zuerst  mif  die  Richtung  AX* 
oder  AY'  und  erst  spiiler  iiuf  die  AX  oder  AY  Stessen,  wenn  ihre  Drehung  in  einer  der  vo- 
rigen entgegengesetzten  Richtung  geschieht.  Wir  wollen  nun,  um  diese  beiden  Drchrichlungen 
von  einander  unterscheide  zu  kUnnen,  die  die  positive  nennen,  mit  welcher  sie  zuerst  auf 
die  Axe  A  V  orler  AY  stiissl,  imd  die  die  nepiitive,  mit  welcher  sie  zuerst  auf  die  Axe  A  X' 
oder  AY'  stossl,  und  eben  so  wollen  wir  den  Theii  der  durch  .\AX'  oder  YAY'  gdegten 
Ebenen  ihre  positive  Hline  nennen,  welehen  die  lUdiInng  AN  posHiv  Mk  MtmA  durah- 
lilufl,  Iiis  sie  \vte<li  r  in  den  Dnrrhschnilt  der  beiden  Klu  r-cti  Lrcl;ui£jt,  und  dann  ihre  Richtung 
die  entgegengesetzte  von  der  geworden  ist,  die  sie  vor  der  Drehung  einnahm ;  dagegen  woUeo 
wir  den  Thefl  jener  Ebenen  Are  negative  Hilfte  nennen,  vrelchen  sie  von  dt  ab,  Ms  sie 
wieder  in  ihn?  »irspritneliche  Lajie  zurück  kommt,  durchlliufl,  oder  von  ihrer  ursprünglichen 
Ittge  aus  mit  negativer  Richtung,  bis  zur  VerUng«rung  von  AN  nach  der  eolgegeofeaelsten 
Seile  sieh  drehend  besdkreibt  fflemacb  beslbnniai  w^  nn  die  Li^  der  Axen  AX  und  AY 
gegen  die  Richtung  AN  durch  die  Winkel  9  und  l  vOlUg  genau,  indem  wir  festsetzen,  dass 
sich  ihre  Ebenen  von  der  Richtung  AN  ans  in  die  positive  WUle  der  Ebenen  XAX'  ondlAY' 
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kinein  erstrecken.  Hii-sc  Lage  der  Winkelebenen  slds  vorausiB^eseizt,  wird  nun  «uch  <üc  Slel- 
luBg  der  Axen  AA  luiti  AV  zur  Richtung  AA  durch  diu  Winkel  0-|-W  und  A-f-W,  vüUig 
ntweideuUir  «gwMigL 

IQ  Genidc  so,  wie  sich  die  Lage  zweier  von  einem  Piincle  auslaufender  RirMiinpeii  in 
«iner  Ebeue  auf  eine  keiner  Zweideutigkeit  mehr  Raun  gebende  Weise  bestinunen  lassl,  kann 
mm  mA  «Ke  lag»  sweiar  tm  ibrMii  few<iMchilMfai1ieB  ftardwclmitt  MihnfiNMlMr  BbeneaUBr- 
tcn  im  Räume  gegen  einander  init  vuller  Sichrrhrit  rcslsti  llcn.  Fassen  wir  nämlich  die  in  1} 
ddinirteo  positiven  UkUlen  von  den  zwei  unbegrenzten  Coordinntanobeacn  XAX'  und  YAY' 
Im  Aage  «nd  bcMidnen  wir  imk  ^  den  Winkel,  wridhen  beide  utA  eiOMder  ■NMiH»,  m 
wild  doreh  dieeen  Winkel  die  Stellung  der  einen  zur  andern  itii  Rantno  nur  dann  in  ganz  an- 
jnmideatigcr  Waife  angezeigt  worden,  wenn  man  die  Seite  kennt,  nach  welcher  der  Winkel- 
nmm  ^  tob  efner  der  beiden  EbenenUdAaB  au  aieh  hinerstreekt.  Um  mm  diese  Seite  stets 
ganz  sicher  festhalten  zu  können,  wollen  wir  darin  mit  einander  Uberoinkunimcn,  dass  »ich  der 
Winkelniiiiii  ip  stets  iiaih  der  Seite  von  der  positiven  Ebenenhäine  XA\'  iiiii  iTstnn'kt,  in 
welche  liiiieiu  dit)  dhltu  Axo  AX'  ragt.  So  bestimmt  geben  die  Winkel  6,  k.  und  y>  die  ge- 
gawaMgeSlalhu«  dar  AnaAY,  Ar  Md  AX,  AX'  zu  einander  in  v«ll%  baitinmier Weia« 
zu  erkennen:  denn  ^ehl  man  von  dem  nrspriiiiglichen  System,  dessen  Axen  AX.  A  \",  A  X" 
sind,  aus,  und  tragt  man  in  der  vcrittngerten  £bcne  XAX'  de«  Winkel  d  no  von  .\X  aus  auf, 
daaa  deasen  Bbene  aidi  von  AX  nach  der  entgcgeiigeeelalen  Seite  von  der  Mn  erMreckl,  auf 

welcher  die  des  Axcmvinkrls  W  liegt,  so  giebt  dessen  anderer  Sehenkol  iHe  Riclilung  A\  zu 

erkennen;  trägt  man  hierauf  den  Winkel  i^  so  an  die  positive  HiilAe  der  durch  die  mit  AN 

sMUBMnbHende  Gerade  geiheillea  «nbegrenzt  verüngerten  Ebene  XAX*  auf,  daaa  der  xn  i^ 

gehörige  Wfakalraum  sich  von  dieser  positiven  Hiilfte  aus  nach  der  Seile  hin  erstreckt,  auf 

welcher  die  Axe  AX"  liegt,  so  giebt  dann  die  dem  Winkel  ^  angehörige  zweite  Ebaiwabilfle 

di«  Rdhmg  der  poattiven  EbenenhiOfte  der  unbegrenzt  gedachten  Goordinatenebene  TAY*  m 

erkeMMU;  trügt  man  daher  den  Winkel  X  von  der  Richtung  AN  »iis  so  huF.  dnss  dessen  Ebene 

sich  von  dieser  Richtung  ans  in  die  zuletzt  gedachte  positive  Ehencnliiiine  Iiinein  erstreckt,  so 

giebt  sein  zweiter  Schenkel  die  Richtung  AY  zu  erkennen,  und  trügt  man  zuletzt  noch  den 

Axenwinkd  W,  so  Ton  AT  ans  m  die  gleiche  Ebene  ein,  dass  er  die  YerttBgerang  von  dem 

A  bildet,  so  giebt  dessen  zweiter  ScheiJtel  die  Richtung  AY'  zu  erliennen.  so  d»ss  sdso  die 

vier  Axen  AX,  AX'  und  AY",  AY'"  eine  völlig  bestimmte  Slcllong  zu  einander  angenommen 

1 — ■  

naiNB. 

III")  Es  bleibt  jetzt  nur  noch  die  Stellung  der  Axe  AY"  ^'t^reii  die  A\<'n  A\,  A  \".  A  X" 
zu  bestimmen  übrig,  und  da  die  Winkel  YAY"  und  Y'AY",  welche  diese  A.\e  mit  denen  AY 
«nd  AY*  bildet,  als  gegeben  TOransgesebt  werden,  ao  ist  jene  Axe  durch  die  Lage  dieser 
beiden  Axen  vutlkonimen  bestimmt,  so  wie  man  die  Seite  von  YAY'  kennt,  auf  welcher  sie 
liegt.  Denkt  man  sieb  das  aas  den  Axen  AY ,  A  Y',  A  Y "  gebildete  neue  Syaten  mit  der  Aich^ 
taug  AN  fcrt  verdBigl  add  wn  diese  lUehtung  gedreht,  Ua  die  poeilhre  HMIe  sanier  dirdi 
AN  gaaohiedeMa  aabegrenzten  Ebene  YAY'  in  die  positive  HäUle  der  durch  dieselbe  Gerade 
gesrhiedenen  iitihegrenzten  Ebene  X  A  X'  rallt ;  verbindet  man  mit  dem  neuen  Systeme  eine  auf 
Y  A  Y'  senkrechte  Gerade  A  H ,  welche  bei  seiner  jetzigen  Lpge  von  A  aus  auf  dieselbe  Seite 
von  XAX*  (Ult,  aitf  waleher  AX"  Hegt,  md  dreht  man  das  in  «fieser  Lage  befindliche  neue 
ffflllim  OB  die  Gerade  AR,  bis  die  Axe  AY  in  die  AX  rtilll:  so  liegen  dünn  A  X'  und  A  Y' 
Hf  deradban  Seite  von  AX  oder  A  Y ,  weil  man  nach  l)  dorch  Drehung  in  dcrselbea  lUcblung 
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VOM  \X  nsii  li  A  X'  und  von  AY  narli  A  Y'  über  die  Coordinitanrilkcl  hinweg  gelangt,  es 
haben  mithin  die  beiden  Systeme  in  ihrer  jetxigen  VertHadung  mtor  lieh  maea  ähnlichen  oder 
anlbilMMn  AxenhraT,  je  lUMibdem  die  Axen  AX^  nml  AT*  «nf  eineriei  8dle  von  den  raT  ell- 
ander liegenden  Ebenen  XAX'  und  YAY'  oder  auf  entgegcngesetater  Seite  liegea;  da  aber 
wShrend  der  Drehung  des  neuen  Systems  am  die  Gerade  AR  sein«  Axe  AY"  steU  auf  der- 
selben Seite  von  der  Ebene  YAY*  nnd  diese  stets  fai  der  Bbem  XAX*  Hegen  Meibt,  M  SegfMi 
auch  »ehon  vor  dieser  Drehung  die  Axen  AX"  und  AY"  oder,  was  dmselbe  ist,  die  Ricirtan- 
gcn  A  R  und  A  Y"  auf  derselbon  oilcr  auf  enigrgengeselztor  Seile  von  Y  A  Y',  je  nachdem  die 
beiden  Systeme  unter  sich  einen  ähnlichen  oder  unlbnlichen  Axenlauf  besitzen.  Versetzt  man 
Jeirt  dii  ae«a  System  Im  YaiMBdnf  aril  der  aa  dasselbe  geknUpRcn  Richtung  A  R  wieder  in 
seine  anHinirlirln'  Lnpo  zurück,  so  hängt  der  Umstand,  ob  AR  nnd  AY"  «nf  dcrsflbon  oder 
auf  cntgegengesctzier  Seile  von  YAY*  lie^o,  immer  noch  davon  ab,  ob  die  beiden  Systeme 
unter  sieh  cImb  Madidw  oder  UBlMielMii  Axenlanr  boben.  Henns  eiaiehl  auai,  da«  stdi 
die  Seite  von  YAY',  nuf  wi'Irhrr  AY"  liegt,  angebfn  liisst,  >vfim  m;m  wtiss,  nh  i\cr  Axcalauf 
in  beiden  Systemen  ein  ähnlicher  oder  unihalidier  isL  FUgt  man  nämlich  beim  AuRragen  dei 
Wiobels  ^  an  adne  aweHe  Bbenenbfllle  gleiab  die  aaf  ftr  senhraell«  IHehlanf  All  w  Unm, 
wie  es  gescbdieo  mass,  damit  diese  Richtung,  wem  bmui  die  iwello  EbenenhäUte  durch  des 
Wbikelraum  yt  hindurch  zur  ersten  Ebenenhilflo  binbewegt,  uiil  AX"  auf  einerlei  Seite  voa 
XAX'  liegt,  so  wird  diese  Richtung  AR  die  Seile  ron  YAY'  anzeigen,  lauf  welcher  AT" 
liegt,  wenn  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  ühnlichflB  Amdauf  haben;  hingegen  wird  diese 
Richtung  auf  dnr  i'nljr<'ircn!»osiiztcn  Srito  \nn  A  V  '  lit>a;cn,  wenn  die  beiden  Systeme  nnler  sich 
einen  unähnlichen  Axeniauf  haben.  Es  wird  sunach  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  die 
der  Am  AT*  a  deaea  AY  und  AT",  wie  aw*  wum  anprliglichea  Syttaan, 


81)  Nacbden  wir  gezeigt  haben,  wie  die  relative  Lage  der  .\.xea  zweier  Systeme  geges 
einander  von  den  drei  Winkeln  0,  X  und  y;,  wenn  man  diese  in  der  beschriebenen  Weise 
anifassl,  abhängt,  werden  wir  jetzt  die  zwischen  jenen  Azea  statt  findenden  Projectionszahlen 
durch  diese  drei  Winkel  uuswerthen,  wodurch  dann  Jene  Zahlen  sämnillicli  auf  ilie^c  drei  Griis- 
sen  zuröckgeführl  werden.  Vassl  man  das  ans  den  drei  Richtungen  A\,  A  .\ ,  AY  i^ibildelc 
körperliche  Dreieck  ins  Auge,  in  welchem  die  Seite  XAY  dem  Winkel  rft  gegeniibi-r  liegt, 
wHirend  N  AX  »d  NAY  «der  d  und  X  9m  anliegen,  so  wird  man  gewähr,  dasa  sich  dar 

Ibsinus  von  XAY,  welcher  nirhL':  anders  ist,  als  die  senkreehle  Projectionszahl  C,  welche 
die  Axe  A  Y  an  der  AX  giebt,  durch  die  drei  Winkel    ,  i,  und  ip  darstellen  lässt;  man  findet 


n,)  Cs=eoad60sA-f-smf  sinilcos^.  *) 

Auf  die  gleiche  Weise  erhält  man,  wenn  man  das  ans  den  Richtungen  AN,  A  X',  A  Y'  gebil- 
dete körperliche  Dreieck  auffassl  und  den  Kosinus  seiner  dem  Winkel  y/  gegenUberliegeodea 
Mio  XAT,  wrieber  nkhia  anders  ist,  dt  die  oben  dnndi  C;  beiaiohneto  aadtraebl»  rvojao- 


•)  (Ili'ii  Illing  ist  eine  Folge  «lerer  <3^),  w.iin  mnn  ^iih  ilii'  Hirhiiinijin  A  lY ,  AX,  AY  als  die  A\pn 

cioe«  ('<>i)riliiial(.Ti<y»teni<  voratelll  und  berücksichtigt,  dass  die  zu  dicieu  Sysiciu«  gelvOrigMi  PoUraxen 

WinKel  bilden,  welche  die  von  4*1  «af  ihm  Wwfcala  aaaiiaflaniiiaiaa  Ciir*n»mlr  

an  xwai  Radiiaa 
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Himnifl  der  Rirhtunc:  A  V  an  der  Axe  KU,  ^uroh  diesen  Winkte)  und  dit  MlHflM'flAl^ 

ftMW'Srilen  KAX'  and  NAY'  oder  Ö  +  W  und  i -f  W,  «asdrtkkl:  "  ' 

C;=CM(tfH-W3cosC;.  +  W,JH-sin(;ö  +  liV)«inCX  +  W,Jco8V.  '!••••*•) 


F«nier  eifieU  ilcb,  wenn  mni     dem  aQS  den  ^icfatnn^n  AN,  AX,  AT  imminengesetz- 

Icn  koq)erlichen  Dreierk  don  Kosinus  seiner  dem  Winkel  i//  gegenüberliegenden  Seitn  X  A  Y', 
welcher  nicht«  anders  aU  die  oben  durch  Q  bezeichnete  senlurecfale  Projecliottsuhl  dejr  Rich- 
tnf  Ar  n  An  AX  ifti  imh  da  Winkel  ^  und  dhi  Mdn  m  ft«  ligndaii  M«* 
KAX  bd  If  Ar  oder  9  md  J^4-W;  mdiBdf:  '  . 

C,  =  cos^cosCA  + W,j-|-sin<»sin(i4.W0cosv  .  ,      (•■•.  •»! 

jPca  yo.fiebt  das  «i#  dfw  RiohluByeg  AN,  AX',  AY  zusaiompag^lste  kiirpfsiliche Drei^ 
wem  man  den  Kosimn  seaier.de«  Winkel  y>  gegeouberliegcnden  Seile  X'AT,  weldier  nkftf^ 
anders  isl,  als  diü  üben  durch  C  bezeichnete  Projectionszahl  der  Richtung  A  Y  an  der  Axe  AX", 
durch  den  Winkel  v  und  die  sw«i  an  ihn  Uegp|leii  Seilea  If  AJt  uhIIIAY  oder  d+W  ' 
X  ausdrückt :  *  • .    .    •    .  i 

C=cosC0  +  W)coi;i+'siBC9+W)ginlcoi^. 
Purcli  die  vorsli'hpnden  vier  Gleichungen  sind  die  zwischen  denAxenAX,  A  X'  und  AY, 
AT'  obwaltenden  senkrechten  ProjccÜonszahlen  auf  die  drei  Grössen  d,  X  und  ^  zurückge- 
JHrt  woidea;  «■  aber  die  wdi  ilMgea l^ojeetioan^UeB  n  wiMÜM,  erwlfe  «m^  daas  niel  ^ 
dar  Al$  und  Weise  wie  die  Richtung  AR,  welrhc  in  der  Ynri<,'pn  Nummer  nach  einer  beslimm- 
tn  Seile  hin  senkrecht  auf  Y  A  IT  errichtet  worden  ist,  diese  Richtung  nothwendi^  mit  der  Po- 
lank«  A3r  naanmenfallen  aiuw,  wAn  mm  den  cwdteii  Sehaid^d' dea  Winkela  HcV  wMdiet 
in  der  Ebene  Y  A  Y*  liegt,  mit  der  Richtung  A  R  fest  vereinigt  und  durch  diesen  Winkel  hindurch 
in  die  Lage  seines  ersten  Schenkels»  der  in  der  Ebene  XAX', liegt,  ttberftlhrl;  denn  in  dieser 
Läge  steht  die  Richlung  AR  w(e  <iie  Polaraxe  AS*  aenkrechl  auf  XAX*,  und  beMe'  Üegei 
mit  A  X"  auf  einerlei  Seite  von  der  Ebene  X  A  X'.  Hieraus  aber  folgt,  dass,  wihrend  man  die^ 
Ben  zweiten  Schenkel  wieder  in  seine  alle  Lage  zurück  versetzt,  er  immer  mit  dem  ersten 
Schenkel  einen  Winkel  vun  derselben  Grösse  bildet,  wie  der  ist,  den  die  mit  ihm  fest  verbun- 
dene Ridrtnng  AR  mit  der  Polaran»  AS^  UUel;  es  ist  daher,  wie  auch  die  Stellung  des^  neueA 
Systems  mm  enteil  beaelmircii  aeia.  nng,,  slels  der  hoUe  oder  erimbene  Wiidwi 

RA3E"=:V'-  (•.) 
Fasst  man  nun  das  aus  den  Richtungen  AN,  AX  und  AR  gebildete  körperliche, Ihreieck  hm |..,  . 
Auge,  so  gewahrt  man,  daas  in  ihm  der  Seite  XAR  der  aus  den  Ebenen  NAX  mid  NAR 

fddUele  Winkel  gegenüber  liegt  und  da  AR  senkrecht  auf  NAY  steht,  also  NAY  und  NAR 
einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden,  so  ist  der  \on  NAX  und  NAH  gebildete  Winkel 
^  +  V'>  immer  in  der  Verlängerung  des  aus  den  Ebenen  NAX  und  NAY  gebildeten 

Wie  vorhin  bestimmten  WhdtcSr^mui'  liegt  Drficirt  mab  mni  auf  die  vorige  Weise  den  Kdainu^ 
der  Seile  XAR  in  dem  so  eben  bezeichneten  körperlichen  Dreieck  diinli  den  dieser  feile  gc^ 
geniiber  liegenden  Winkel,  welcher  y-j-dO*  ist,  und  durch  die  diesem  Winkel  anliegenden  Sef- 
ten  KAX  «äd  KAR  oder  #  und  90»  mm,  ao  lndel  mm^  wei  cosCv^lK^](s— siny^  iit:*" 

oosKAZs— riafainv-  Ob.) 

Eben  so  erhält  mmi  in  dearmit  dm  Richtungen  AN,  AX',  AR  niSammengesctzlen  körperi^'*«*  •'*»  ■> 
chen  Dreiedt,  wen  iMfe  den  Koelnis'  der  in  te  wn<oiandmi  Seite  RÄX'  dm«h  den  ihr  |n- 
L  18 
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^enüberiiejrwnden,  aus  den  Ebenen  N  A  X  und  MAR  gebüdclen  Wiakd,  welcher  wieder  90*  4-  H' 
ist,  und  die  xwei  dickem  Winkel  anliugenden  Seiten  NAX'  and  MAR  oder  Ö-i-Yf  und  M>* 


Hebt  man  nun  noch  d««  aus  den  Ricbtungen  AM ,  A¥  und  AS,"  suwunmengesctzlc  körperliche 
iMeek  liarvor,  vui  beacM«!,  dum  ta  ühb  der  Seile  YAJT  der  an  den  xwei  Ebenea  NAY 

und  N  A3f"  gebildctt;  Winke;!  gegenüberliegt,  welcher  jcUt  +(90* — tfi)  ist,  da  die  Richtung  AI*.' 
stets  in  den  aus  den  Ebenen  MAX  und  MAY  gebiidelen  wt«  vorhin  hedinunlett  Wiakairaum  binp 
einngt  und  aenkrecbl  aof  NAX atelil»  nd  ddrär  die Elieiie  If  A3E* nil  derNAX  eiaen  reeUe« 
Winkel  bildet,  so  ergiebt  sieh,  wenn  man  den  Kosinus  der  Seite  YA3E"  durch  den  ihr  gegen- 
über liegenden  Winkel,  welcher  entweder  90* — tfj  oder  t/f  —  90*  ist,  und  durch  die  dieaen 
Winkel  anliegenden  Seiten  NAY  und  MAX"  oder  l  und  90*  ausdrückt: 
(A)  cMjTAYsaialsh^. 

Hebt  man  endlich  das  aus  den  Richtungen  AN,  A  Y'  und  A  T'  gebildete  körperliche  Dreiec|c 
hervor,  und  drttckt  die  in  ihm  vorkommende  Seite  X"AY'  durch  den  ihr  gegenüber  liegenden 
Winkel,  welcher  wieder  entweder  90* —  xft  oder  v  —  90*  ist,  und  durch  die  diesem  Winkel  an- 
liegenden Seilen  NAY'  «nd  HAST  oder  I-f  W,  und  90*  an,  «»  Iterert  dieies  Didwlc 
frMimilifh' 

cos3E"A¥'=aln(A+W,)wn^. 

Bri^^  man  Ueniit  daa  BigebnfaM  der  ▼otjgen  Nanuner  in  TeiMidanp,  daaa  nimBcli  in  den 

Falle,  wo  die  beiden  Systeme  unter  sich  einen  iihnliihen  AxenlauT  lintxn,  dif  Piihliiritj  An  im 
^euen  Systeme  mit  dessen  Axe  AY"  auf  einerlei  Seite  von  YAl'  liegt,  und  dann  noihweudig 
dna  iat  Bit  der  zu  AY^  geliito^  Polaraxe  A9^  dieaea  Syatems,  wo  dam  die  Winkel  R  A3r, 
RAX,  RAX'  keine  andern  als  die  8)"A3f",  g)"A  X  ,  ?)  "AX'  vorslellen,  deren  Kosinuse  die 
leakrecbten  Projedionuahlen  sind,  wekhe  die  Richtung  A^"  an  der  Pitlanixc  AS"  und  an 
den  Gnmdaxen  AX,  AX'  liefert,  and  «Be  den  'oib^cn  Bezeichnungen  gemäsa  durch  r,',  (T,), 
{V,)  dargestellt  werden,  während  die  Kosinuse  der  Winkel  jf'AY  und  3f"AY',  welche  nicht« 
anders  als  die  senkrechten  Projectionszahlen  sind,  welche  die  Richtung  A.¥"  an  den  Grund- 
axen  A  Y  und  A  Y'  giebt,  und  denselben  Bezeichnungen  gemäss  durch  {J^i  und  (^,)  dargestellt 
werden,  m»  Idienteagt  »an  aidk,  daai  in  diesem  Fale  die'  Gldehwigett  (n.  bis  t,")  werden: 


Beft  die  Richtung  AR  der  vorigen  Nummer  geinnss  mit  der  A  Y"  auf  entgegengesetzter  Seite 
von  der  Ebene  Y  A  Y',  dann  aber  liegen  die  Richtungen  A  R  und  A  S)"  in  derselben  Geraden, 
aber  nach  entgegengesetzten  Seiten  hinzielend  und  es  sind  die  Winkel  R  A RAX  und  RAX' 
Nebenwinkel  von  denen  S)"AI",  g)  "AX  und  g"AX'  weswegen  man  —  JH',  —  (r,)  und  —(r^ 
zu  setzen  hat,  WO  in  den  Gtelchongea  (140i  a.)  i7,  {r^  und  (F^  atehl,  weshalb  sie  in  diesem 
Falle  werden: 


Nsditteht 


Co.) 


cos  R  A  X'=  —  sin  (^ß  -|-  W^  sin  tft . 


JT?— — eost^, 

(r,)  =sin^«inVf  ,  (H)  =sin(^?  +  W)  sint^  , 
{J,i=mläBip  f    (^,)=sia +  WJ siny . 
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82)  Fasaes  wir  nun  zuvürdarst  den  bMoadcrn  Fall  ins  Auge,  wo  aowohl  das  urspitagw; 
lidic  als  (Ins  mit  ihm  verbundmi^  m^ue  Syst«»  ctn  senkrechtes  ist,  nnd  Aic.  Axe  AX"  senk- 
recht auf  den  beiden  andeni  A  X  umd  A  X',  ao  wi«  die  A  Y"  senkrecht  auf  den  beiden  A  T  und 
Ar  ficht,  CO  MI  in  mnfi9B0tdKBa  SjUeme  üe  Poliurute  AS"  nit  der  Grandaxe  AX"  sn- 
saniincn,  und  im  nruon  Systeme  fehl  die  Rid*B|f  A9"  !■  «H«  AT*  ttw;  Mier  hal  nun  M 
diesen  besondem  Systemen:  ,     .  '  , 

jt=cr,  (r,)=:C,,  (n)=c;  und  (//o=:D.,  (^^=0;,  *  • 

««bei  den  GieidMi^n  (Stywm  P«%e  vnd  0;scGr  M>  Mroh  «m  vmwIabL 

ädi  die  GMchunjrnn  (i40.  a.)  bei  diesen  besondem  Systemen  in:  .  , 

.    C=  — nntfiinvr ,   c;=  — «i«(*  +  W)8inv  ,  C;'=cosv;) 

Csainlsinv  ,   C:'=«n(A  +  WOsinv,  | 
welche  in  VoiUndlniif  nÜ  denen  (139.  s.  Usl^  die  8inunllfa:lien  senkrediten  Wojcctionszahlcn, 
welche  die  Axen  des  neuen  Systems  an  den  Axen  des  urspriiriplichen  geben,  durch  die  drei 
Grüssen  0,      ^  darstellen,  womit  denn  auch  alle  übrigen  zwischen  den  Gnuid-  und  Polar- 
un  der  bdden  SyMene  olnndlnMlen  mlDreehtai  und  «eUaff«»  RroJedtannddeB-  mT  üenstta«  i s> 
dni  (■riis'.i  )!  zunii  ki^'cfährt  sind,  wie  die  Betrachtnnpcn  der  Xr.  79.  dat^etJinn  hahi  n 
i>    Die  vorsiebenden  GMehaagon  liofem  die  ProjeolionsMhlea,  wenn  dio  beiden  seokrecbten 

der  vorigen  NumiNr  ngeaM^te«  TfliliilflMagM  «kl,  ««dMli  «to  aMb  Auüag«  dwir.O^  ^) 

(rsainlräy  ,  GTssaiiia+WOiiiy.  •  i 

83)  Sind  die  beiden  auf  einander  bezogenen  Systeme  keine  senkrechten,  und  kilnMa  dlB 
infolge  die  Gleichungen  (141.  tu  und  b.}  auf  sie  nichl  in  Anwendung  gebracht  Warden,  SO 
laaaett  sich  doch  immer  nfttclst  der  Gtelchangcn  (140.  a.  und  b.)  die  <Ü)s«ea  C,  (X,  CT  nn^ 

C",  C"  auf  folgende  Weise  erhalten. 

Erstlich  hat  man,  nach  Anleitung  der  Gleichung  (9.  a.  oder  b.),  weil  C,  C,  C"  und  C, , 

C,  er  die  senkrechten  Projectionszahlcn  der  Richtungen  AY  und  AV  an  den  Axen  AX,  AX'. 
AX",  dagegen       «;,  Ü^'  «Ce  scMefen  der  Bichlaag  AJT  'n  ddiaalbef  AxM  lind,  ttd 

eoaJ"AI=s(^,i,  so        cosI-'A  Y'—f./;)  ist:  '  ■ 

(^,i=si,( -f  stic'+a;'("  '  und  (^,)— «,c,+a;c;  +  2i;'c;'.  (m«*«*) 

Sodann  hat  man,  weil  I) ,  D',  D"  und  D, ,  Di ,  D,"  die  seidirechten  Projectionszahlen  det  BidS^ 
taagSB  AX  und  AX'  an  dea  A«ii  AT,;  Ar,  Ar',  dagagw  9.,  SK,  9"  die  schiefea  der 

BiehlUV  AfO"  an  den  s;!*'i<  »><  n  A.ten  sind,  und  co.<!^"A  X  =  (r,) ,  cos  g)"A  X'=(rO  .ist: 

fr,)  =  ?),D  +  5B;D'+s9;'D"  und  (A)=».d.+53;d;  +  »;'D"  ""cu**»*) 

Da  C,  C  und  C,,  q  aas  den  Gleiduingea  Qi3».  a.  bis  d.),  (J,)  und  (^T,)  aber  aus  den  Glei- 
dnmgen  (140.  a.  oder  b.}  eriadten  werden,  m  Befeni  die  Gleiehu^eR  (142.  a.)  die  'Qt9mtm 
(T  und  er ;  da  femer  (r,)  und  (/*,)  durch  jdic  Gleichungen  (140.  a.  oder  b.)  ge^^eben  werden,   t j 

D,  D'  oder  C,  C,  und  D, ,  D|  oder  C,  C|  aber  schon  durch  dif  Gleichungen  (139.  a.  bis  i.} 
gefinden  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (142.  b.J  die  Grössen  D '  und  Di'  oder  i\  und 
an  dM  Hand.  Femer  ist,  weil  C,,  (X,  C;  die  seidqMlIeB  AvjectioiMiilde«  dw  Richiung  AY' 
an  dea  Am  AX,  AX',  AXT  rind,  i?  dwr  dl»  <alildllNl  ini  tmnUgThOPi  id  ^ 

18» 
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gleichen  Axee,  nnd  udeni  cos  T'A  Y"=:(^-lrt;  oder  weO  D,,  D;,  D"  die  senkrechten  Pro- 
iu  mMaag  AX  an  da  Am  AY,  AY',  AY"  nnd,  S.,  S;,  9»'  aber  die 
warnt  kV  M      ileMm  Amii,  jMd  *1m  «MlTAX'B^t'D  Mt-  ■ 

BadUdi  ist,  weil  [JT\  die  soiikrechtcn  ProJecUonssahlcn  der  Richtung  AF'  an  dos 

Axen  AT,  AY',  AY"  sind,  93,,  Si,  93i'  aber  die  schiefen  der  Richlunp  A?)"  an  den  gleichen 
Axen,  und  zadem  cosf"A9"=i^'  weil  {F^,  (r',),  (rä)  die  scnlu-echten  Prujeclions- 

mm.  der  UdUuf  AS*  «  ^  Am  kX,  AT,  AJT  «M,  «,  «T  iber  die  M^ea 
der  Bichlaef  Af  an  den  gleichen  kxm,  und  zudem  cosT'k^'=r"  ist: 

flMb'«.')         r;'=»,(^,)+»;(^.)+»;'(^/;')  oder  r,'=3i,(r,)+3i;i'r,:  +  5i;'fr;). 

Hultiplicirt  man  nun  die  vordere  GIcichnng  (_142.  c.}  mit  S^',  die  hintere  oüt  9l«'.-UMi  eddirt 
sie  hierauf  zur  vordem  und  hintern  Gleichung  (142.  d.},  eo  erhilt  nun: 

CMi^   {oder  .  ^  . 

i  r,'=  a.  (r,)  +  a;  (r,)  +  si;-  S3.d, + a;' »;  r;  -f-  a;' d;-.      .     .  : 

Da  nun  (^,),  (z/;)  uad  (F,),  (JT,)  aus  den  Gleichungen  (140.  u  )  und  (140.  b.)  bekMHit;  siml, 
und  die  Grössen  Ci»  Ci  and  D, ,  D;  oder  C",  CI'  so  eben  durch  die  Gleichunj^cn  (142.  a.) 
und  (142.  b.^  erhallen  worden  sind,  su  kann  man  ( ",'  oder  l>i'  aus  der  oinin  oder  aus  der 
andern  in  (142.  cj  vorlionimenden  Gleichung  finden,  su  dass  man  alle  zwi^ichen  den  Grundaxcn 
• :  der  Mden  SyataM  ebweMeadai  eeriwecUHi  Projeetteainlileii  ab  den*  die  drei  6r6«ieii  0^ 
X  od  ^  bestimmt  ansehen  kann. 

84^  So  wie  im  Vorigen  die  gegenseitige  Lage  der  Axen  zweier  OoppelsysICBU}  von  der 
relettven  Stdln^  tweler  ihrer  Gmüd-GoordlneteiiebeiMn  eUilliigig  geeMcht  werden  ist,  ehea  so 
könnte  man  on  die  FteHc  der  einen  von  heiden  oder  nurli  der  beiden  (inrnd-roordiiiHtenebenen 
die  entsprechenden  Polar-Cüordinatenebenen  treten  lassen;  da  jedoch  die  ganso  l^ehaudiung 
Ueriiei  völlig  die  gleiche  bleibt,  SO  werden  wir  derenf  mdrt  weiter  eingehen.  DafUr  wonen 
wür  noch  zeigen,  wie  man  stall  der  drei  Grössen  0,  X,  %f/  auch  drei  von  einander  unabhängige 
^ojectionszahlen  selber  zu  den  drei  Grössen  inachen  könne,  auf  welche  alle  übrigen  sarlkdi* 
gelbhrt  werden.  Aus  der  ersten  der  Gleichnngen  (140.  a.^  oder  (140.  !>.}  folgt: 

.    ,.,  .       «©»^=±n.  wrf  eieP^sl— r?*,  , 

■ad  m  jder  iweiten  end  viertM  dieeer  OfNidi«^^ 

'  sin  ^  sm  • .' .  • 

womie  sicfc  eniebt« 


•iir,  ml  iin>ssl~n*  tat,  weM  mm 

M  K*-jrf*-(ii^=p  od  Vi^K^'iJ^z^q 

MMeiet  dieser  Werthe  nun  findet 
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"    -  Vi    I  lar^.        •     1        -ar  t  t    ■   xmj        q  sinW.+  i^.lCOsWi 

M  (i^-^  W^^sin  ilcoBW,4-coslnaW,=  '^^^  ^» 

nad  setsl  man  diese  fiir  Sjaiu  und  Kosinus  von  0  und  X  und  von  0     W  und  A  4*  W,  erlial* 
I  AndMcle  in  ^  ItoigenGlafehimirea  (i4at.)  odsr  Ci4ab.>  m  nie  in  di?  C<3ft  i.\ 


C =C«M  W, + C; «»  W — CcM  W  cos  W.  ±  ?l5L?J^^,!i^  aiii  W  tili  w„  ] 

kl  welchen  von  den  doppelten  Vorzeichen  die  obern  oder  untern  xu  nehmen  sind,  je  nachdem 
die  twel  Systeme  mter  flieh  dnen  ihdiden  odör  äiMndichen  AxentraTUbeii.'  Die  fileidmng«» 
(143.  tS)  machen  die  sammilichen  Projectionszahlen  von  den  dreien  iT,),  (^,)  und  JT,'  ab- 
Ulngfig^,  da  p  und  q  den  GldchungeA  (a.^  tat  Folge  neben  diesen  Grössen  koinc  andern  in 
irich  cnihallen.  Man  kann  die  fUr  C,  C',  C,,  sich  ergebenden  Ausdrücke  symmetrisch  ma- 
dieo,  wenn  nun  din  Winkel  9  und  X ,  anstatt  sie  von  der  Richtung  AN  bis  sn  denen  AX  und 
A  Y  roiclior>  711  insson,  von  Alf  tu.bib  n  dc«  iwet RkMngen  aiBHil,  weldie  die  Anrnriakfll 
XAX'  und  YA  Y'  halbiren. 

llllla  ndn,  uuMt  iiatf  nd  rfnl  am  der  iwdini  «1  vteifM  der  )GMdni^  (UOL  a.) 
oder  040.  b.)  herzuholen,  8in(0+W)  «ad  liftGl+lirp  ;aBi  4m  drMap  and 
Gleichungen  entnommen ,  welche  •  :  '  ' 

«inCö  +  W)=4.^  «pd  8u,ti+W.j=^, 


cos'(g  +  W)=:»"^^:7i^'y'  -i  «>a'(X  +  W.)='^yj^'g ' 
I  «efl  iiB*v=  *  —  n "  ist,  wenn  rmb 


ikk  dun  aoek  weiter  ogieM: 
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«Ii  X=>M  (l+WO«MW,-eai(l+WOihW,=—       ^' gUi^ » 

eMl=ci»(A  +  WOoMW.+  BiB        WOimW,=     q'co»W.+(^.)  mW.  ^ 

fO  erhäll  man,  wenn  man  dicsf!  für  Sinus  und  Kosinns  von  4-  W  und  JL  -f-  W,  und  von  0  und 
l  erhalUwen  Ausdrttcko  ia  die  Qbrigen  Gleichungen  (140.  a.)  oder  (^140.  b.},  <o  wie.  in  die 
(139.  a.  Bis  d.)  einseM  «ml  bekchlet,  dus  sin' v'  =  1  —  77'  ist:  ' 

(r,)=(r,)  cos  W  ip'sin  W  ,   {J^=(.<r,)  cos  W,  —  q'sin  W, , 

C  =  C'cos  W  +  C,  cos  W,  —  C  cos  W  cos  W,  +  iLlh^^tz^^H  «n  W  sin  W. , 

in  welchen  wieder  von  den  doppcUon  Vorzrirhcn  die  obcm  oder  unlem  zu  nelimrMi  .sind,  je 
luiicbdeui  die  beiden  Systeme  luiter  sieb  einen  älinlicbea  oder  onibnlicbiMi  ^^^ou^  haben.  Die 
Gleichungen  (143.  b.)  nwchen  die  fiBiiilkkeB  ProjectioQSMhhtt  vM  dea  dreien  (A), 
TV  abhängig,  da  p'  aad  (l*  dm  GWdnagH       mr  Falge  aeben  diewa  GrBfMn  kttaa  «idem 
In  sieb  cnlhalti*n. 

85)  Ich  glaube  nicht,  mich  bei  Belrachlongcn  dieser  All,  die  kefaie  grosjse  Anweadbarlfcit 
n  haben  scheinen,  noch  litnger  aufhalten  zn  dürfen,  und  schliesse  daher  mit  ciaer  AMeitunf 
der  Mongesrhen  Funnein  aus  den  vorigen  Resultaten.  Sind  nämlich  die  beiden  auf  einender 
bezogenen  Systeme  rechtwinklige,  so  wird  r^  =  G,\  (r^=:Ci,  (r',i  =  C^»  (^«)=D»=(r 
aad  (^^sIKsCr  aad  dabd  iat  W=:W.=M*j  Ailwr  wenin  Ia  diesen  Pellff  die  GM- 
elan«ea  CidS.  a): 

pq-c,( 'c;         .  pccr+qc, 
1-c;"    »    — X   i^cr  * 

^—±iir^  »  *^  i-c;'» 

.  , .  k  wekbon  p* = 1  —  C;''  —  CJ  «nd  q'  =  1  —  C;"  —  C"  isU  -Aus  den  beidcp  Gleichungen,  weiche 
G  aad  Gl  tüten,  ethill  laaa  deich  Biainuttoa  eiaaial  vea  pq  aad  eia'  andernHi  vea  C^C":  . . 


•  ccr+,G;«<?,.c"  aad  cTq«:=?p,i. 

quadrirt  mea  äber  dtote  lieidea  GleioiNngeB  aad  lielit  eie  vea  eiautder  eb,  ee  fladet  anui 
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wA  tfeie  (BeidbHf  fAt  ali  HHFp  der  eben  flir  p'  und  q*  gregcbenoi  Werfte  Iber  in: 

1 — c;- + CT  ^  c* = q -f- c". 

denedbca  für  p*  und     (gegebenen  Werthen  erj^icbt  sich  noch: 

2  (1  -  (TD = CIH- +  p' -h  q', 

liehl  man  voa  dieser  Gieicbang  die  vorige  ab,  so  koflunt: 

1  _  er  —  t?  +  r = p'  +  q'. 

floebt  neu  mm  den  hier  ftir  C^  +  C^  und  p'  +  q'  eriialtenen  and  dcB  kDR  lavor  Ar  G^C 
and  p%  geflutoMB  Weilbm  iDe  GrBeieQ  d,  IT  «nd  q  mT,  w»  Snilel  im%  wann  war  Ab> 
kilnwv 

■   i+c+c;4-c;'=ii ,  i-.c±c?— cr=F  , 
t-c:^c:+cr=!i ,  i+cqp:c;-cr=o . 

fetetet  wird:  _ 

und  hieraus  erbült  man  sogleich  noch : 

CO  dass  man  also  schliesslich  hat: 

2C=:    VMP  +  VNQ  ,  2C''=  -VWv  +  Vnq,  ) 

2c;=— Kmö+KST  ,  2Ci'=z   Kmö  +  KO,  J  - 

weldwt  die  Mongeecfeen  Fonneln  sind,  vpd  akh  «b«D  m  ra»  den  Gleichungen  (143.  b.) 
holen  lassen.  Atich  kann  man  sie  in  ähnlicher  Weile  lUB  den  anf  zwei  rechtwinklijfe  Sysicme 
Übergetragenen  Gleichungen  (139.  a.  bis  d.}  und  (140t  kJ)  herleiten.  In  allen  vorstehenden 
Aoidilldien  rindventadopidlenTofieite  nur  die  oben  oder  lur  die  aalen  oa  aiiaiia.  je 
nfffiMfiw  die  b<>Mfa  Systene  votcr  tMi  einen  Iheiii  liow  oder  einen  onihaiieben  Aaenleuf  habftt 

>V8re  man  von  denjenigen  der  nieirhini^en  (144.  a.)  nnspepansrcn,  welch*-  f  and  Gi  Bo- 
fem,  so  bitte  man  durch  Ehminatioii  einmal  von  p  und  ein  andcnnal  von  q  erhalten: 

+  C  -|-t;(X'  =  qC,   und   C.±C  (;  =  — pC", 
ond  diese  deichungcn  geben,  wenn  man  sie  quadriii  und  abriehl: 

Cc-c?)0-cr)=q'c;-pM - 

oder  dte  obigen  Worfbo  von.q*  öod  p*  beiHcbii>ibl%aB*i 

c— cr=cs — <r»s=qr — ^. 

Die  letalen  zwei  vereiniKien  Gleichungen  inun  mm  mkt  BerBduioUilgaiig  der  Ar  qf  «nd  p* 

Ausdrilrkc  auch  so  schreiben  : 

1— qr'+ir»— C?=:q+(|'  end  1— <r— C+Q=C"'+p'; 
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ms  diesen  aber  lässt  sich  in  Vprhimfung  mil  drn  twcien,  w<4ehen  qC,  und  pC"  darstenei^ 
sunüdut  C|,  q  und  C",  p  und  äuiiann  auch  ('  und      finden,  so  dHäs  niuii  aU  ResuUal  eihll(;. 

C1M.M  {2C',=vwq'—vw~f  ,  2c:=ywT—vwWt 

wo  wu  AMdlmuw 

gesetzt  worden  ist,  und  es  ist  wieder  in  allen  vorstehenden  Ausdriidmi  von  don  Hoppoltrn  Vor- 
zeichen entweder  nur  das  obere  oder  nur  das  untere  zu  ncluuen,  je  wwkdcm  die  beiden  Sy- 
steme unter  sich  einen  Ihidichen  oder  «nllinliehen  Axeidmf  ' Indien. 

Tröfft  man  die  Gleichungen  (143.  b.)  auf  unsere  beiden  rechtwinkligen  Systeme  über,  so 
erhall  man  die  Fonnoln,  welche  dio  sAmmtlichcn  Projeclionszahlen  auf  die  drei  (X',  C,  und  C" 
zurUckruhren,  und  in  Verbindung  mit  den  vorigen  die  Falle  ausmachen,  wo  solche  Reductioneq 
durch  einfache  oder  symmetrische  AqedrUeke  gaadieheu  k« innen;  inuner  aber  behalten  die  durch 
die  Gli  ichungen  (139.}  und  C'**^  )  'lerst  gp^ehcnrn  Rrdm  tionen  einen  nicht  zu  verkennenden 
Vorzug  vor  allen  Übrigen,  der  üdit  )Aoa  darin  beslehi,  datis  Jene  doch  immer  zu  den  einfach- 
ften  Audrikken  Unnhren,  Mmden  mdw  nodi  dMii,  diw  In  den  ndna  wifu  der  &i  8mm 
anftsnoheaden  Qaadratwurzoln  eine  rnbcstimmthi-it  (Irr  Vorzeichen  nrlickbleiU,  m  dorai  Ab- 
weadang  aoch  weitere  Betraciitungcn  erforderlich  sind.         ■  ' 


I.  •  :  •        ....        .  '  .  .  ... 

KweUer  Abschnitt« 

V«D  ier  Ebene  lud  Geraden  Im  belieUgeii  CoordiutensysteBe. 


Vm  «er  flwM. 

86}  Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  (.\r.  53.}  die  Bedingungen  angegeben,  unter  denen 
ein  Pnnet  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt.  Es  wunfe  4orl  .fewHlilt  dpM  jodar  hi»der  ^egop 
benen  Ebene  liegende  Punrl  durch  seine  schiefen  oder  senkrechten  Conrdinalen  eine  «ler  Glei- 
chungen (100.  a.  bis  d.}  erfüllen  müsse,  so  wie  umgekehrt,  dass  jeder  Pnnct,  der  eine  von 
diesen  Bedingmfen  erfUh,  in  der  gefeliww  ttvM  Hegnn  mlsM.  Jede  eolelle  GMdiaHif  Mg[t 

nnlhiri  säiniiillii  lie  7.\i  der  gejrcbi'ncn  Kbene  gehiiripi'n  Puncte  in  sich  uni!  '~c!ilii-sst  alle  übriiTen 
Puncto  des  Raumes  von  sich  aus;  sie  ist  daher  im  Uebiele  der  Rechnung  ein  vollgültiger  lie- 
iniscntant  der  unbegrenzt  gegebenen  ^bene.  Nun  werden  wir  zeigen,  dass  Jude  ffleichnqg  vom 
dMT  Fom 

ti.)  .    »x  +  p';i4-V"«"=»4J'  oder  pu4-|*'«i'+p"u"=P 
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der  Repräsentant  einer  cinzip'CTi,  völlig  bestimmbaren  unbegrenzten  Elicne  ist,  M-enn  ||>',  y", 
■nd  $  oder  p,  p',  p"  und  P  beliebige  reelle,  positive  oder  negative  Zafaieu  vorsleUen,  (die 
atck  ta  «0  iMge  NvILMto  kanan,  ib  4aAnk  BkU  die  Caekinng  idbit  Toforait  g«U  oM 
einen  Widerspruch  in  sich  aufnimmt}  nnd  x,  a^,  x"  die  schiefen,  u,  u',  u"  die  senkrechten 
Coordintten  an  den  Axen  eines  beliebigen  Sytlenu  von  allea  denjeitigen  Punctea  aiueigen. 
Ml  wcldw  tfe  Cadcknog  OO  ^  IbAHng  gakL.  Mit  diam  Pdratfatiiifn  midea.tidi 
ghidwfWg  «De  HgenidMftai  der  dmdl  die  CUcidiBm  C^)  dwgeitellln  Ebene  von  teOui  er- 


ZKVfirdant  bemnkoB  wir,  dMi,  wen  x,,  x!,  scT  «Bs  idiiereB  oder  a, ,  uj ,  o"  die  aenk- 
rediten  CSoordnaleii  n  den  Axen  desselben  Coordinatensystems,  worauf  die  Glcicliung  (!.}  sich 
bezieht,  von  einem  bestiinmien  der  aneiulich  vielen  Pnncte  .vontellen,  weldie  die  erste  oder 
zweile  der  Gleichnngen  (1.)  erfüllen,  so  diss  also 

j)x,+|>'jt;  +  p"x:'=i|J  oder  pu.+p'u:4-p"b:'=F  ^  c«.) 

tat,  Md  mm  mMnirirt  dtee  GMakngM  vm  denen       ^  dar  (Mtanog,  in  wdober  iie  §»- 
HiniaiMa  aiahm,  so  erlilh  niin& 

»Cx-^.:)  +  rC'*'-xD-f-^"(x"-xr)=0  oder  p(u-nO  +  p'(u'-oO  + P"C«"-n.":)-^0 .  («.} 

Diese  Gleichungen  sind  nichts  anders,  als  die  (!.},  nur  dass  in  ihnen  die  Grössen  *4-'  und  P 
durch  die  X|,  X|',  x','  und  u.,  u,',  ui'  ersetzt  worden  sind,  welche  einem  bostimuitcn  der  zu 
gaiiBfigen  Paaiele  odqiredlen;  ea  enihdien  dalwr  die  GMehangen  (9.) 
einen  Puncto  noch  al!r  fihrifrm  Pnncfe  der  Gleichungen  (^1.)  in  sich,  und  ausser 
andern.  Wäre  in  den  Gleicliungen  (1.}  ^4^=0  oder  P=0,  so  würde  die  vor- 
dere durch  x=0,  xfsO,  xTsO,  oder  die  Muten  durch  nssO,  «'=0,  «"=0  hefHedf^ 
d.  h.  es  wäre  die  f  oordinatenspitze  einer  von  den  ihr  MigdkOrigen  PnHOten;  hl  deuHolben  PaOn 
aber  nähmen  die  Gleichungen  (2.}  die  Form 

^jx,  +  i?'x;  +  p"x;'=0   oder  pu,  +  p'u;  +  p"u;'=0 

an  und  in  Folge  dieser  letzten  Gleichungen  würden  die  (S.')  immer  auf  die 

^JX  +  pY+p-x^zzO   oder   p  u  +  p'rf+p'VrsO 

äoh  tutdUttgren  hawn,  welche  keine  andern  als  «Be  (1.)  für  9=0  oder  P=0  rind. 

Sodann  machen  wir  darauf  aufmerksam,  dasa  jede  der  in  (i.}  oder  (3.}  enthaltenen  Glei- 
chungen, nachdem  alle  ihre  Glieder  mit  einer  und  derselben  beliebigen  Zahl,  dio  jedoch  nidit 
Ball  sein  darf  und  hier  immer  reell  gedacht  wird,  mulliplizirt  oder  dividirt  worden  sind»  .noch 
haUMT  fbr  X ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  die  gleichen  Werthe  nnd  in  dem  gleic:hen  Umfange  wie 
zuvor  an  die  Hand  k'"'"')  nachher  wie  vorher  in  Bezug  auf  die  durch  sie  darfjesl ''Ilten 
Puncto  dieselbe  Gleichung  sei,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  als  bekannt  voraujigestlzt 
daill  Beieidinen  datier  |»  and  H  iwd  addie  Zahlen  wid  feticn  wir 

1=»'  1="''  fl=^'  B^«»''  i=^" 

t=&  «der 

m  geilen  dadurch  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  über  in:  * 
L  i9 
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!(|X-f  q'*  -hQ"Ji  "=Cl   «kr  qa4-%u4-q"u"=0 

und  haben  mit  jenen  völlig  (ifleicliai  Ud^  w  hag«  fltar  ^  ud  H  Zdlen  von  lageuiglai 
Besdiaffeoheit  genoounen  werden. 

Dte  Kddcn  ^  md  H  nchnwii  Ibmimbt  dis  von  ihnen  (joKvnlnle  BeodiilRsrikeil  von  tiAcv' 

an,  wenn  man  sie  ans  den  CoeiTizicnlcn  der  Gleichungen  (1.)  oder  (3.)  in  der  Art  bestfonnl» 
wie  sie  aus  den  Gleichungen  (55.  a.  und  b.}  des  vorigen  Abschnitts  hervorgehen,  falls  man  p » 
p',  p"  an  die  ßtelle  von  m,  m',  m*  und  p,  p',  p"  an  die  Stdie  von  n,  n\  n"  setzt,  wodurch 
niH  Indot: 

P*+P''+P'^+3FP'«MW+8pp''cosW'+»p'p''cofW*=ir 

und 

i^+|»-+|r+(|+Df»-+(|+|)»r+(|+|),>"=*-.  . 

Dass  die  aus  den  Gleichungen  {6.}  hen  orgehenden  Zahlen  ^  und  H  in  der  That  unter  allen 
.•  '  Umständen  die  von  ihnen  gerorderte  Eigenschaft,  nie  null  zu  sein,  besitzen,  davon  flibeneugt 
H»an  sieb  sogleich,  wenn  man  sich  p ,  p',  p"  als  schiefe,  p ,  p',  ))"  als  senkrechte  Coordinalen 
eines  PniKte«  vorstellt,  denn  dann  ucbiii  ilie  Gleichungen  (53.)  und  (54.  a.)  dofl  vorigen  Ab« 
Sftinilts  zu  t-rki-nrifn,  dasH  H'  und  die  Quadrate  der  Alistiimli»  dieser  Puncto  von  (I>t  foor- 
liuialcospitze  A  sind,  und  diese  Abstünde  künnen  ofleiihur  nur  ui  dem  einen  Falle  null  »erden, 
wem  die  drd  Coordinnlea  p ,  p^,  p*  oder  p ,  p',  p",  denpn  tie  enliprechen,  sinunllidi  unU 
lind;  dann  aber  gienpen  dio  Gleichungen  (1  ~)  «uicr  ('1.)  entweder  jranz  und  i;ar  vorlün-n,  oder 
lie  ontliielten  einen  >yiderspruch  in  sich  und  würdeu  in  beiden  Ftilieu  unfähig  sein,  irgend 
was  dHrniatdlea  Es  gehl  Meram  hervor,  daaa  jede  der  Gleidniagen  (5.),  wenn  diese  durdi 
die  Zahlen  und  II  erhalten  worden  sind,  die  luis  den  Gleichungen  ((i.)  sirli  ertrelii  n  hninn, 
den  ganzen  Inhalt  der  Gleichungen  (!.}  oder  (3.),  falls  diese  Überhaupt  einen  Inhalt  haben,  in 
iidi  Ingen. 

Feiner  geben  die  in  Nr.  32,  des  vorigen  Absciiiiiltes  angestellten  ßctrachtungen,  welche 
zu  den  dortigen  Gleichungen  (55.  a.  und  b.)  geführt  haben,  zu  erkennen,  dass  in  denselben 
Fullen,  wo  die  Gleichungen  (5.)  durch  Zahlen  und  H,  die  den  Gleicliungen  (6.}  gemSss 
bestininit  worden  sind,  erhalten  werden,  die  CoefTizierilen  q,  a',  q"  oder  q,  ((,  q"  derselben 
imuUT  die  senkrei'lilen  oder  seliicfni  l'rojeclionszidden  einer  TticlitiiUir  «uzeiircn.  die  sieh  sonarh 
aus  den  Cocflizientcn  p ,  p',  p"  oder  p ,  p',  p"  der  Gleichungen  (!.}  oder  (3.J  aui  die  bc- 
schiiiAene  Art  anfinden  lisst  IHr  werden  von  jetal  an,  wenn  wir  w»  der  Glefainngen  (S.^ 
bedienen,  inuiirr  voraussetzen,  dass  ihre  CdelTizieMlen  i\ .  q'.  q"  oder  q ,  q',  q"  nach  Anleitung' 
der  Gleichungen  (4.)  mittelst  Zahlen  und  H,  die  von  den  Gleichungen  (6.)  an  die  Hand 
gegeben  weiden,  ntfgeAmden  worden  seien  und  desluilb  (Ne  seidtreciden  oder  adiiefen  Piojec*» 
tionszahlen  einer  durch  sie  bestimmten  Richtung  sind.  So  i^enommen  dürfen  dann  diCfe  Glei- 
chungen weder  mit  einer  Zahl  multiplizirt  noch  dividirt  werden,  ohne  ihren  e^goiliiilndichtHi 
^  '  €haracter  sn  vetteren;  denn  jede  solche  Abindemng  witode  ihnen  wieder  die  allgemeincra  Na* 
tur  der  Gleichdnfen  (1.)  oder  (3.)  miltheilen. 

Noch  hat  man  zu  beachten,  dass  die  Gleichungen  ((>.)  für  ^  sowohl  als  für  H  zwei  Werthe 
finden  lassen,  deren  absolute  Grüfte  die  gleiche  ist,  die  aber  entgegengeaetite  Vowaicheq  an 
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tUk  tragen.   Aus  diesen  zweicriei  Wcrthcn  von  ^  oder  H  liffern  die  Gleichungen  (i.)  iwgfr» 
eriai  Werthe  Tür  q ,  q',  q"  oder  q ,  q',  q",  so  wie  auch  fUr  Cl  oder  Q ,  weklie  ebenfalls  ptnr- 
weise  dieaetbe  absolute  Grösse,  dier  enlgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  diess  h«l  sur 
Folge,  dass  die  den  bcidoriei  Werthcn  eaUprech enden  ProjeclioBSuhUa  ^,  q',  q"  oder  q» 
qf  Mf  zweieriei  Sichtungen  hinführen,  die  zwar  einander  paraUel,  aber  gegeolMufig  sind. 

Nach  diesen,  in  der  Absicht  die  Natur  des  Gegenstandes  aufzuhellen,  Tormugeschicktcn  all- 
gemeinen Erlaulerungen  ttbcrzengt  man  sich  nun  leicht,  dass  jede  der  Gleichungen  (^1.}  oder 
Xß^  afle  Punctc  einer  Ebene  darstellt,  die  senkrecht  steht  auf  der  RicfatiiBg,  deren  Projectfons- 
zahlcn  q,  q',  q"  oder  q,  q',  q"  sind,  welche  Projrctionszahlen  sirh  aus  den  Copffizienten 
p',  p"  oder  p ,  p',  p"  der  gegebenen  Gleichung  in  der  besprochenen  Weise  herholen  lassen, 
mi  dm  kein  n  Uner  BbMe  «Mt  fsbUrifer  Pud  in  ämeBwi  Glflictaair  cBlIiilten  scia 
kann  Vei||leichl  man  nämlich  die  auf  zweiter  Zeile  sielionden  Gleichungen  fö")  inil  denen  im 
vorigen  Abietadtte  gegebenen  Gleichungen  ^100.  a.},  so  sieht  man,  dass  beide  von  einerlei 
Farm  rind,  aar  dasa  dort  die  senkrecMm  Projeetkmndileii  dar  Riditaiig,  wormf  aidi  die  Glei- 
chuniy  bezieht,  dun  Ii  i T.'i .  i  f/!  ,  (f,"!,  h\iT  durch  q,  q',  Ijf  beniduiet  werden,  so  wie  die 
schiefen  Projectionszahlrn  der  Richtung,  auf  die  sich  die  Gleidniig  sUNll,  dort  durcb  {^t)t 
{u4") ,  hier  dnrch  q ,  q',  q"  vorgestellt  werden';  M  iteR  daher  Me^  wte  dort  jede  «oldie  Glei- 
chung die  Ebene  dar,  weiche  durch  den  bestimmten  Punet  x, ,  \' .  \"  oder  u, ,  u',  gehl 
und  senkrecht  auf  der  Richtung  steht,  die  sich  aus  den  CoefTizienten  der  Gleichung  herleiten 
lässt  Dieselbe  Ebene  wird  dann  auch  durch  die  entsprechende  auf  erster  Zeile  stehende  Glei- 
chung (|5.}  dargestellt,  nur  dass  man  aas  dieser  snvor  erst  einen  der  ihr  angehangen  Pnncte 
aufsuchen  muss,  durch  welchen  die  Ebene  zu  gehen  hat.  Eben  so  wird  die  gleiche  Ebene  auch 
durch  die  entsprechendcu  Gkichungeo  oder  (3.}  dargestellt,  mit  dem  l'Qtersdüede  jodocl^ 
dHt  mm  ns  diesm  nmtr  moA  üHtriH  dar  GMdtanfM  C*-)  tnd  Ci)  dte  RiBhInif  wttm^ 
nAM  hat,  auf  welcher  die  Ebene  senkrecht  steht.  In  dem  br-sond<'m  Falle,  wo  in  den  Glei- 
ahnigea  die  Grösse  ^  oder  P ,  so  wie  in  den  obem  Gleichungen  ^5.}  die  GrOsse  Cl  oder 
0  Ml  ilt,  odor  wo  tat  dM  ddehangea  (2w)  di«  iMMtannl  gegeliemii'GoonUMiamwftaf  z,, 
i;,     od«  «r  TW  MicUr  BeMdhaflddielt  find;  dm^ 

<>x,+»)'x:+»)'x;'=0  oder  p«,+p'n;+f*ttf'=0. 

ao  wie  in  de«  unlem  Gleichungen  (5.):  '  „,  ^ 

q  X,  -f-  q'xl  -j-  q"x''=  0    oder    q  u,  -f-  q  ol  +  q"u,"=  0 

wird,  zeigt  diess  an,  dass  die  durch  solche  Gleichungen  dargestellte  Ebene  durch  die  CoonÜnaten- 
qdlie  A  hindndi  gehi 

81)  ABeo  in  voriger  Hmmet  GeM«te  HeftI  gbicbritoeig  wrir,  «e  beidaa  in  (1.)  «dar 

(3.)  cnlhallnnen  oder  die  zwei  neben  einander  stehenden  Gleichungen  (5.)  mögen  eine  und 
dieselbe  oder  zwei  von  einandor  verschiedene  Ebenen  danteUeo,  nnr  hat  man  da,  wo  die  be»> 
den  Gleichungen  vencUedenn  Bhonen  olqpfeehen,  in  ABgemaiaai  üo  OonnWneicn  ,  x{ , 
x"  und  0,,  u|,  ul'  in  den  Glcicfaimgen,  wo  sie  vorfconunen,  anf  zwei  varschiedeuc  bestimmte 
Aiacte  in  beciehen,  wihrcad  nuui  da,  wo  die  beiden  Gleichnafen  einer  nnd  derselben  EbenO 
«MapreciNn,  beide  Puncte  in  einen  esnaigen  bestimmten  Punct  sich  vereinigt  denken  kann.  G*> 
kören  die  zwei  genannten  Gleichungen,  von  waidian  die  eine  skh  fammer  auf  schiefe,  üe  mt- 
dare  mt  Mkicchlo  CoonIhHieB  dar  niMriMa  fuein  IsHeht,  ainer  aal  .deoMttoa  Bban» 
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in  welchm  Falle  wir  sio  conibinirh^  Gleichunpren  dieser  einen  Kbene  nennen  wcrdi», 
M  Sieben  deren  Coeflkieaten  {> ,  p\  p"  and  p ,  p',  p"  oder  (| ,  q',  ^"  und  q  i  4'*  4"  gevi»- 
•m  BetidiiiMg«!  m  dnamler,  di»  wir  jeM  nlier  nfAen  «oDol  Dn  idtalick,  mm  «Be  bet- 
ten GIcictiuniren  einer  and  dendben  Ebene  angehören  oder  combnürte  sind,  sowohl  (f,  tf^  ^f* 
die  senkrechten,  als  q ,  ([',  q"  die  schiefen  ProjecUonszahlen  von  einer  nnf  dieser  Ebene  senk- 
rechten Richtung  sind,  so  gehören  diese  beiderlei  aus  einem  der  beiden  Werlbe  von  ^  and  H 
gefundenen  ProjectionsKalil*'n  nuthwcndig  entweder  einer  und  derselben  Richtung  an,  odi-r  zweien, 
die  parallel  und  gegenlimli|^  ^ilnl.  Im  rrston  Falle  finden  zwischen  ihnen  die  im  \ori({cn  Al>- 
schiiille  zwischen  den  zu  einer  und  derselben  liicktung  gehörigen  schiefen  und  senkrechten 
FkVjjaeHoMMddm  u^aAndenn  GMdMngen  (12.)  ni  (47.  i.)  aMt»  wmOiAi 

<r=ir+<eoBW+<f«ifW,    <=sqGMW4'4'+<'cotW",  <r'=<rco»W+<eMW''+^ 
iiBd 

6  q  =  «  q  +  51  0'  4-  «"q".    CR  q'=  «.  <r  +     q'+  Q"q"=  «.  q  +  «;  <l'+  «5' q". 

Im  andern  Falle  hingegen  müssen  die  Vorzeichen  ent^veder  btos  der  schiefen  oder  blos  der 
iMkfBciten  ProjectiomnUeii  m  die  entgegengesetzten  umgewandetl  werden,  damit  die  znsim- 
Ben  dMr  und  derselben  Richtung  angehören  und  auf  sie  wieder  die  obigen  Gleichuiigi  n  ihre 
Anwendung  finden;  diess  bringt  aber  in  diesen  Gleichungen  keine  andere  Aenderung  hervor, 
als  dass  simmtliche  anf  ihren  einen  Seilen  befindliche  Glieder  ein  enlgegengMetzlea  Tonddu» 
anaefcmcn.  Han  kann  »madi  dieiM  ToidlcB  d%cBMiB  ao  anaq^ndiea: 

!±q=q-|-4'c«iiW+<f«MW,  j:<s:qcMW+<+<r«MW^*  ±q^=sqcoaW+i|'ooiW"+<r 
und 
+  6  q  =  51  q  +  a'fl'-l-  S»"q" ,    +  5!  q'=:f[, q  +  «1  q'-f"  «;'q"  ,    +     q"=  «,  q  +  2t;  q'  +  SU'q", 

wenn  man  sich  blos  merkt,  dass  in  allen  diesen  Gleichungen  gleichzeitig  blos  die  obem  oder 
Um  dfo  mnlara  Vnraeidieii  fsnoagmcn  wvrden  mOMen,  je  naehdem  «E«  PrajeetimMnUeB  q ,  q', 

if*  und  q ,  q',  q"  zu  einerlei  oder  zu  entj^egerisetzlen  Hiclittinijen  hinPühren. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (7.}  anstatt  der  Projcciiouszahlen  ihre  durch  die  Gküchungen 
(4.)  gegebenen  Weiihe  ein,  an  werden  de: 

!+  |p=p+p'cosW+p"cosW',  ±^|»'=pcosW  i-p  -fp  'cosN\  ',  ±  ^»"z^cosW'+p'cosW'+p" 
und 

in  welchea  ^  and  R  den  OdAmigwi  (4)  gente  n  IimUbii«  aiad,  md  derai  dappdie 

Vorzeichen  dieselbe  RUcksichlsnahme  wie  hei  den  Gleichungen  (7.')  verlans^en.  Die  so  den  je- 
deemaligen  Umständen  angepaasten  Gleichungen  (8.)  nun  decken  die  Helalionen  auf,  welche 
xwiaehen  den;  CoelUentaa- in  ooiddairtan  CHdehngcn  aWI  labok 

Der  Umstand,  dass  man  bei  den  Gleichungen  (7.])  oder  (8.")  immer  erst  noch  zuzusehen 
habe,  ob  in  ihnen  ton  den  doppeitea  Vorxeichen  das  obere  oder  untere  zu  seilen  sei,  ist  Ittstig; 

man  nümlich  ein  Pdr  alle  Md  fest,  von  den  zwei  aas  den  Gleichungen  (6L)  Tür  ^  und  U  sich 
cigebeaden  Weithen  inner  nur  den  podtven  xn  adwen,  ao  nehaMn»  den  GteidMingan  (4.) 
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nrFoli«,  p  und  q ,  und  q',  p"  und  q",  $  und  d ,  so  w'w  p  und  q  ,  p'  und  q',  p"  nnd  q", 
P  vmI  0  stets  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  an,  woraus  folgt,  dass  die  Grfiisai  q,  a'.  q'\  O 
gMchxeiti^  nut  denen  ,  )>',  p",  ,  so  wi«  die  q ,  q',  q",  Q  gfleklaeitig  wäH  denen  p ,  p',  p''^ 
P  ihr  Vorzeichen  vatalTCB.  Da  nun  der  Inliait  einer  jeden  einzetaen  der  il  C')  C^) 
enthaltenen  Gleichun^n  nicht  im  Geringfsten  abgeändert  wird  ,  wenn  man  alle  ihre  Vor- 
zeichen in  die  entgegengesetzten  umkehrt,  so  hat  man  slels  in  seiner  Gewalt,  jedes  Ftuir 
«onbiobtar  €SMuBiifm  iriin  herein  so  zu  schreiben,  dan  «Ee  ftMB  hatf  JeiMM 
senkrechten  und  schiefen  Projeclionszahlen  auf  eine  und  diesi  llie  Riehtun^jr  sieh  beziehen,  und 
demnacb  in  den  Gleichungen  (7.)  und  imer  blos  die  oberu  Vorzeichen  genommen  wer- 
den nOsMiL  Hut  mm  dien  und  mmM  mm  «s  tUk  lar  Hegel,  in  so  igneidBelen  GMoii«»- 
gen  nie  andere  algebraisch  erlaubte  AendeninpiMi  als  solche  \r)r/iiiichnu'n,  wodurch  «TitwcdiT 
die  Voneichm  der  einzelnen  Glieder  in  den  beiden  conü>imrten  Gleichungen  stel«  die  gleichen 
Meftegy "  oder  in  beiden  gloIcIdKHig  ifasli  slnntMek  vaikchren,  so  kem  nun  unbodeeliidi'  die 
Qt,')  und  (8.}  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  in  Anwendung  bringen,  und  braucht 
aaf  die  rechte  Wahl  der  Vorzeichen  kein  besonderes  Augenmerk  mdv  zu  ricbkn.  Ans 
dieser  Ursedic  wird  man  wohl  thon,  sich  nnler  ^  und  H  nur  ihre  positiven  Wertha  zn  denken 
und  in  jedem  Paare  von  combinirten  Gleichungen  deren  Vorzeichen  stclj  in  der  Weise  ange- 
ordnet sich  vorzuslidlen ,  woln  i  man  in  den  Gleichungen  (l.")  oder  (8.)  immer  nur  ihre  obem 
Vorzeiciten  zu  oehmeu  braucht  So  angeordnete  combinirte  Gleichungen  bezeichnen  wir  da- 
duch,  diM  wir  HfeBf  li»  iieiiliMi  g loiekirtig«  ToneiGheBi 

883  B«ii«|weoMMairteGieleiM^glekhiili||«T<iiieicta  m  irt  doch 

mck  AoMige  der  Giciding  ^11.^  des  vorigen  Abschnitts  and  man  htt  in  dieser  Gteichmg 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Projcctioiiszahlen  q,  q',  q"  und 
die  q ,  q',  q"  einer  und  derselben  oder  einander  gerade  enlgcgcngcsotztea  Uichtungen  angehören, 

den  sind,  gleichartige  Vorzeichen  haben  oder  nicht.  Setzt  man  in  die  Gleichung  (9.  h.")  Tür  die 
darin  voriu>flifBenden  FrojecUonssablen  ihre  dwrck  die  Gleichufgen       giegetieBen.  Werthe 
■0  verweadeil  eis  sick  in:  . 

±  H  ^  =  p  -f  p'p'+  p' V,  C*^  fe.) 

od  es  ist  ihr  doppeltes  Vorzeichen  in  jedem  besondem  Falle  der  eben  angfogebencm  Regel 
geatfss  zu  bestimmen.  Findet  sich  beim  Aufsachen  der  positiven  Werthe  U  und  4)1  dass 
B=^  irt,  fo  geht  die  vorige  (Shiehng  ttger  hii: 

±IP=+*«=p<l+p'|r+^r.  C*iO.) 

wobei  hinsichtlich  des  doppelten  Vorzeichens  immer  noch  die  alte  Regel  zu  beofeooWw  Iii  Ii 
■diesem  Falle,  wenn  nSmlich  H  =  ^  ist,  Indem  sich  die  Gleichungen  (^^)  ah  in: 

ij>=p+p«wW+p"cosW,  +p'=pcosW+p'+p''cosW",  ±p"=pcosW'+p'cosW  "-fp"  ) 


±«p=«»+«>'^-«>^  ±«;pv»i.»+«r+cr.  ±«'f"=«.»+«»'+«v.> 

mit  den  Gleichungen  (7.),  zu  erkennen  geben,  dass  unter  der  gemachten 
den  CoedjsiMiten  dir  conriMnirteB  fiieichHigeB  genu  ditiitlheB  jjc^iB 
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nen  sUlt  findeti,  wie  zwischon  di^n  aus  ihnen  abeeleltelen  Projectionszahlcri  q,  q'.  q"  und 
4,  q',  q".  Umgekehrt  kann  man  schlicsseo,  das«  H=:^  ist,  so  wie  xwiachea  don  Coefluien» 
tm  der  oomMdrtm  ClefchfMi  die  ta  (9.  iS)  —gegdwea  RebÜOM«  ftatt  fiadm.  CawiWrti» 
t  ini'  Ebene  (litrslcllrriili'  fJleirhiingcn,  welche  man  8iif  f!ie  hit-r  nn-rezelirte  Weise  dahin  ifebniclü 
hat,  daM  für  sie  die  positiv  voniuagesetxten  Wertbe  ^  und  U  einander  gleick  werden,  und  dte 
tenw  abgeleiteten  ProjeetioiHnMai  i| ,  4"  md  q ,  q^,  4*  «teer  vd  dwidhcB  Wohliiay  «i> 
gehAren,  d.  h.  dass  beide  gleichartige  Vorzeichen  besitzen,  wollen  wir  dadurch  bezeichnen,  daac 
irir  äe  aiekste  coubiuirte  GleiduMgea  neonea.  Oflieoiwr  verlieren  nüchate  oombiairt« 
{Hefatamgen  ütreB  beMMdem  Chmcter  nicht,  wenn  rie  mit  einer  beUebigen,  pomthr«  «dw  m» 
gati>en  reellen  Zahl  multiplizirt  werden,  falls  man  nur  diese  Miilliplicaliun  mit  einer  Zahl  immer 
an  beiden  Gleiehuni^en  zui^leich  eintreten  lilsst.  Ist  eine  Ebene  eulwedcr  blos  durch  eine  Glei- 
dmng  in  acliiefen,  oder  blos  durch  eine  Gleichung  iu  genkreclitra  Coordinalen  gegeben,  und 
tun  wfl  Wä  ÜtBStr  einen  die  ihr  nichste  cumbinirie  CtMutamg  finden,  so  erlyilt  man  deren  Co«f> 
Szicnlen  ofTenbw  Mtt  den  GldduMgen  (9.  ±),  wen  Mm  in  djcam  Uw  die  obem  Varrrichea 
gelten  lissL 

88)  Hat  man  die  cornbinirten  Gleichungen  einer  Ebene  entweder  in  der  Form  derer 
oder  ia  der  Pom  derer  (3.),  und  iüsst  man  in  derjenigen,  wehte  die  sdifefen  Coordfaulen 
dar  Pnncte  in  «Ich  Mgt,  x"=0  «ad  ^szO  sein,  so  flndet  wm 

wem  sie  die  in  (1.)  angezeigte  Form  besÜil,  md  iMt  rie  die  in  angezeigle  Komi,  so 
findet  man  dasselbe,  nur  dass  an  die  Stelle  vot  $  ihr  aus  der  Gleichung  (2.)  hervorgehender 
Werth  tritt.  Dieser  besondere  Werth  x  giel>t  das  von  der  Ebene  ubgeschniltene  Stück  der  Axo 
Ä  X  zu  erkennen  mit  dem  Voizeicben  -|-  oder  —  ,  je  nachdem  es  auf  der  positiven  oder  ne- 
goUveii  Seite  dieeer  .Axe  liegt;  wid  Ae»  eo  gdiei  die  durch  die  Gleidimgen 

x'=|   und  x"=^, 

beslinunten  Grössen  x'  nnd  die  von  der  Ebene  «bgesdinitleneQ  SMIcke  der  Axen  AX'  und 
A  X"  in  eriiomien  mit  den  Yonmätm  -f-  oder  — ,  Je  niAdem  rie  nf  dar  periBran  oder  ne^ 

galiven  Seite  dieser  Axen  liegen.  Bezeichnen  wir  die  Piinile,  in  welchen  die  Bbene  VOtt  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  geachnitten  wird,  durch  B,  B',  WU  so  ist  also 

¥  ¥  ¥  . 

nd  dieee  SUIdw  nehnen  daa  Ton^lien  +  oder  —  an,  je  nadidem  afe  anf  der  poeiliTen  oder 

neglMven  Seite  ihrer  Axen  liegen. 

Stellen  (x) ,  (x') ,  (x")  die  schiefen  Coordinalen  der  Pancie  der  Ebene  nn  dem  vm  ur- 
sprünglichen  CiMrdnialenayatenie  gebOrigoii  Polanyalenio  vor,  ao  iai  den  im  yprigen  Abaitelle 
.   erbaltenen  Gleichangen  (57.  b.)  femlss: 

n=CI(x),  *4slK(if>,  «"=tr(jr)j 

setzt  man  aber  fUr  u ,  u',  11"  fliesr-  Werthc  In  diejeaige  der  mmbinirlen  Gleichungen,  fai  «o^ 
eher  diese  Coordinalen  vorkommen,  ao  verwandelt  sich  die  in  (i.)  vorkonniende  in: 
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V«a  der  Ebene. 


1»1 


p  I  x)  +  (s,  p'  ix')  4-  er  p"  (x"i = p 

and  die  in  (Ji.^  vorkoiiimende  wird  eben  so,  nur  dass  an  die  Stelle  von  P  sein  durch  die  Glei-  , ,. . 
dmoff  (2.)  fflgvlMMr  Werth  einirilt  Di  Afe  GMdmir  JeM  f»  Beug  not  im  PohnyslM 
dieselbe  ist,  was  die  voris;e  in  Bcziip  anf  das  Gninrisyslctn .  so  Uisspm  sich  ans  ihr  die  StUcto 
der  Pokraun,  welct^e  von  der  Ebene  «bgeschaiMeu  werden,  gerade  so  berieiteu,  wie  die  der 
Cwriew  Mr>jeMr  «MnHUriM  M;  bewichwt  mm  wtaUA  «a  Pmki,  h  wdAm  «• 
Ebene  von  den  rolmsM  A£.  A7,  AI"  gcMlnittM  «toi,  bai^lidi  donh  B,  i» 
findet  man: 

A»=^,    AS'=^,  A»'-^^,, 

und  es  nehmen  diese  SUicke  das  Vorzeichen      oder  —  an,  je  nachdem  sie  auf  der  positiven 
oder  Mfilireii  Seile  der  Pohraxen  liegen,  von  denen  rie  abgeschnitten  worden  sind. 

Denlit  man  sich  nun  von  der  Coordinatenspitee  A  aus  eine  Gerade  senkrecht  gegen  die 
Ebene  geeogon,  welche  diese  im  Punclc  S  schneidet,  so  ist  AS  der  Absland  der  Ebene  von  •  «  • 
der  Coordinalenspilze,  und  stellt  man  sich  in  der  Ebene  die  Geraden  SB,  SB',  S B"  und  S 9 , 
8lf,  88*  gezogen  vor,  so  dass  die  Dreiecke  SAB,  SAB',  SAB"  nnd  SA9,  SA9',  SA9" 
dflltolcficn,  welche  siinimtlich  hol  S  rechtwinklig  sind,  SO  llnil  sidi  «Bt  jedem  deiieiben  die 
GMne  des  Alislandes  AS  bestimmen,-  es  ist  nümlich: 

AS=±AB  cos  BAS  =  + AB'cosB' AS=±AB"cosB"AS 
s:±A8c»8A8=±A«'eMe'AS=±Air«Ml>''AS, 

m»  von  den  doppetai  Tenekihen  linner  d^fenige  m  Mhaen  M»  uralehes  AS-io  ehmr  poai- 

tivrn  Züh!  macht.  \tm  sind  otier  die  Grössen  cos  BAS,  cosB'AS,  cosB"AS  und  cus??AS, 
cos  S  A S,  cosS'  AS  steU  positive  Grossen,  weil  die  Winkel  B  A S ,  B  AS,  B"AS  und  S  AS, 
VAS,  9^AS  nie  rtaaqrfe  werden  kdnnen«  nnd  mgleieh  find  die  dni  erstam  KofhMM  nichie 
anders,  als  die  senkrechten  ProJcctioBszahlcn,  welche  die  Richtni^  AS  an  den  Gninduxen  AX,  • 
AX',  AX"  giebt,  nüt  dem  Vorzeichen  4*  Mt^^r  —  genommen,  je  nachdem  die  Stücke  AB,  AB', 
AB*  anf  den  poeittven  oder  negitiven  Seiten  dieeer  Axen  liegen,  d.  h.  je  nachdem  die  Giei-  /  •  r  , 
chungen  (10.  a.}  diese  Stücke  in  positiven  oder  negativen  Zahlen  ausdrUdien;  wihrend  die 
drei  andern  Knsinusc  nichts  anders  sind,  als  die  senkreolilen  Projertionsverhältnisse,  welche  die 
Richtung  AS  an  den  Polaraxen  Ai,  Ai',  Af"  giebt,  mit  dem  Vorzeichen  -\-  oder  —  ge- 
nommen, je  nachdem  die  Stocke  A  9 ,  A  9',  A  0^  auf  den  positiven  oder  negnüven  SoRen  dto> 
fipf  Pohiraxcii  lietron,  d.  h.  je  nachdem  die  Cleichuniren  (10.  b/)  diese  Sliirke  in  positiven  oder 
negati>en  Zalden  gd>en.  Hieraus  folgt,  dass  man  AS  immer  in  einer  positiven  ZaIiI  auage» 
dflkht  e(UR,  wini  man  Ihr  Ai,  AB',  AB^  liire  dnidi  die  Gleichungen  (10.  n.^  gegebenen 

AVerlhe  nnd  /itirlfirli  Htr  die  iiebeti  ihnen  stehenden  Kosinuse  die  senkrerlite  ProjeetionsEahl 
der  Richtung  AS  an  den  Grundaxen  AX,  AX',  AX*,  oder,  wenn  man  tur  AS,  AS',  AS" 
9dw  dnrch  die  CReiehnngen  (10.  b.)  tnd  waf^Mdk  ffk  die  neben  Omen  ilehendMi  Koehnue  die 
senkreckten  Projoctionszahlen  der  Richtung  AS  an  den  Polaraxen  Af ,  A3E',  AX"  setzt.  Nun 
■nd  aber  q,  q',  q"  oder  —  q,  — <(,  — q"  die .«enkreohlen IVoJectionszahlea  der  Richtung  AS 
«a  den  Axea  AX,  AX',  AX",  je  nachdem 'jdia.#nh  4|,  q',  q"  gegetfeae  Ricbtiing  der  A6 
^Uch  uder  -ffßfmlftßf  iiij  driMr  hm*  tMi$ 


AS=±fp|s=±*|=±(p|P. 
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oder  mit  Rückstcbt  auf  die  Gleicbungcn  (4.): 
Cit.«.)  AS  =  +|, 

vro  von  den  doppelten  Voracirhrn  das  obere  oder  nnlero  zu  nohnicn  ist,  je  nachdem  die  Rich- 
tung A  S  mit  der  durch  q ,  q',  q"  gegebenen«  gleich  oder  gegenläufig  iaL  Eitern  so  sind  den 
hn  TOligm  Absohiia»  MiifcHwillen  Gleielmigm  (SS.     nr  Folge  C^,  Cr<,        4to  fMik- 

rcihliii  I'ioj((iion.s/.iihI('ii,  wcirlu'  dio  Richtung  AS  an  den  Polaraxen  AT,  Ai",  AJ*  glebt, 
je  nachdem  die  Richtung  AS  der  durch      q',  q"  gegebenen  gleich  oder  gegenläufig  M;  da» 

AS=±PJ=±P^=±P^ 

oder  mit  RUcluiicht  auf  die  Gk-iiliuiigcii  (4) : 
CM*M  AS  =  ±^, 

wo  von  den  doppelten  Voiv.i'ii  lii  ii  rljis  olu  rt"  oder  untere  m  nelimeii  ist,  je  nachdem  die  Rich- 
tung AS  der  durch  q,  q',  q"  gegebenen  gleich-  udcr  gegenläufig  isL  Da  diese  Bestimmung 
das  T«nciohew  dSt  naloge  von  der  bei  der  fMdtmg  (II.  4l}  fogoheaea  iai;  m  Mfl,  dm, 
wenn  die  Vorzeichen  der  ctimhinirlen  flleiehnngen  gleichartig  sind,  und  in  Folge  dessen  die 
ProjcctionsKabIcn  q ,  q",  q"  und  q ,  if,  q"  aur  eine  und  dieselbe  Richtung  sich  bezichen, 
in  de«  beiden  Gleiclmngen  (II.  a.)  und  (11.  h.)  ein  vnd' Anaribe ▼oraeMien,  daa  obere 
lieh  oder  das  untere,  zu  nplmun  hat,  um  durch  beide  fiir  AS  einen  positiven  Werth  zu  crlial- 
len,  iDid  dass,  wenn  man  in  beiden  entweder  nur  das  obere  oder  nur  dai  untere  Yoneicheo, 
Himmlt,  mm  «na  Jeder  den  Abaland  AS  »t  denuelben  Vomiehfln  +  oder  —  trenehen  oiUlL  . 

HtUpliBirt  man  die  Gleidnmgen  (11.  a.)  und  (11.  h.)  mit  etamdor,  fo  Indel  OMn,  irenn 
*  die  coaiMnirten  GMchnngen  gMdiarifge  Voneidiea  haben: 

"iP  P 

in  weldier  Glciciiung  kciit  doppi.'lle.s  Vurzciciien  mehr  ersciieiol,  weil  unter  der  genMchtfn  Vor« 
«oaietzutig  von  jenen  beiden  entweder  nar  die  obem  oder  nnr  üb  «niem  Vonekhon  genom« 
man  werden  dürfen;  im  Falle  die  Vorzeichen  der  combinirfen  Gleichungen  nicht  gleichartig 
wiren,  mUsste  aber  der  einen  Seite  der  («leichung  (11.  das  \' orzeichen  —  vorgesetzt  wer- 
den. SeM  man  Uenuf  in  dleoe  leWo  Gleiehnng  lUr  dogaan  In  der  GMchug  (9.  b.)  anl- 
haltcnen  Werth,  wie  derselbe  combüditea  Gleiclimnen  mit  gbiclurtigan  Vonaidian  wbtnind, 
so  ninmt  aie  die  folgende  Form  an: 

ißP 

und  man  sieht  leicht  ein,  diiss  diese  Gleichung  wahr  bleibt,  die  Vorreichen  der  combinirten 
Gleichungen  mögen  gleichartig  sein  oder  nicht.  Dem  im  letztem  Falle  erhielte  nah  iwu-  flir 
A8*  den  in  flMeboag  (11.  c)  angezeigten  Werth  ndl  entgegcngeaelMan  ToikefAen  g** 
i;  «ol  tbtt  In  diesem  Falle  zugleich  auch  in  der  Gleiehong  (9.  b.)  das  unlere  Voiw 
tn  genommen  werden  müsstc,  so  eigibe  sich  dir  AS*  ünmer  wieder  der  in  der  Clei- 
(11.  d.^  angezeigte  Werth. 
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Die  in  laufender  Nummer  (fpschehencn  Auswerthnnp^en  <!<»lzon  in  den  SUnd,  die  Stellung 
der  iüteno  sowohl  za  jeder  Grandaxe,  wie  zu  jeder  Pularaxe  des  Courdinateiisyiteaui  (esl2u- 

r  uA  4,  (Ti  iT.  ji^HelMev  KpIfuiiM  .bd4».pil  4«  t«>>A  S 
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90}  Ars  des  BotnchtungeB  4er  v«rigeii  Nwuner  iMsst  sidi  eflii  Mchit  eiofei^  Eetmßh 

•ntnohnion,  ob  conibinirlo  (lU>irhiini;cn  nächste  seien  und  ob  sie  glcichurlige  Vorzcichea 
im  «leb  enlhailen  oder  nicht,  welch«»)  wir  nicht  ausser  AqlU  IwHUjn  durfea,  d)i.hier>oii  der  Ic^cht^ 
and  sickave  Qobrkuch  der  eoadiiiirtat  GlMchuugcn  in  bdieb.tgeii  Goi^dipitflMystcui  ganf 
gar  «bhiflgt.  Es  hit  sich  nüinticli  fn  der  vorigen  Nnoner  henusgestdil,  dsM  oomdiinirte 

Coordinatenspitzc  A  hergeben  md  nrw  ihn  lieide  Male  entweder  als  positive  uder  beide  Mdtf 
als  nceativi'  GrOssc  in  sii-h  tragmv    'dsfs  älit  condriniile  <iWdnngen  sptt  gleickuligen  \otf 

zeichen  unter  allen  Lnislanden  '  •  •"'  ■' 

geben,  wot>ei  man  sicli,  der  in  Mr.  87.  getroffenen  Anoniiniog  gemlsi,  iinter  und  fl  Uos  ^ 
im  den  ffleidumgen  (6.^  tftt  diese  Ciüsae»  sich  ergebenden  posiGven  Wetdn  vonofMMk 

liat,  was  nach  sich  zieht,  dass  und  P  in  conibinirtcn  Gleichungen,  deren  Vorzeichen  gleichartig 
sind,  beide  zujjii'ieh  enUvedcr  positive  oder  neifiilive  Grilssen  liczcichnen.  Weil  aber  bei  po- 
sitiven Wcrthcn  Jq  und  il ,  wie  ui  Nr.  87.  dargelhaii  wurden  isi,  die  Grössen  q ,  q',  q",  d  am 
gieiclieilig  mit  denen  f\  yTi  bD'«!«  die^,  q',  q",  0  mir  gkkteilig  mit  denen 
p",  P  ihr  Vnrzrichen  iindcm,  so  werden  die  aus  den  combinirtni  Gleichungen  hera^i  leitclen  Pn>- 
jectionazahlcn  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  so  lange  einer  und  dersoibeB  Richtung  angohdren  und 
flem  stf  'Folge  Ae  eonMMen  GIcichnngcn  glsiehHlige  YoneidMi- hdnAe^  eis  4b  Werth» 
und  P  entweder  beide  positiv  oder  beide  ne^tiv  bleiben,  wahrend  umgekehrt  durch  diese 
zwei  Grössen,  wetui  die  eine  von  ihnen  positiv,  die  andere  negativ  ist,  angezeigt  wird,  das« 
die  Voneidien  der  coinbiurten  Gleidiungen,  denen  sie  angehören,  oodi  utgleieiHatl|g  sind. 
Hieraus  folgt  nun  Tür  das  Anschreiben  der  eoabiiiMen  GteidhiiBjfen'nit  gteidail^^ 
eben  dio  folgende  Regel: 

„Combinirte  Gleichungen  von  der  Form  ^1.}  luü}en  gleichartige  Vorzeichen,  wenn  man 
sie  so  «uohrdbt,  diss  deren  eine  SeÜn  9  nd  P ,  welche  «He  die  CBieder  in  doli  I»- 
sen,  in  denen  keine  der  unbestimmlen  Courdinaten  vnrhominl.  entweder  beide  posiMvo 
oder  beide  negalite  Weithe  haben;  sind  aber  die  combiiirten  Gleichungen  von  der  Fem 
(3.},  80  iHi  wn  4iA^  Ai  sorgen,  dass  dsssifts  rtm.  dsn^üMssen  pii+p'^-^f-p"«,"  und 

Femer  gehl  aus  der  Gleicbmg  (12.)  hersor,  dass  niichsle  cunibinirte  Gleichungen,  in  welchen 
^  =  H  ist,  auch  ''^  —  V  hal>en,  und  unigchchrt,  dass  zwei  conbinirte  Gleichungen,  in  welchmi- 
ist,  eHeh  .6=H.bfbeii,  sonsch  mdMte  CMnUnf^  .CWriwMnei^  sl^  flierans  fo^  Ar 
das  Britennen  nkhiler  combinirler  Gleiciinngea  die  felgtede  B^x' 

^Coinbinirte  Gleichungen  von  der  Form  (i.)  sind  niichsle,  wenn  man  hv\  deren  Ansclirei- 
ben  dafür  aoigt,  dass  ihre  Seilen  $  and      welahe  alle  Tbei^  eathaltea,.  die  lieiae  ver- 
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inderiiclw  Gooniiiiate  in  ikh  tngvn,  lowohl  der  Grüue  ab  den  Vorzeichen  micb  oinui- 
der  gieiah  nnd  dwr  die  oiMiibinrten  Gleiohnngen  von  der  Wom  (3.},  m  owm  da»* 
Mbe  ia  iM^r  nr«*  4M«flB  |^xk+yX+r>r  u<  F«i+I>^>^  H-P^^  €iiMt 

Mm  sieht  also,  dass  daa  Gleichartiginachcn  der  Vorzuichen  sowoM,  wie  anch  das  Verwandeln 
eombinirter  Gleichnngen  in  nttchste  sicii  immer  litichst  einfach  dadurch  bewerkstelligen  Uast, 
dass  man  eine  von  beiden  mit  einer  Zahl  mulliplizirt,  die  im  ersten  Falle  stets  — f  sein  kann 
nnd  im  andern  Falle  sich  immer  loicht  angeben  lässt.  Auch  kann  man,  wo  es  Vorlheil  bringt, 
das  Verwandeln  ili  r  combinirton  Gleichnngen  in  närhslp  dadurrli  bnwcrkstollijren,  dass  man  jede 
von  ihnen  mit  einer  «iazu  geeigneten  Zahl  muitiplizirt,  un(i  es  lassen  sich  auf  diese  Weise  iin- 
«er  maUäg  viele  f  «an  angcibea. 

91)  Sind  xwd  Ebenen  durch  zvrai  ?9an  eoiiUairter  fiMoInmgm  fcgdwi,  v<w  inefcbai 
da»  eÜM  PMr  entweder  in  der  Form: 

(  F,Jt+»i«'+»»;'a^'=!»J,  nnd  p,n  +  p;m'+F:«"=rP, 

US.       {    «der  in  dw: 

:  ^      (»,C»-30+»SC«'-O+»rC«"-^=0  nnd  NCn-nO+|itC«r-nO+prC«'-i»r3=0 
nnd  eben  ao  dw  andere  Paar  entweder  In  der  Pom: 

pji+pV+p-x^ss»  nnd  pn+pV+p''n''=P 

oder  In  der: 

[j>  C*— xi)  4-  P'C«'— «i)  +  P"  (x"— x;')=0  und  p  Co— «0  +  P'  (u  —  u;j  +  p  (u '— u;'}=0 

M%estdll  aete  bau,  in  wdohen  x ,  x*,  x"  «nd  n ,  u',  u "  die  sddefan  nnd  senbeeMen  Ooor- 

dinaten  irgend  eines  beliebigen  zur  einen  oder  andern  Ebene  gehörigen  Poncles,  x, ,  x|, 
Md  Ol ,  Ui ,  vi'  die  eines  bestimmten  Punctes  in  der  ersten  Ebene  nnd  x, ,  x',,  x','  und  u, ,  , 
nST  die  ejoea  bestimmten  Punctes  in  der  zweiten  Ebene  vorstellen,  die  Übrigen  Zeichen  aber  be> 
lieliig  gegebene  reelle  Grössen  bedeuten,  deren  bcsondo'e  Werthe  die  beaondere  Lafo  der  dardi 

obige  GliMcliun^en  dariri  ■stellten  Ebenen  nn  die  Hand  geben;  stellen  ferner^,  H«  und  H 

die  aus  nachsiehenden  Gleichungen  fiir  sii;  Hich  ergebenden  Werlhe  vor: 

pJ + pi'+  pr+  2  p.  p;  cos  w  +  2  p.  p;  c.»s  w  +  2  p;  p;'cos  W"=  h:  , 

|w+      %f!r+  (I + +  D^'^i'+Cl  +  i)»i«^'=*5 

md 

p'  +  p"  -i-p'"  +.2  p  p'cM  W  +  2  p  p"cos  W'+  2  p'p"cos  W"=  IT, 

wddie  GMcinnigien  denen  (6.)  analog  sind ;  und  lUim  wir  Itterdlesi  noch  die  dnrch  folgende 
iQeifiNnigen  beatlamlen  neuen  GrOMen  ein:' 


C1S>M 


ir^*  f.=*^*'  1;=*  '  H.='^ 

nnd 

|_q,    ^_q  ,   ^  -q  ,   jj  -  1  ,    „  ff  — 
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so  and  dieae  nnir-n,  mit  den  Grundzeichen  ff, ,  q.  und  q  ,  q  versehenen  Grössen  die  combimften 
GkidnugM  mögen  gieiciiartige  Vooeichea  besiteen  oder  nioht,  den  in  Mr.  86.  und  87.  getdielie- 

zweien,  je  nach  den  Gninihnieln^n      und  q,  oder  q  und  q  auf  der  ersten  oder  zweiten 
fnkrechten  Richtung.   Woi  min  der  cpilse  oder  «umpfe  Winkel,  dm  zwei  Ebenen  ■■ 
tnder  BicieB,  dem  ipitMB  oder  atanpfen  WioM  fhkk  M,imS»mi 

benden  Rirhtungen  mit  einander  bilden,  so  ist,  wenn  $  diMe^  liflMB  oiwft 
vinkd  beseichoet,  den  GlnVhnngen  (9.  h.  und  b.)  gemäss: 

C08tf  =  q.q-f- qiq'+a'.'q"    und    cos  ö  —  o  q. q'qi +q"q;',  (M*  «•) 

oder  wenn  uiui  anstatt  der  hier  vorlioininenden  Projectionszahlen  ihre  durch  die  unmittelbar 


c«>s<'=;^(>>.P  +  <'ip'+»>"p")   und    <:ose=-^CVP.  +  Vp,  +  P''tin,  U«>  M 

wobei  man  indessen  nicht  Uberseheo  darf,  dass  der  Winkel  6  in  einer  der  beiden  Gleic-hiinflren 

(14.  a.)  oder  (14.  b.}  der  spilse,  in  der  andern  tileichong  aber  der  stumpfe  NoiguDgäwiukel    **  *  ' 

werden  kann,  weO  diese  lediglich  von  den  n  f ,      qf  nd       4i*  4*       ^  M 

,  qi'  und  q ,  q',  q"  gehürigen  Richlungen  abhängt,  und  jede  von  diesen  unabhängig  von  den 
iUirigen  eine  von  den  zweien  sein  kaiui,  welche  auf  der  Ebene,  aus  deren  Gleichung  ihre  Pro« 

sted,  aenkrachl  steU.  ]liikf|ilhirt  m  dh  bdden 


VM  dhs  dsppsllM  VoneieiMM  dis  sibfln  odet  nulere  yawiwi  werden  bm,  je 

fä  den  beiden  Gleichungen  fi4  b.)  0  einen  und  denselhcn  oder  in  der  einen  den 
it  der  «ndera  den  stumpfen  Winkel  vonustellm  bat,  was  im  Grande  nichts  anders  saft, 
n  in  diefer  leMen  CMeiebnnf  von  den  doppellen  Torielebai  dasjenige  ganawMHi  wadiiB 
wodur«  h  cos'  d  zu  einer  positiven  Zahl  wird.  Wird  das  doppelln  VoMiobaa  m  diesem 
Irtitem  Sinne  genommen,  so  verwandelt  sieb  die  Cabidinm  (14  c.}»  ^"""^  ■■^  «rwügt,  dlis 
der  flkkAnng  (9.  b.)  zur  Folge 

±^.H.=p.p.4-p;p;+p;'p;'  und  +*H=^p+p'p'+»"p" 

ii^  nd  dass  In  jeder  dieser  leMen  beiden  GMdn^reB,  umlAlngig  von  der  andeiii,  dis  time  . 

oder  untere  Vorzeichen  genommen  worden  nuiss,  je  nachdem  die  Projectionszahlen  q»,       ^  ' 
(uxi  <?•>  <l*t  q*  oder  die  q,  q',  q"  und  q,  q',  q"  einer  und  dersdbeo  oder  gerade  entgegen^ 
feseMen  RkMnqgen  sngÄifren,  In  jedem  Firile  gleidmlsi^  in: 

denn  m«n  findet  ^. H, ^ H  =  ()», p,  +  »>; p',  +  p;' p?) p  +  ^)'p'+ p "p" ) >  «f-n"  ^r>v,o\A  q.,  ql, 
q^'  und  q,,  q;,  q;',  als  aach  q,  q',  q"  und  q,  q\  q"  entweder  beide  zugleidi  einerlei  oder 
Mde  Hflrieh  «rtgegengeseMe  BteMniigM  hi  M  Iragm,  in  beiden  FUkn  afeer  wwdon  db 
in  den  zwei  Gleichungen  (14.  a.)  oder  (14.  b.)  erscheinenden  Winke!  8  diesell>en,  WMhilk 
Bun  in  der  GWcbn^g  (14.  e.^  rar  dns  oben  Voixeioben  beibebaiten  duf;  hingegen  findet  nm 
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^,  H,.^H= — (p,p,-|-rlp:; -f  5'' !»n  (  r  p  +  p'p'+ .  wenn  dir  einen  dw  iinirrt«i|^en 
Frojeclion££ahlen  zu  einerlui,  diu  undeni  aber  zu  gerude  entgegi-ngeseizlen  Kiolitungen  gehüren, 

spitzer  und  der  andere  ein  stumpfiT,  weshalb  man  in  drT  Gleichunif  (14.  c.^  nur  das  untere 
VorsekiM;n  beibehalte«  darf,  so  dass  m^n  abse  io  Jedem  Falle  imiaer  auf  die  eioe  in  (ii.  a.} 
mftgAmA  qdahBHg  Miigdttti  nfciL  • 

-  SM  dte  ddeliungrti'fltar  Jede  Ebene  nldiste  combfaiirte,       dann  ^,=£Hg  nnd 

also  auch  H.f),  =  If,  <f)  wird,  ziitrlfirli  aher  anrh  die  licidon  in  drr  vordem  und  liiiitpm  Hlci- 
t,i<  ,  ,    chang  (14.  b.^  mit  6  bezeichneten  Winlul  einander  gleich  werden,  so  foigl  auä  den  zuleUct 
«rwOnleii  OkUtmoffifn  Ib  VeiWndhjiig     ^n^.UnwIaiHie,  ßtut  jtta  H^.=.H.,|^  ist; 

und  das  Gleidisein  dieser  Ausdrlefce  wird  UnMhe,.  dm  «kb.  fie  Gkiduhg  (iSu  in  Jede 
der  iwei' Tonnen  bringen  Ifisst: 

'       CP.P.+ p;p;+p.'p;:3Cpp+p'p+o'y'3  ~~  (p.p.+p;pi+p;KJCppTp'p'+p"p''j  * 

tfird  oüti^Of  ab  lif  ein  nchier  WiiAel,  md  dann,  stehen  dfe  Mden  Ebenen. scdIe- 
Kdit  "anf  enuauler.  ilfees' gaidiidit,  aber,  wem  entweder 

ist,  nnd  jedi"  vnii  diosen  beiden  Gleiehnn^en  ist  srhon  in  der  andern  enlhaKen,  wie  ein  Blick 
auf  die  Gleichungen  (^14.  b.}  zu  erkennen  giebtj  es  trugt  daher  jede  der  Bedingungen  (^iG.) 
*-  '      dne  Kemweiclieii  ier  leeiaedilen  SlaiHny  brfder  Ebenen  gegen  tämmier  ToHsUindig  In  «kfa. 

Wbd  eoi^fsl,  ale»  eeefesj^l,  ao>iit4  clwedar  «dl  eder  iwcIm  raAten  WMtela 
gMeh,  aid'iB  beiden  Füllen  laufen  dii-  rwi-i  diircli  die  Glciehuniren  f13.  a.  und  I) ")  darß-pstell- 
ten  Ebensn  BÜt  einander  pitriüleL  Uiesä  geschieht  aber  im  Allgemeinen,  der  Gleichung  (.15.  a.} 
nr  Feig«,  wenn 

in.m.y     (p,i»,+t»ip;+1tfpO(n  +  P'p'+PT)^(>ip+*'ipH-T»:y0C»^ 

ist,  und  im  FaDc  die  Glekbuagen  bei  jeder  Ebene  nSchate  condünirte  sind,  <  den  Gleicbpig«^ 
(15.  0.)  gemäss,  wenn 

((PoPo+p;p;+prp;')(pp+p'p'H-m=c^p         p'7  . 

 {    oder      "      •  •   • ■ '  ■         '  • 

(c»^p.+p;pi+*'.'p;')(PP+>v+m=cp p.+p'p;+P"pfy  ■ 

•  •     •  •  .  •     •••  /  .     :      I  1  ■    .  ■  ' 

isl,  WO  von  den  letzten  bi'ideii  Gleichungen  eine  \v^s  die  niidorp  sagt  lu  jeder  der  Bediuguur 
«rcn  (17.  H.  imd  b.}  isl  das  Krnnxeichen  iler  parallelen  Lage  zweier  durch  ihre  cunibinirten 
Gleichungen  gegebener  Ebenen  entlmlten.  Auch  lisst  sich  aus  ihnen  ein  anderes  einfacheres 
Veifcnllen  herleiten,  welches  die  CoelTizienten  solcher  Gleichungen  unter  sich  beobachten  nfls- 
scn.  wenn  die  dnreh  sie  dargestellten  KIkih  ii  mit  (  inander  parallel  Innfen  i^ollen.  zu  wel<!liem 
man  jedoch  aal  viU'beqnenerm  Wege  ilurcii  lulgeode  Betrachtungen  hiiigelUhrt  wird,  -  i^ind 
nttnIMi  iwel  Ebenen  panBd  imtlBr.eidi,  -  so  sind  es  .eneh  dh>  M  ihnen  -icnkrecfat- cMiertdaH 
Genulcn.  Sil  wir  i)ni_'i'kelirt  das  Parallelsein  dieser  Geraden  dns  iIm-  Eibcnen  naeh  sirli  zieht; 
daher  ist  das  Keanzeichen  für  das  ParaUebeöi  dieser  Creraden  zugleich  aack  das  Itkr  das  l^a^ 


(II.  b.) 
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rullfisfin  der  beiden  Ebenen.  Es  ist  aber  schon  im  vorig(!n  AbscfanMte  (\r.  31.^  «lurgelhan 
wurden,  iliu>i>  lins  iveonzeicliun  |ianiUcler  Geradeu  «iuna  beklelit,  daSü  die  ikchiefen  oder  Hvmk' 
ndrten  FkvJedioMnddiaii  sweier  fn  diMea  Geraden  Vegtaiae  Blrhlnhpw  n  dan.  ghidhe«  Ana 
unter  sieh  stets  ein  und  diissi'lbe  Verhatloiss  einhatteil.  Midlill  hat  UHUI  4$  KeoittefclMa  der 
parftUelea  Lage  uii:sLTi-r  bi-idet)  Ebenen:  *' 

q,  :  q;  :  q;  =  q  :  q' :  q"    oder   q,  :  q;  ;  q;'  =  q  :  q' :  q  ', 

welAea  akk,  weaa  bhA  aa  dj»  Slalle  disr  FirojaclioBaaalildn  üatC'Obei  ugegebeiMn  Werthe 
aebt,  anek  ao  gebei^  ]ilsit:  ,  .  •    •  ^ 

Da  das  Parallebein  der  Geraden  die  Beding^urigen  (il.  c")  naeh  sicli  zieht  inid  auch  unig-ekehrl 
das  Dasein  dieser  Bedingungen  das  Parallelsein  der  Geraden  zur  Folge  bat,  so  gilt  das  Gleiche 
•och  k'Belitig  der  beiden  Ton  «HS  lM4rai^^  ' 

Es'  litaaC  aM  ans  den  Ponieln  diemr  Nnrnner  leicliil  daa  algvmeine  gegenaeiüge  Verhal- 
len 7\vcier  EfK'fien  aus  der  Bosi'liyfT.'nlieil  ihrer  sie  diirsteHendeu  nhiichnu^ren  erkennen.  Er- 
rulien  näodich.  ihre  Gleichungen  die  Be^nguj^  {J.7.  c.J  nicht,  so,  schneiden  sich  die  beiden 
Ebenen  'bi  ebiör  Gefadeo;  bätlken  aber  dte  Coefofenten  der'Gleiehmigea,'  wednrdi  die  fibeneii* 
gegeben  sind,  die  in  (17.  e.}  austresprochenr  Ei^^i  nschafl,  so  zieht  dicss  nach  sich,  dass  sic^ 
IWet  rocUc  Zahlen  ii  und  r,  von  denen  keine  Null  ist,  angeben  lassen  von  di-r  Art,  dass 

wird,  wodurch  die  Gleichungen  (13.  a.)  der  einen  Ebene  werden:       '  '  ■  •  ■•  . 

^^x+l.'x'+I.V'si:^  und  pu+pV+p"«"=^      •         .      ,  . 

oder  '  ■' 

^^  (.X  —  X.)  4-    (x'  -  x;)  +  p"  (x"  -  xH  =  0  und  p  (u  —  u,~)  -f  p'  (u'  -  u',)  +  p"  (  u"  -  u;')  1=  (  » , 

Je  nachdem  sie  von  der  einen  oder  andern  Fomi  waren.  Vorgleicht  man  diese  niU  den  Glei> 
chu^  1:18.  bk)  d«r  anden  Ib^,  ao  ilehl  anan,  daaa  die  obehi  in  beUen  mBen  atf  ihiCB 

linken  Seilen  völlig  gleiche  Ausdrücke  hal>en  ;  ist  daher  *|'„ -=  r oder  V.—ftV,  So  werden 
beide  sich  nicht  schiifiidende  Ebenen  durdi  eini>  und  dieselbe  ^leicbung  dargestellt,  und  dann 
legen  ate  in  einander;  ist  hingegen  $,^y^<|^  oder  V»^fiP,  kann  hdnPnnct,  wehAer  die  ^  ,  ^. 
Gleichung  der  einen  Ebene  wahr  maftht,,  mgteich  auch  die  der  andern  Ebene  berriedigcn,  die  '*  '  * 
beiden  sich  nicht  schneidenden  Ebenen  liegen  sonach  in  allen  ihren  Puncten  ausser  einander. 
Was  die  nntem  Gloichungon  der  beiden  Ebenen  bptriin,  so  finden  anrh  bei  ihnen  noch  gank 
die  vorigen  Kennzeirlien  statt,  nur  hat  man  in  ilmen  durch  r  \, -|  p'x' -f- V  -^'")  und  P» 
durch  »'(pu,+ ii'u;  +  p"ur),  so  wie  %  durch  px;-|-p'\'4  t"^'''  »"kI  1'  durch  ]i  u,  +  p'u', 4-1»"«'/ 
xn  ersetzen,  so  dass  das  Ineinandcrlicgeu  oder  Ausscrcinandcrlicgen  der  beiden  .sich  niclit  schnei- 
denden Ebenen  bei  dieaea  Ponmi.  dwron  abblngt,  <A  die  AwÄrBcke 

K«.-«.D+»»'W-»o+»''(«r-xb  nnd  pCn,-n,)+y(B;-iiai+i»''cw;:-«r) : 

Hall  Uefern  «der  niiM^ .  /  ,  . 

Uebrigcns  machen  wir  am  Schlüsse  dieses  Parai^raphcn  noch  darauf  aufmerksam,  dass  seine  ^  | 
IkmMI^  einfaojter  gewordan  wfire,  wenn  wir  blos  nfichste  oondwiiito  Gleichuugon  der  £b«^ 
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MO  fai  Aoge  gefust,  «nd  daranf  «einen  Bra  gegründet  hMHen;  es  wäre  indessen  u 
Weife  eine  Seite  der  oombinirtoii  Gleicliiii^eii  oaberiilut  gdilielieo,  woillber  sieh  der 


S.  11. 
Traicr 

•    oder  von  der  andem  Pom 

p,o+Ki'+pC«''=P.  Md  fm+pV+p-o''=P, 

von  denen  jede  einzeln  genommen  eine  Ebene  darstellt,  vomosgesetzt,  dan  Bwn'sich  nnler  des 
in  ihr  vorkommenden  unbestimmten  Coordinaten  x,  x',  tC'  oder  u*  u',  «"  alle  diejenigen  be- 
sondern  Wertiie  denitt,  welche  sie  befriedigen,  ohne  dass  diese  Werihe  ausser  ihr  zugleich 
mch  noch  irgend  einer  andern  Gleichung  zu  genügen  brauchen;  denkt  man  sich  aber  im  Gc- 
■gentlii'ilf  iinliT  x,  x',  x"  ntlcr  u,  u'.  ii"  nur  solche  Wcrthe,  welche  zu  gleicher  Zeil  <lic  bei- 
den obigen  auf  eiuer  Zeile  sieheiulon  Gleichungen  wahr  machen,  so  liat  man  nur  diejenigen 
Pancte  vor  Angen,  wekhe  sowohl  der  eines  wfe  der  »dem  von  den  Mdm  dordi  diese  (Ret- 
rhtinjTr'n  dargestellten  Ebenen  anpji-hörcri  Die  beiden  so  aufgefassten  Gleichungen  stellen  mit- 
hin die  DurchschniUslioie  der  zwei  durch  sie  einzeb  dugesteUleo  Ebenen  dar.  Weil  man  aber 
dMrdi  Jede  Gerede  nf  «ndlUiir  viele  Arten  twei  von  einander  venehiedena  Bbenen  legen  InM^ 
deren  Durchschnitt  sie  ist,  so  sieht  man  gleich  von  vom  herein  ein,  dass  sich  jede  Gerade  auf 
nozahlig  viele  Arten  durch  zwei  auf  die  beschriebene  Art  aufsafassende  Gleichungen,  von  de- 
nen jede  flir  sich  gcnonunen  einer  Ebene  angehört,  dantaibn  IbsL  Um  die  besondere  kei- 
fassong  zweier  Gleichungen,  wobei  man  sich  unter  den  in  ihnen  vorkommenden  unbestimmten 
Coordinnlenzeichen  nur  den  InbegriiT  aller  derjenigen  bcsondem  Werthe  vorstellt,  wodurch  beide 
Gleichungen  zugleich  befriedigt  werden,  auch  schon  ttusserlich  wahrnehmbar  zu  machen,  werden 
wir  iwiMdMn  aie  das  Wirteken  mit  aelnawi  md  aio  ein  €loichMgfpaar  Moua.  60  Iwl 
■MB  abo  bot  CSeidiungen,  die  so 

et».   i  ^^^^ 

|p,x-|-rta'+pfx"=P,    ndl  pn+pV+p-n-tsP 

geschrieben  werden,  unter  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  nur  alle  solche  besondem  Werthe  sich  zu 
denken,  die  beide  auf  derselben  Zeile  stebenden  Gb'ichungcn  gleichzeitig  wahr  machen,  wodurch 
man  dann  zu  aUen  den  l'uncten  tuiigerührl  wird,  111  welchen  sich  die  zwei  Ebenen,  welche  von 
Jane«  GWohnagen,  wenn  man  jada  Ar  liA  unabhängig  von  der  andera  anffüsatt  dargealeilt 
werden,  gegenseitig  durcbdrinjfcn.  Dabei  ist  es,  nach  dem  was  im  vorigen  Paragraphen  erwie- 
sen worden  ist,  gestattet,  an  die  Steile  der  vorstehenden  Gleichungen  auch  die  von  der  folgen- 
den Form  M  aatoan: 

(p,Cu— uO + piCu'—uO  +  Pi'  C""— "i)  =0  mit  p  (u—  u,)  -f  p'  C"'—  «;}  +  P '  =0 , 
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wenn  nur  x, ,  x', ,  x"  und  x, ,  x', ,  x"  oder      if       wi  <  tokke  bMiolHie  Xahr 

kn  beieichnga,  wodurch  die  Gloichungon  .  t 

i>.jc.+»>;x:+p;'.x:'=?.  und  px.  +  p'x;+}>"x,''=*P)  • 

oder  V  .-  (M,  mA 

p.u,-t-p;u;+p;'u:'=p.   und  pu,  +  p'a;+p"u;'  +  p  ) 

wahr  geaiacht  werden,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  nur  x,,  x^,  x^'  und  x,,  x^,  oder 
v,,  nf,  vod  u,,  ui,  oi'  die  CoordiMite«  folAer PliMie  alMl,  wddie  den  dordi  dte  Torden 
und  hintom  auf  erster  oder  zweiler  SeBe  stehenden  Gleichungen  (18.  a.}  dargestellten  Ebenen 
angehören.  In  den  GIcichnngeB  (18.  b.  und  c.}  liann  auch  x,=x,,  xl=}^,  xi'ss]^  oder 
n,  =  u, ,  u,'  =  n^,  u,'=zu.,'  genommen  werden,  d.  h.  man  kann  an  die  Stelle  der  zwei  Poncto, 
wovon  jeder  in  einer  der  beiden  Ebenen  liegt,  auch  nnr  einen  fetzen,  der  in  ihrem  Durrhschntt 
Kegt,  und  diess  werden  wir  in  der  Regel  bei  GleichnigipMven,  «odorcli  eine  Gerade  daige^ 
eteUt  wird,  vorausseUeo.  t      .  ■ 

99)  Um  lam  wmk  den  bekMitai  Befeln  der  Algetan  «w  Jedem  der  (<a  «.  oder  b.) 
vorkommenden  Gleichungspaare  andere  Paare  ableiten,  Mrelche  in  Bezug  auf  die  in  ilitien  vor- 
boeneiwka  unbestinustea  Gr4>«sen  x,  x',  x"  oder  u,  u.',  .a"  völlig  von  dciBS^ca  lahafyi  wie 
dfo  vorilgan  aiMi,  wd  daber  etole  dieeeHie  Cende,  irie  dM  eiile  huur,  dvMelen.  IHeie 
Ifiuft  damit  auf  Eins  hinaus,  dieselbe  Gemdn  iinnier  «Is  den  Durchschnitt  von  zwei  ncueu  Ebe.- 
nen  anzusehen.  Dadurch  aber  wird  ee  mägiidi,  die  eiotelBen  eine  Gerade  darateUendea  Glei- 
diungen  eo  nnmifenien,  duhs  jeüe  von  Ihnen  ionner  nnr  iwd  von  den  Coordhialen  der  dfeear 
Geraden  angchörigcn  Puncto  in  sich  aufnimmt,  wodurch  ihre  Gestuli  eine  einfachere  wird.  EU» 
ninirt  man  mtanlicii  aus  den  zwei  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleicfauogen  (1!^.  a.}  einmal  x, 
ein  ander  Mal  and  ein  drittes  Mal  x",  oder  aas  dea  aaf  xweMer  Zeile  stehendea  einmal  n , 
ein  ander  lU  ^  nd  nüi  tfüM  lU  -m 


oder  >  '   (•••) 

(P'  P.  -  P'.  P  )  n  +  Cp'  P'.'  -  P'.  P")  «"=  P'  P.  -  p;  P , 

Cp"?.-  p;'  p)  « + (p"  p;  -  p;'  pi  u- = p"  p.  -  p;'  p , 

von  welchen  je  zwei  von  denen,  die  Coordinaten  derselben  Art  in  sich  enthalten,  in  Verbindung 
mit  einander  wieder  dieselbe  Gerade  wie  die  frühem  Paaro  darstellen.  Die  gleiche  Behandlung 
der  in  (18.  b.)  stehenden  Gleicfaungapaare,  in  welchen  man  x,  =  x, ,  x!=xi,  x|— xi'  und 
■ni  =  n, ,  n;=:ni,  u"=n"  sein  lässt,  führt  eben  so  zu  je  drei  Gleichungen,  die  sich  aus  den' 
■vorigen  ergeben,  wenn  man  x — x, ,  x' — x|,  x" — x|'  an  die  Steile  voux,  x',  x"  oder  u  —  U|, 
li'.^n^v       <  eil  dte  SMIb  v«n«,  tf,     nnd  a^jMeb  Ndl  «•  din  «Mb  dn>  neMen  Sei. 

ten  in  allen  den  Gleichungen  (190  setzt  Auch  kann  man  diese  letztem  Formen  aus  denen 
(19.^  ganz  so  ableiten,  wie  in  Nr.  66.  die  Gleichungen  (3.}  aus  denen  (^i.)  hergeleitet  worden 


Hfofbei  darf  oan  jedoch  nicht  ttborsehen,  dass  zur  Möglichkeit  der  vorgeschriebenen  Eli- 
«rfordoit  ,yiMr  dfift  in  keiRe»  der.  beiden  CjM^lMUtgen  der  Coeliwent,  welcher  der 
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EU  eliiiinirenden  CfAwe  angehört,  null  m-'i,  weil  man  dadurch  zu  der  Einsicht  ^oiangt,  d»m 
manchmal  ztret  von  den  drri  in  (l^)  »uriTfsiclIton  Formen  einer  jeden  Art  in  einander  Ubei^ 
gehea  oder  auch  eine  davon  ganz  vei-!«clnvindcn  kann.  Wür«  z.  B.  in  den  Gleichunjren 
p,=:0,  so  rcduzirti*  sii-li  die  orstc  der  (ilriihun^i-n  (\^.~)  auf  die  \t>rilcro  in  <t<Iim-  Zeile  .ste- 
hende (^18.  a.},  wenn  nicht  auch  ))=U  ist,  in  welchem  Felle  sie  gant  verloren  ginge;  wäre 
fiber  in  jenen  Gleidnqgen  noch  «UMcrden  ipi=0j  so  da»  die  obere  vordere  etgeallidi 
x"—  «;in',  vii  riMliizirti  M  sich  dir  beiden  ersten  Gkiiluin,nMi  (  !?*.")  auf  diese  eine,  wenn 
nidit  etwa  auch  uucb  f  =:U  oder  1|>'=Ü  wäre,  wo  dann  eine  Ucrädben  völlig  verüchwiiiden 
wttrde.  ffierana  erhelet,  das«,  wenn  man  Mos  awei  von  den  Glieiekungen  (^Itt.)  den  Belracb- 
lungen  zu  Gruud  legen  will,  diess  mit  Vorsicht  geschehen  niiisse,  damit  nicht  etwa  die  beiden 
gewählten  Gleichungen  nur  eine  einzige  in  sich  cnlbalteOi  in  welcliew  Falle  sie  die  Gerade  niclit 
nehr  darzustellen  vermdohteo. 

94}  Zuvörderst  machen  wir  nun  darauT  aoTmerfcsam,  dass  jedes  aus  den  Gleichiuigeii  (19.) 
entnommene  Paar  von  jeder  Art,  falls  es  in  der  Thal  den  Durclis«hiitill  iweier  sich  sdtneiden- 
der  Elienen  in  sirh  Iriijrt  oder  eine  Gerade  darsteill,  sich  jederzeit  so  umgestallen  li(ssl,  dass 
die  zwei  allgemeinen  Coordinaten,  von  denen  immer  nur  die  eine  in  jeder  Gleichung  dieses 
Tun  enfhanen  einm  und  denMAen  von  Null  versoUedenen  Coeflrienlea'  m-Ma  tragen. 
Sidit  nMifch 

a"x'-f-aV=A    mit    b"x  +  bx"=ß 

oder. 

c"u'+  e'u"=  G   mit    d"u  +  d  u"=  D 

ein  solches  den  Gleichungen  ^19.}  entnommenes  Paar  von  der  einen  oder  andern  Art  vor,  und 
ist  keiner  von  den  in  ihm  vorinannenden  Goefiaienlen  m"  and  V  odar  cT  nnd  d",'  wekhe  bei 

den  zwei  nnbeslimmten  Coordinaten  stehen,  von  welchoj  die  eine  blos  in  der  vordem  und  nicht 
in  der  hintern,  die  andere  dagegen  blos  in  der  hintern  und  nicht  in  der  vordem  Gleichung 
vwkomuii,  null,  so  kann  »an  stete,  dmie  bdtttditen'  M  inllsaen,  die  Natnr  der  beiden  Gleidnnh* 

gen  zu  vcründern,  die  vordere,  je  nachdem  man  die  obem  oder  untern  Gh-ichungen  vor  Au- 
gen hat,  mit  b"  oder  d",  die  binltve  mit  a"  oder  c"  mullipliziren,  und  erhält  dann  ein  Giei- 
chnngspaar,  welches  mit  dem  vorigen  völlig  gleichen  Inhalt  hat,  in  dem  aber,  wie  verlangt 
wurde,  die  zu  x'  und  x  oder  u'  und  u  gebdrigen  CoefllzientcM)  einnnder  gleich  geworden  sind, 
ohne  jedoch  null  zu  sein.  Ist  aber  einer  von  den  beiden  Coellizienlen  a"  und  h"  oder  v"  und 
d"  null,  wir  wollen  anoehnen,  dass  a"=0  oder  c"=p  sei,  so  verwandeln  sich  die  vordem 
der  vorsiebenden  Oeiebangen  in: 

Vx"=A  9dar  <^a''=:C,  . 

und  es  kann  in  dirseti  weder  a'— 0  noch  c'=0  sein,  weil  ausserdem  diese  vordere  Gleichung 
'  nichts  sagend  würde  und  dadurch  zu  vorstehen  gäbe,  dass  unserer  Voranssetzung  entgegen  das 
■oMgo  GWehangspasr  kaino  -Gemdo  in  «idi  enihtit  Seilt  omu  den  ans  der  so  gefonnlan  vnv- 
^em  Gleidmng  IHr  xf?  oder  «T  absh  eigobenden  WeMh.in  4h  hfcriera  giaiebintigo  Glaiohnlig 
ein,  so  wird  diese: 

b"x=B  — -,A  oder  d'nzziD  — -,C,  ■' '    '  ' 

*i\   ..         .  ..         0'.  .  .  . 

nnd  es  k;!nn  mrh  in  diesen  weder  b"^=0  noch  d"=rO  sein,  weil  nusserdetn  nns  dem  so  eben 
angegebenen  Grunde  das  G)ei«hung^aar,  aaserer  Vonnssetzong  entgegen,  kein«  Gerade  in 
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ddicrifeMta.  Mm  Wt  toiiMli     twjgwi  &äiAmgimiitfmn  Je»  ia  dtot 

a'«"=A  mit  Vx^B-^^.A 

c'u"=  C    mit    (i"u=  D  —  -.  C 

venraodelt,  in  derea  einem  weder  a'rsO  noch  b  '=0,  und  in  deren  anderin  weder  v=0  mich 
d^s:0  Mia  haan,  ^bcr  kann  «an  wiedar  auf  die  vorige  Weiie  dunli  Malliplieatfon  der  top* 

dem  CSleichung  inlt  h"  oder  d",  je  nachdem  iiikii  das  ohcn-  oilor  untere  Paar  vor  Auffon  hal, 
der  Untern  Gleichung  mit  a'  oder  o'  es  dahin  bringen ,  dass  die  CoelTuientcn  von  x"  und  x 
oder  von  tf  und  n  die  gleichen  werden;  es  sind  aber  diese  Coordinaten  die  zwei,  wiewohl 
nkht  mehr  die  gleichen  wie  vorhin,  von  denen  jede  iminiT  mir  in  einer  Gloiciumjr  des  Paares 
zum  Vorschein  kommt,  so  dass  man  also  wie  vorher  das  gleiche  vorgoslcckle  Ziel  erreicht  hat 
In  diesem  besondem  Falle  sind  die  Coefluieolen  derjenigen  unbestimmten  Coordinale,  welche 
in  jeder  Gleichung  des  erhaltenen  Paares  npi  Tondicin  kommt,  beide  zugleich  null  geworden. 
Ganz  so  litssl  sich  dasselbe  Ziel  erreichen,  wenn  entweder  b"=0  oder  d  'rrü  in  dem  anHing- 
licb  vorhandenen  Gleichungspaare  wäre,  mid  da  nie  zu  gleicher  Zeil  a"==0  und  b"=:0  oder 
e"=:0  nd  d*=0  sein  kam,  «eil  in  diearai  Fdto,  onsenr  ▼onmnMltonif  'eBlBegen,  das  go- 

gehiiic  Cli  ichungspaar  keine  (JiTade  in  sich  enlhii'Üi- ,  so  folfrl  hi  der  Thal,  dass  in  allen 
Fällen,  wo  das  gegebene  Gleicbungspaar  wirklich  eine  Gerade  darstellt,  es 
lainier  anf  die  Form  gebracht  werden  kann,  wo  die  swei  allyemolneA  Coordi- 
naten,  von  denen  iiiinu  r  nur  eine  in  jeder  Gleichung  doe  PaarOi  VOrkonml,  ol« 
■orlei  Coeffizianten  haben,  der  nie  null  sein  kann. 

Dieser  Betrachtung  genisa  werden  wir  von  jettt  an  stets  iwiMiMlMn,  dasi  daijeniige  <  ■ 
Pmir  von  Gleichungen  dem  wir  die  DiirstiHuiii^  von  Gendw  tkertngnn,  zuvor  auf  4io 

Form  gebracht  worden  sei,  wobei  keiner  von  den  Coeffizientcn ,  die  in  den  zwei  Gleichungen 
des  Paares  verschiedenen  unbestimmten  Coordinalen  angehören,  noll  ist,  in  welchem  Falle  man 
Coefizienten  immer  einander  gleich  werden  hissen  kann.  Diese  Form  des  Glei- 
»res  hat  den  Vorthoil,  dass  von  ihm  nolhwcndigcrweise  inuner  eine  Gerade  dargestellt 
wird,  denn  es  liefert,  wenn  man  der  dritten  CoonÜnate  tilgend  einen  Werth  beilegt,  Tür  die 
zwei,  deren  Ceenzieaten  etnaader  gleich  and  von  NnD  veraehieden  find,  lanner  vMllg  bestinunte 
endliche  M'erllii',  und  rnihiilt  hIso  ohno  Aiisn:ihiiii'  eino  Reihe  von  Puncten  in  sich,  die  den  bei*' 
den  durch  die  einzelnen  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  gemein  sind;  es  stellt. sonach  die 
Gerade  \w,  In  welcher  sich  diese  beiden  Ebenen  schneiden.  Durch  dieses  IGHel  eriulten  wir 
deinnarh  aus  den  Gleichungen  (1^0  i>*n'>er  Gleichungspaarc  von  einor  der  drei  folgeiHien  For- 
men, im  Falle  die  Gleichungen  schiefe  Coordinaten  in  sich  tragen: 

p  x' — p'x  =1»"   mit   p  x"— p"x  =P',  i 

»'x—px-rsF*  aft  p  x'-p  x=P,!  

pV— p'x'ssP    nH  pTr— pjTsrP',) 
nd  im  FUHe  dfe  Gteiehongen  senkrechte  Coordinalen  in  sich  tragen : 

y  B*—  i^'u  =        mit   p  u"-  p"u  =  ^4?',  1 

p'u  — pu'  =  '4J"    mit   j)'u"— p'V  =   r  •   !•••*.> 

p"tt'—  p'u  "==:  $    mit  p"«  —  p  u  "=  tlT, ) 
L  11 
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wo  wir  die  Bezeichnung  so  gewühlt  haben,  dus  die  e weiten  Formen  «vs  den  ersten  durch 
eine  Vertauschung  der  ersten  Art,  und  die  dritten  aus  de«  ersten  durch  eine  Vertausckong  der 
nreÜMi  Art  kenrofgehen. 

Wird  eine  Gerade  dorch  eines  der  in  (20.  a.)  oder  (20.  h.')  aufi^cstellton  Gleichungspaare 
gegeben,  und  denkt  man  sich  unter  x, ,  x',,  x"  oder  unter  u, ,  u|,  u"  die  schieren  oder  senk- 
rechten Coordinalen  von  einem  besthmnien  Puncte  der  Geraden,  so  dass  also  die  beslimnlea 
Werthe  x, ,  x,' ,  xT»  je  nackdem  die  Gerade  durch  du  enie,  wreMB  oder  dritte  in  (lOl  e.)  sto- 
hende  GUchntgapaar  gef^ben  ist,  das  Gleichungspaar 

!p  xl  — p'x,  =  P"  mit  p  x" — p".x,  =  P'  oder 
p'x,  —  pxI  =  P"  mit  p'.xi' — p".\;  =  P  oder 
p"x',  —  p'v'=:P     mit    |>"\,  -p\r=r' 

erfüllen  müssen,  oder  u, ,  u,',  u',',  je  nachdem  die  Gerade  durcii  das  erste,  zweite  oder  dritte 
in  (Ml  b.)  atafaende  GleiekimgaiMir  gegdiea  iat«  te  OMdnugspewr 

ef— mit  |t  «T— »"ii.=V^  «der 

»'a,-Va;=r  Bü  r«r-1>''ii:=V  oder 

wahr  machen,  so  verwandeln  sich  die  Fonnen  (20.  u  ")  und  (  20  d.},  \\,-m  man  VOR  dCMelboi 

die  (21.  8.)  und  (21.  b.j,  welche  aus  ihnen  henorciuangi'u  .siml,  ubziclit,  in: 

i  p  (.x'— x;)  — p'(x  —  x,)=rO    mit    p  (.x"— x,")  -p"(x  —  x,)=;ü, 

Cm^  «.>   )  p'  (x — x.) — p  (x'  —  x;) = 0  mit  p'  (x"—  x;')  —  p"  (x'  —  x;) = o , 

rp"Cx'-xQ-p'(x"-x;')=0  mit  p  (x  _x.)-p  (x"-*r3=o, 
mm  dn  QeJekmgapaar  eeklele  Coovdimleii  in  ikli  trügt,  und  in: 

/V  (u'-oO-V'(tt-«0=0  »tt  ip  C«"-«'n-V"C«-uO=0, 

Cfl«*».l   ]»'(•— ni)—^^C«'-«:)=0       l^H«"—«!') 0=0, 

(^>''C»-0-»'(«"-0=©  ■*       -«.)-p  («"-0=0» 

wenn  das  CSMchnngapiar  aenkrechle  CoonKoalen  in  aidi  nfninnnt;  and  diese  nenen  Fonnen 

(22.  n  ")  oder  (22.  h.")  be.silzen  wieder  die  Eij^enschufl,  duss  sich  die  /\v<'iten  und  drillen  aus 
den  ersten  durch  eiuc  Vcrtauschuilg  der  ersten  und  zweiten  Art  heriiulen  lasseiL  Was  die  Auf- 
sncfcong  der  bestinnnlen  Werihe  x,,  x?,  x^  oder  u,,  a;,  n^  anlangt,  so  wird  nun  sogleteh 
gewahr,  da.ss  iiiiui  ln  i  ji'irlicliiT  di-r  in  (2).  oder  (21.  Ii.")  \orkonuiienden  Foi-nun  denje- 
nigen dieser  Werthe,  der  in  den  beiden  Gleichungen  des  Paares  vorkonunt,  ohne  Ausnaiune 
ganz  nach  Gefallen  wiblen  kann,  vnd  dann  immer  noch  ans  diesen  Gieiekmgen  für  die  iwei 
flbrigcn  völlig  bestimmte  endliche  Werihe  erliält.  In  dem  l>esondern  Falle,  wo  die  Gerade  durch 
die  Coordinatenspilze  hindurch  <,^ehl,  iiiUssen  die  sie  darsleilenden  (lleichungspaarc  von  solcher 
Art  sein,  dass  sie  durch  x=:0,  ,\'=0,  .x"=0  oder  u  =  0,  u'=ü.  u"=0  herriedigl  werden, 
und  da  man  in  diesem  besondem  Falle  diesen  l>eslimHiten  Punct  zu  dem  machen  kann,  dessen 
Coordinaten  wir  voHiin  diin-li  \, .  .  \','  oder  u, ,  u^,  0^'  bcateicknet  kaben,  so  kann  nun  in 
diesem  Falle  den  Gleichungen  (22.  «lJ  die  Form. 
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IfiS 


px'— p'x=0  mit  px "— p"«=z30,  p'x-px'=dO  ntt  p*«"— p'VsrÖ,  p"x'~p'x"=0  «dl  ^Tx-fst^  inm,  ik) 
(Mter  deni'M  (22.  h.)  dit»  Form 

l>u' — l>'u=-<i  Hill  pu  "  -  p"ir  ..<) .  VII  -pir=.-i:)  Hill  r'u' --p"«'=(),  p"ir— p'u"=0  mit  p"u— pu"=l)    («t.  b.) 

geben,  und  eben  diese  üeslalteo  nehmen  in  dem  gleichen  Falle  auch  die  Gleichungen  (^20.  a.} 
«nd  (20.  b.")      «dl  der  üuMlwril,  dMf  dfow  CMdnmgfen  In  der  geyenwMrtliteii  VovNSMinnf 

bnfriodijjt  wonlrn  tniisscn.  ^^rnn  man  \,  \',  \"  oiicr  u,  ii',  w"  siinimtiit  h  null  sein  lilsst.  narh 
sich  zieht,  dass  ia  diesem  besondem  Falle  die  Grössen  P,  P',  P"  oder  ^,  jederzeit 
▼«ndtwindea  ■Onen.  Umgekehrt  glebl  ein  Gleidioni^ar  von  einer  im  in  (23.  h.)  oder 
(23.  b.}  angegebenen  Ftirmcn  sIeU  zu  erkennen,  ilsss  die  liurrh  et  dogestellte  Gerade  durch 
die  Coordinatenspitzc  A  hindurchgehl,  weil  »eine  beiden  Gleichungen  jedesmal  befiriedigt  wer- 
den, wenn  man  x=0,  x'=0,  x"=0  oder  u=:0,  u'=:0,  u"=0  sein  lilsst 

95}  Jedes  von  den  in  (22.  oder  (22.  b.}  aufgestcUlcn  GIcichuiigspaaren  lässl  sich  un- 
miHelbar,  ud  deiweyen  nnek  Jedet  der  in  (9a  n.)  odar  (m.  k)  ndjiwlalllen  ailtcibnr  anf 
die  Foni: 

X— X,  :  x'— :  x"— x;'=  p  ;  [<  :  p"  («j.  «.) 

oder  anf  die  Fonn: 

U  — 0,  :  u'^u;  :  b"— u;'=  J>  :        p"  (t4. 

bringen.  Da  nun  x,  x"  die  schieren  oder  u,  n',  u"  die  senkrechten  Goonttnalen  von  ir- 
gend einem  beliebigen  Puncte  der  Geraden  vorstellen  und  x. ,  x| ,  x,"  die  schieren  oder  u, ,  ui , 

ui'  die  senkrechten  von  einem  bestiiniiiton  Puiu  tf  derselben  Ganden,  so  smd,  falls  diese  heidcn 

Puncto  von  einander  verschieden  sind,  und  in  einer  Enlfernnng  von  einander  liefen,  die  nicht 

null  i^l  und  diu  wir  durch  r  bezeichnen  «ollen,  dem  im  vorigen  ALscIuiille  (.Nr.  14. J  Gesag- 

X  —  X,   x'— x;    x" — X,"  ,.      ,    ,       .     u  — u,    u'— u;   u"— u,'  .       ,  , 

teil  gernii.ss,   ,   ,    die  schielen  oder   ,   ,  die  seiikrerh- 

r  r  r  r  r  r 

ten  ProjccUonszaldcn  der  von  dem  zweiten  nach  dem  ersten  Puncto  hinzielenden  in  dieser  Ge- 
raden liegenden  Richhng;  bezeidmet  man  daher  diene  FrojecäpiHiUea,  wenn  ea  die  acUefeft 

sind,  diireh  q .  q',  q"  utid  dureh  i] ,  q',  <(',  wontt  es  di«  MniwecUcn  «ind,  «>  gdil  ans  den 
Gleichungen  (24.  a.}  und  (24.  h.)  hervor,  dans 

q  :  q  :  q"=  p  ;  p':  p"   oder  <|  ;  <j  (|"=  p  :  ^'t  » "  .€•••> 

iat.  Es  irelien  .sonach  <)ie  Coefllzienlen  von  einem,  in  einer  der  Formen  (20.^  oder  (22)  pe- 
gabenen  GIcichungspaare  die  VerhtiltniNse  an  die  Hand,  welche  die  schiefen  oder  scukrcchten 
PlroJeellnMBählen  vnn  einer  Richtung,  die  mit  der  dnrdi  diese  Formen  gegebenen  Geraden  zn- 
BunmconiUt,  unter  sich  einhalten,  und  da  der  erste  Punct  eben  so  gut  auf  der  einen  wie  auf 
der  nndem  Seit^  vam  swoiton  Puncte  liegen  kann,  so  sieht  man  adH«  amn  Voraua  ein,  dasa 
die  Richtung,  woranf  aleh  diese  ProjeclionszaUefl  beziehen,  sowohl  dia  eine  wie  die  andere 
von  den  zwei  geganMalgen,  mit  der  Geraden  parallelen  sein  kann.  Umgekehrt  gehl  hiemui 
Mich  hervor,  dnss  man  zu  dem,  eine  (ierade  von  hekaniiler  Riehtun?  darstellenden  GIcichungs- 
paare gelangt,  wenn  man  in  die  Formen  (2U.  ».)  oder  (22.  a.j  für  p ,  p',  p"  drei  Zahlen  setzt, 
die  fleh  za  iiinandar  variuftan  wie  die  achiefcu  ProJaeUonaariUea  der  bcfeannlen  Richtai^,  oder 
in  die  Formen  (20.  b.)  oder  (22.  b.)  Dir  if^  )>"  drei  Zahlen,  dte  afck  tu  einnnder  Tailnlien 
wie  die  senitrechten  ProjectionszaUen  der  babauitcn  Richtung. 

%\* 
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Im  vorige«  Abschaitte  (lir.  32.}  haben  wir  gexeigt,  wie  sich  die  schiefen  sowohl  al«  die 
ioikrachtai  PkojectioanaUeR  einer  RJditmig  flndeii  lauen,  wenn  ihm  «fo  Vciliiiltaiiiie  kein^ 
wdcbe  dieso  Pn)jerli()nszahl(*n  unter  sirh  cinlialten,  wir  können  sonach  uus  den  CoeSitteoleil 
diMf ,  in  einer  der  genannlen  Formen  ge^fcbenen  GIeii-huiigspa»ros  die  Projectiomiahlen  der 
in  der  Geraden,  wekbe  dnick  dwsee  @ekhungspRRr  dtirgcstellt  wird,  liegenden  Kellnng  finden, 
womit  dann  diese  Richtung  selbst  gerunden  ist.  Sucht  man  nämlich  nach  Anleitung  der  im  vo- 
rigen Abschnitte  gegebenen  Gleichungen  (55.  ».}  und  (55.  b.)  aus  den  Coefllzienlen  p ,  p',  p" 
oder  p  y  )>',      des  gegebenen  GIcicbungspiMrs  die  Zahl  H  oder  ^  von  der  Jk'scbairenbeit  auf, 

+ F'* + P*^ + »  P      W + 2  p  f"«o»  W'+ «  p'p"««  ir=  IP 

oder 

iit,  so  Int  nan  den  dort  gegiebenen  Erttrterungen  fenrita: 
CM.».)     .  q^zfj,   ,,'=^,  q"=L'  oder  q'=|,  q"=^  • 

Ans  den  Gleichungen  (26.  a.)  ergeben. sicli  Ittr  H  oder  ^  twei  gleiebe  und  entgegengesellte 

Werdie,  in  deren  Folge  man  auch  aus  den  Gleichungen  (26.  b.)  Tür  q ,  q",  q"  oder  q ,  q',  (f" 
iwei  Reihen  von  Werthen  erhält,  von  welchen  die  der  ehien  Reihe  denen  der  andern  ReOie 
gleich  nnd  entgegengesetzt  sind,  wodurch  man  eben  anr  die  beiden  gegenlüurigcn  in  der  6e« 
nden  liegenden  Richtungen  hingeftthrt  wird. 

OR")  Alles  bisher  (IcsniTte  bleibt  ebeniiiiissiL'^  ^^il!lr,  liic  (lenide  mag  bb)s  dinrh  ein  Glei- 
chungspaar,  in  welchem  schiefe  Coordinatcn  Mirkoniiuen,  oder  blos  durch  ein  Gleicliuiigspaar, 
in  den  senitrechle  OoenÜnateh  voriunnmen,  oder  nudi  dardt  swei  Caeklnagspaare  gegeben  sein, 

von  dfiKMt  tias  eine  Schiefe,  das  amlere  st'tikrcchlc  rduriHiütlcn  «Irr  l'tiiicle  in  sich  trägt.  Von 
jetzt  an  werden  wir  uns  aber  die  Gerade  stets  durch  zwei  Gleichuiigspaare,  von  denen  das 
efaie  seUefe,  das  andere  setdnreebte  Coonünaten  der  Ponete  hi  sieh  anihimmf,  gegeben  vorrtd- 
ien  und  diess  «Indurch  imileiiti'n,  ilnss  >\ir  snü:cn,  <lie  Gerade  sei  dunli  cumbinirte  Giei- 
cliangspaare  gegeben,  wobei  wir  immer  voraussetzen,  dass  jedes  der  beiden  comlxnirten 
Gleichungspaare  auf  eine  der  in  (20.)  oder  (22.)  niedergelegten  Poimen  gebracht  worden  sei, 
weil  man  nur  80  sicher  sein  luinn,  dass  durch  sie  in  der  Tliat  eine  Gerade  dargestellt  Mrird 
Die  Coefluienlen  von  soidMn  condiinirten  Glcichungsiwaren  stehen  in  einer  gewissen  Abliängig- 
lieit  von  einander,  die  wfar  jclzt  nKher  kennen  lernen  %roUen.  Da  jedes  einzelne  von  zwei  com- 
binirten  Gleichungs|)aarcn  eine  und  dieselbe  Gerade  darstellt,  so  muss  man,  weim  man  aus  dem 
einen  die  schieren  Projcclioiisziililcii  <] .  if.  q"  millelsl  der  Mndcni  (iieichungen  (  2t).  Ii,")  fiir 
einen  der  zwei  durcli  die  obere  Gleichung  (2U.  u.)  gegebeneu  \V  erUic  von  U ,  und  ous  der 
andern  die  senhrediten  Projeeüonssahlen  q,  q',  q"  ndtlelst  der  Unlem  GWobnngcn  (96L  h.} 

Dir  einen  der  zwei  durch  die  untere  (ili  irluiiii,'  (2(i.  a.)  gegelu-iieii  Werthe  yon  ^  aufsucht, 
nodiwendig  ia  beiden  Kalleu  auf  eine  in  der  Geraden  liegende  oder  doch  mit  ihr  parailcie  Rich- 
tung hingeftthrt  werden,  aber  diese  beiden  Richlongion  werden  dben  sowoU  parsHele  und  gleieb« 
lüuflgi',  als  parallele  und  gegenläuflge  werden  Itöuneu.  Im  ersten  Falle,  wo  die  ircfundeiien 
Projectionssalilen  q ,  q',  q"  und  q ,  q',  q"  einer  nnd  derselben  Richtung  angehören-,  iodcl  xwi- 
flchen  ihnen  die  BiditnngsgleidHuig 
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statt,  weiche,  wenn  man  an  die  Sidle  der  Projectionsxahlen  ihre  darrh  die  Gleichung  (26.  b.} 
gcgehenea  Weriha  seM,  lidi  verwandelt  tat 

H^  =  pp  +  p>'+|»>'';  (•«.•.) 

in  aadani  Frile,  wo  die  PreJeelirwMaaMan         if  mi  tfy     «T  panlleleii  aber  gegMltaQgMi 

Bichliinfen  an{|reli(iren,  entsprechen  dann  die  q,  ij',  ri"  timl  die  o.  —  ci'.  -q"  oder  auch 
die  —  q ,  —  q',  —  q"  und  die  q  ,  q',  q"  einer  und  derseUiefi  ttichtuag,  weahaU»  die  Bichtungs- 
ffleichin^  in  diecen  beiden  Fiflica 

flebt,  woHNH  man  adt  Znaichany  der  Gleichungen  (26.  b.)  findet: 

im  erstco  Falle,  wo  die  Gleichung  (27.  a.}  statt  bat,  ist  den  im  ersten  AbsdiniUe  erwic- 
aenen  deicbungün  (12.}  und  (47.  a.}  zur  Folge: 

«sq+tfoofW+^eoair,   ^qcMYf  +  ^-^^eatW,  <'=<|«oair+<eeaW*+q" 
and 

e  q  =  S( q  +  ?l  q  +  !?i'  q      Q',  q'=  %  q  +     q'+  SSiV,    (S;'q  '=     q  -f-  %  q'+  Vll  q", 
welche  mit  Zuziehung  der  in  (26.  b.}  gcgchenen  Relaiiunon  die  nachstehemle  Fonn  uiineiiiiit'ii: 

|p=p+p'co«W+p''caaW',  ^-p'=:pcoaW+p'+p"coiW",  |p"=pcoiW+p'coaW"+p"^ 

•nd  .\  CM.«.) 

IttprsÄp+rp'+rp-,  |«p'=a.p+i;p'+a:T,  f«rp''=«.p+r.p'+a;rj\ 

in  andern  FaOo  hingegen,  wo  die  Gleidinng  (27.  b.)  alatt  bat,  treten  an  dh>  Sieüe  der  Gld- 
cbnngen  (28.  a.)  andere,  die  man  aus  diesen  erhült,  wenn  man  — q,  — lllr      4*«  ^  - 

oder  — -<|,  — q',  — q"  fiir  q,  q',  q"  s<'tzt;  diese  wenlen  daher: 

— q=q+ q'cosW  +  q  cos  W,  —  q'=q  cos\V+  q'+  q'  cosW",  —  q"=  q  coaW'+  q'cos  W"+  q" 
nnd 

-«q=aq+a'q-+rq'',  ~a:q'=a,q+a;(r+«rq-,  -«rqr=«,q+«;q'+«rq'', 

woraue  nan  nülelat  der  Gleidnngen  (M.  b.)  ihidel: 

-|p=H-p'«mW+p"cosW,  -^r=pcoaW+p'+p''co«W",  -|p"=»co«W+p'coaW+P") 

Up + a'p'+  ry,  -  f  (5y=  «,v  +  ?i;v  +  w,y,  -    c<;p"=  3(,p  +  ?i;v.\ 

Die  Gli'icliuiiui'ti  (2H.  a.^  und  (2N  b.)  eiitiiiilteii  die  nrlictimnn  in  sicli,  weidie  zwisilien  tleu 
Coellizientcii  von  condiinirten  Gleichungspaarcu  statt  luti>eu  und  zeigen,  dass  das  Vorzeichen  ih- 
rar  «iM»  Seiten  nnl  i  II  i  I  bleibt,  wie  nnob  M  doMn  (27.  «.)  nnd  (27.  k> 

Die  rii!n-slimnilheil  der  Vorzeichen  auf  den  einen  Seilen  der  Mirsteheiideii  Gleirliiiiijreii  ist 
da,  wo  man  sich  der  couibinirten  tileictuingspaare  zur  Darstellung  einer  Ueradeu  bedient,  liislig, 
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wesbaUt  wir,  wie  schon  bei  der  Ebene  geschehen  ist,  die  MiUol,  sie  aus  dem  Weg  zu  räiUDea» 
mgdMn  werden.  Mtchen  wir  ea  uns  rnr  Regol,  von  den  zweierlei  fiir  H  oder  ^  aus  des 
Gleiehniicen  (26.  a.)  üidi  cnrcbenden  Wertlieii  stets  nur  denjet)iij:ou  zu  nvlimcn,  der  durch  eine 
po>iliM>  Zahl  misircsprorhen  wird,  so  nehim-n  die  millclsl  der  (ll(>irhungon  (2ß.  b.)  Tür  q,  (]',  q" 
und  q ,  q',  q '  aulgeäuclitcn  Zalilen  bczUglicli  da^tselbe  Yurzeichcn  in  sich  auf,  wie  die,  ivodurch 
«eGocHenlM  r ,  pT,  p*  wd  ^j"  gegeben  iM.  Da  mb  im  die Vonefchoi der  alwnl- 
licbcn  Glieder  in  einem  (Ileirhiintjspaare  unbesrhndet  seines  Inhalts  umkehren  durr,  nnd  dicss 
nichts  anders  heisst,  als  den  suuiaiUichen  CoeOlzienten  dieses  Gleichungspaarcs  mit  entgegen- 
gesetatten  Voneichen  gesdiriebene  Zahlen  nnleriegen,  so  hat  nrnn  es  dadnch  fn  seiner  fl«w«ll 

den  ("iicITizii  iili'ti  drT  zwei  eoiiihiiiirlen  Hleichungspaare  gleirh  von  vom  herein  Znhlen  mit  sol- 
chen Vurzeicfaen  unterzulegen,  dass  Tür  diese  CoefTizienten  stets  nur  die  HelaUonen  (27.  li) 
und  (Sa  a.)  Gfütigkeit  behallen  and  dann  die  (27.  b.)  und  (28.  b.)  gau  Oberflassig  werden; 
denn  man  wird  auf  den  erslen  Blick  gewahr,  dass  da,  wo  die  letztem  Relationen  zwischen 
den  CoeCnzicnlen  der  coinbtnirlen  Gleichungspaare  statt  finden  sollten,  man  nur  den  Zahlen,  wo- 
durch die  CoclHzienten  des  einen  Gleichungspaarcs  dargestellt  werden,  das  nm^ekehrte  Vor- 
zeichen geben  darf,  um  zu  machen,  dass  die  so  abgeänderten  Gleichungs{)aare  den  erstem  Re- 
lationen gentljren,  und  dass  die  »us  ilinen  tnittelst  di  r  pusiliven  Werthe  von  II  und  ^  iibgelei- 
letcn  ProjectioRszahlen  einer  und  derselben  Richtung  angehören.  Sind  die  CoeOlzienten  von 
coadibiirten  6leidmng8|iaan»  aaf  dte  Weiae  angetmfaiet,  data  swiaebea  flaien  dto  IMalinMn 

(27.  a.)  und  (28.  a.}  stntt  hnben,  so  bezeichnen  wir  diess  d»t!iirch,  (l;iss  wir  s!ic"'n.  die  Vf)r- 
seichcn  der  combinirten  Gleichungspaare  seien  gleichartig.  Um  couibinirte  Gleichungspaare 
inil  gfeiduurtigen  Votxeichen  in  diMen  Zaslande  an  eriialten,  darf  man  aar  daraaf  sehen,  mit 
ihnen  keine  andern  allgebrnisch  erliuihlen  Vcründenniy^i  ii  ids  solche  vorzunehmen,  wodurch  alle 
einzelnen  Glieder  in  den  beiden  combinirten  Gleicbungspaaroa  entweder  ihr  voriges  Vorzeichen 
belidudlen  oder  dk  ragleieh  ihr  Voneichen  unicelnen,  eine  Vonchrüt,  die  unter  aHen  Vm- 
atladen  Mdit  einzuhalten  isL 

Hat  man  rombinirte  Gli'ichiintjspiiiire  niil  irleirtiurtiueii  Vorzeichen  vor  .\ujren,  auf  welche 
die  Gleichungen  (2b.  a._)  unmittelbar  anwendbar  sind,  wenn  man  nur  die  positiven,  aus  den 
Gleiehangen  (26.  a.^  sidi  eigebenden  Zahlen  H  uad  znllsst,  wie  wfar  in  der  Folge  inaner 
voraussetzen  werden,  so  hitit  es  nicht  schwer,  rinztisrlicn .  f!;is!>  diese  cmuMnirten  Glcichungs- 
(ware  durch  andere  von  demselben  Inhalte  ersclz-t  werden  können,  welche  ebenfalls  gleichartige 
Voneieben  besüzen,  aber  noch  tnsaerdem  die  Eigentbamlkhlteit  an  aich  tragen,  data  dte  au 

II  SS 

Onen  hergeleilelen  Gleichungen  (28.  u.)  die  Padoren  ^  und  ^  nicht  nehr  in  sich  enlhatlen, 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  in  Besag  auf  sie  H=^  wird.  Der  blose  Uinblid(  aaf  die  Glei- 
chungen (28.  a.}  seigt  aebon,  dasi  dieser  Unsland  heriieigenibrt  wird,  wenn  man  die  beiden 

n 

Oeidniiven  deajeiygen  Paana,  in  weldieai  die  Coeillaienien  p ,  p%  p"  anflretea,  nrit  ^  andti- 

plizirt,  oder  mit  ^  die  zwei  Gleichungen  desjenigen  Paares,  in  welchem  die  CoeOlzienten 

p ,  p',  p"  aullreten,  und  so  Hesse  sich  derselbe  Zweck  noch  auf  unendlich  viele  andere  Arten 
erre leben.   Solche  couibinirte  Gleichungspaare  mit  gleichariigen  Vorzeichen,  deren  Coelbienien 

auch  noch  die  Eiirenschnfl  besitzen,  dass  sie  11  =  ^  werden  Insseit,  wollen  wir  oiicliste  rom- 
binirte Gleichungspaare  nennen.    Bei  uächslen  combinirten  Gleichungspaaren  verwandelt 
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■dl  die  GkidMig  (27.  a.)  io: 

H'  —  sy  z=  p  V  +  |»'p'+  p"p".  mO 

Aiu  den  Gleichungen  (26.  a.}  geht  uumiUelbar  hervor,  dass  die  beiden  combinirten  (jlcichungü- 
fun  mir  ihun  hIcImI«  «Bd»  Ur  wddw  H=^  wird,  wem  ihre  Codfinnln  di«  BigenMliiA 
beiÜMii,  dMi  onlwedflr 

»,  =  p  +  p  fOsW+p"cO«W,    V=pOMW+f'+^''«MW*,  ^"sroOtW+p'OMW+p"  ^ 
oder,  was)  dasselbe  ist,  •  1*^  ^1 

€p=«i|)+ap-i-«"»"i    (Ep'=«,p+«:»»'+arp",  '+«;>",» 

iit,  irad  nngdtelirt  Inden  diese  Gleidnngen  swfMilKn  den  CoefliEieHlen  der  eombbiirlett  Glei- 

chunjyspaare  slaü,  so  ofl  sie  michsto  sind;  man  kann  also  da,  wo  iirs|»riinrrli<li  nur  i'in  corn- 
binlrtcs,  die  Gerade  darstellendes  Gleichungspaar  gegeben  ist,  sich  das  nächste  dadurch  vcr- 
•diaffen,  dus  mm  deseen  CoefllKienten  nach  Vonchriil  der  Gleichmifen  (99.  b.)  tnftneht,  und 
dann  diese  beiden  Paare  stets  unverändert  beibchtt,  oder  ileii  glckbieitig  alle  En  ihnen  vor» 
komnicndon  Gleichungen  mit  einer  und  derselbe«  ZaM  nultiplizirt. 

07}  Wir  haben  oben  in  Nr.  90.  ein  sehr  etnraches  Kennzeichen  aufgefunden,  aus  weichem 
sich  beurthcilen  Uisst,  ob  die  eine  Ebene  darstellemicn  coinbiuirteii  Gleiciiungon  ^[It'icblrtige 
Viirzriclicn  In'silzt'n  und  niichstc  sind  (idtT  nichl,  welches  Kennzeii  lim  ztigleirh  im  N  enieinun^fS- 
fuUc  duü  Alillel  au  die  Hand  gab,  die  venniääle  Eigenschaft  den  cuuiLiiuilen  Glciclmngcn  init- 
ndwilen;  jelnt  wollen  wir  in  tfhnlicher  Weiae  das  Kemueicben  auTaleilen,  nna  welclicm  Mk 
hnnrthi'üeH  lässl,  ob  die  eine  (lerade  darstellenden  nimLiiiiirtcn  (ihichungspaare  irloicliarlijrc 
\untiicheu  besitzen  und  nächste  seieu  oder  nicht,  weiclies  eben  su  zugleich  ein  Mittel  an  die 
Ifaod  geben  wird,  Midien  Cleidnmgspnnren  die  ftigüdM  ElgHHdMdlen  müntheflcn,  dn  wn 
sie  sie  niclit  hesit/Aii.   7ai  dii  ^rui  Kiide  gehen  wir  voo  der  Belnchtmig  der  xwd  nadulobcn- 

dcn  eine  Ebene  darstellenden  Glciciiun^;en 

P(t  — .x,)+p'(x— x;)-fp"(-^'— x;')=:ü  und  p(u  -u,)  +  p'(u'— ul)  +  p'(u'— un=0  (M^) 

aus,  in  weichen  )>,  p',  p"  und  p,  p',  p"  die  CoefTizieiilcn  verstellen,  welche  in  den  beiden 
eombinfarlen  GMchangapnnren  von  einer  der  Formen  (20.)  oder  (SSl),  wodnrdi  die  Gerade 
dargcslellt  wird,  vorkommen,  x, ,  x,' ,  x','  tind  u, ,  ii' ,  it"  itber  die  schieren  und  scnkrerhien 
Coordinaten  von  einem  bestinuntoit  in  dieser  Geraden  liegenden  Punctc.  Jede  dieser  beiden 
Gleieinmgcn  dellt  cbie  Ebene  dir,  nnd  zwar  die  vordere  eine  solche,  weldie  senkredit  mf 

der  Rii  ldimi:  steht,  deren  senkrerhie  l'rojeclionsznhlen  sich  v(>rhullr'n,  «ie  die  Zahh'n  p  ,  p',  p", 
die  hintere  eine  solche,  welciie  senkrecht  auf  der  Richtung  steht,  deren  schiefe  Prujectionszah- 
len  fieh  wie  die  Zahlen  p ,  p',  p"  verhaften.  Da  mm  die  Zahlen  p ,  p',  p"  nnd  p ,  p',  p",  wefl 
aie  die  Coefllzienton  von  einem  der  Gleichungspaare  sind,  wodurch  die  Gerade  dargestellt  wird, 
.immer  su  einer  der  zwei  gegenläufigen  Hiclilunacn  liinf\ihri>M,  welche  in  dieser  Geraden  liegen, 
«o  folgt,  dass  die  durch  die  zw«  Gleichungen  IJM.)  dargestellten  Ebenen  beide  senkreohl  anf 
der  durcii  die  combinirten  Gleichungspaare  daigeelelllea  Geraden  fldwn,  nnd  da  diese  Ebenen 
iüierdiess  einen  Pum  I  iiiil  einander  gemein  Itidieii,  wenn,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  x, .  x' ,  x" 
und  u, ,  u{ ,  u|'  die  schiefen  und  senkrcctilca  (Joordinatcn  von  einem  und  demselben  Punctc 
der  Geraden  sind,  so  ttxSm  die  Ctolahnngnn  (SQL)  ehw  «nd  diesdbe  Ebene  dar,  sind  also 
oombinirte  Gleichmijfen  dieser  einen  Ebene.  Weil  aber  die  combinirlen  Gleichtiiiifspaan;  der 
Geraden  und  die  combinirten  Gleichungen  {20.)  der  £benc  millehit  der  hier  völlig  die  gleichen 
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Talbkn  p ,  p',  p"  und  p ,  l>',  p  "  enlhallcnd«»  Glndiungea  (6.)  nnd  (2ß.  a.)  zu  einerlei  Wer- 
Ifaen  H  und  ^  nihren  und  cfleiclie  Wcfthe  H  inid  ^  den  Gleichungen  (4.)  und  (26.  b.)  zur 
Folge  wieder  in  Ix-iden  Fäll<-n  zu  denselben  enlwcder  gtaich-  oder  gi-^eiilHuligen  Richlungen 
Iiinrülircn.  so  lolul  fcnier,  <ln.ss  die  eorid)iriirlcn  Gleirhnng'spniire  der  Geraden  und  die  ms  ihnen 
ontaunuiieneii  lUinbinirten  («leirhiingun  der  Ebene  gleichzeitig  nitchüle  sind  oder  nicht,  so  wie 
■och,  dut  sie  giekhseilig  gteichwlige  Voiwichen  besitzen  oder  nicht;  ei  sImI  ibo  die  flir 
combinirle,  eine  Ebene  darstellende  Gleichungen  erhHlteiicri  Kennzeichen,  mit  deren  Hilfe  man 
beurthcilen  kann,  ob  diese  gleichartige  Vorzeichen  besitzen  uud  ob  sie  nächste  seien  oder  nidil, 
wem  mm  «ie  «af  die  CHeiehongea  (90.)  ia  Anwendenf  hifaiflt  ngldoh  tuA  die  den  oon- 
HeirteR,  eine  (i'eraili-  (liirstrlii  iuleti  Gleiehungspaaren  iingehörigeB  KeamefeleB.  Da  wir  nun 
In  Nr.  00.  gescheu  haben,  dass  combinirle  Gleichungen  einer  Ebene  von  der  in  (i.^  angege- 
benen Form  gleichartige  Voneeichen  haben,  wenn  die  Grifssen  ^  nad  P  ZaUen  nüt  ejnraki 
Vurzeiehen  in  sich  tragen,  und  dnss  solche  Gleichungen  nüelii>te  >ind.  »enn  ^4-^=?  Iit,  |NMilive 
Werthe  U  und  ^  vonusirt'üetzl,  nnd  da  in  den  Gleichungen  (■!(>/)  die  AuMlrücka 

p  v,  +  V"xr    und    p  u,  +  p'ii; -f- p  "u;' 

dasselbe  vorstellen,  was  in  den  Gleichungen  die  Grössen  und  P,  so  sind  die  in  (^30.} 
stehenden  combinirten  Gleichungen  und  dien  so  aaeh  die  eooriiinirten  CQcidningspRare  einer 

Gerarfcn.  ans  welchen  die  Gleichungen  (30.)  horstanitncn ,  mit  trleiclttltigen  Vorzeichen  verse- 
hen, wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  in  Sich  tragen,  und  jene 
coinMnnten  Gleidningen  oder  die  combinirten  Gleidningspaare,  ans  denen  sie  ihren  Ursprung: 
genonunen  haben,  sind  nüchsle,  wenn  die  vorstehenden  Ausdrücke  einander  gleich  sind,  immer 
vorausgesetzt,  dass  man  sich  unter  H  und  ^  nur  ihre  positiven  Werthe  vorstellt.  Umgekehrt 
iMsst  sich  ans  diesen  Kennzeichen  das  Mittel  entnehmen,  wh  man  eombinirte  Gleichungspaare 
in  nächste  umwandeln  oder  deren  Vorzeichen  gleichartig  machen  könne,  wenn  sie  diese  Eigen- 
scliaft  nicht  schon  l)csitzi>M.  liii  i-s  iimni  r  ciliiiiM  ist.  die  Grössen  p ,  t',  p"  oder  tlie  p  .  p  .  p" 
mit  einer  und  derselben  Zahl  zu  muUiplicirea,  weil  diess  bei  jedem  einzelnen  der  beiden  Glei- 
dnngspaare  geatallet  ist,  aus  denen  sie  eotnonmen  sind,  und  man  daher  inuner  xnvor  jedes 

von  di»-Men  Paaren  Hir  siili  mit  einer  l>elie!)igen  Zaid  nnillipliciren  kann. 

Das  liier  milgeUieille  Kennzeichen  setzt  indessen  voraus,  dass  die  Gicichungspaare,  wodurch 
die  Gerade  dargestellt  wird,  fai  einer  der  in  (22.  a.)  and  (22.  b.)  mitgetheflien  Formen  gege- 
ben seien,  luul  liass  ilie  Coordinaten  x, ,  x, ,  x"  und  u, ,  ii[ ,  ii',',  wriclic  in  dem  einen  und 
dem  andern  dieser  l'aarc  vorkommen,  einem  und  demselben  bestimmten  Punctc  der  Geraden 
angeMnn.  Ist  de  Gerade  dnrcih  Oekfaungspaare  von  ebier  andern  Form  gegeben,  so  mnis 
nun  (Gase  Form  erst  in  jene  iibeif&hren,  am  anf  sie  das  obige  Kennieichen  in  Anwendung 
bringen  zu  kiinnen. 

9b)  Das  Vorhalten  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  im  Aligemeinen  kann  ein  dreifaches  sein. 
Bs  wvd  nimfieh  die  Bbene  von  der  Geraden  entweder  nur  in  einem  einsigen  Pnnele  gesebniU 

ten;  oder  die  Gerade  lüun  mit  der  Ebene  parallel,  in  welchem  Falle  beide  keinen  in  endlicher 
Ferne  liegenden  Punrt  mit  einander  gemein  haben ;  oder  endlich  die  Gerade  liegt  in  der  Ebene, 
wo  dann  alle  Puncte  der  Geraden  sugleteh  auch  I'oncte  der  Ebene  sind.  Wir  woUen  iinn  se- 
hen, wie  sich  dieses  dreirache  Verhalten  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  ans  den  farirlnnfnn 
entnehmen  Iftsst,  durch  weMie  «lic  Rhene  und  die  Gende  dncgeslalit  werden;  es  sei  Mmr  dw 
l^ene  dorch  die  combinirten  Gleichungen: 


f.  11.  Nr.  96.  Vm  dar  ttarade».  IM 

und  eine  GenHie  durdi  die  combiniricn  Glrichun^spaare: 


iSl.  b.) 


gegeben,  welche  leteleren  beide  von  der  enten  in  (9IX  n.)  uid  (ML  Ik)  aledaigtleglew  Pom  lindr 

so  wird  die  rnliTsuthiing,  wclrlics  \im  tloin  so  oben  ant,""!!' '^'''it^  dreifaclien  Verhallen  zwischen 
dieser  £bene  und  dieser  Geraden  sutl  linde,  von  der  Aursuchung  der  bcsondcrn  Werihe  aiu- 
gdien  mllaseh,  weldie,  ftr  x ,  x',  x*'  oder  n ,  m',  il"  gesellt,  gieiclseil%  ^  GfeielHnig  der 
Ebenn  nuii  das  niciditmijspiiar  der  ni^rndon,  worin  diese  ronnlinaten  vorkoiniiien ,  berricdigen, 
denn  nur  Courdinaten,  welche  diese  beiderlei  Gleicliungen  wahr  medieii,  gehüren  solchen  Punc- 
ten  an,  die  die  Ebene  und  die  Gerade  nift  einender  gemein  häben.  Nun  geht  ms  der  Fora 
di  s  (ilirrii  nii'ichungspaares,  in  wclchoin  dm  Pelnit  htiingeo  der  Nr.  04.  gctnSss  p  nie  Null  sehi 
liann,  heniur,  dass  sich  zu  jedem  endlichen  Werth,  den  man  Tür  x  setzen  nag,  dn  be- 
tünunter  und  endlirhrr  Werth  sowohl  Dir  x'  wie  fllr  angeben  lasse;  und  eben  so  gehl  aus 
der  Fonn  des  zweiten  Gleichungspaares,  in  weUheu  nie  )d  =  0  sein  kann,  henor,  dass  sich 
zu  jedem  endlichen  Worth,  den  iniin  Tür  u  setzen  map,  ein  völlig  bestimmter  endlirlier  Werth 
sowuhl  für  u'  wie  für  u"  uunindcn  lasse.  Es  lassen  sich  demnach  so  viele  besondere  Funde 
der  durch  obige  GMctengspaare  dngestoHlan  Geraden  «ihsllen,  ab  man  Hit  x  und  u  besondere 
Werihe  annirnml,  und  man  kunn  auf  diesem  Wege  nach  und  nach  aOe  ehuelnen  Punclc  der 
Geradcfi  sich  vor  Augen  legen,  wenn  man  sich  unter  x  und  u  eine  Sueoessioit  von  allen  den, 
Werfhen  vonletll,  die  diese  GrBsaea  mOglicherweis«  aundunen  kOnnen.  Bin  solches  Büd  ,Ton, 
■Ueu  Fmdea  der  Geraden  gd>en  sowohl  die  Gleidnugen 

P                     P  , 
Iii  die  >...w   CM.  «.1 

P  P 

wenn  man  sieh  anf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  x  oder,  u  alle  ihre  mägfioben  Werthe 
UM*  umI  nMsh  durehburend  doht  Scirt  unu  dteen  Ar  X'  und  iT  4«der  ttr.  u'  und  nu  dea 
rur  X  oder  u  sich  ergebcndMi  WerilM  in  dto  uUMpimchenda'  der  .Meni  ngririhign  O^Biahn^g 

(31.       so  erbillt  man: 

»  Cp.  p + pi  p'+  p.'p' ) = p  ^. — p;  P" — p'  1 


(SU.  b.) 


«Cp.p.+p;p'+pr»'o=p  p.-p;r-pär 

und  der  hieraus  bestinunhere  .Werth  von  x  und  ii  li(  r<  rt  in  Verbindung  nit  dei 
x',  x"  und  u',  u",  wie  sie  aus  dem  von  x  und  w  durch  die  Gleichungen  (32.  a.}  geAutdeo 
werden,  die  Coordinalen  solcher  Puncte,  welche  der  Ebene  und  der  Geraden  gleichieitig  ange« 
hifrsn.  Es  ist  aber  aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen  bekannt,  dass  die  (9%.  h.^  nur  dank 
fltr  X  oder  u  einen  einzigen  vüllig  bestimmten  und  endlichen  Werth  liefern,  wenn 

pbp+pip'+pfp'^o      p.p+p;p'+p;'p"^o  (».•.> 
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ist;  jede  dieser  beiden  Ungtcichiingcn,  wovon  die  eine  Folge  der  andern  itl,  wenn  die  Gki- 
chnn^  der  Bbone  md  iie  Gleiehungspaare  der  Gendeii  eondmiiito  afiid,  gfebl  «Mwr  n  er- 
kennen, dass  die  dareh  die  Gleichungen  (31.  a.}  darg^estellle  Ebene  und  die  durch 
die  Gleichun^rspaare  (31.  bi}  dnrgettollle  Gortd«  in  einen  einzigen  Pnncte  eich 

schneiden.    Ist  hingegen 

( p + p'+  i';'p"=o  uMi  Mgicich         p" - p; p'=o 

(«>»•)   }  oder 

( p.  p + p'.  p'+  p:'p"=  0  und  wgipich  pr  »1*'==  o , 

von  fl(>ni>ri  wieder  die  einen  zn  eiitHtider  (rcluiriireti  Folgen  von  den  suidem  sind,  wenn  die  Glei- 
chungen der  l^hcne  und  diu  Glcichungspaare  der  Geraden  conibinirtu  sind,  so  genügt  jeder 
Werth  von  x  oder  u  den  Gtefctaagen  (3Si  k),  ■«!  in  Folge  denen  genligC  euch  jeder  lu 
den  Gleichungen  (32.  a.)  zu  crfialfonde  Punrt  der  Gerrtden  den  Glciehungen  (^H.  der 
Ebene;  es  ist  daher  jeder  Punct  der  Geraden  zugleich  auch  ein  Punct  der  Ebene,  und  sumit 
Mgt  jedes  der  In  (33.  b.)  enlhellenen  Bedingungapiire  das  Kennseichen  in  sich,  dass  die  durch 
die  GIcirhungsiianre  (31.  h.)  dargestellte  Gerade  in  der  dnrch  die  Gleichnngen 
(31.  a.3  dargestelilen  Ebene  liegl.    Ist  endlich 

ip.  P  +  Pi P'+  Pi'p"=  0  und  zugleich  p  »4J,  —  p;  P"  —  j>;  P'  ^  0 
oder 
M+p:rH-K'l»''=0  nndngkdoh  » P.-pir-prVgO. 

von  welchen  Betfingimgcn  das'  eine  Paar  wieder  schon  in  detn  iindeni  PHiir  enilinllen  ist,  wenn 
die  Gleichungen  der  Ebene  und  die  Gleichungipaare  der  Geraden  combinirtc  sind,  so  werden 
die  Gleichni^en  (32.  b.)  darch  keine  Werflie  z  oder  n  von  endUcber  GrSsse  befriedig;  die 
Gerade  hat  daher  htlMn  in  endlicher  Feme  liegenden  Punct  mit  der  Ebene  gemein,  mithin  ent- 
halten die  Bedingungspaarc  (33.  c.)  das  Kennzeichen  in  sich,  dass  die  durch  die  Glei- 
chungspaare (31.  bJ)  dargestellte  Gerade  mit  der  durch  die  Gleichungen  (31.  a.) 
,  dsrgtsielllen  Ebene  parallel  linft 

Wir  haben  in  Nr.  94.  für  die  in  (20.  a.}  und  (201  h.}  anfgestellten  Formen  eine  solche 
Bezeichnungswei.se  eingeführt,  dass  sich  die  zweiten  Formen  aus  den  ersten,  sowohl  bei  denen, 
die  schiefe  Coordinaten  in  sich  enthalten,  wio  bei  denen,  die  senkrechte  Coordinalen  in  sich 
Irsfen,  dürah  «ine  an  den  Accenten  vorgenonnnene  Vertnnwibn^g  der  «raten  Art  ergeben,  nnd 
die  drillen  au.s  den  ersten  durch  eine  an  den  .\ccenteii  vorgenommene  Vertausrlning  der  zwei- 
ten Art;  aus  dieser  Bezeichnungsweise  aber  fliessl  als  nothwendige  Folge,  dass  da,  wo  das 
erste  in  (31.,  b.)  die  Gerade  darsielende  Gleidnmgspaar,  msMt  in  der  ersten  Form  gegdien 
zu  sein,  in  der  zweiten  oder  in  der  drillen  Fonn  gesehen  wäre,  man  die  diesem  Falle  ent- 
sprechenden Kennzeichen  aus  denen  (33.  a.  Iiis  c.)  einiach  dadurch  ableiten  kann,  dass  man 
in  ihnen  an  den  Aeoenlen  von  p ,  p',  p"  und  P ,  P',  P~  eine  Veriaaschnng  der  ersten  oder 
»reiten  Art  vornimmt,  und  diese  Veriaaschnng  mllsste  mit  den  Accenten  der  Grössen  p ,  p',  f" 
nnd  ^,  ^4^',  vorgenommen  werden,  wenn  das  zweite  die  Gerade  darstellende  Gleichungs- 
V  paar,  anstatt  in  der  ersten,  in  der  zweiten  oder  dritten  Form  gegeben  wire.  Hierbei  verdient 
bemeffct  zu  werden,  dass  eine  solche  Vertauschung  zugleich  auch  die  gleiche  an  den  Accenten 
wn  i\  ,  f', ,  Xf"  oder  p, ,  pi,  pi'  verlangt,  weil  jene  X  ertnusehnnir  zugleich  auch  immer  die 
gleiche  an  den  Accenten  der  Coordinaten  nach  sieb  zidil,  den  jedesmaligen  Gleichungen  (32.  a.) 
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znt  Folge.  Eben  dcswpfren  indem  sich  die  Aisdiücko  )».  p  +  Vi  p'-f  f^'p"  ""'1  p.  P  +  P»  pi'l>" 
durch  eine  solche  Vcrtnuschiiiig  nicht,  wohl  aber  die  p  %  —  x>'- 1'"—  V','  P'  und  p  V,  —  pi  *4^"—  pi'  '45'. 

Wire  die  Genule  nicht  dnrch  Gleichnntrspaiire  von  der  ersirn  in  (20.  a.)  und  (20.  tk) 
enthaltenen  Fonn,  fondem  von  der  ersten  in  (22.  a.')  und  (22.  b.)  fnlhaltcnrn  Fomi  pepeben, 
so  würden  sich  die  diesen  Formen  entsprcchi*nden  keniizeiihen  aus  denen  (33.  a.  bis  c.}  da- 
dach  «feben,  dtM  bu  für  P"  und  P*  oder  ttr  ^  mA  W  Ov«  «■»  ^  eniM  Jensea 
(21.  8.)  oder  (21.  b.)  entnommenen  Werlhe  setzt,  und  aus  den  so  erhaltenen  k'ennzeirhen 
Würden  sieb  leicbi  die  lierbolen  btMon,  welche  den  FtlUen  entsprechen,  wo  das  eine  oder  an- 
dere Glcwhnnifapeer  der  ttnSUm  oder  dritten  ven  den  in  (2S.  r.)  odw  (22.  b.)  stehenden 
Formen  angelnirt,  Nvcnn  man  an  den  Accenlen  der  (j^ö^isen  p ,  p',  p"  und  x, ,  x',  ,  x"  oder  der 
Grössen  y ,  |>',  p"  und  u, ,  u| ,  u,"  eine  Vertauschung  der  ersten  oder  zweiten  Art  vominunt» 
dl  iidi  durch  dioeelbe  Vertanschuntf  die  zweiten  oder  drittelt  in  (22.  a.)  und  (22.  b.)  ealhel- 
tencn  Formen  aus  den  ersten  herholen  lassen.  Auch  miissten  in  die  Ketuzeichcn  (33.  a.  bis  c) 
Itlr  ^  und  P«  ihre  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (2.}  zu  bestimmenden  AusdrQchc,  (wobei 
man  anstatt  der  Grundzeichen  p  und  p  die  p,  und  p.  setzen,  und  auch  die  Coordinaten  des  be- 
stiimnten  der  Ebene  angchörigoi  Pudes,  um  diesen  nicht  mit  dem  in  den  Gleichungspaaren 
der  Geraden  vdrkoinnienden  zu  ver>veehs(>!n,  durch  x,,  xi,  xi'  und  u» ,  ui,  uö'  bezeichnen 
konnte},  gesetzt  werden,  wenn  die  i:Jjcue  nicht  durch  Gleichungen  von  iler  in  (!.}  uiitgetheil- 
tea,  iOHdem  von  der  in  (3.}  voikomneiden  Form  dmyesteft  würde.  Alo  diese  Vcrindennt-  , 

gen  sind  indessen  von  solclicr  Kinrachheil,  dass  man  ihnen  nirht  ncrh  eine  ln-smidere  Anfnierk-  ' 
samkeit  zu  schenken  brauclil,  da  sie  immer  auf  der  Steile  da,  wo  sie  notliig  werden,  ins  Werk 
feeetxt  werden  kltnnen. 

09)  Will  mm  hus  den  combinirten  Gleichuiiu^i  n,  wodurch  eine  Ebene  danjestellt  wird,  .  ^  , 
und  aus  den  combinirten  Gicichuqgspaaren,  wodurch  eine  Gerade  dngesteUt  wird,  die  Grösse 
der  Neigung  finden,  weMie  zwbdien  fieter  Geraden  und  dieser  Ebene  statt  findet,  so  kam 
diess  immer  leieht  in  folgender  Weise  geschehen.  Nehm  in  \s  r  un,  die  Ebene  und  die  Gerade 
seien  durch  Gleichungen  von  der  in  (31.  a.}  und  (31.  h.)  vorkommenden  Form  gegeben,  und 
bezeichnen  wir  durch  q. ,  ,  qä  die  senkrechten  Projectionszahlen  derjenigen  auf  der  Ebene 
senkrechten  Richtung,  welche  sich  aus  den  Coeffizienteo  ^,  der  vordem  Gleichung  '  ' 
(31.  b/)  auf  die  oben  nnirezeigte  Weise  dureh  die  Gleiehunpen  (4.)  und  (6.)  mittelst  eines 
bestinuulen  Werths  von  herholen  iä&st,  und  eben  so  durch  ,()•,<}•'  die  schiefen  Projec- 
lionsnhlen  deijen|gen  anf  der  Ebene  seiAncMen  RieUany,  wekho  sich  an  den  CoeffiiienUn 
p. .  p. .  pi'  der  hintern  Gleirliuni;  (31,  a.)  auf  dirsell)e  AVeise  mittelst  eines  bestimmten  Wer- 
thes  ü«  herholen  lüsst;  bezeichnen  wir  in  ähnhcher  Weise  durch  q,  q',  q"  oder  (|',  q"  die 
M^iefen  oder  senkredrten  ProjectionsnMen  der  in  der  Geraden  Hegendea  Rklitangen,  weldie 
•ich  aus  den  Coellizienlen  p ,  p',  p"  oder  p  ,  p',  p"  des  obem  oder  untern  in  (3 1 .  b.)  ent- 
haltenen üleichungspaars  der  Geraden  auf  die  oben  angezetgle  Weise  mittelst  der  Gleichungen 
(26.  a.)  und  (26.  b.)  bestiaunen  laasen  Ifir  irgend  awoi  besünaale  Weiihe  A  nnd  ^ :  w  ist 
in  Folfe  der  GMchangen  (4.)  and  (6.): 

P,  p',  ,  P«'         V»  j      Pc  P«  '  P»'  "  \ 

p:+p'.*+pr+2p,|i;cosw+2p.p;'co8W+aii;p;'cosw  =h;       }  ....  (««.sk) 

22» 
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und  zufolge  der  GI(>iehungon  {26.  h.)  und  (26.  b.}  ist: 

 P        „.  P'   P"     -■«—     -_P        V— P' 

'=H*  '=8»  '=1"  ^  =  1?» 

CM.».)  {  p*+p'*+p'^+3pp'oosW  +  2pp''cosW+2p>''eMW"=ir, 

Jede  der  durch  q.,  q»,  qi'  und  q*»  q^,  q^*  eriwltenen  Riebtungen  kann  sowohl  die  eine,  wie 
die  mdere  der  beiden  «nf  der  Bl«w  teidtrechtea  Min,  je  iwdidein  mm  Itlr  ^,  und  H.  Minen 

einen  oder  andern  Werth  gCMmven  hat,  und  eben  so  kann  jede  der  dorch  q ,  q',  q"  und 
f ,  q',  q"  erhaltenen  Richtungen  sowohl  die  cnic,  wie  die  andere  der  beiden  in  der  Geraden 
Kegenden  sein,  je  nachdem  man  für  H  und  ^  seinen  einen  oder  andern  Werth  genommen  hat ; 
indessen  giebt  jede  der  beiden  auf  der  Bbene  sericrecfaten  Richtungen  mit  jeder  der  beiden  in 
der  Geraden  licironden,  doch  immer  nur  entweder  den  spif/.cn  oder  sluinpfcn  Winkel,  den  die 
Gerade,  welche  durch  die  Gleichungspaare  gegeben  ist,  mit  der  Geraden  bildet,  welche  senk- 
redit  mf  der  dareh  die  GMchangen  gefebenen  Ebene  ilebt  nnd  einen  Pnnct  mit  Jener  fenwin 
hat;  bezeichnet  man  daher  diesen  spitzen  oder  stumpfen  M'inkel  durrli  fi  ,  so  hat  nun  in  je» 
dem  Falle  den  im  ersten  Abschnitt  (rr^^ebenen  Gleichuni^en  (!(.  u.  und  b.}  gemäss: 

(M.  cos^=:qq,-f-q'q;4-q"q;'    und    cosJ^^qq.  +  q'qi+q'q" 

oder,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Projectionszahlcn  ihre  durch  die  auf  erster  Zeile  stehenden 
CBddmngen  (31  ■.}  md  (34.      gegebenen  Wertbe  «etat : 

CM.M  H^ewdspfc+p'K+F'K  «nd  ^ll.eM«=pph-l-yp:+9V) 

und  es  kann  in  jeder  dieser  Gleichungen  lilr  sich  0  eben  sowohl  den  spitzen  wie  den  stumpfen 
der  eben  angegebenen  Winkel  vorstellen  müssen,  je  nachdem  man  aus  ihnen  für  costf  eine 
poiDive  oder  ncfrtiTe  ZiU  mfflndeL  Mnhiplidrt  man  die  lelilen  beiden  auf  derNlben  Zeile 
itetienden  Gleictoigen  mit  einander,  m  geben  sie: 

Cas.  ±H*W,*.eoi'*=0».+p'K+p"?;')CPP.+>'P;+»''F?}. 

in  welchen  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  oder  ntilcri-  i:''ii'ii'imi^n  wi-rdon  muss,  je 
nachdem  in  den  beiden  Gleichungen  (ßö.  b.')  9  einen  und  denselbc:!  W  inkel,  oder  in  der  einen 
den  spitM»  und  in  der  andern  den  «lampien  vonastelien  hat,  ww  iai  Gtonda  nichli  andenr 
aagt,  als  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  <len  doppellen  ToneidMn  da^orijge  gCMNnmM 
werden  nuss,  wodurch  cos'tf  eine  posilive  Grösse  wird. 

Ninmil  man  filr  ^  nnd     sowohl,  ab  Ittr  ff  nnd  ^  nnr  ihre  posiiiveA  Wcrihe^  an  iit  der 
Ghdehnng  C»-  b  ) 

+^.,H.=p.j>.+p;p;+p;'p;' 

und  den  Gleichungen  (27.  a.  und  b.)  getimss 

+  H^>  =  pp  +  p'p'+  pY'i 
und  man  hat  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  nehmen,  je  nachdem  p, ,  p^,  p^'  nnd 
>•>  Vi.     oder  p,  p',  p"  nnd  p,  p',  f  an  gleich  -  oder  gegenliiulgen  Richtangen  gdiOven» 
wonos  folgt,  dass 

+ H,  ^  H = cp.  »,  -I-  p; »; + p;>;')  (j)  p  +  p>  +  p'  p' } 
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ill,  Hli  daw  in  dieser  tileiclHiiig  das  obere  Voneichen  zu  nelunen  ist,  wenn  sowolU  q,,  q^,  q^' 
umI  II.,  f:,      dt  q,  <|,     «r  ertwedor  keUe  Mtle  n  ciMilet  «dar  Mde  lUt 

zu  ift'irenlaufitrrn  RichluiiRcn  Tülin-n,  diiss  hinj,'cirrii  Jhs  niiti  n-  VoruiefeM  In  ihr  (fcsi-lzt  wer- 
den inii-ss,  wt-nn  die  einen  von  diesen  Projectionsauiblcn  gieiihlüufige,  md  die  «ndeni  gegen- 
läußge  Richtungen  in  aich  «oAielnnen.  IHi  nun  in  dem  e&ien  die  beiden  in  den  Gleicluiii- 
gen  ^5.  mit  9  Iwseichnelen  Winkel  dieselben,  im  andern  Falli-  nbcr  »bcnwinkoi  sind,  und 
in  dm  gicidien  Füllen  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  der  GleichuDi;  (35.  c.)  ta  stehen 
konunt»  m  wird  dieie,  wenn  man  in  sie  Tür  H.^H  seinen  oben  nniri-gebenen  Werili  cin- 
mM,  in  jedem  Fdle: 

'  (p.  p. + p;  p; + p;'    (p  p  +  p>' +7^0  " 

Sind  sowohl  die  combiniiten  Gleidnngm  der  Ebene,  ds  die  conbinirlen  CneidmngqMare  der 
Geradon  närhste,  Tür  welche  mm  den  ob^m  Belrechiungm  mr  Folge  sowoM  i^=^,  ab 
H=^  hat,  so  wird 

wie  sieb  aus  den  flleiclmiii^cn  (3.1.  b.)  ergiebl,  weil  in  diesem  Falle  H^^.^Jj)!!,  ist  und  zu- 
gleich 0  in  ihnen  beiden  einen  und  denseliien  entweder  spitzen  oder  slunpiVn  W  iakel  vorsteUl; 
deshalb  buia  die  Gkicbuug  (,36.  a.),  wem  <fie  in  a.)  mwnU  ab  in  (31.  b.)  gegebmm 
Gleidnngm  nidiato  aind,  auch  in  jeder  der  swd  naehalahändm  ParaMn  gaaehriabcn  werdm: 

'  Cp.  Pt + pip; + pi  pö )  (p  p + 1>  V  -f-  p  'p "j  f 

>  


coaV: 


cM*if=^      rpp.+p'p;-i-p"p;'y  ^ 


'CP»P«  +  PiPi4-Pi'P0  CPP  +  P'P'+  P  "P" 

Hat  man  den  Winkel  0,  den  eine  von  den  beiden  in  der  Geraden  liegenden  Riehtuiigen 
mit  einer  von  den  beiden  auf  der  Ebene  senkreihlen  nieliluiigen  bildet,  gerundeu,  so  erhlll 
man  duraus  leirlil  den  spilzi'n  \eii;iins;s\viiikel,  der  zwischen  der  (IiTiuIeii  iiikI  der  Eiiene  slult 
findet;  dieser  S(iilze  Neigungswinkel  ist  nUudich  stets  der  pusilive  l  nterscbied  zwischen  6  und 
einem  rechten  Widiel,  wobei  nnn  den  Winkel  #,  wem  er  apila  iat,  vom  tedilen  Winkd,  hto- 
gegen  den  rcchtrii  Winkel  von  (f  nhzuxieheii  biti.  wenn  dieier  lelslere  Winkd  Stumpf  bL 

Wird  costf=:C),  welches  geschieht,  wenn  entweder 

pp.+  P'Pi  +  P"Pi'=^  oder  |jp.  +  v'p;  +  v"iC=<>  (St.) 
ist,  SU  ist  D  ein  rechter  Winkel,  so  wie  umgekehrt  die  Bedingungen  (37.)  nulhwendig  errullt 
adn  Brtaam,  wenn  9  ein  rechter  Winkel  ist ;  ddier  enihlH  jede  der  Bedingoqgen  (37.}  du 
Kennzeichen  in  sich,  diiss  die  durch  die  Gleichungspaare  gey-eliene  Gerade  .senkrecht  auf  der 
Geraden  stellt,  diu  senkrecht  gegen  die  durch  die  Gleichungen  gegebene  libene  gestellt  ist, 
oder  daaa  die  dnrah  die  GleidHmgapaare  (81.  b.)  gegdiene  Gerade  ontwodor  paralM  mit  der 
durch  die  Gleichungen  (31.  iO  1. 1  l  <  n( n  Fbem  UdH  oder  hl  flir  liegt,  wna  nüt  dm  (33.h.nnd6) 
gefondeoen  Bedingungen  im  l^inkUng  steht. 

Wird  eo^#=l  oder  cosf=+i ,  ao  iat  1^  entweder  mdl  oder  iweim  ReiMen  gleich; 
in  beidm  Pillen  lüuft  aber  die  durch  diu  Gluichnngspaare  gegebene  Gerade  parallel  mit  jeder 
TW  dm  BHßi  Richtungen,  welche  senkrecht  auf  der  durch  die  Gleichungen  gegebenen  Ebene 
alehm,  wd  steht  mithin  adher  senkrecht  auf  dieser  iJbene;  daher  hat  man  als  allgemeines 
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KMHddMa,  te*  die  duNb  «e  GMdmngea  (3t.  a.)  gegeboM  BbM»  9M  di»  dnnb 
CMdNüVVun  ($L     gagdram  Gende  Makredrt  aaf  weHrfcr  ■taben: 

CM.  Qvl>.+pl«+|ff  lO(p»+pV+pV)=Cft»+F;p'+lCO(>^+I*>i 

wsldmi  bei  iMrter  nüchslen  Gleichungfen  und  Glcichungspaaren 

CM.M  (p.p.+p;p;+i«i>i')OP+p>'+pY')=cp.p+pip'+pi>'T 
CM.«.)  öi.p.+pip;+pfwo(pp+pV+p'r)=(»b  +p'Pi+p"»;7 

wird.   DiMH  Kenizoirhon  kann  man  auch  in  der  ungleich  einfachern  Form: 

(•••I  ^  :  p;  ;      =  p  :  J)' :  p"    oder    p,  :  p',  :  p;'  =  p  :  p' :  p" 

aufstellen,  welches  sich  leicht  aus  den  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (34.  a.^  und 
(34.  b.}  herleiten  la«L  Auch  lassen  sich  die  Fonnen  (3S.}  und  (39.),  wiewohl  nicht  ohne 
«inige  ^diwierigkeil,  in  dnuder  lÜMifllliran. 

Es  venKeal  noch  besonden  hervorgehoben  m  werden,  dam  alle  in  dieier  Nunner  «rtol- 

toiii  ii  Foniicln  vöüij,'  die  trlciclien  blrihcn,  die  Fhoni'  uv,f^  durch  die  ('mnbii)irtrii  Gk-irliungen 
von  der  Fonn  (l.J  oder  (3.}  gegeben  sein,  und  die  Grmdc  mag  durch  coodiinirte  Gleichung»- 
pem  von  irgend  einer  der  drei  in  (20.  a.)  und  (20.  b.)  oder  von  irgend  einer  der  drei  in 
(22.  a.)  und  (22.  b.)  siehenden  Fonnen  gegeben  sein,  so  dass  also  die  vorstehenden  Winkel- 
bestünmungen  stets  vtfUig  die  gleichen  bleiben,  in  welcher  der  angexeigten  Formen  auch  die 
Gleichungen  der  Ebene  und  der  Geraden  genonune«  Min  mögen,  was  fttr  den  nnunterbrocfae- 
MB  Gang  bai  aakhen  BealiauBUDgen  von  groaier  Bedentnng  iaL 

100)  Zwei  von  einander  venMhIedane  Gerade  kAnnen  sich  entweder  in  einem  Fände 

schni  idrn  und  dann  liej^cti  lu'ide  in  rinor  und  (lorsi-IIicn  EtxMif,  oder  es  liisst  sich  in  endlicher 
Feme  zwar  kein  Punct  angeben,  der  beiden  gemein  wäre,  aber  es  liegen  demungeachtet  beide 
in  einer  und  deraelben  Ebene,  in  welchem  Falle  ale  mB  einander  parallel  hmfen,  oder  endlich, 
es  lletrcn  beide  nidit  in  ciniT  und  diM-si-llicn  Ebene,  WO  ale  dann  weder  aich  schneiden,  noch 
mit  einander  parallel  laufen  können.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  aidi  dieaae  dreifache  Verhalt 
lea  sweler  Geraden  gegen  einander  ans  den  Gleichungspaarcn,  wodurch  diese  Geiadcn  gege- 
ben werden,  eikmnen  Usst;  es  sei  daher  die  eine  Gerade  dnrch  dfe  conbinirten  Oeichnnga- 
paare 

I  p.«*— p;x=pr  «Ä  p,3i"— p;'x=r,  ■ 

CMw  m.)   'und 

(?>.u-p;u=!p?  mit  pwu"-p;'«=*; 

ud  die  andere  Gerade  durch  die 

Ipx  -p'x=P"    mit   px"— p^jisP' 
und 
pn'— p'u=!|r  niH  p«"-p''n=!P' 
gageben,  wekhc  sämmilich  von  der  ersten  der  drei  in  (20.  a.)  nnd  (MX  b.)  anfgestellien 

Form  sind,  so  wird  die  Unlcrsuchuntr,  welches  von  den  so  eben  anfregchenen  dreifHchnn 
Verhalten  zwischen  den  beiden  gegebenen  Geraden  obwaltet,  von  der  Autsuchuiig  der  besoiv- 
dem  Werihe  «mgehen  nüssen,  weMie  fkr     jf,     odsr     n',  m"  geasM  gieidnjlj^  da» 
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Gieichnnffspaaren  der  beiden  Geraden  irenUf^en,  in  di'ncn  sie  vorkommen,  da  nnr  Coordinatcn, 
welche  gletdueilig  die  beiderlei  Gletchungspaare  wahr  machen,  sokben  Pmctaa  angehören 
is  dflBHi  flieh      kcMett  (tefsdon  MfcMMas«  Ans  dei 


Icn  fleiflh— yfowwi  dar  andera 

p  p 


CM.».) 


t>  p 

Mf  den  ViMittid  sein  Augnnneili  bin  ni  ikUea  hat,  dm  iä  die  F«r- 
I,  in  welchen  die  Gleichungspaarc  (40.  a.  und  b.)  gegeben  sind,  nie  gestalten,  dass  «hm 
von  den  Grösseo  p.  •  p.  >  p  >  P  nuU  ist,  man  fUr  alle  die  aar  den  Unken  Seilen  der  Gleiehunj^en 
(41.  a.  and  bi.}  siehenden  Coordinalen  stets  vflTli^  bestimmte  und  endliche  Werlhc  erhalten 
werde,  welche  endliche  Worthe  man  umh  den  iiuf  ihr*  n  rechten  Seiten  befmdltchen  Coordinalett 
X  und  u  beilegen  mag.  Sollen  nun  beide  G.  r<Mlc  l  incii  I'unrI  mit  einander  geniein  TiHben.  so 
uiuss  sich  ein  Werth  für  x  oder  u  angeben  la:>.scn,  welcher  Air  x'  und  x"  oder  für  u  und  u" 
den  Oleichangm  (4i.  a.)  nr  Folge  Werihe  fleht,  die  anglddi  anch  die  GleichuRgen  (da 
wahr  mnrhen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinansläun,  die  für  diesen  Werth  von  x  oder  u  aus  den 
Gleichungen  (41.  b.}  sich  ergebenden  Werlbe  von  x'  und  x"  oder  u'  und  u"  mlUten  zugleich 
aaeh  die  «leichmifen  (40.  %)  wahf  Bachen.  M  aan  äb«r  die  Wcilhe  vwijif,  sT  «der 
u',  u"  aus  (li'ti  Clriciningen  (41.  a.)  in  die  (40.  h.)  oder  «II  denen  (41.  h.}  hl  die  (dOL.a.^ 

so  findet  man  im  einen  wie  im  andern  Falle:  . 

(ppi— p.pO»=p»p"— pfi'  ™<i  (ppi— p"p.)*=p.i''— pp;i 

lawie  i   (4t. 

und  es  mttssten  die  beiden  auf  einerlei  Zeile  stehenden  Gleichnngen  gleichzeitig  durch  den 
ftifüchen  Werth  x  oder  u  wahr  gemacht  werden.  Sollen  sich  aber  diese  beiden  Gleichungen 
nieht  widersprechen  und  dadurch  die  Unrnü^Uieit  eines  Durchscfanitlspundes  der  beiden  Ge- 
raden an  den  Tag  legen,  ao  nhaaen  heide  x  oder  u  «af  dieadbe  Wietoe  hesIhnaNn,  «efchea 
nnr  dann  der  Ftf  ist,  weiwi 

(Ph"-P»(P.f"-P  PO=(PPi--P>0(P.''-P  fOl 
oder  [   (49.  ifc.) 

(*«r-p'%)(p.r-»'PO=0K>:-»'i»,D(p.v-i>w 

ist.  • 

IBrAlen  die  Gleichungspaare  (40.  tu  and'  b.^,  wodnnli  de  beiden  Genden  daig«steBl 
werden,  die  Bedingungen  (42.  b.)  nicht,  so  haben  diese  Geraden  weder  in  endlicher  noch  in 
«ländlicher  Feme  einen  Panct  mit  einander  gemein  und  liegen  daher  nicht  in  einer  and 
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dPrselbtMi  EIhmic;  rrnillcii  abrr  jene  filricliuniri^pnarf  dit  si-  Bedingungen,  so  läasl  sich  aM 
dea  nif  einer  Zeile  atehendcn  beiden  tileichungcn  (  42.  «.^  Air  x  oder  u  ein  und  detMlba 
Werth  beriMilra,  n  dem  bioimf  die  CHetchungon  (41.  a.  oder  b.)  di«  sugehörigen  Werth* 
x',  x"  «der  u',  u"  finden  lassen,  von  denen  dann  die  x ,  .\',  x"  oder  die  u ,  u',  u"  einen 
Dun-hsc-hnittspunct  der  beiden  Geraden  an  die  Hand  geben,  welcher  in  endlicher  Feme  liegt, 
wenn  alle  drei  Coordnnten  endliche  Werthe  tnnelunen,  hingegen  von  der  Coordinalenspitze  sich 
unendlich  weit  entfernt,  so  win  eine  von  diesen  drei  Coordinaten  einen  unendlich  grossen  Werft 
rrhiilt.  iimi  in  Jedem  dieser  Filio  liegen  die  beiden  Geraden  in  einer  nnd  der* 
selben  Ebene. 

De,  WO  die  Bedfaigvnf en  (AH.  bj  von  den  gefobenen  GleiehmfSfMHre  «iMtt  werden,  md 

dadurch  das  Pasein  eines  ntirchnittapondOS  «Iit  lii'i<li'ii  Ccnidon  in  rndliclu  r  odrr  in  tim-ndli- 
cher  Feme  zu  erkennen  geben,  können  die  diesem  DurclischnitLspuncte  entsprechenden  Coordi- 
nalenwerthe  in  sehr  venMhiedenen  Formen  sich  fcnnd  geben,  welche  naher  m  kennen  dem  an»* 
lylischen  Geomeier  in  vielen  Fallen  Nolh  flml»  weswegen  Wir  sie  einndn  durchgehen  werden: 

I.  Ist  von  den  Faciorcn 

t  PpT— PtP*  «n*  PPl— P.P' 

a.)  }  oder  von  denen 

f  »>p:— «nd  pV.  —  1f,V' 

weder  der  eine  nodi  der  andere  nnlli  ao  eihllt  nnui  znnlchat  flir  x  oder  n  aus  den  Gleiehttn- 

gcn  (42.  a.)  und  sodann  IHr  x',  x^  oder  tt',  u"  au  den  Gleicbungen  (41.  a.)  und  (41.  h,)  |e 
zwei  Wertlie  von  völlig  bestimnitcr  und  endlicher  GrOsse,  welche  einander  gleich  werden,  wenn 
die  Dt'dingungcn  (42.  h.)  durch  die  gegebenen  Glefchnngspaarc  crfttUi  »ind^  und  dann  aur  ei- 
nen Puvchschntttspnncl  der  Uvulvn  (ü  radcn  hinführen,  der  in  eineni  endlichen  Abslnnde  von 

der  Coordinatrnspilzp  an  einer  bestiimuten  Siclie  des  Rauineü  liegL 

II.  Sind  aber  die  beiden  auf  einer  Zeile  stehenden  Factoren  (43.  a.)  gleichaeüig  nntt^  wo 
dann  die  Bedingung  (42.  b.}  von  sdbcr  sich  erfülii,  and  ist  von  den  Factoren 

fp^r-pp;'  und  p.F-pp; 

 1  oder 

fp/r-pr;  und  ^»r-v^iv. 

keiner  onllt  an  kSnnen  die  Gleichungen  (42.  tu)  nur  iUr  solche  Werthe  von  x  oder  u  beste- 
hen, deren  Grosse  alles  Maaas  tbersdireitet;  ein  so  unendlich  gross  gedachter  Werth  von  x 

oder  u  befriedigt  indessen  immer  gleichzeitig  die  auf  einer  Zeile  stehenden  beidan  Bimifhnmwi 
nnd  Hihrt  zu  einem  Durchschnittspuncte  der  beiden  Geraden  hin,  der  in  einem  unendlich  gros- 
sen Abstände  von  der  Coordinalenspitze  liegt,  weshalb  unter  solchen  Umstünden  beide  Gerade 
panüel  mit  einander  lantiBa. 

III.  I.sl  hiniri'^rt-ii.  widin-iul  die  beiden  auf  einer  Zeile  stehenden  Factoren  (43.  a.)  gleich- 
zeitig null  sind,  zugleich  auch  einer  von  den  auf  derselben  Zeile  stehenden  Factoren  (42.  b.} 

.  null,  während  der  andere  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  bchiilt,  so  wird  eine  von  den  Gleichun- 
gen (ist.  B.)  durch  jeden  Werth  von  x  oder  a  beftiedigl,  wihrend  die  andere  nnf  dendwn  Zelo 
stehende  nur  durch  einen  unendlii  li  ^ros-scn  Wertli  vnn  \  oder  u  zufrieden  gestellt  wird,  wel- 
cher letztere  dann  auch  zugleich  als  der  erstem  Gleichung  genügend  anzusehen  ist,  und  wie- 
der anf  «hm  nnendlich  weit  cnUeniM  DnrehachnilKpnnri  der  bellen  GenaliM,  d.  h.  nnf  4am 
punllelo  Lage  UnweiiL 
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IV.  Ist  ferner,  wahrend  die  beiden  auf  einer  Zeile  stehenden  FacUiren  f43.  a.)  j^Ieichzeilig 
null  sind,  zugleich  auch  jeder  von  den  auf  einer  2^ile  stehenden  Facturen  (^43.  b.},  die  Pro» 
jedionssaMen  von  derselben  All  In  sidi  trai^en,  imll,  lo  wM  Jede  der  auf  einer  Zefle  lieben- 
den Gleichunijen  (42.  a.")  von  der.<;en)<'n  .Arl  diinh  jeden  Werth  von  x  oder  U  befriedigt;  man 
findet  daher  jeden  Puncl  der  einen  Ueradeu  zugleich  auch  als  einen  PuncI  der  andern  Geraden^ 
und  diese  seigl  nn»  dies  in  dicfem  Falle  <Bb  beiden  Geraden  fai  einander  Vagem. 

V.  Noch  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  uuT  l  iruT  Zeile  stehenden  Factoron  (43.  a.) 
■nr  der  eine,  nicht  aber  auch  der  andere  null  wird,  und  dieser  Umstand  giebt  da,  wo  er  vor- 
kOHUnt,  wieder  einen  Durchschniltspiinct  der  beiden  Geraden  in  endlicher  Ferne  zu  erkennen, 
voranagcselzl,  dass  <iio  i(cgebeoen  Glejehungapaare  der  zwd  Geraden  der  Bedingung^  (4a.  bi) 
genAgen;  denn  ist  z.  B. 

PP»'  -P. P"=^    ""d  nkhl    ppi— p„p'=0. 
so  verlangt  das  Bestithen  derjenigen  bcdini:iiiiir  (42.  b.),  in  welcher  die  schiefen  Projectioiu- 
inhlen  Torfconunen,  dnsa 

P.p  -pr.  =  o 

aei,  dann  aber  wird  die  zweite  der  auf  erster  Zeile  stehenden  Gleichungen  (42.  a.)  dureh  je- 
den Werth  von  x  befriedigt,  wiihrcnd  die  ento  mf  derselben  Zeile  stehende  Gleichung  (^42.  a.) 
ibr  X  einen  xillig  bestimmten  Werth  von  endlicbnr  Grösse  liefert.  Da  nun  dieser  letztere  WerÜl 
von  X  zugleich  auch  der  voriijen  Gleichung  genügt,  indem  diese  durch  jeden  Werth  von  X  be- 
friedigt wird,  so  wird  man  durch  ihn  auf  einen  Durchschnitlspunct  der  beiden  Geraden  in  end- 
licbCT  Feme  von  der  Co4ndbMleaa|iilM  bli«eilbrt.  So  wie  liab  aber  dioftr  U—tand  bi  den 

einen  hier  uls  Beispiel  L'enomuienen  Faüe  nocbweigen  ttttl,  cbOB  SO  llsat  «T  itcb  mA  bl  Je- 
dem andern  solchen  Falle  darthun. 

Die  in  dieser  Nnninier  anguBieHlen  Betrachtangen  gingen  sSnnnflfcb  voii  dM'Tbrausselzong 

aw»  dail  jedes  der  GIeichung.spaare,  wodurch  die  in  Rede  stehenden  Geraden  dargestellt  wer- 
den. \m  der  ersten  in  (20.  a.)  «der  (20.  b.^  jiegebenen  Form  sei;  wird  eines  oder  dns  an- 
dere Gleichungspaar  in  einer  andern  dieser  Formen  gegeben,  so  kndcm  sich  alle  in  dieser 
Nnnnnei  erMimen  Anadrlcit»  imanA  ab.  B»  ist  AideMcn  sehi'  Mdrt.  'dfe  bi  dieser  Nunmer 
gewonnenen  Re.snitate  so  abziiilndem ,  wie  sie  werden  müssen,  wenn  die  ChMchungsjumre  von 
einer  andern  solchen  Form  gegeben  sind,  falls  nur  die  zu  derselben  Art  der  Coordinaten  gc- 
Ufigeo  Gleichnnfspaare  beide  von  ebwr  «nd  derselben  Pom  sind;  denn  so  wie  die  zireilen 
oder  dritten  der  cediichlen  Können  aus  der  ersten  durch  eine  an  den  Accenten  vorgenommene 
Vertauschung  der  ersten  oder  zweiten  Art  hervorgehen,  so  mUsscn  sich  auch  die  Resultate, 
wdehe  Gleidinngspaaren  aogebOren,  die  aKnnillleb  von  der  sweflen  oder  dritten  Form  snid, 
aus  denen  fUr  Gleichuogspaare,  welche  sämmllich  der  ersten  Form  angehören,  gefundenen  durch 
die  gleiche  Veriauschung  der  Accento  erhallen  lassen,  durch  welche  jene  Glcichungspaare  aus 
diesen  hervorgehen.  Diese  einfache  Herleitongsweise  der  Resultate,  welche  sn  andern  Formen 
der  Gleichungspaare  gehbre«  ans  den  Resultaten,  welche  vorbin  milgefliefll  worden  sind,  und 
die  lauter  (Jli-iehnn'^rspaare  von  der  ersten  Form  vorausselren,  fiilll  «her  weg,  wenn  die  beiden 
Geraden  durch  ülcichungaptare  gegeben  werden,  von  denen  die,  welche  Courdinateu  von  der- 
selben Art  in  sieh  enthalten,  aaf  verscUedeoe  Formen  äcb  beiidieii.  Um  nkbls  anrOckzalasBen, 
worauf  der  Rechner  in  besoodem  FUlen  Acbt  H  geben  bat,  werden  wir  noch  das  dahbi  Ge- 
hörige folgen  lassen. 
L  23 
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tOl)  NetMoi  wir       ditt  die  «ae  Cewie  dvch  das  <iliiirlHp|ipMr  voa  iar  entm 

Form 

ip»y-p;x=pr  mit  p»k"-p;'x=r. 

CM.  a.)   '  oder 

'  p.  u— u  =      mit  p,  u"—  »r« = % 

gegeben  ist,  während  die  andere  Gerade  durch  das  Glfirlmrijrspiuir  vun  der  zweiten  Form 

ip'A  — px'=P*    mit   p.x  —  p".\'=P 

gtgeben  ist,  m  erUilt  uua 

C«.fc)   

dagegm  m  den  nderan 




und  alle  diese  \\'crtlic  sind  von  endlicher  und  völlig  bestimmter  Grosse,  welche  endliche  Werthe 
■mh  meh  filr  x  oder  n  ud  Ar  oder  aeliiiieB  mag,  di  weder  f,  noch  p,  md  ebemo  we- 
der p'  noch  )>'  null  sein  kiinnm.  Sollen  nun  die  beiden  Geraden  einen  Piinrl  mit  einander  ge- 
mdn  hoben,  so  muse  e«  für  x  oder  u  einen  Werth  geben,  welcher  nüUoLit  der  Gleichungen 
(4^.  0.3  Werthe  ftr  x",  X*  oder  o*,  fiereif ,  du  mammeo  den  in  (44.  b.}  aufgestclilea 
Gleichungen  genügen,  oder  auch,  es  muss  sich  für  x*  oder  u'  ein  >\'erlh  angeben  lassen,  dem 
nach  Anleitung  der  Gleichunicren  (45.  b.)  Wcrtiie  von  x ,  x"  ixIit  11.  u"  entsprechen,  die  in 
Verbindung  mit  Jenem  die  Gleichungen  (44.  a-j  bcrriedigeu;  üelzl  uian  über  die  in  (4ö.  tu) 
mugeänHektiuk  CoonHaaten  in  die  GleidiungeB  (44.  b.},  so  ladet  mm: 

iCp.p'-ppi)x=p.r'+pp;'  «d  (prp'-p''p;)x=NP-.p'P',+irp: 

ißM»  «0   •  • .  • .  <  oder 

md  Idit  m«  dte  h  (4S.  b.)  ausgedrttckten  Coordinaten  in  die  Gleichungen  (44.  a.),  so  er> 
hdl  man: 

CM.  M    <  oder 

Diese  let/.liTii  nieieliiiinren  getien  m  vtT^li'heti,  i!;iss  lüe  (»eifli  ri  Geniilcn  mir  dann  einen  PuBCt 
mit  einander  gemein  haben  können,  wenn  sich  entweder  auü  den  beiden  in  (AQ.  a.^  ealhabeaen 


'Oder 

p'n^pt'=!|r 

mit 

p'u*— p'V=!|J 

1  aus  dem  erstercn 

(j'—Pi'  +  pix 

1  P« 

P. 

<  oder 

«nd 

.  {  nnd 

'  p' 

and 

„«_*+pV 

p'  ' 
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ftr  X  oder  u,'  oder  ans  den  beiden  in  (46.  b.)  ealhallenen  Air  x'  oder  u'  oin  und  derselbe 
WiMlh  ergiebL  Die  Bedivgunig  aber,  dass  dieses  Erfordemiss  vorfaaadeii  sei,  lüsst  sich  in  bei- 
den FlOoi  md  tfe  foljiMto  dub  Vom  Migait 

Cp.p-piO(p.p  -p^  F'o=P.r  (p'i:-p"p;)+p'pr  (ppt-p'p.dj 
CP.p'~p»:)c»»v-p'«)=».rö'ic-p'>o+P'V(Pic-i>''fc)) 

und  ihr  NichterlÜlllseiii  zeigt  an,  dass  die  beiden  Geraden  keinen  Dnrdischnittspnnct  weder  ia 
endlicher  noch  in  uiicndliihor  Entremung  haben  ami  daher  nicht  in  eiaer  und  derselben  Ebene 
liegen,  wird  sie  hingi'^<<n  durch  die  Gleicbungspaaro  (44.  a.  und  b.}  crfUUt,  so  haben  die  bei» 
den  Geradi-n  einen  Punct  mit  einander  gemein  und  liegen  daher  in  einer  und  derüelben  Ebena 
Ob  dieser  Dun  hschnitlspuncl  iii  ffidliclKT  Enlferniinff  licire,  d.  !i.  sicli  in  völUg  bestimmter  Weise 
angeben  lasse,  uder  ob  er  in  unendlich  grusser  Ferne  liege,  und  dann  sein  Ort  sich  nicht  darch 
Coordtaalea  von  emlicier  Grtise  angeben  iMie,  ao.  wie,  al  aar  da  efen^^er  solcber  Durdk- 
srhnillspunt-t  zwischi'n  den  beiden  Cernden  \orhmiden  sei,  in  welilic?ii  K;iIIe  sirli  dinsclhen 
schneiden,  oder  ub  zwischen  den  Geraden  mehrere  solche  Durcbscbnittspuncte  statt  finden,  wo 
denn  beide  in  einander  Hegen,  das  alles  iKset  sich  ans  den  Gleichungen  (46.  a.)  oder  (44t.  In.) 

gerade  .so  beurtheilm,  wie  es  in  der  voriircn  Xumnier  den  dorti-m  Cleicluiti'ijcn  (42.  a.)  gc- 
von  L  bis  V.  geschehen  ist,  weshalb  wir  es  hier  nicht  noch  einmal  zu  wiederholen 


Ei  bleiben  xwar  bei  unserer  gegcnwnrlif^en  neirachlung  noch  die  Fälle  übrig,  vro  Üe  bei- 
den Geraden,  anstatt  wie  in  (44  a.}  und  (44.  b.)  durch  Gieichun^aare  von  der  ersten  und 
zweiten  Form  gegeben  zo  sein,  in  der  ersten  und  dritten  oder  in  der  zweiten  und  dritten  Fonn 
vorkämen;  indessen  lassen  sidl  die  dahin  gehörigen  Resultate  aus  denen  in  gegenwärtiger 
Nummer  jrefundenen  immer  ganz  einfiich  durch  eine  an  den  Aecenten  vorgenommene  Verlnu- 
schung  bei  den  Grössen  desjenigen  Glcichnngspaares,  das  von  einer  neuen  Fonn  ist,  erhalten, 
weiche  Vartaasehnag  elela  von  deiselbcn  Alt  «ein  mse,  wie  Ae,  wadnreh  dte  mm 
der  vorigen  zweiten,  deren  Stelle  sie  verlritl,  lier\'or  geht,  und  die  <laher  baM  nn  der 
bald  von  der  zweiten,  bald  auch  von  der  dritten  Art  wird  sein  utttssen. 

fOfi^  WBI  man  ans  den  eoaMalrten  Gleidungepaaren,  wodarah  zwei  Gerade  dngmldk 
werden,  die  Gr<>sse  der  Neipun^  (Inilen,  wdrhe  ^wisrhen  die^eii  beiden  Gi  rnden  statt  findet, 
SO  kann  diess  immer  leieht  nur  folgende  Weise  geschehen.  Bezeichnen  nämlich  Qu  qäi  4* 
dte  acUefen  oder  q, ,  q',,  s\','  die  eeidirechlen  ProjeeÜonRaUen  von  etaer  mit  der  ersten  dordi 
Gleichungspaare  von  etaier  der  Formen  (20.  a.)  oder  (20.  b.)  gegebenen  Geraden,  wobei  die 
in  den  Gleichungspaaren  vorkommenden  Cueflizientea  p«,  p"  und  ,  p7  sein  sollen, 
parallden  Richlong,  und  ebenso  q,  q',  q"  die  schieren  and  q,  q',  q"  die  senkrechten  Proje«- 
lioMzaMen  von  einer  mit  der  zweiten  durch  GIeiehiing.s|iaure  van  einer  der  Formen  (20.  a.) 
oder  (20.  b.)  gegebenen  Geraden,  wobei  <lie  in  den  Gleieliun^spaaren  vorkommenden  CoelTi- 
zienten  durch  p,  p',  p"  oder  p,  p',  p"  vorgestellt  werden  sollen,  parallelen  Ka-blung,  so  hat 
mm  jedeneil  den  GMchnngen  (S&  a.)  nnd  QU.  k>  genlw: 

P-   ^  Po    .  P«   .   ^  Pn   V  ^*  — 

g^=q.  ,   g-  =  q.,   g^  =  q.   und   ^=q,  ,  ^  =9. 


S'=<.    ^=q-  »d  J=q.    ^'=q  ,  |'=ir, 

83* 


C«f.«.) 


Digitized  by  Google 


Itt  Analyttsehe  «e«mi«(t1e.  Mmsk.  II. 

wenn  U|  und  H  and  ^  Zahl«ii  voriloUen,  welche  tiurch  die  nachsteheitdeu  Gteidiuugea 
beiliHBt  werdw: 

l  oder 

C««.M  /  and 
i  oder 

and  dabei  kcinncn  den  dorlitfon  Bflrachlunf^on  zur  Folge  sowohl  q, ,  qi ,  qi'  und  q, ,  qi ,  qi', 
wie  q ,  q',  i\"  und  q ,  q',  q"  (rleichlüulij^cn  oder  gegciilHU%cn  Ricbiuiigun  aiigeliuren,  Je  aach- 
den  bd  positiv  genoninienen  H, ,  ,  H  und  ^  die  Vorseiclien  in  den  beiden  Gleielrangipaa- 
ren  gleieharlijj  sind  oder  nicht.  Da  indessfu  jode  von  den  zwei  gegenhUifigeii  zu  «Irr  einen 
Geraden  parallelen  Richtungen  in  N'erbindung  uiit  jeder  der  zwei  gcgenläuGgeii  zu  der  andern 
Geraden  panUelen  Richtungen  den  spifaten  oder  slnnpren  Winkel  liildel,  wodurch  die  Noignng 

der  beiden  fn  niilen  tff^en  eiuHndcr  Hnjjozeigt  wird,  so  ist  stets,  wenn  wir  diesen  Wbritclt  OT 
mag  als  spitzer  oder  sluinpfer  sieh  zu  erl<eniien  geben,  dureh     hezeiciuien : 

149.«.)  M)stf  =  qq.  +  q'q;-j-q"q;'    und    eost;  =  qq,4-q'i|; +q"q;', 

oder  wenn  man  an  die  Stelle  der  Projeetionszahlen  iiire  durch  die  Gleichungen  (47.  a.}  geg&- 
beaen  Warthe  idzt: 

CM.».>  H^co«*=p»,+P>;+pX  md  ^H,«wJ=¥p,+  p'p;+t»V. 

wo  indessen  in  jeder  dieser  Gleichungen,  unabhäiigi|r  von  der  zweiten,  0  sowohl  den  spitzen 
wie  den  stunpren  Winkel  zu  bedeuten  hal,  je  nachdem  man  aus  ihr  fUr  cos  6  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  cAtt.  Mallipikirt  mui  die  beiden  Gleichungen  (48.  b.)  mit  einander, 
so  ladet  mn: 

±H4>H.e.coi»*=(p»,+py,+p"»i'3(»p.  +  »'|ii+>''pO. 

und  in  ilic^^T  inuss  von  den  doppellni  Vorzi  icluMi  il  is  oliere  oder  uiilere  treiininnien  \verden. 
Je  nachdeui  in  den  beiden  vorigen  0  einen  und  denselben  Winkel,  oder  in  der  einen  den  spitzen 
nnd  in  der  mdeni  den  stumpfen  Wiidtel  vorEusleDen  hat,  wu  hn  Gmnde  nichts  anders  sagt, 
ab  dass  in  dieser  letzten  Gleichung  von  den  doppelten  Vorseidien  dasjenige  genonunen  wei^ 

den  Biuss,  wodureli  eos'f'  eine  [nisilive  (.'riisse  wird. 

Nimmt  man  für  U«  und      sowohl  als  für  11  und  ^  nur  ihre  positiven  Werthe,  so  ist  der 
Gkkhung  (37.  a.)  sor  Folge; 

±H,^=p.p,+p;tii+pi>r  wi  ±H|^=:p^»+pV-|-pV. 

and  Rian  hat  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  in  der  vordem,  je  nachdem 
q„ ,  qi ,  ql'  und  ,  'In,  <\','.  in  der  liinlern  Gleiehuuff  aber,  jo  nachdem  q,  q',  q"  nnd  q,  q',  t|" 
gleich-  oder  gegenhiufigen  liielituiigeu  iinL^eluIrtn.    Hienius  Tolgt,  dus-S 

±  H,  ^.  11  ^ = (p,  )p, + p.  p.  -h  p.>;)  cp  p  +  p>'+  p'>") 
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ist,  und  dasü  man  in  dieser  äleichung  du  obere  Yorzeicken  zu  nciunea  hai>e,  wie  die  Projec- 
liOHMUm  q,,  4;,  <  «Ml  q.,  4;.  <:  MmM  ab  «e  q,  q"  md  q',  q''  Mt»e*ir  beUv 
Mate  gieielilttuil((en  oder  beide  Haie  gegeniiafigen  Richtungen  HU^ehüren,  wührend  das  untere 
Vorxeichea  genoauneu  werden  vmas,  wenn  die  einea  der  genannten  Projectionszahlen  gleich- 
liofige,  «Be  andern  'aber  gegenläufige  Richtungen  in  sidi  tragea  Da  nun  in  denselben  FlUen 
die  beiden  in  den  Gleichungen  ("48.  a.)  vorkommenden  Winkel,  welche  durch  6  bezeiclinel  wor- 
den sind,  entweder  dieselben  oder  IVelienwinkel  sind  und  es  (ii)von  abhün^rt,  ob  in  der  (llei- 
cbung  (48.  C.3  dajs  olMsrc  oder  untere  Vorzeichen  daü  rechte  ist,  so  wird  diese  Gleichung, 
wem  tum  in  aie  für  H,^H^  Mlnea  dtoi  angefebeneii  Werih  einelil,  ta  jedem  Pde: 


Cp.  p. + p;  pr+pi'  v'o  cp  p  +  pp'  +7'p"J  ■  *  ' 


Sind  die  Glcichungspaare  einer  jeden  Geraden  nidut«^  wo  dum  .  den  oiiigen  Beftrachtuigen  «ir 

Folge  gleichzeitig  H,=:.]^,  und  H=:^  ist,  so  wird 

p.  \> + pi  i>'+  p;>"= »».  p + 1>;  p'+  p;'p", 

wie  edMMi  der  iiloae  Hinblick  «nf  die  Gldcbmigen  (48b  b.)  cn  vereinen  gieU,  weil  in  diesen 

Falle  H^,  ~H,  ^  ist,  und  zugleich  $  In  ihnen  beiden  einen  und  denselben  entweder  spitzen 
oder  stuin^rca  Winkel  vorstellt;  dcsshalb  kann  die  Gleichung  (i9.  a.^,  ini  Falle  die  gegebenen 
deidiuigen' einer  jeden  Gendea  nichsle  aind,  «icli  in  jeder  der  iwd  nadulehendea  Fpimai 
gegeben  werden: 

 Cp.p+p:»'+p;'p'T   J 

.  ■  cp.p.+  p-pi+p.>.j(pp+p>-i-pyj  [. 

oder  \   C«*»  M 

**'^-~(p.P.+piii+pi%(Pi»+pV+pV)-\ 

Wkd  «os9=0,  wdcbes  gesduelit,  wenn  cntwcdw 

^>+I4»'+P."»"=0  oder  »*p+^Äp'+)tfp'V=0  ißm.^ 

ist,  so  ist  ein  rechter  Winkel,  so  wie  umgekehrt  die  Bedinguntren  (50.)  nolbwcndig  erftdk 
sein  müsaea,  wenn  ß  ein  rechter  Winkel  ist;  daher  enthält  jede  dieser  Bedingnngen  das  Kenn- 
zeichen der  aenlircchtcn  Stellung  der  beiden  Geraden  gegen  einander  in  sidi,  in  dem  Sinne 
genommen,  dan  ficii  dabei  die  zwei  Geraden  nicht  zu  durchschneiden  bnnehen,  tedem  der 

Winkel  9  blos  den  zwischen  zwei,  mit  'leii  beiden  Geraden  purullelett  RidllUlgen,  die  man  Sidl 
von  einem  und  demsulbeu  Puiicte  uusluuicnd  denkt,  bczciclinet. 

Wird  €0^$=i  oder  cos0=+l ,  so  ist  9  entweder  »dl  oder  sweien  Bedien  gieicb; 
in  beiden  FiOcn  hiufen  aber  die  bcidi^i  Geraden  mit  einander  parallel  oder  lia'liegeB  in  ein> 
ander;  daher  ist  das  Kennzeichen  der  parallelen  Lage  zweier  durch  flMfllHUglijipm  ^tgAtnm 
Geraden  in  allgemeinster  Weise  zufolge  der  Gleichung  (49.  a.) : 

(Pt P.  +  Pi  Pi  +  Pi'  Pi'J  CP  P  +  P'P'+  p"p"  j  =  Cp.  P  +  pi  P'+  p;'  p'O  (P.  P  +  Pi P'+  Pi'P")       ÄW«  %> 
md  diese  mmml  in  dem  Falie  von  Unter  alchsimi  eomUnirteB  Caeiclnmgipnnen  entweder  di» 
Form: 

Cp.  P.  +  pi  Pi  +  pi'  pi' j  (P  P  +  P'P'+  P'  P ".)  =  (P.  P  +  pi  P'+  pi'  9")'  .  CM»  »•) 

oder  auch  die  Form: 
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i*t. «.)  (p.»»*+pii>;+pi>ocpi'+py+p'>'')=(»>.P+»>ip'+»w'p'T 

M.  DiM6t  iBMara  Kunnairtiiiii  dar  pawiakn  Lag«  vö>  swd  Anvh  opaliUita  niniiftwua 
paam  ftgAmem  Ocradm  llaal  «ich  «nf-di»  viel  •iahahere  Fnin 

CM.>  P.  :  p;  s  iC=  P  :  »'s  P"  «dar  ^  :  «  j  pr=  p  :  p':  p" 

bringen,  wolrhc  EigonUiUinlichkoit  von  parallelen  nrriiden  inwti  nurli  nnmiltelhar  aus  den  Glei- 
cfaaqgen  (2ö.')  ableilen  kann.  Vergleicht  man  die  hier  crbaUcncn  Formeln  mit  den  in  Hr. 
«nd  ta  Nr.  99.  graAmdeneB,  ao  ttbräieugt  aaam  aleh,  daia  die  Neignag  iwisdieii  zwoi  Ebenen, 
zwischen  einer  Ebene  und  einer  Geraden,  so  wie  zwiseheu  zwei  Geraden  durch  völUg  einerlei 
Gleichungen  ausgesprochen  wird,  weicher  Vortheil  indeMea  an  den  UuulaiMl  gebunden  ist,  dasa 
die  Gleichung^spaare  der  Geraden  In  eher  der  oben  angeordneten  Fotaaen  (20.  a.  und  b.)  oder 
(32.  a.  und  b.)  aurtrestellt  werden.  Uebritrens  bleiben  die  in  diesen  Xuaunem  erhaltenen  Re- 
Bultalc  völlior  dieselben,  in  welcher  von  jenen  Formen  auch  die  Gleirbunfl^paare  der  Goraden 
gegeben  sein  mögen,  woraus  in  Verbindung  iiiil  dem  in  Ar.  99.  Gesagten  hervorgeht,  dass  die 
WinkeBieatinuDungen  stets  dieselben  bleiben,  waa  racfa  die  Form  sein  mg,  in  der  die  Glei- 
rbiintrspnnre  der  Geraden  gegeben  sind,  so  dass  also  jene  Rücksichten  auf  die  Formen  der 
GIcichungspaare,  welche  wir  in  Jir.  98.,  Hr.  100.  und  Nr.  101.  nehmen  musstcn,  um  immer  das 
ihnen  entspreebende  ridilige  Resullat  angeben  an  tonnen,  mir  da  nWhi|r  werden,  wo  ein  Dnrch- 

srhnilt  zwischen  einer  Kinne  und  einiT  Geraden,  oder  zwibihen  zwei  Geraden  in  Pelruebtnrig 
kommt;  dann  aber  darf  die  jedesmalige  Riicksichtsnalunc  auf  die  Form  der  Gleichungspaare 
nidit  ansaer  Acht  gelassen  werden,  weil  num  «naaerdem  belhreblen  »Baste,  im  skb  Einsehh- 
fldle  den  Belrachtungon  entziehen.  Resultate  der  letztem  Art  sind  nur  unter  der  Voraussetzung 
völlig  zuverilissig,  dass  die  Fonn  der  Gleichungen,  aus  welchen  diese  Resultate  geschöpft  wor- 
den sind,  der  Geraden,  auf  welche  sie  angewendet  werden,  nicht  zuwider  ist 

103}  Die  gleiche  Derüeksiehtigung  der  verschiedenen  müglichen  Formen,  in  denen  die 
Glcichiin>rs[iaHre  einer  Geraden  sieh  gehen  können,  hat  man  aueh  da  eintreten  zu  lassen,  wo 
das  Gleichungspaar  für  eine  Gerade,  die  durch  bestimmt  gegebene  l'uncle  gehen  soll,  in  einer 
dar  beaondem  Formen  (20l  a.  oder  bb)  nnd  (22.  a  oder  b.)  erst  anTgefunden  wwdan  aafl. 
Wollen  wir  z.  B.  das  in  schiefen  Coordinalen  ausgedrückte  Gleichungspiiar  fiir  eine  Gerade  an- 
geben, die  durch  zwei  bestiininle  Puncle  gehen  soll,  deren  schiefe  Guordiuaten  x,,  j^t  ^'  und 
1^,  find,  und  lesen  wir  dabei  ein  Glaicfanngapav  von  dar  endm  In  (20.  a.)  beflndli- 

dien  Form  m  Grande,  nladich: 

pjt'— p'x  =  P"   mit   px"— p"x  =  P', 

so  niuss.  wenn  der  Pnnci,  decaen  sduefe  CoordiaalMi  Jd,  x^,  zT  aind,  diesem  Gleidiungqwara 

angehören  soll, 

pa!-p'j^=sF"  mtt  pxr-p''».=P' 

sein.  Zieht  man,  um  T"  und  P'  zu  eltminiren,  diese  Gleichungen  van  den  vorigen  in  der 
Ordnung,  wie  sie  neben  einander  stehen,  ab,  so  erhült  man: 

IM.«.)  p(x'— .xl)  — p'(x  — x,)=:0    mit    p  (.x"— x,")  —  p"  (x  —  x,)  =  0 , 

ond  hat  nun  ein  Gleichongspaar,  dessen  Gerade  durch  den  ersten  gegebenen  PuncI  geht.  Soll 
nun  diese  Gerade  «nck  noch  durch  den  zweiten  gegebenen  Punet,  dessen  Coordlnateo    ,  Xt ,  xir 

sind,  gehen,  so  mnss  das  vorstehende  Gleiehungspaar  In  Frrii!hin<r  gehen,  WOM  man  in  dem- 
selben Xt,  Xt,  x^'  an  die  Stelle  von  x,  x',  x"  setzt,  d.  h.  es  muss  sein:  ' 
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P(x;-x0-p'(x.-x,)=o  iÄ  p(x;'-x;')-p"(x,-x.)=o. 

Elitninirt  man  tber  mittelst  dieser  Bedingunip  aos  dem  GieidnuiffspMire  (53.  a.)  den  Coeflfrien- 
len  p,  welcher,  wenn  durch  dieses  Glekhongiqwar  wirklich  eine  fierade  soU  dargeMeBl  wer- 
den USmeUf  nie  nun  ulm  daf,  w  fndel  mmi 

(x-»0C«S-«0-C«'-«OC*-J«i)=o  «tt  C«-*00f-O-C«"-«0C«.-«0=0.  CM*  M 

Dieses  letztere  Gleichun^spaar  stellt  min  xwar  im  Allgomeinen  die  vorlangtc  Gerade,  welche 
darch  die  swci  Piucte  X| ,  ,  xl'  «ad  Ji, ,  x^ ,  Ji4'  liindnrch  geilt,  dar,  aber  in  besoiidera  Fil- 
len,  wo  die  gewMdie  Form  sich  aft  dar  Life  diewr  PMcle  idÄt  veririgt,  ist  es  nmiMk, 
und  Hieül  in  Wahrheit  keine  Gerade  iMftr  dar.  Wären  B.  BL  die  swei  (gegebenen  Puncli-  von 
der  b«sondern  BeschafTcnheit,  das«  iHB  i^t=x,  hliile,  M  verwndelten  äck  dadurch  die  beiden 
Glewinngen        b.)  in  die  eine: 

X— x,bO, 

wplrh('  nun  koinr«  Hrrade  mehr,  sondern  nur  noch  eine  Ebene  dnrzustHIrn  im  Stunde  isl  Xirnmt 
man  aber  an  den  Accenten  des  Gleidiungspaares  (53.  b.}  eine  Vertauschung  der  ersten  Art 
vor,  wndnrdi  e>  nif  der  enien  F»nn  (20.  a.}  in  dte  xwe^  UbeygeWtrt  wird  und  dfo  nedi- 
ftelende  Gestail  «nntannt: 

(k'-OC«.-"D-C«~«i)«-O=0     (x-xOK-xr3-C«"-*r}CJi-*D«o,  CM.«.) 

SD  willorstrcilet  jetzt  seine  Form  der  besondem  Bedinirunsj  x,  =  x,  nicht  mehr.  Wäre  »her 
noch  ausserdem  xi=xi,  so  wUrde  sich  auch  dieües  Uleicbuugspaar  wieder  auf  nur  eine  Giei- 
ehnf,  ntaHdi: 

x'— .x;=o 

surüdoiehen,  und  dtdior  eine  Goade  daraus  teilen  iriebt  mehr  flihjg  sein;  venvandHt  man  in- 
dessen das  Gleiclmngspaar  (56.  b.),  welehef  vnn  der  enIen  Form  lal,  dadurch,  dass  man  an 
Kiaen  Accenten  eine  Värtmmdmg  itr  wmtUm  Art  rtnbmH,  ftt  eiMW-ten  dw  drfNen  Fenn, 

wodurch  es  wird: 

(.x"-.xncA;-A;)  -c-x'-xocv;'  ^:')=o  m»  (x"-^x:')(.x,-xo-(x-x,xx;'  a;'3=o,  cm.«.) 

so  vertrügt  sich  nun  dessen  Form  mit  den  Iwideu  Bedingungen  Xt=X|  und  xi=X|,  weiche 
■Bedien,  du*  w  aidi  TinundeJt  äi: 

<=0  «dt  -  z— xi=0  CM.  n.) 

und  le  die  veilangte  Gerade,  wdcite  dnrch  die  swei  besondem  Pnncte  gdit,  darstelH. 

Aehnlirli  gestültet  .sich  diT  Hcrfrnnrr,  wenn  dns  Cli-irlninpspiiiir  fiir  cino  fliTad«  nuFgesuchl 
Verden  soll,  die  durch  den  I'uHcl  gehl,  dessen  schiefe  Coordinalen  .y.,  x',,  x!,'  sind,  und  mit 
einer  Bkhtnng  pmllel  Unfl^  deren  idriere  Frojeclionnahlen  a,  a',  a^  sind.  iräAe  uhui  nlni- 
Udi  fltr  dieics  GleidiaNgipaar  die  erste  von  den  in  (20.     endnMenen  Poraien,  so  fibide  man: 

nCf-JO-a  (x— jO=0  mil  a(ji"--x.")-a''(x-jö=0.  CM.  ft> 

Dieses  Gh-ichunfcsiiaar  wird  nun  zwar  im  Allirt^moinen  die  verinnrrte  Gerade  damisfeüen  im 
Stande  sein,  in  besondem  FAllen  aber  kann  es  überhaupt  keine  Gerade  mehr  darstellen  und 
gfadll  dninrcii  an  venleiMn,  dass  seien  Fem  Mk  diesen  besondem  Fidle  nlclrt  ndv  anpessen 
kann.  Hütte  z.  B.  die  ircuebem-  RirhtunL'-  die  besondere  Ei(feiieehai^  daiS  bei  ihr  aa=0  wflre, 
■o  söge  sidi  obiges  tiloichiuigspaar  in  die  eine  Gieicining 
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X  —  x,  =  0 

xiurück,  und  kann  nun  keine  Genid«  mehr  darateUen.  HimaA  man  aber  an  den  Accenten  dca 
«bigan  QaklNnifapwiw  «iiie  Stttmuümg  dar  «nta»  Art  vor,  «dhidi  m  mf  4ar  enriM 
Fom  in  die  sweite  ttbeigefldvt  wird,  wd  die  Holgende  Oeilall  mM: 

«'Cx-x.)-«(x'-O=0  »i»  a'(x"-x;')-a"(x'-x;)=0, 
so  ist  CS  jctzl  din  Gerade  darziislclli-n  fl^hip,  welche  der  besondern  Richtangr,  wobei  nr=0 
wird,  parallel  lialL  UüUe  aber  diese  besondere  Kiciitung  noch  ausserdem  die  Eigenschan,  da» 
M  ihr  nkht  Moi  a=0,  loadem  ameh  neeh  «befdlM»  a'=0  tat,  ao  mitatn  hub  die  ente 
Form  iIiiK-h  eine  Vortaiisrhiintr  (h>r  zweiten  Art  in  ilic  dritte  Fonn  übcfflblM,  BDI  im  GW» 
cbungspaar  aur  Oaratellung  dieser  beaondcm  Geraden  fMg  zu  machen. 

ADm,  was  in  dteser  Numner  in  Bexng  aaf  Gleielningapaare,  in  denen  itliMe  Coendiiaten 
nnd  Projcdionszahlcn  auflrelen,  gesagt  worden  ist,  gilt  ganz  ebenso  auch  da,  wo  Gleichungen 
verlangt  werden  mit  senkrechten  Coordinaten  und  ProjccUonazahlen.  Dabei  lassen  sich  die  bei- 
derseitigen Resultate  einrach  dadurch  aus  einander  ableiten,  dass  man  die  Grundzeichen  a,  x 
■nd  die  e ,  u  mit  einander  vertauscht.  Zum  Schlüsse  mag  daher  hier  nur  noch  die  BenMdCHN^ 
stellen,  flass  nmn  einen  der  in  conibinirlen  Gleieliunqfen  (uler  (  «tMihinirleu  G!ei(  hiinifsimarcn  vor- 
handenen Coeflizicntcn  der  1  gleich  machen  kann,  selbst  da  noch,  wo  die  Vorzeichen  gleich- 
artif  gemacM  oder  die  Gldehongen  aelbsl  in  nidkale  coMiMrIe  na^reMerl  werden  aind,  nnd 
diese  Ficrnsihan  behalten  sollen;  wir  hiiben  indessen  ili-'Sfs  Mitlrl  znr  Verelnf^chnnir,  da  es 
nur  von  »ehr  geringer  Bedeutung  ist,  zu  benutzen  unterlassen,  um  den  bei  Winkelbestimmun- 
gen  anflrelenden  Anadrdcken  ilire  velle  Symnelrie  an  bewahren. 

104)  Im  Vorstehenden  sind  die  Schwierigkeiten,  auf  <lie  iniin  Ix  itn  Gebrauche  der  Gieicliunui- 
paare  von  den  in  (20.  a.  und  b.}  oder  (23.  e.  und  b.^  angegebenen  Formen  itosaea  kann,  in 
Fällen,  wo  das  allgenelne  Veriiallen  «Sner  Geraden  m  eiMr  Bbene  oder  an  einer  Geraden  er- 
kannt werden  soll,  und  man  in  BetreOT  der  Zuliaalgkeft  der  gewählten  Form  nicht  viiUig  ächer 
ist,  mit  einer  Ausnihrliehkeit  vorgelegt  worden,  die  man  vielleicht  flir  allzugross  zu  halten  ge- 
neigt sein  wird,  um  so  iiiclir,  da  dieselben  nicht  selten  so  gut  wie  ganz  verschwiegen  werden; 
kfa  gieng  indessen  dabei  ven  der  Vemuaaelatnig  aus,  dass  Weitläufigkeiten,  aus  denen  die  An- 
wandnnf  ilve  Sicherheit  schöpfen  muss,  keine  sind.  In  diesem  Sinne  einübe  ich  dem  fri'ihcr 
Gesagten  noch  beiPiigen  zu  müssen,  dass  in  den  (24.  a.  oder  b.)  aufgestelllen  Formen  gleich- 
leMig  die  drei  der  in  (33.  a.  oder  b.)  ndigelheflien  CSeicliungapoare  eMAaHen  aind,  weswegen 

die  oben  berührten  rasiihiTheilen  wegfallen,  so  lange  man  an  jenen  die  Betrachtungen  fort- 
laufen bissl;  diese  LnsiclaTlu  iien  treten  aber  wieder  ein,  aobald  man  die  in  (24.  a.  oder  b.} 
angegelienen  Verhaltnissglciehtingeii  wieder  in  zwei  gewlttadfebe  Gldchnngen  «ufldsen  wi^ 
oline  invor  die  besondere  .\utur  der  Grössen  p ,  p',  p"  oder  p ,  p"  erkannt  zu  Inibeu.  So 
wie  man  nämlich  die  Gewissheit  erlangt  hat,  dass  keine  dieser  Grössen  null  ist,  sagt  jedes  der 
aus  den  genannten  Verhaltnissgleichungen  gezogene  Gleichungspaar  zweifelsohne  der  Geraden 
zu,  die  durcb  es  dargestellt  werden  soU;  und  ao  wie  man  zu  der  Einsicht  gelangt  ist,  dass 
eine  ndi  T  zwei  von  jenen  Grössen  null  sind,  kann  ntan  ohne  alle  Zweideutigkeit  »ns  den  Ver- 
haltniitsgicichungen  das  der  Geraden  zusagende  Glcichungspaar  herholen.  Ans  diesem  Grunde 
kann  man  sagen,  daas  die  durch  analytische  Behandlung  der  Geraden  am  ilnndidian  Oeewfan 
tensystcme  eihallenen  Resultate  eine  vollkommene  Allgemeinheit  behalten,  so  lange  ihr  die  For- 
men (24.  a.  und  h.^  ia  unveränderter  Gestalt  zu  Grunde  liegen.  Da,  wie  wir  gefunden  haben, 
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dia  GitfHea  p,  p',  p"  oder  p"  is  ihnn  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen  brauchen 

db  Ho,  dnn  fli»  te  wAieliMi  awl  MnkradUeB  ProjectionKahlen  von  einer  der  beiden  Rieb- 
Umgen,  welche  in  der  durch  jene  Verbidtnissgleichungen  dan^stelllcn  Geraden  liegen,  propor- 
tional sein  müssen,  mnn  also  auch  stall  jener  Grössen  diese  Projeclionsxahlen  ijesotzt  sich 
denken  ilarf,  wudurtli  «ituiu  id>er  die  \  eriialtaissgleichungen  selber  von  der  ücmdeu  nichts  an- 
ders angeben,  als  ainea  ihrer  Fanale  vid  aiM  Ihrer  BfaMugaa,  s»  hat  am  nr  aiAen  Sr> 
zieliinp  vöilij^  allgeincincr  Rechnungsresullale  in  Fällen,  wo  Gerade  im  ränniürhen  Systeme  be- 
bandeU  werden,  nur  die  folgende  Kegel  sicti  zum  Gesetz  zu  machen:  Man  lasse  die  Glei- 
«hüB^eii  der  Geradan  nmr  im  einer  dar  Fornaa  (M.  a.  oder  1».)  s«,  «nd  nahaia  i« 
dem  Ende  von  ihr  in  die  Rechnung  nur  einen  ihrer  Piinclc  und  eine  ihrer  Rich- 
tangen  auf,  fahre  aber  diese  Gieichnngsformen  nie  in  eines  der  in  (20.  a.  oder  b.} 
oder  in  (22.  a.  oder  b.}  steheadan  Glaichangspaare  Uber,  bia  die  Torangegange- 
nen  Betrachtungen  entschieden  haben,  welche  von  den  drei  Projectionszohlen 
der  in  die  Rechnung  aufgenommenen  Richtung  null  sind  und  welche  nicht.  Die 
Auflösung  der  Veriiflllnissgleichungen  in  Gleichungspaare  wird  nur  da  unvermeidbar,  wo  Dorch- 
achiiille  der  Geraden  mit  Ebenen  oder  andern  Geraden  anfigesucht  werden  sollen,  und  dieses 
wird  im  Alls,M'Mieinen  nieht  früher  {,'e fordert  werden,  als  bis  die  besondere  Rirhiung  der  Gera- 
den bereits  schon  erkannt  ist;  wo  aber  in  seltenen  Fällen  solche  Aufsuchungen  geschehen  sol- 
len, bevor  Ae  UcMong  dar  Garadan  ia  ¥0111;  baalfanntar  Waisa  angegeben  werden  ham,  da 
ist  die  gleichzeitige  Berücksichlicriing  der  oben  angegebenen  möglichen  Fülle  unerliisslich.  In 
der  hier  initgetheilten  Regel  hat  man  den  Grund  zu  suchen,  warum  später,  da  wo  wir  die  Na- 
lor  der  hruninmi  Liniai  nd  FÜchen  vnlarBiidiaa,  dar  Gabraneb  von  Oaidningain  für  Garado 
In  afaier  der  in  Qtfi.  a.  nnd  k)  «der  (231  a.  md  b.)  ndlgotteilten  Fonnen  goM  imd  gir  ver- 
ndeden  worden  ist 

INe  Anwendung  der  besprochenen  Teriiflltnissglcichungen  führt  aneh  da,  wo,  wie  fn  dar 
vorigen  Nummer  geschehen  ist,  die  Gleichungen  für  Gerade,  welche  vorgeschriebene  ElgeiH 
schailen  besitzen  sollen,  erst  aufzufinden  sind,  zum  sichern  Ziele.  So  z.  B.  kann  man,  wo  die 
Gerade  durch  zwei  Punctc  gehen  soll,  deren  schiefe  Coordinaten  x, ,  x| ,  x"  und  x, ,  x^ ,  x^ 
afaid,  die  ihr  in  Jedem  Falle  xnsagenden  Glaichnngen  aof  dia  folgende  Art  angaben.  Dia  For- 
mm  (24  a.}  amen  nImKeh  aoglädi  aus,  dnss  durch  die  Yerhuitnissgleichnngen 

x  —  X,  :  x' — X,'  :  x" — x"=:  p  :  p':  p" 

eine  Gerade  daigeslellt  wird,  weldie  durch  den  Punct  gehl,  dessen  schiefe  Coordinaten  X|,  Xj',  x!' 
sind,  abo  dnrch  den  einen  der  veriangten,  wenn  dazu  seine  Coordinaten  genommen  worden 
sind;  soll  aber  die  Gerade  auch  noch  durch  den  Punct  gehen,  dessen  schiefe  CoordiMien 
X, ,  x', ,  x','  sind ,  so  müssen  diese  Coordinaten  (Ur  x,  x*,  x",  in  obige  Gteichnagan  geseb% 

diese  befriedigen,  d.  k  es  muss  sein: 

X,  — :        x;  :  if — xr=  p  :  p':  p" 
md  aiM  diesen  Veriillbdasgleidiiingen  folgt  in  VarMninng  mit  den  vorigen,  daanmaa  habe: 

X  —  X,  :  x' — x;  :  x" — x',' =:  x,  —  x,  :      —  x[  :  xi' — x^, 
welche  Gleichungen  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  die  geforderte  Gerade  auch  noch  in  jedem  bcson- 
den  FäDo  dannstellen  ftMg  bMben,  weil  in  flmen  noch  jedes  der  eintdnen  GMchnqgspaara 
enthalten  ist,  und  Aehnliches  gilt  von  je  zwei  andern  Rjftlitfhlllft»  der  Gandatt»  Air  wakho 
die  geeigneten  Gletchaagen  aafgeauchl  werden  seilen. 
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i05)  Wir  haben  schon  in  Voc^fcn  Abschnilte  f^osohen,  dass  da,  wo  alle  zur  Untersocfaunf 
gezogenen  Puncte  in  aner  oad  derselben  Ebene  liei^cn,  das  drctaxigc  System  durch  ein  swei- 
axiges,  wichet  wir  du  dicm  genannt  haben,  ersetzt  werden  könne;  diMS  wird  daher  auch 
da  geschehen  können,  wo  mehrere  Gerado  zur  Untersuchung  konunen,  die  säinmtlirh  in  einer 
ud  doselbeo  Ebene  liegen.  Wir  hab«n  dort  gesehen,  wie  alle  dem  ebenen  Systeme  angefafl« 
rigran  Fonmia  gm  eiaholi  «w  den  Rtar  dm  rloBlidie  System,  dawen  dritte  Axb  Minkrsalit 
steht  auf  den  zwei  Axcn  drs  chi-non  Systems,  trcriindcnen  dadurch  ab^Hpitrt  werden  kOnnen, 
dass  nun  in  diesen  alle  aui  die  dritte  Axc  sich  beziehenden  Coordinaten  oder  Projectiottszah- 
les  vendnrlndBn  ttnt  Etwas  AdodidiM  git  zwar  andi  femr  Doeh,  doch  tat  der  Uebergang 
wegen  der  M  Ebenen  und  Geraden  in  die  Betrachtung  anfgenommenen  HiirsgrUssen  kein  so 
umitteaMrar,  weshalb  wir  uns  venuUasst  fllhlen,  diesen  Uebergniig  noch  näher  vor  Augen  m 
legen. 

Man  kann  alle  Geraden,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  als  Durchschnitte  dieser 
einen  Ebene  mit  noch  andern  aufTassen;  denkt  in;in  sieh  ditlier  diesi^  Geraden  »iif  ein  .s<-nk- 
rechlcü  System  bezogen,  dessen  zwei  Axen  AX  und  AX'  in  dieser  Ebene  liegen,  und  de;>sen 
dritte  Aze  AJT  senfefMbft  aof  Ir  steht,  so  hat  nun  als  Gleichnng  dieser  Ebene  die: 

und  nun  knn  jede  in  derselben  Ebene  liegende  Gerade  durch  diese  Gleichung  in  Yi  illinitMg; 
mit  noch  einer,  welche  einer  zweiten  durch  die  Gerade  hindurch  gehenden  Ebene  angehOrt, 
darstellen.  Stellt  man  sich  nun  diese  zweite  Ebene  immer  senkrecht  auf  der  vor,  in  wekher 
die  Axen  AX  und  AX'  liegen  und  die  durch  die  Gleichungen  (54.  a.)  dargestellt  wird,  und 
denkt  iniui  siili  die  auf  »lieser  zweiten  Ebene  senkrechte  Richtung ,  weli  lie  hIs  Hilfsgrösse  bei 
'  der  Untersuchung  von  Ebenen  gedient  hat,  durch  einen  Puuct  der  Geradeu  gebend,  in  welcher 
die  Eben»  (S4.  «.)  von  der  sweiten  Ebene  gesdnitton  wird,  so  Imnnt  diese  Richtung  ni  din 
Ebene  (51.  a.)  zu  liegen;  diese  nilfstrnisse  p^enith  sonach  gerade  erst  dadurrh,  diiss  man  die 
zweiten  Irenen  senkreciit  auf  der  ersten  stehend  voraussetzt,  in  das  Gebiet  des  ebenen  Sy- 
stems, and  kann  m  diesem  nis  üe  Richtung  defintrt  werden,  welche  in  der  dnreh  seine 
Axen  gelegten  Ebene  liegt  und  senkrecht  auf  der  in  Betrachtung  genommenen 
Geraden  steht.  Bezeichnet  man  die  schiefen  und  senlurechtcn  Projectiunszahlen,  welche  eine 
Mhh»  Hdlnng  am  den  M  Axen  des  senkrechten  Systems  giebt,  durch  q ,  q',  q "  und  q ,  q',  q", 
wie  snvor,  so  Ist  ta  Folge  der  Besonderiielt  dieses  Systems: 

a  _  _ 

da  diese  RiehtuMg  mit  seiner  Coordinatenebene  XAX*  zuianuaenfidU.  Oadnrdi  ndunen  die  aU- 

gemeinen  Gleichungen 

px4-l>'x'-J-p"x"=5|J   und   p  u  +  p'u '+ p  "u  "=  P ,  < 

wskbe  wir  hl  $.  lOl  dieses  AbschnBls  enliiffert  haben,  ehie  besondere  Gestalt  an,  die  Jetzt  aaf- 
gesichl  werdan  wird.  Es  nnss  ntaBeh  den  dort  im  Nr.  N.  gesohdunen  EriMdenn^en  ge- 

1=,.  |=<.  ^=<-  -d  1=,.  |=<.  ^=<- 

sein,  wenn  die  Hilfsgrössen  ^  und  H  nach  Anleitung  der  dortigen  Gleichungen  (6.)  ans  den 
CoeiOzienlen  der  zur  Ebene  gehörigen  Gleichnng  bestimmt  werden,  wobei  keine  von  diesen 


I 
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beiden  Hilfsgröwen,  wie  dort  ganz  ailgemein  geieigt  worden  ist,  je  null  werden  kann,  m  lange 
die  Gleidumg  eine  Ebene  wnhiiwft  duiuiteQen  im  Stande  iai  Es  geht  aber  aua  den  vor- 
stehenden Gleichungen  ia  VeririadM^g  HÜ  doMB  (51  k)  aogleidi  hannir, 
jebcifea  swdlaia  Bbew 


dli  Glaiehaag  einer  jedn  sokhm  Ebtm  dfo 

Vx+j^V=$  oder  pn-t-pVsP 

dass  nun  in 


Foni 


1=' 


1=,'   und  J=q,  ^=q' 


CM*«*) 


zu  nehmen  hat.  Die  Gleichungen  (6.),  aus  wnlrhcn  die  HilfsgrÖssen  ^  und  \l  zu  bpslimmon 
sind,  verwandeln  aich  an  nasenn  Jetzigen  senkrechten  Sjstene,  in  welcheaa  W  und  W"  rechte 
Wiidul  «ad  ia  Folge  desaea  ikre  Korinase  naH  aind,  fn: 

P'+P'*  +  2pp'eoaW=ir  und  |p*+|»'«+  (|  +  J)»P=** 

oder,  wenn  man  an  die  SteUe  von  9( ,  Sl',  91,,  V,,  Q,  und  6;  mA  Anleita^g  der  im  TOrige« 
Abschnitte  mitgetheilten  Gleichungen  (104.  h.  and  c.}  ikre  deai  aeakfocUen  SyateM  niuND- 
neaden  besondem  Wcrthc  setzt,  in: 

P'+P"  +  2pp'cosW  =  ir   und   ^W  +  r-ipP'cosYr:)  =  i>\ 

Lisst  man  jelit  an  die  Stelle  des  bisher  ins  Auge  gefaastea  aealuediten  Systems  das  aus  dea 
Axen  AX  iind  AX'  uisammengesetzte  ebene  Syatem  Im!  dae  Glddiengen  (54.  a.  bis  T.)  tre- 
ten, so  wild  man  gcwtilir:  erstlich,  dass  die  Glddauigea  (54.  a.  bis  c.)  bei  diesem  ebenes 
Systeme  ganz  überflüssig'  wiTflcn,  indem,  whs  sie  aussagen,  schon  im  BetrrilTe  von  diosnm  Sy- 
steme liegt;  zweitens,  dass  die  Gleichungen  {bi.  e.  bis  f.}  im  ebenen  System  ganz  den  glet- 
dMB  Siaa  aaaekBMi  ade  in  aeakrecbtea,  wean  die  RiehlaHg,  weklie  bcfn  •entoeeiiHa 
Systeme  als  eine  auf  der  zwi^iton  Ebene  senkrechte  aurgefasst  worden  ist,  beim  ebenen  Sy- 
steme als  senkrecht  auf  der  Geraden  siebend  gedaclit  wird,  in  welcher  die  erste  Ebene  von 
der  tweüea  geadwillae  wlN;  ünmI  nm  daher  aaeh  aodi  dritteaa  voa  der  GleielMing  (54  d.), 
welche  im  senkrechten  Coordinatensysteme  eine  Ebene  darstellt,  auch  nur  die  zum  ebenen  Sy- 
atenk  gehörigen  Puncte  ins  Auge,  so  nimmt  sie  allein  schon  die  darausleUende  Gerade  ia  aidi 
«if,  and  weil  daan  aOe  ia  ilv  aewoU,  äla  ia  der  auf  ihr  aenkreddca  Biddang  aafkafiHNnndea 


Puncte  in  der  Ebeae  des  elienen  Systems  liegen,  sonach  alle  CoordMaa  x,  x'  oder 
die  hierbei  etwa  zur  Sprache  kommen  könnten,  als  durch  Linien  erzeugt,  die  in  der  Ebene  des 
Systems  selber  den  Axen  AX',  AX  parallel  laufen  oder  senkrecht  auf  detieu  AX,  A.\'  stehen, 
aagoachcn  werden  lUkuMa,  woraur  wir  adioa  im  ontea  Aimdmitta,  da  wo  voa  dem  ebenen 
Sy-lf-mc  die  Rede  war,  Hufincritsam  gemacht  haben,  (Absch.  T.  $.  5.  Nr.  58.  ganz  am  Ende), 
so  nuhaien  dann  die  Gleichungen  (54.  a.  bis  f.J  nichts  mehr  in  aich  auf,  dessen  Bedeutung 
aidd  am  ^eaaa  Syateow  veiilaiig  efkanat  werdea  Uliato.  Bs  Mgl  Ueraaa,  daaa  jede  tarn 
ebenen  Systeme  gehörige  Gerade  in  diesem  darch  eiae  eiaiife  Gleichaag  Taa 
der  Form  (54.  d.},  statt  derea  maa  aacli  die 
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CM*«.)  »(x  —  x.)  +  rCx'— oier  pCu  — h.) +p  (.u  — u.,)=0 

nehmen  kann,  wenn  x,,  >;  und  n,,  n,'  die  scIaeliM  mi  MilDPedrtMi  OmmAmIm  tm  ciMa 

dieser  Geraden  angebdrigen  Puncle  »neigen,  darfestcllt  wird,  und  dass  die  Lag'e 
dicsiT  Geraden  in  der  Ebene  des  Systems  aus  der  j^eeebenen  Gleichung  mit- 
telst der  Gleichungen  (54.  e.  bis  f.}  vollständig  entnommen  werden  kann,  wem 
nm  Ha  ia  tbam  vm  \oradieai  kommenden  Projectionszahlen  q ,  q'  und  q ,  q'  auf  die  Koh* 
tiinir  boiekl,  wdcke  auf  der  Genukn  scnkreckl  atdrt,  and  in  dtf  Ebene  des  ebeaeB  SjiteM 
liegt. 

Du  hier  Erwieeene  gül  eben  w  lodi  noch  von  äUen  CbrHKni  ■«  %  iO.  anfgcMnleii  Glei- 

dnngen,  wflilic  silh  dort  auf  eine  Ebene  beziehen,  hier  aber  ihre  Deutung  an  der  Gcni  lrn 
indeo,  die  iiu  ebenen  Systeme  durch  die  Gleichung  (64.  d.)  dargestellt  wird.  So  geben  lu 
clMMn  SjeleBe,  bei  welchen  mhi  sich  wier  IT  und  W  rechte  Whdtcl  so  deAe«  hat,  die 
devligea  (Heichnafen  (7.)  Iber  hi: 

€M*       ±4=4|+qf«wW,  ir^sfeeeW+tC  und  ±qsiiirW=q^q'ceeW,  ^qWWsq'— qooeW, 

die  (8.)  Tertrandeln  sich  hier  in: 

CM.  *.)  ±|>=p+p'eMW,  ±|p  =p«wW-h»'  und  ±|p««'W=»-?'cegW,  i|p'iin'W=»'— »coeW, 

VOd  iBe  (0.  a.  bis  c.}  werden  hier: 
CM.«.)  *H=p|>+P>',   — ^H=|»»  +  pV,   ^»=H'=p^  +  pV, 

wo  hier  wie  deit  oeler  der  Vonnseeliniig,  d*w  Uhr  ^  und  H  mr  ihre  positiTen  eei  den  Glei» 

chungen  (54.  f.^  siili  ('ri:i'lK-niIrii  ^\'(Tlhe  treintiumen  werden,  von  den  (;!rir!iiiiit!i-n  {  'i7i.  n.  und  b.) 
Bur  die  obem  oder  nur  die  untern  Yoneichou  genommen  werden  dürlen,  je  luchdem  die  Pro- 
jeoKonnahieii  q ,  q'  und  q ,  q'  loT  ehwilei  «der  aoT  gerade  cniiregengesclzle  Ricbtongeo  sieh 
beziehen,  und  von  den  Gleichiiniren  (55.  c.^  die  erste  oder  zweite  lienttizt  werden  man  hl 
den  gleichen  FtUen,  wo  in  denen  (55.  a.  und  b.')  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  das  ge- 
forderte ist;  dagegen  tritt  die  dritte  der  Gleiehuntrcn  (55.  c.)  statt  einer  der  zwei  ersten  ein 
ia  dem  besondem  Falle,  wo  sich  H=Jq  /.ei^t  und  zujirlcich  die  Projectionszahlen  q,  qf  vnd 
q ,  q'  Hdf  einerlei  Rirhtunff  hinfuhren.  Hierhei  Ircten  nlle  die  kurz  vorher  ancrezeiiiTfen 
Beziehungen  auf  das  ebene  System  statt  der  dortigen  auf  das  räumliche  System  ein.  Selbst 
die  den  obigen  enw  Ebene  hn  rfunitehen  Syaleme  danldlendeB  deichangen  (t),  wenn  aie 
coniI)inirte  wnren.  unter  Tinständen  beigelegten  Pr:n!irjili-,  womit  ihre  Vor/i  idien  nis  gleichar- 
tige oder  sie  selbst  als  nächste  combinirle  bezeichnet  wurden,  la.s.stMi  .sieii  hier  meder  eben  so 
tof  die  eine  Gerade  im  ebenen  SyileaM  daraMenden  GMchnngen  (5  t.  d.},  wenn  ei  eoaifa^ 
nirte  sind,  In  Anwendung  bringen;  man  wird  nlmlidi  die  Vorzeichen  dieser  Gleicirangen  alf 
gieichariige  zu  bezeichnen  haben,  wenn  die  ans  den  Gleichungen  (54.  e.}  unter  VorauMetswig 
pOflUver  Weiihe  von  H  und  für  q ,  q'  und  q ,  q'  zu  scliiipfcnden  Zahlen  einer  und  dewel- 
bon  dem  ebenen  Systeme  zogehifrigen  Biehtang  enisprerhen,  und  eben  so  wird  man  jene  Glei- 
chungen nürhste  combinirle  zu  nennen  haben,  wenn  sie  bei  jrleiehnrliiren  Vor/iiehen  für  H 
und  ^  gleiche  Zahlen  liefern.  Üie  oben  (Seile  lö3.j  gegebenen  Kennzeichen,  mit  deren  Hilfe 
dh  Benrtheihnig,  ob  GMdnmgen,  wie  die  (1.)  lind,  gleichart^  Vonddicn  haben  oder  nicM^ 
und  ob  sie  nächste  cond)inirte  sind  oder  aichly  ganz  leirhl  iresrhehen  kann,  und  wodurch  man 
eben  so  leicht  diese  Eigenschaflen  den  Gleichnnfen  nitlheilen  kann,  wenn  sie  nicht  vorhanden 
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sind,  liissrn  sich  hier  Rir  Aw  GIHchunffon  (54.  d.)  im  ebenen  Syslcmo  wieder  panz  so  wie 
dort  in  Bezug  aur  düs  räumliche  System  aufsuchen;  man  gelangt  su  zu  denselben  Rcsnltalen, 
UV  mR  dm  UilwMfeiede,  tei  aw  Ii  jan  SHmb  rm^mmumüm  AoMMkimi  «e  GK»- 
Her  Nv  oirtie  p".  K»"  edw      <  ii  ikk  cMtai,  dM  RctalioiMi  (54  k  «d  &)  nr  Fo||a^ 

ganz  wegfallen  müssen. 

MMM  MB  MUCH  Wr  MMn  mvU  COOMB  Sf^lMW  MUBBQflgBB  uCfBWBp  MKB  CQBBBBnB 

Glcichuntfrn  die  in  (.M.  d")  Hn^esehflMCBflB  MMy  BOCB  CIBS  SWdte  iB  dic  odiMflIlHB 

deren  coMbinirte  Gtekiiaqgcn  die 

u.  \  +  .\'=  «p,  und  p.u  +  p;ir=p.  (»••••) 

•ein  Bögen,  und  versieht  man  unter  <|, ,  ,  q. ,  ,  und  U,  genau  das,  was  die  üleichun- 
gca  Ol  &  bta  f.)  ddir  m  die  ÜMid  «cImb,  wenn  man  in  flnrn  die  GruMbeichen  p, 

0,  q.  und  H  mit  dem  Index  0  versieht,  so  bleiben  anrh  alle  tibnVcn  in  dieser  N'miiiniT 
milgeifaedlen  Gleichungen  und  Aussagen  in  Bezug  auf  diese  zweite  Gerade  wahr,  wenn  man 
BIT  taBBcr  änea  GnmdboefcsWbeB  den  bdex  0  beilegt,  and  es  ateten  q, ,  und  q, ,  4|1  die 
IVojerlion.szablen  v(»n  einer  der  beiden  Richinngcn  vor,  welche  dein  ebenen  Systeme  angehören 
■nd  «af  der  »reiten  Geraden  seokrecU  stehen;  bezeichnet  daher  4>  den  Winkel,  welchen  eine 
von  den  swei  anT  der  enien  Genulen  senlaredleB  BieUB^gea  wü  «i 
deB  beidsB  anf  der  nrellen  GeradeB  sefllDedrien  UcUmfen  dmcU,  so  iil 

±eas#=44.+4'<;  «ad  ±«BB#=f,q+«,  CM*ft.) 

und  man  \M'r<l  in  jeder  <!i'-vi'r  beiden  Glei.  Iitiiiircii  iin;iMiiiiiL.n"_'-  nuti  der  uridrni  du-  nljere  \'nr- 
Mürhen  nebmea  müssen,  wenn  die  swd  Hkbtungea,  auf  wckhc  sich  die  in  ihr  vurkommenden 
Pmjeellonsadden  beadieB,  entweder  beide  ndl  den  ScheiAeln  des  Winkels  0  xasanunenfaileB 
oder  beide  die  gerade  enlgegengoselzte  Richtung  dieser  Schenkel  einnehiuen,  hin^^efren  wird 
nun  in  jeder  solchen  Gleichung,  unabhüngig  von  der  andern,  das  untere  Vorzeichen  nehmen 
rnttssen,  wenn  die  eine  der  in  ihr  «ollretenden  Richtungen  mit  einem  Schenkel  des  Winkels  9 
nsaBunenfitllt ,  die  andere  dem  andern  Schenkel  aber  gerade  ent|;egenläuR.  Si'lzt  man  in  dto 
Gleichuni;en  (56.  b.)  Tür  q .  q',  a ,  <\'  und  q, ,  li  .  a. ,  q^  ihre  nach  Anleiinng  der  GleichBngeB 
(54.  e.}  sieb  ergebenden  Wertlic  ein.  so  findet  iium : 

+c«»tf=^^ÜH».  +  p'pi)  und  ±cM0=^^Gi.|»+P^»'}>  €*••••> 

und  CS  ^reiten  hinsichtlich  der  doppelten  Vorzeichen  die  so  eben  angegebenen  Regeln.  Da  i 
vnler  solchen  riiLstaiideti  den  $[)ilzen  uder  stumpfen  Winkel  vorstellt,  den  zwei  auf  den  beiden 
Geraden  senkrecht  stehende  und  in  der  Ebene  des  Systems  liegende  Richtungen  mit  einander 
bilden  und  dieser  den  spilzea  «der  stampR»  Winkel  gleich  konnnt,  den  die  beideB  GcTMleB 
mit  einander  niacheii.  .so  ist  es  gleichgidtig,  welche  von  diesen  zweierlei  Bedetiluniren  man  ilem 
Winkel  0  unterlegen  will  —  Mm  überzeugt  sich  übrigens  leicht,  dass  zulolgu  der  so  eben 
hinsicfadich  der  doppetten  Vorceieben  in  drä  Gleichoiigen  (56.  b.  oder  e.)  gegebenen  Bcgda 
in  den  beiden  neben  einantler  stehenden  Gleichungen  f^leichzeitig  das  «diere  oder  y^leiihzeitig 
das  untere  Vorzeichen  gen«uiuuen  werden  muss,  wenn  die  Projcctionszahlcn  q,  q'  und  q,  c)', 
so  wie  die  q, ,  q',  und  Cf, ,  q',  entweder  gleichzeitig  anf  eineriei  oder  gleichzeitig  auf  gerade 
entgegengesetzte  Richtunifen  hinrühnm,  dass  Ungegen  1b  der  eineB  Gleichung  das  obere,  in 

VondcheB  gaBoamsB  weiden  mmi»  wenn  das  Projecti«BS<- 
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Mhl«ay«ar  im  einen  Falle  su  deneiben,  im  andern  Falle  aber  zu  entgega^geMtoten  BichUuigen 
lioiUni  Dm  hier  Geaigte  lint  sich  oft  MMkn  WoHen  «noh  w  gAmz  Von  de»  heidea  hi 

(56.  stehenden  Gleichungen  muss  gleichieilig  das  obere  oder  gleichzei%  das  untere  Vor- 
zeichen genonmeB  werden,  je  nachdem  die  combinirten  Gleichungen  der  zwei  betrachteten  Ge- 
laden entweder  in  Bezug  auf  jede  Gerade  gleichartige  oder  in  Bezug  auf  jede  Gerade  un- 
gMAiifige  Voneichea  haliea,  hingafeB  bmim  von  der  einen  das  obere  und  von  der  andeni 

das  untere  Vorieichen  genommen  werden,  wenn  die  ronibinirten  Gleichungen  der  (  inen  Gera- 
den gleichartige  und  die  der  andern  Geraden  ungicicharlige  Vorzeichen  haben.  Multii>lu:irt  uuin 
■B  die  beidea  GleidnimeB       &)  aril  einaader,  io  eihlll  aHui: 

(»•.  *-)  ± cos' e  =  ^  ^1^^ (p 4- p>i) (p. + pi vd . 

and  es  gebt  ans  der  so  eben  in  Bezog  auf  die  doppellen  Vorzeichen  gegd>enen  Regel  hervor, 
dazs  io  dieser  Gleichung  das  obere  Vorzeichen  genommen  werden  müsse,  wodoich  lio 

CO»'  0= ^^^(p    p>o  (jib  p + p;  PO 

wird,  wenn  die  combinirten  Gleichungen  bei  jeder  Geraden  entweder  gleiehartige  oder  ungleich- 
artige Voneichen  haben,  and  dass  in  ihr  das  untere  Vorzeichen  geaooiBien  werden  miissOi 

die  combinirten  Gleichungen  der  einen  Geraden  gleichartige,  die  der  andern  Ge- 
laden ongkichartige  Voneicken  haben.  Ef  ift  aber  nach  Aaleibng  der  Gleichangen  (&5.  c): 

H^=±OP-f.pV)  wd  n*,=±ö.^+p:*c). 

nad  es  aaias  in  Folge  der  dort  hinsichtlich  der  doppellen  Toneidien  gegebenen  Regel  in  jeder 
dieser  Gleirhunpen  das  ohero  oder  unlere  Vorzeichen  genommen  werden,  je  nachdem  die  com- 
binirten Gleichungen  der  Geraden,  worauf  sie  sich  beziehen,  gleichartige  oder  ungleichartige 
ToneiAen  baafiaen;  nadllpltelit  man  daher  dieao  beiden  ffleiehangen  nit  einndv,  lO  eihllt 


H  ^  H.  ^=+(p  p + pV)  cp,  p,  -\-  p;  p.) , 

D  dieser  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  denselben  FlOen  genommen  wer- 
den, wo  09  bei  der  Gleichang  (56.  d.)  geschehen  muss,  woraus  folgt,  dass  diese  letztere  Glci- 
dbnng,  weann  nun  in  «ie  Ar  U^H,^  den  hier  eihallenea  Werth  cinaeM,  ia  jedem  FaUe 
wird  • 

and  diese  Gleichung  nimmt,  wenn  die  Gleichungen  einer  jeden  von  den  zwei  Geraden  nächste 
cond)biirte  sind,  in  welchen  sowohl  als  H«  =  .^,  also  auch  H^,=Ii,^  ist,  und  zu- 

gleich in  jeder  der  beiden  Gleichungen  (56.  c.}  nur  däs  obere  Vonetdian  ganonunea  werden 
darf,  da  #  in  beiden  denielbea  Winkel  vorstellt,  and  also 

CM>M  pp.+p>;=p.»>+pip' 

aiae  Folge  von  der  deichnof  H^=If,^  ia^  jade  von  den  swei  aachaleheaden  Geatalten  an: 
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(j»p+py)cp.»>.+pip.j  cp»>+pV3Cp.p.+pi»>.) '  w»# 


Wird  oMf =0,  to  iat  f  ein  iwllir  WUid,  wd  tan  «tdiM  die  beide«  Geraden 
reehl  nf  etaender.  IHetee  gcfchiekl  aber,  «ena  entweder 

p^+p>;=0  oder  p,>+pir=0  (M.) 

ist,  wobei  jede  von  diesen  Gleiclinngi'ii  si  hon  in  der  andorn  cnlhnllcn  ist.  wie  ein  Blick  auf 
die  Gleichungen  (56.  c.}  zu  erkennen  giebl;  es  tragt  sonacti  jede  der  Bedingungen  C^b.J  das 
Kemieidien  der  i enkrechfen  Stdlasf  der  beiden  Geraden  gegen  einander  m  sich. 

Wird  ros'fr^l  ,  also  (05?  =  + 1  ,  so  ist  6  entweder  null  oder  zweien  Reehten  gleich, 
in  jedem  dieser  beiden  Falle  laufen  aber  die  zwei  Geraden  mit  einander  paralleL  Diess  ge- 
iddebi  aira  der  «Gleichung  (57.  a.)  cur  Folge  im  Allgemeinen,  wenn 

cpi>.+pyocp.p+pi»>'D=Cp»>+py)(p.»>.+pi?i)  (••.».) 

iai,  und  in  Falle  die  beiden  eonbiniflen  detebnnyqHMve  nfcbate  aind^  den  GkicbHifen  (57.  &) 
genias,  wenn 

(pP+P>0(p.P.  +  PiP'.)  =  (PP.  +  PW   oder   CP»»  +  P>')(P.P.  +  P'.Pi)  =  CP.P  +  Pi»7  <««i».> 

ist,  wo  von  den  letzten  heiden  Cleichnnsren  eine  was  die  andere  sapt  In  den  Bedinjrunpen 
(59.  a.3  und  (69.  b.}  sind  diu  kennzeichcn  der  parallelen  Lage  zweier  Geraden ,  welche  durch 

iHsst  sioli  ein  anderes  einfaeheres  Verhalten  herleiten,  welches  die  foeffizienfen  snicher  Glei- 
chungen unter  sich  einhalten  müssen,  wenn  die  durch  die  Gleichungen  dargestellten  Geraden 
niH  einander  peraHel  bmfen  aoHen,  daa  aieh  ana  dem  (17.  c.}  Ifer  Ebenen  geAmdenen  «rgieM^ 

wenn  man  die  auf  die  dritte  Axe  dos  dein  ebenen  Syst(>iii  ■  zu  Gr 
eich  beziehenden  Frojectionszahlen  null  sein  lasst ;  man  erliuK  so : 

:  p;  =  p  :       oder   p,  :  p'.  =  p  :  p'. 

Die  in  dieser  Nonuner  angeslelllett  Belradilungen  haben  dargedian,  daas  aDe  der  Geraden 

im  ebenen  Systeme  zugehörigen  Gleichungen  sich  aus  denen  für  die  Eliene  fn  riiiiinlii  licn  Sy- 
steme gefundenen  einfach  dadurch  erhalten  lassen,  dass  man  alle  Coordinalen  und  Trojections- 
zaMen  an  der  dritten  Axe  verschwinden  llssl,  and  dabei  iBe  CoorAnafen  der  Pnncte  an  den 
A\ni  A  X  und  A  X'  als  durch  Linien  in  der  Ebene  des  ebenen  Systems,  welche  mit  den  Axen 
A  \',  A  \  parallel  laufen,  oder  auf  denen  AX,  AX'  senkrecht  stehen,  erzeugt  sich  denkt,  so 
.wie  die  dort  bei  deu  Betrachtungen  der  Ebene  zur  Hilfe  geiiummenu  auf  ihr  senkrechte  llich- 
ting  Uer  ak  eine  auT  där  Geraden  aenkrecble  und  in  der  Ebene  des  ebenen  Sjnlen»  Begende 
Richtung  auffasst  Die  Herh  ilunirsweise  der  Fonneln  für  die  Gerade  im  ebenen  Systeme  aus 
denen  nir  die  Ebene  im  rüumlichen  Systeme  ist  eine  völlig  allgemeine,  weswegen  auch  die 
Gkkhwg  C'^'  O  M  der  Gendan  bn  ebenen  Syalenw  wird: 

wenn  AS  den  Abstaud  der  Geraden  von  der  Coordinatenspilte  des  ebeoen  Systems  vorstellL 
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milnilie  MS  to  iUdlugsnckiug  calbAMcB«. 

In  dir  rL'i  hnr'tidc  Rflianilluni;  der  runcri  oder  FI;ichL'n  gA60  hiufig  Sätze  ans  di^r  DifTc- 
reiuial-  oder  Ablcitungsrcclinung  ein,  deren  für  unscm  Zweck  wichtigste  hier  in  der  später 
fleu  gebrandileii  BcnieiiiMngswdM  «ofgesteDt  werden  selleB,  oml  ab  BinUiilmig  ie  dai  Fol- 
geide iigesehett  werden  miweit 

kt  ItaaMIdhir  edn  ntwkMt  leielHi  ftaMdenK 

106)  Jeden  dwcli  irgend  ReduMogsopentienen  ■»  belidrig  vielen  OrDeien  snmMOMn- 

grsctztcn  Ausdruck  kann  man  imnier  durch  einen  einzigen  Buchslaben  beteichiiea,  woiu  wir 
in  der  Kegel  einen  der  folgenden  9,  y»,  F,  8»/»  f  nehmen  werden.  Sieht  nun  eine  oder 
mehrere  von  den  in  einem  solchen  Ausdruck  voikonmenden  Grössen  als  solche  an,  von  denen 
jede  für  sich  ihren  Werth  ganz  nach  Belleben  ändern  kann,  während  man  den  übrigen  in  dCM 
Ausdrucke  vorkoinnionden  Grössen  Wcrthe  zuschreibt,  die  siebi  dieselben  bleiben,  so  nennt  man 
jene  die  veränderlichen  oder  variablen  Grüssen,  auch  schlechtweg  die  Verinderlichen 
oder  Vnrinblen  de»  Audmd»,  dieee  Mngegen  deoMi  boellndige  oder  eonetente  GrBf- 
sen,  auch  kurzweg  dessen  B  cstkn  diirn  oder  Consta  nie.  I>ii  der  hier  nngesjebene  Unter- 
schied zwischen  beständigen  und  vcrimdcrUchcn  Grüssen  blos  in  unserer  Vorstelluiigsweise  sei- 
nen Grund  hil,  nnd  Grdseen,  die  wir  uns  jetzt  ils  verlnderiiche  deidun,  ein  anderniel  die 
Rolle  von  beständigen  spielen  können,  so  wie  umgekehrt  Grössen,  die  jetzt  als  beständige  auf- 
gelasst  werden,  später  in  unserer  Vorstellung  zu  veränderlichen  werden  künnen,  so  wird  es 
nOthig,  um  Verwechsehuyen  der  PriMKcale  xn  venneidcn,  diejenigen  Grössen,  wdcfce  bm  im 
Lnufe  eiiHT  Untersuchung  ill  veränderliche  ansieht,  besonders  henorzuheben.  Diess  geschieht 
gewöhnlich  diulurrli,  duss  man  die  Buchstaben,  womit  die  als  veränderlich  gedachten  Grö.<;sett 
des  Ausdrucks  bezeichnet  worden  sind,  demjenigen  Buchstaben,  der  als  Zeichen  lur  den  gan- 
cen  AnsdnMk  gewühlt  worden  ii^  reckte  und  etwif  Üofer  nkfeigL  80  gieN  9^  »  verstehen, 

den  kl  dem  Aiedradt  tp  die  ehe  GrBeio  x  ab  VeilnleriifliM  aageoeken  wkd,  htagegw 

gtebt  zu  verstehen,  dass  in  dem  Ausdruck  qp  die  beiden  Grössen  x  und  u  als  VehinderOdie 
angesehen  werden  nnd  so  Tort,  wenn  drei  und  melir  Grössen  des  Ausdnicks  veränderlich  ge- 
decht  werden.  Schon  in  den  vorangegangenen  Abschnitten  und  auch  in  der  Folge  noch  sind 
die  von  uns  gebrauchten  Zeichen  so  gewählt  worden,  dass  meistens  alle  Grössen,  die  gleich- 
zeitig als  Veränderliche  oder  n!s  Beständige  genommen  werden,  einen  und  densolhon  Buchsta- 
ben an  sich  tragen,  der  von  einer  zur  andern  blos  mit  einem  Abzeichen  (^Accent^  versehen 
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wird.  Pifsp  EigonthUmlichkrit  nnscrcr  Zeichen  machl  es  fast  immer  nuVrlfrli,  die  in  einem  Aus- 
druck als  Ycrütiderlich  gedachten  Grüssen  einlach  dadurch  anzudeuten,  ckss  wir  dem  fQr  den 
|HMB  Anfdkidt  gvwIhllaB  BochMboi  dm  dneii  Baohgldwn  inldiigeii,  iet  •Den  Vcrlndeifi- 
dm  »UB  Qimä»  Bagb  lo  gieliC  m^^m  ymMm,  dan  ja  dm  Anidnick  9  alle  dnrch 

den  RiiHi'-InlKMi  \  lirziMilniftm  Grössen,  die  x,  x',  x". . . .  und  von  ciiiandtT  giinzlich  vi-rsrliic- 
dcn  sein  können,  als  Vcnindcrhchc  anzusehen  sind.  Hierbei  hal)oii  \vir  uns  freilich  immer  noch 
die  AnzaM  dieser  ▼erinderikben  besondera  n  merken,  die  sich  jedoch  jedeneit  hm  der  Art 
einer  jeden  besondt  rn  rntersuchung;  gleichsam  von  selbst  schon  zu  erkennen  giebt,  nnd  datier 
bei  Anwendungen  kaum  je  noch  besonders  erwähnt  zu  werden  braucht.  Kommen  in  dem  Anj- 
inuk  inner  den  Veninderilchen  x ,  x',  x". . . .  auch  noch  die  u ,  u',  u". . . .  vor,  so  drucken 
wir  die»  doreh  9»^,  mu.  SoDea  in  dem  Anednidc  7^  m  die  SleDe  der  Terlnderiite 

X,  x',  x"....  die  Grüssen  |,  |',  |"  treten,  so  geben  wir  diesen  Itaslmd  dadurch  ni  er- 
kennen, dass  wir  tp^  anstall  (p^  schreiben;  und  rp,^  anslatt  rp^  ^  ,  wenn  ausserdem  auch  noch 

« 1  v't  n"' «n  die  Stelle  von  u ,  u',  u '. . . .  treten  sollen,  wöbet  es  keinen  Untendiied  ma^t, 
oft  nun  sieh  dito  GrBssen  $,  ^,         wid  tiy  ...  als  VefindefHeke  odtor  als  BeillD^ 

dige  vorzustellen  habe.  Der  Werth  eines  Ausdrucks  ündert  sich  mit  den  Wertben  seiner  T«i^ 
«nderiichen  zugleich,  was  wir  dadurch  ansmspredien  pAcigeB,  dass  wir  üa  am  Fnneli«« 
seinen  Vertadertichen  nennen. 

107)  Sldlt  (p^  eine  FtactioB  der  «kiea  Verlnderildien  x  vor,  so  beseidkiMn  wir  ^rdh 
tfp,  die  Ableilny  oder  den  Differeasialqmiliealen  der  Function  ,  d.  h.  Jene  andere  Fladioa 
TOB  X,  wakfce  man  Ibdel,  indem  man  z+k  fn  den  Ansdndt     fllr  x  etaelit,  Hn  MenrnT 

in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h  geordnete  Reihe  eniwiekelt,  und  den  zur  ersten  Polem 

Ton  h  gehörigen  Coefrizicnten  niniml.  Die  Ableitungs-  oder  DilTercnzialrechnung  lehrt,  wie  sich  ^<p^ 

aus  (p^  immer  durch  höchst  einfache  Operationen  erhalten  lasse,  durch  wt^ichc  ZahlverknUpfun- 
gen  auch  <jr^  aus  den  darin  vorkommenden  Grössen  entstanden  sein  inatr.    Die  Ablcitong  von 

wird  durch  <i'<^^,  die  von  b'y^  durch  C'y^  bezciclmct,  und  so  fort. 

Stellt  q>^  eine  Function  der  swei  Verflnderlichen  x  und  x'  vor,  so  kann  man  Ableitungen 

diesCT  FnncffoB  fn  Bezog  anf  die  eine  Yerlndeiliclie  x  oder  fn  Bezog  «of  die  andere  z',  oder 
auck  Ihoiis  in  Bezug  auf  die  x  und  theils  in  Bezug  auf  die  x'  nehmen  wollen.  Diess  pflegt 
man  dadurch  anzudeuten,  dass  man  Hber  das  Abicilunjjszeichen  ?  zuerst  die  Anzahl  der  in  Be- 
zug auf  X  hinter  einander  zu  nehmenden  Ableitungen  setzt,  und  duun,  durch  ein  Komma  von 
jener  getram^  die  Zahl  der  von  diesem  Resahate  in  Besag  anf  x'  Mater  einaader  m  nekuen- 

den.  8.  b.»ddim4,  wenn  »      n  g»»o  »odtiv.  Zdde.  vo»ldl«i 

m  -f-  n  auf  einander  folgenden  Ableitungen,  von  denen  sieh  die  m  enien  anf  die  Veränderliche 
X,  die  n  lelzlern  »uf  dif«  N'criindcrlirlit'  \'  hi'zichen,  wobei  jedoch,  wenn  nach  einer  der  beiden 
Veränderlichen  gar  nicht  ubguleilel  wurden  soll,  anstatt  der  Zahl  der  auf  sie  sidi  beziehenden 
AUeÜnngen  das  Zeidien  0  gesollt  werdea  mnss,  dM  maa  laanar  «Um,  anf  w«Ue  Yertn» 
deiliche  die  daneben  stehende  Zahl  zu  beziehen  sei  Eben  so  boMldmel  man,  wenn  eine 

FnaetioB  der  drei  YeianJeriichen  x,  1^,  iC  aaMJgt,  and  ai,  a,  p  ganze  positive  Zahlen  vor- 
L  25 
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ileQn,  dordi  V  tp^  dM  Bflndtit  von  n+n+p  AMdtnigen,  von  denen  die  n  eisten  enf 

die  Voründorlichc  x ,  dio  n  folgenden  auf  die  Veränderliche  x',  die  p  Iel2ten  auf  db  TeiNnder- 
liehe  \"  Bezuior  nehmen,  und  0  nn  die  Stelle  von  einer  dieser  Zahlen  tritt,  wenn  gar  keine 
Ableitung  in  Bezug  auf  die  Veränderliche,  zu  der  sie  gehürt,  vorgcnoniincn  werden  soll.  Aeho- 
Uch  veifidiit  nuHi  bei  noch  mehr  Veilnderlichen,  die  denselben  Buchstaben  an  sich  Ingeik 
PIpsp  BezoichniinjTsweise  kann  zu  keiner  l'nbeütiinmtheit  Anlass  g^elien,  weil  in  drr  Abli'ilungs- 
reclmung  dargethan  wird,  dass  das  Resultat  solcher  Ableitungen,  von  deren  Aufeinanderfolge 
güMtUcb  nnabUiigig  iai  Sokbe  AUeilmigea,  die  immer  nar  eine  von  adurcni  imebhlng^ 
VerMnderlichen  in  einer  Function  treffen,  oder  jetzt  nur  die  eine  und  ipiter  nnr  die  andere, 
pflegt  man  nül  dem  iS'amen  von  Partialableilungeu  zu  belegeo.  Wo  Abkntungen  von  ei- 
ner Function       ,  im  Sinne  der  in  Hr.  108.  besprodienen  Beiei<Anungsweife  genonunenp  IbeOi 

in  Beniff  «nf  die  VeründetUcbenx,  xT,  sT....,  theüs  in  Benig  enf  die  Yeiliideiliciien  n,  it"...., 
geediehen  eoOlen,  de  Unnle  inm  lieh  noeh  immer  einer  der  vorigen  nilogen  Bweichmmge- 

weiM  bedienen.  So  wllide"(b''Yo    du  ReinUat  von  m-f  n+p-f-q+r  Ableümgen  w- 

lagen,  von  denen  sich  die  m,  n,  p  ersten  auf  die  Veränderlichen  \,  ,x,'  x",  die  q ,  r  fol- 
gendoi  hingegen  auf  die  Verflnderlicben  n,  u'  boziehciL  Sollen  in  dergleichen  Abtoitiingsre- 
mdlalen  dio  GHMsen  £ ,  I',  f  an  (fie  Stelle  derer  x,  x*,     treten,  fo  ednraAt  unb,  nm  die- 

UM  anmdenlen,  t      oder  9  otp^^  anstatt  t  tp^  oder  "b  i>^^^  i  und  foOen  auch  noch  die 

GrOnen  17,  4*  mi  die  Stelle  derer  n,  nf  treten,  m  echreibt  men,  um  dieees  «innigen^ 

anstatt  .  Offenbar  kann  man  Ueibei.  M  lange  die  CMlaaen  I.  r>  f  oder 

i|,  tf  nodi  vallig  unbeitinnt  bleiben,  nnd  ihr  BuAitabe  nhdit  achon  von  bestXnd^en  Gros- 
sen des  Ansdnieka  in  Beiils  genommen  worden  ist,  die  AUeilnngen,  welche  m  dem  Bn- 

sultate 

ftthren,  eben  sowohl  auf  die  Grössen  1^,  |"  und  q,  q',  als  auf  die  x,  x\  x"  und  u,  a' 
Imiehcn;  ja  selbst  wenn  |,  ^,  |"  oder  i;,  17'  Ziffeniwerthe  oder  auch  dto  Hill  vonmldien 
haben,  kann  man  die  Ableitungen  doch  noch  auf  sie  sich  beziehen  lassen,  wenn  man  sie  bis 
nach  voUfUhrtem  Ableiten  blos  als  Typen  ansieht,  die  man  bis  dahin  durch  irgend  ein  Mittel 
von  einander  und  von  den  Beständigen  des  Ausdrucks  unterscheidet  und  bezüglich  derselben 
erst  nach  vollendeten)  Ableiten  Werthverknüpfungen  unter  sich  und  mit  den  übrigen  Grössen 
des  Ausdrucks  eingehen  lüssL  Wir  werden  in  der  Folge  zur  Vereinfachung  des  Dnickes  die 
Kommata  zwischen  den  über  dem  Ableilungszeichen  stehenden  Zahlen  weglassen,  was  zu  kei- 
ner UndeniBdikeit  Mven  kann,  da  nfrgenda  Zahlen  mft  insammengesetiten  ZeiÄen  als  Abiei- 
tungsindex«  vorinMunen;  wo  diesa  aiier  gesdMhen  soBte,  hat  man  die  Koammin  «n  ihre  SieBn 
lün  zu  scizai. 

108}  Aus  der  Differcnzial-  oder  AMeitmtgwechnang  ist  bekannt,  dass,  wenn  qi^  eine 
Fnnctfon  der  dnen  Veilnderiiehen  x  vonleBt,  die  Gleit^ng 
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oder,  wenn      eine  Function  der  beiden  Vertinderilchen  x  and  x'  vorslellt,  die  CüeklMing 

wi  da»  «bm  fo  die  ihiilich  gcbild«lm  Gleidnuigen,  wena  9»^  drai  oder  nMhr  Vcrindotlieto 

Ii  aiiili  Irtgl,  tuf  beiden  Seiten  idanli«&  gleiehe  AnMte  denteOai,  wen  fi  den  euT  ihMr 
linkt  n  Stiio  stehenden  Aiiidrtcken  fllr  x,  i£f  i^....  die  dnidi  nashetehende  Glditencw  be- 

sUuuuten  Suuuuen  . 

gesetzt  werden.  Hierbei  ist  es  ganz  einerlei,  ob  die  Theilo  |  und  x«,  |'  und  xl ,  ^"  und  x"...., 
in  welche  die  Vcniinkrlirhen  x,  x',  x". . . .  zerleiri  worden  sind,  beide  selbst  wieder  hIs  Ver- 
ündcriiciiü  angeschen  werden,  udcr  üb  man  unter  den  einen  TheUeo  bejilindigc  und  unter  dea 
enden  vertnderikihe  GrOaiea  rieh  denlA  NbamI  itiaa  beiderlei  Thefle  ala  Yerlndertiehe  an, 

so  enthalten  die  Gleichungen  (1.  a.),  (1.  b.)  u.  s.  f.,  wenn  man  5+x. ,  |'+x', ,  ^'+x«  

an  die  SleOe  von  x,  x',  x"....  setzt,  den  Satz  in  sich,  welchen  man  den  verallgemeinerten 
Taylorsoben  Sets  m  nennen  pflegt;  denkt  man  aieh  hingegen  die  Thefle  |,  J",  tif 
conslante  Griisscn,  und  schreibt  den  Gleichungen  (2.)  gemäss  x  —  |,  x' — ^,  x" — |". ...  an 
die  Stelle  von  x,,  x^,  xi'..».)  m  erUiU  luan  den  Salz,  welcher  der  verallgemeinerte  Hae- 
lanrinsebe  Sets  gemani  «M,  beide  nacih  den  ITamn  taer  cnlen  Erfinder  so  geuuuiL 
Man  kann  die  Gleidnmgen      a.}*  0«  b.)....  andi  se  acbnibM: 

und  so  TorL  Denkt  man  sich  in  diesen  ffleichungcn  sämmtliche  Theile  |  md  X«,  und  x^, 
I"  und  xi'. ...  als  Ycrtfaderliche,  so  zeigen  sie,  wie  die  Wcrthnnlorschicdc  einer  und  derselben 
Function  fUr  verschiedene  Werthe  der  in  ihr  enthaltenen  Veränderlichen,  durch  die  Unterschiede 
der  diesen  Veränderlichen  beigelegten  Werfte  selbst  ausgedrückt  werden  können.  Die  in  die- 
ser Nummer  nurgfesteüleii  Gleiehungen  haben  siimmtlich  eine  Bnbcdin;.^te  Giiltigjkeit,  so  lange  der 
Ausdruck  91  sowohl  zwischen  ^  und  x,  als  zwischen  1*  und  xl  und  zwischen  §'  ond  x^  cnd- 
HA  nnd  iletiig  bleibt,  webd  rfdi  Ton  scdbit  verrtebt,  das»  er  bnerbalb  dieser  Cremen  eetoe 
ZnSBmmrnselznngswcise  nicht  veriindem  darf. 

109")  J^telll  ((    eine  Function  der  einen  Vcriindcriichcn  x  vor  imri  f  eine  Function  der 

-'  '  X  -  Ii 

einen  Verändcriiclien  u ;  denkt  luiui  sidi  ferner  in  der  Function  cp^  an  die  Stelle  von  x  die 
Fiuiclion      gesetzt,  so  gehl  diese  Function  von  x  in  eine  andere  von  u  über,  die  wir  durch 
beseichaen  wollen,  und  aian  hat  den  Regeln  der  AUeilnngsrechnung  geattss: 
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'         U.  5.  C 

SloIIt  aber  tr    •■iiic  Fiinrtion  dtr  zwei  Veränderlichen  x  und  x'  vor  und  f  ,  f'  zwei  von 

einander  verscIUedcnc  Functionen,  von  denen  jede  die  beiden  \'crändcrlichcn  u  und  u'  in  sich 
«namt;  denbt  mni  «teh  ferner  !■  der  Fimclion  tp^  an  die  SteDe  tob  x  ud     die  FoMlieM 

und     g«Mlt^  so  gelH  dedureh  dieee  FtacUo«  tob  x  ud  xT  in  eine  mdero  von  m  and  iT 

fber,  dfo  wfr  dnndi      bexeiehncn  woDen,  and  nun  bat  den  Regdn  der  AMettungneelunng 

IX 


fj(    -'u'  'x-'u' 

•  1  I  •  •  I  Ol  Ol 

1*  10         I*  II        I«      I*  •*  ■•  I*        tt  «1  >• 

U.  8.  f. 

Aehnlichfi  Gleichungen  lassen  sich  noch,  bilden,  wenn  die  Function  7-^  drei  oder  melir  von 
den  Ycründerlicben  x,  x',  x" —  in  sieh  enthält,  uml  durch  die  GIcicliuiigcn 

»  >  *=/„»•■•• 

in  eine  Fnndion      v(m  eben  so  vielen  der  Veriinderlichen  u,  n',  a"....  ilbei^genihrt  wird. 

B.  Imb  flMcliigei  «der  weetnlitoM  gcgaleie 


1 10}  Wenn  eine  Gleichung  zwischen  zwei  N  crunderlichcn  gegeben  ist,  so  wird  durch  diese 
GMcknngr  die  eine  der  beiden  Veritaderticbea  n  einer  V'anelion  der  Mdem  gemedit,  die  nnui 
finden  würde,  wenn  man  jene  VeriinderÜche  ob  nobekiniiile  Grösse  in  der  Gleichung,',  olles 
Udwige  dagegen  als  bekannt  ansäbc,  und  dann  dieie  Liibckauate  durch  Aullüsen  der  Gleichung 
beeiännite.  bt  aber  eiiae  GleicinHii^  zwiiAen  drei  Verlnderiidiefl  gegeben,  lo  wird  durch  dieee 
Gleichung  jede  der  Veränderlichen  zu  einer  Function  der  beiden  übrigen  gemacht,  die  man 
durch  Auflösen  der  Gleichung  erhielte,  wenn  man  jene  VeründerUche  als  die  einzige  unbekannte 
Cbrdsse  in  ftr  «Nlhe,  nnd  so  fort,  wenn  efaie  filebbuf  zwischen  vier  oder  mehr  Verttnderii- 


dien  gegeben  wird.  Ist  s.  BL  die  ffleidnuiig  «^=0  zwischen  den  zwei  Vertndeilichen  x 

nnd  n  gegeben,  so  kann  man  n  eis  Function  von  x  ansehen,  was  man  dem  so  eben  über  die 
Bezeichnung  der  Functionen  Vorgebrachten  gemäss,  wenn  man  u  gleich  Tür  den  Buclistabea 
nähme,  welcher  den  für  u  durch  Auflösen  zu  findenden  Ausdruck  in  x  bezeichnet,  durch  u^  aiH 
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xeigen  könnte;  ab«r  eben  sowohl  hätte  man  auch  x  als  cinn  Function  von  n  ansehen  und  durch 
bezekhnoa  können.  Ist  hingegen  z.  B.  die  Gleichung      „  i  ~     zwischen  den  drei  Ver- 

taderikhen  x,  u,  z  gegeben,  «o  Uqnle  miin  s  als  Function  von  x  und  u  darstellen,  und  zu- 
folg» 4er  gMcheo  BeMkhuqgmgata  Aach  »    «iMbvtm,  oder  v  ib  FunctioB  vm  x  und  i 

foduht  dnrdi  ,  oder  eodfidi  x  ab  Funetk»  tob  ■  nd  i  gmmnta  dank  be- 
zeichnen, und  so  fort  Ijci  einer  Gleichung  zwischen  vier  und  mehr  ViTiindfriichcn.  Man  nennt 
diejenigen  in  GleicbuJigea  vorkouunenden  oder  sonst  wie  ia  Yerbinduiig  uniar  rinaadrr  gededb- 
fcn  VeritadeilidMn,  iveldw  nan  rieh  ib  rmdkmei  der  mdem  denkt,  tbklagig  TeriUider- 

Bche;  unabhängig  Veränderliche  hingegen  solche,  die  man  sich  aioht  ab  Functionen  von  an- 
dern vorstellt  Wenn  aber  bei  der  von  uns  gebrauchten  Bezeichnungsweise  fp^  =  0  eine  Gld- 

cfaung  zwischen  den  beiden  VerinderUchcn  x  und  x'  vorsteltl,  so  miisstc  man  nach  Art  der  so 
«tat  beepfockem  BenbbMngswdM  xT,  eb  Vnokn  vm  x  gedacht,  durch  jt^  ,  oder,  wen 

9^=0  oiM  Caefcknng  SHbehea  de«  drei  VeritaderibheB  x,  x*,  j^'  dantdlt  «nd  mm  woDto 

^  de  FanetfoB  von  x  «nd  xT  eneeliei^  w  ■Oaele  dbei  dvch  x^  aagedeBM  werdea  fai  Stam 

der  in  Nr.  106.  eingefBbrtea  Bezeicfannngswcise,  und  tfhnlich  mttsste  die  Bezeichnung  bei  noch 
mehr  Veränderlichen  geschehen.  In  diesem  letetcm  Falle  jedoch,  wo  die  Veränderlichen  stets 
denselben  Buchstaben  in  sich  tragen,  der  schon  im  Functionszeichen  vorkommt,  ist  dessen  Wie- 
(hifcohn^  ▼AD^  lllMiillilssig,  nnd  es  genflgt  ifie  Mose  Angabe  des  FandioosieiclMM  sehoii  vek 
kommen,  wenn  dazu  noch  die  Ali/eichen,  welche  die  durch  den  gleichen  Buchslabon  vorgostell- 
leo  unabhängig  Veränderlichen  an  sich  tragen,  gefUgt  werden.  Ja  sogar  die  Beifügung  dieser 
Abeebhen  km  wograDaB,  wena  wir  dariB  anl  ebander  dbereiakOBnen,  wie  wir  jelit  Ihni 
wollen,  dass  immer  mir  die  Vcrfindorüchc,  bei  welcher  der  Riuhslnlie  die  meisicn  Acccnle  hiit, 
als  Function  der  übrigen  angeschen  wird,  denn  dann  sind  bei  einem  solchen  Functionszeichen 
imner  aDe  diejenigen  Terftaderikhen  CSrOssea  ab  nnäbhlng^  hiraa  in  denken,  wddie  der 
gbbba  Buchstabe  mit  Accenten  in  geringerer  Anzahl  als  das  Functionszeichen  hat,  haigieUL 
Diesem  gemiss  haben  wir  uns  immer  in  der  Function  x'  die  eine  Veränderiiche  x,  in  der  x" 
die  zwei  Veränderlichen  x  und  x',  in  der  x"'  die  drei  Vcründerliehcn  x,  x',  x"  zu  denken  o. 

in  111,11  iii,n,p 

s.  f.  Nach  diesen  Bestimmungen  stellt  sidi  nun  die  Bedeutung  der  Zeichen  b  x',  b  x",  'c  x'" 
gam  TOB  aelbft  heraai. 

Wenn  gleichzeitig  2  Gleiclinngi-ii  zwisdion  3  Veränderlichen,  3  Gloichungea  XwiHifaeB  4 
Verändcriichen,  4  n!i'i<  liuncren  zwischen  5  Veriinderlichcn  u.  s.  f.  gegeben  wBren,  so  würden 
durch  diese  Gieichungen  alle  Veränderlichen  bis  auf  eine  zu  Functionen  dieser  einen  gemacht, 
wie  BHai  aeghfch  ahndAt,  wenn  nan  mit  Ansnahaie  dfoeer  eben  Terlnderiidien  sDe  Ibr^eB 
in  den  Gleichungen  ols  nnhekannle  Grrissen  iinsielil,  die  sich  dann  durch  Auflösen  der  Glei- 
chungen, weil  deren  gerade  so  viele  als  Unbekannte  sind,  als  Ausdrücke,  worin  nur  noch  die 
one  Yerlnderliche  vorkennnl,  darstdbn  basen.  Bben  so  wttrden,  wenn  2  Glebknagea  swi« 
sehen  4  Veränderlicheiv,  oder  3  Gleichungen  zwischen  5  Veränderlichen,  oder  4  Gleichungen 
zwischen  6  Yerinderlichen  g^ben  wären,  alle  diese  Veränderlichen  bis  auf  zwei  zu  Functio- 
aea  dieser  zwei  gemadit  vrerdea,  wie  sich  ganz  aitf  die  gleiche  Webe  etaaehea  llast  AOge- 
Biein  hm\  iiKin  sich  Überzeugen,  dass,  wenn  m  Gleichungen  zwischen  m-ho^eriinderlichen  ge- 
geben sind,  m  von  diesen  Veriinderiichea  durch  die  ai  Giekbuagea  n  FaneUoncB  der  n  iy»i- 


IfS  Analytttdie  Gebmetrie.  khmlh. 

gcD  Vcnindürlicben  gianacht  wcrüeiL  Tmgün  in  eineu  soicken  FäDe  ilte  Verändcriiciiufl  einen 
und  deu elbn  Budutabon  ai  sieh,  und  unlendieiden  de  neh  von  «bimder  mir  dweb  di«  die- 
$en  BnehltlbeD  betgegebenen  Abzeichen,  .so  scheint  unsere  I)i:<h<'rige  Bezeichnung  niiuigelhafl 
ZU  werden.  Siads.  B.  3  Gleichungen  zwiscben  den  6  Veründerlichen  x,  x",  x",  x'",  x"  und  x' 
gegeben,  so  dais  3  tob  ihnen  wa  Functionen  der  übrigen  3  werdo^  md  wilden  wir  so  diesen 
letslenit  gclrolTcncn  Uebereinkommen  gemäss,  dio  X|  x',  x",  so  müssen  wir 

x'",  X"  tin(1  X'  nis  Functionen  der  Veriinderlichen  x,  x',  x"  aufTassen,  und  man  erkennt  jcUt 
niclit  niclir  aus  deut  i'unctiunszeicheu  \"  oder  x''  allein  die  in  diesen  Ausdrucken  vorkommen- 
den VefModerltohea  niildsk  der  vocUa  mgagebeieB  RegeL  ErwRgl  man  jedoob,  dus,  wie 
schon  in  Nr.  lOfi.  »ncrrgebcn  worden  ist,  die  Anzahl  der  unnl)hiin<;itr  VeriindtTÜrhen,  derjenigen 
nämlich,  die  nicht  wieder  als  Functionen  von  andern  aufgerassl  werden,  sich  aus  der  Art  einer 
Jeden  besondem  Untenmdmng  gleichsam  voa  sdber  schon  m  eikennen  giebk,  so  ttbenengl 
man  sich,  dnss  ^oirur  in  einiMii  sokhen  FsDo  die  Ton  IBS  ebigeftthite  Beseidmiqg  XU  keiner  Uü-' 
besUnunlheil  Anlass  geben  kann. 

III)  Wem  in  der  Cfleldwng 

die  beiden  Veränderlichen  x  und  x'  vorkouuuen,  und  deragcmäss  x'  als  Function  von  x  ge- 
mmwien  wird,  so  hMte  diese  Fteefion,  wenn  rie  dnrdk  AnfMsea  der  Gleidnmg,  x'  als  Usie- 

kannte  nehmend,  gerunden  wordeo  wlre,  der  Naiar  der  Gleichungen  zufdl^c  die  Eigenschurt, 
dass  sie,  an  die  Stelle  von  x'  in  den  Ausdruck  tp^  eingesetzt,  diesen  \t  iim  lilote,  so  dass  in 

ihm  liein  x  mehr,  es  sei  denn  blos  scheinbar,  suriickbliebc.  Deswegen  muss  nicht  nur  die  mte, 
sondern  ewsh  jede  der  folgeaden  AMeflogeo  des  Ansdiud»     ,  hi  wehdiem  msn  sieh  m  die 

Stelle  Ten  x'  die  genante  Fteclioa  Yoa  x  gesohiidm  denkt,  nadi  dem  dm  in  flm  nur 

srbi  Inlinr  voiViiinilenien  z  genoBMien,  mdl  gAeOf  so  dnss  man  den  Rcgebi  der  iUdeitangsrech- 

nung  gcmüss  hat: 

 jäf>,  +  2 B y^Ä x'+ B g»,  ^ »'=<>  » 

(  u.  s.  f., 

in  wekhen  fflefaftmgen  man  sich  stets  unter  x'  die  so  eben  beschriebene  Function  von  x  ni 
denken  hnt  Diese  Gleichangen  sind  deshalb  von  so  grosser  Wichtigkeil,  wefl  sie  lehren,  wie 

die  Ableitungen  B  x',     x',  der  Function  x'  sich  darstellen  lassen,  ohne  dass  diese  Function 

selbst  gefunden  zu  sein  braucht,  und  daher  in  vielen  Fällen  in  den  Stand  setzen,  die  mit  dem 

Auflüsen  der  Gleichungen  vcrknupflen  Schwierigkeiten  zu  umgehen.   Bezeichnet  man  zur  Ab- 
if 

dnr«]i  f^,  so  Inden  sich  die  vorstehenden  Ghnchnngen  um  ki: 

(».  b.)   ^'B9);H-'cVi'dx4-B'x'=0 

«.  t.  f.. 
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b  welehea  ^  «b»  nil  der  Gtfidwng  ^=0  ngMoii  gegebene  tmtHtm  tob  x  nd  ^  tot- 


Sadil  MM  na  der  «fstan  der  Tontehoiden  ladcfamgen  (5.  a.)  den  Weifli  roa  Hk'  ntf 
und  aluMt  vm  der  so  sich  eiyelMiidea  ffleidraag  auf  einander  folgende  Abldtunge«  naek  x, 
dabei  iuHier  x'  md  feine  Ableiiaqgai  rit  FmurttonM  nm  x  anaehend,  ao  eriiNtt  man: 

I«     ti  »1     >•  ■•     •«         «1     II  V  

u.  a.  L 

Oder,  WNU  däa  Gleidw  M  den  Glektaagai  (B.  b.)  geacUeU: 

V  -    V    = 0  >   •.   €»•«•> 

«.  s.  f.,  ) 

welches  nichts  anders  als  wieder  die  Gleichungea  (b.  a.}  und  (5.  b.")  sind,  nur  in  etwas  ab- 
galnderier  Geatalt»  »d  wie  Jene  die  AbleitoBgen  ton     leliglieh  tm  dem  gegebenen  Ana- 

druck  (fi-i  hcrvorgdion  lassen,  wenn  man  in  jcdo  Tcilv^*  iide,  beror  num  aie  anfa  Nene  aUeMa^ 
für  bx'  seinen  aus  der  ersten  cntnonuneneii  Werth  einsetzt. 
112)  Wenn  in  der  Gleichung 

die  drei  Veränderlichen  x,  x',  x"  vorkommen  und  demgemiiss  x"  als  Function  von  x  und  x' 
genommen  wird,  so  hätte  diese  Function,  wenn  sie  durch  Auflösen  der  Gleichung,  x"  als  Da- 
bekannie  in  flur  nehaaend,  geiioden  worden  wire,  der  Natur  der  GMehmgen  nfolge  die  Ei- 
genschan, dass  sie,  anstatt  x"  in  den  Ausdruck  (fx.  eingesetzt,  diesen  remichtete,  so  dass  in 
ihm  weder  x  noch  x'  mehr  anders  als  bios  scheinbar  zurückbleiben  könnte.  Deswegen  müssen 
dh  nadi  x  oder  X*  genonuneiien  Ableünngen  dea  Anadmeka  wenn  man  m  dieaem  vk 
lar  x"  die  genannte  Function  von  x  und  x'  sich  ▼OOteDt,  atbantllcb  mD  gdien,  00  dasS  man 
den  Regeln  der  Ableitungsrechnong  gemiaa  liat: 

l*l         ••■     ■•  tit 

woraus  man  findet: 

wd  dnidi  weltar  fiwIgeMtelaa  AbMen  dteaer  GUdnagen  naah  x  oder  ^,  jedeamal  ftr  oj^ 

oder  %x^,  da  wo  «ie  enisteben,  ihre  dncb  dto  vonlehendon  GMctengen  gegebenen  Warihe 

einacliend,  fadet  man'^^jr,  ^x^/^^T  n.  a.  r.  ledfgliab  aoa  dam  gegobcnan  Anadraok  ^  baiw 
TOVgehendL  Seilt  man  bier  der  Kuno  bdber 

and  '.%^=:v'i  . 
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Abscb.  m. 


w>  venruiddB  lidi  die  vanldcndeo  GleidiiiqgeD  (&  •.}  ia: 

C«*M  0=^+«jr  und  Os:«i:+bV, 

in  welchen  7-^  und  7-','  Fundionen  von  x,  x',  \"  vorstellen,  die  als  mit  der  GIcirhunff  '/-x^rO 
selbst  gegeben  zu  encblon  sind.  Leitet  man  die  Gleichungen  (6.  hJ)  aatt  Neue  nach  den  ua- 
abhing^  VeitaderiiclMn  x  oder  x'  ab,  m  ergeben  sich: 

C«.c.)   io=?V;+*^ViVx"+Vx", 

'j    1  •  •     •  •  I  I •  II 

|0=     7;  +     <p'-'dx"+)tx  \ 


deror  (6.  b.)  übergehen  in : 


<         t>  I  0  0  e  I  a  I 

\0=z-c  (f„~ffx  ^  <y  i  +  ?i  x", 
■  •  •  • •  I  II 

oll  •  •  I  •  1 

0=  t  (Px  —  ^'i  t  Vx  +  ^X'\ 

1 1 


und  von  denen  die  beiden,  welelie  \  "  clllballel^  lu  erkennen  gdwa,  dan  xwischen  den  Grü- 
sen ^  und  (f'^  die  Bediugungsglcichung: 

tl*  Otl  10*  001 

>•  II 

stBit  finde.  Durch  weiter  iorlgesetztes  Abieitea  kiiae  maa  zu  Gleichungen,  in  denen  ^x", 
'ix",  Vx"  u.  s.  f.  auftreten. 

Man  sieiii  leidit  ein,  wie  verrahren  werden  mttsslei  wenn  in  der  Gleichung  <fz=0  mehr 

als  drei  Vehinderlirlic  vorkämen. 

1133  Wenn  gleichzeitig  die  zwei  Gleichungen 

ff>x=0   und    <P,  =  0 

zwischen  den  drei  Verflnderileben  x,  x',  x"  geg^ebcn  sind,  und  Bnm  demgenlaa  nnd  1^  all 
Functionen  von  x  annimmt,  so  luilten  diese  Functionen,  wenn  sie  durch  .\ufl0sen  der  bcidm 
Gleichungen,  \'  und  x"  als  Unliekannte  in  ihnen  iin.sehen(1,  gefunden  worden  wiiren,  der  \aliir 
der  Gleichungen  zufolge  die  Eigenschaft,  dass  sie  uu^ilall  x'  und  x"  in  die  Ausdrücke  (px  und 
^  eingeaetat  dieae  TemicMeten,  M  daw  kein  x  mehr  anden  ab  Hoa  aoheUbar  fn  ihHn  an» 
rückidiehe.  Deswegen  müssen  die  nach  x  <i;enommcncn  Ableitungen  dieser  Ansdrinke,  wenn 
man  sich  dabei  unter  x'  und  x"  die  genannten  Functionen  von  x  vorstellt,  null  geben,  »0  dass 
■Mii  den  Begdn  der  Ahleftungsrechnnng  genlaa  hat: 

,       -  'tffy,+Trf^tx'+'i\x'^x"=0  und 

 •  < 

I  I  0  4  0  1  0  •  •  I 

^  <Px+  8  *x^x'+  h  fl>kÄx"=0. 
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Etiminirt  nun  mt  diesen  beiden  Gleichungen  einmal  %x'  und  ein  andermal  %x",  so  erhält  man 
zwei  andere  Gleiehangen,  in  deren  einer  blos  tx  und  deren  anderer  blos  tx"  Toriuuidcn  ist, 
»imwm  Umt  AMMiamgm  wte  ftHfi  MigedUchl  «Mit 

••I    I • •       I  •  •    • • I 

^  *  ^9 1        •  I  •  Oll         a  0  I 


wodurch  man  die  AbleHongen  Bx"  nnd  %x"  unmittelbar  ditrch  die  beiden  gegebenen 
^  anil  4>x  danleUeo  kann.  Seilt  nan  aach  kier  wieder  der  Kttne  wcf  en  lewoH 


II*  •  I  • 


^  y «  _     MM«     y»  ^ 

 UM  fvi — — V« 


I  •  I 


(7.  aO  in:                               ,  • 
and  1   c«>«ij 

und  diese  liefern  anstatt  der  CHeidiungen  (7.  L.)  die :  ' 


Mi  von  diesen  Gleichungen  immer  wieder  neue  Ableitungen  nach  x ,  jedesmal  für  ^  x' 
md  tx",  da  wo  sie  cnUteben,  ihre  Werthe  aus  den  vorsiebenden  Gleichungen  einseUeod,  so 
gelangt  man  n  Amdrilekm  flir  Vjf,  Vit*,....  eanrokl  alt  für  tPxf',  Vx",....  welcfce  ataui- 

lich  Mos  die  L'ei>:(-!irnet)  Functionen  7-x  und  <^^  so  wie  ^'US       in- lidl  aililBhMB.  80 

s,  B.  erhiilt  man  für  die  zweite  Ableitung  von  x  :  , 


I  • *  I*  • 


-(»S.«i-fi«Sp[C»£-fl>OC  »'«4- '   .  /  . 

Eben  so  lassen  sich,  wenn  3  Gleichungen  zwischen  4  Vcrlnderiichcn,  oder  4  Gleichungen 
zwiscben  5  Verinderlichen  il  s.  f.  gogdten  sind,  und  dadurch  ale  Verinderiidien  bis  auf  eind 
n  Fanctfönen  dteiw  dMn  UfarAMf  dfo  AbMtangw  dlMMP  fttMiniM  Mdt  daf  Aim  ttub' 
kliigig  gebliebenen  Yaritdwtiohmi  nmüaftar  dmb  die  fei  den  GMdHmgwi  gagJkUMi  Aw- 

•  •'    .  ■  .» 
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iRuucr  auf 'tan  .gleichen  Wege  forlscbreilend  gulwigt  man  zu  der  Uebcncugung,  d»ai 
«Mm  m-GleichulgcB  mriMliMi  m+aYcrindeiUdiM  gegeben  «MI  and  thdnieh  m  YmUmMUba 

zu  Fiinrlionen  der  n  übrijfeti  ^«Miinchl  >vfrtItMi,  man  die  Partinlalilciluiijjen  dieser  Fiinclioncn 
nach  den  unddiliBgig  gebliebenen  Vcrtiadcrlichcn  uninitldbar  durch  die  nüt  den  tiieicbungea 
selbst  fegebenen  Aasdiiklie  derstellee  kenne. 

111)  Man  wird  dadurch,  dans  niiiii  die  Alilfituniroii  \on  vcM-^vicki'lt  gegebenen  Funrlionen 
'  *  - ' .  daraleUen  kann,  ohne  das«  diese  Functionen  erst  durch  Auflösen  der  Gleichungen  in  entwickufcB 
ter  Form  mfgefunden  zn  werden  bnmcben',  weiter  in  den  SUuid  gesetzt,  ümwnodhiBgen  sol- 
cher venvickelt  gegebener  Funeli()non  von  der  Art,  >vie  sie  durch  die  Gleichungen  (3.  a.)  und 
(3.  ti.)  Tür  entwickelt  gegebene  Functionen  aulgesteUt  worden  sind,  ganz  in  der  gleichen  Weise 
vunuuiehmcn.         ..      '  .  ,  *  i  • 

Ist  nlniieii'^.  eine  durch  eine  Gleichang  vermckcU  gegebene  Function  von  jc,  himI  Mbe% 
wir  x=r^-f-x, ,  wodurch  x  in  die  beiden  Theile  |  und  .\,  zerlegt  wird,  zugleieh  iiIut  auch 
x'=|'+^j  wo  ^  das  vorstellt,  whs  aus  x  wird,  wcnn^  für  x  gesetzt  wird,  so  dass  den 
WertbmileKscined  der  F^mcUon  Jt*  für  die  beidea  Werlhe  x  «nd  £  der  in  ihr  voitommenden 
uMbblngig  Yerflnderiidien  anseigt,  so  Ist  der  CUeichniig  (3.  a.)  infolge: 

derdi  weldie  Gleichung  man  den  Weri&nttterwM«d  x*.  oder  x' — ^  der  Terwickclt  gegebenen 
Fmclion  ab  völlig  gegeben  anzusehen  berechligt  wird,  d»  sich  die  Ableitungen  Sx',  fx'....^ 
f         sonach  auch  die  (  f*,  V^, —  nach  dem  in  Nr.  111.  Vorgebrachien  nnmittelbar  ans  der  gegebe^ 
neq  Gleichung  criiaUen  lassen. 

bt  x"  eine  dnrcb  eine  Gleichung  verwickelt  gegebene  Function  von  x  rnid  x*,  und  seist 

mnn  \  =  ^-f-\„,  \'—  J'-f-\l,  wodurch  jede  der  beiden  unubhiingig  Veriinderlirhcn  in  zwei 
Theile  zerlegt  wird;  lasst  uuui  aber  zugleich  auch  x"=f-t'X«'  sein,  wobei  |"  das  vorstellt, 
(.tt .  ,  ^  ^  der  'Fmictiön     wird,  wenn  in  Oir  |  nnd  f  Ar  x  and  x*  gesetst  werden,  so  dass 

xS'  den  Werl!imilers(  liicd  nnzeigl,  rlen  diese  Function  hergiehl,  wenn  einin.il  \  und  \',  ein  an- 
dorma]  |  nnd  |'  an  die  Sielte  der  in  ihr  vorkouiuieodcn  zwei  unabhängig  Vcränderiioiien  treten^ 
io  ist  der  Gleichung  (3.  b.)  zufolge:  • 

dnrch  wdcbe  Gleiclmng  man  den  Weithmilerschicd  x^'  oder  x"— tSs  T<ill|  gegeben  ansehen 
darf,  da  Sich  die.fsifialBbleilongen  Sx",  ^jT,'««",  tx",  ;»x*,'....  sOiMdi  äbili'dle  ^r» 
^fS  o|^,  %|^,....  nach  ded  in  Nr.  112.  Vorgebrachten  mmdlteibar  aus  der  gegebenen- Glei- 

i.">  .'     ehm^  erhnlti^n  Insscn. 

Aetadich  ki^mile  wan  verfuhren,  >V4;nn  die  durch  eine  Gleichung  verwickelt  gegebene  Func- 
Upn  von  3      mehr  nuabhüngig,  Yennderiichen  abhingig  gemacht,  würde. 

116}  Sind  'x'  mid  Jt"  dnich  smi  vorhandene  Gleichungen  venvickelt  gegebene  FnnoUoneA 

von  X,  und  setzt  man  x  =  |-|-  -'^»  wodurch  x  in  die  beiden  Theile  ^  tiiul  x,  zerlegt  wird, 
zugleich  aber  auch  x'=z^-{-x',  und  x"=|"-|-x^',  wobei  |'  und  ^'  das  vorstellen,  wus  au« 

.1 
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und  x"'wird,  wenn  in  diosrn  Functionen  von  \  die  GniSÄP  |  an  die  Stelle  von  x  tritt,  so 
dm      und      die  Wertiwnterscbiede  anzeigen,  yrelcbe  aus  jeder  der  Functionen  x'  und  x" 

der  Werth  X,  ein  wienM«  der  $  n  «e  SM»  dsr  in  Üimi  iwi- 
ilHtariMeii  Irin,  eo  Irt  der  Ülmdmg      «.)  fofolg*  mwoU 

xr=:»r«i+vrj|+vri^+ 

durch  welche  Gleichungen  man  die  Werthunlerschiedc  x',  und  x','  oder  x' — |'  und  x" — 
welche  sich  mf  die  verwickelt  gegebenen  Functionen  x'  und  x"  bezichen,  als  völlig  gegeben 
ansehen  darf,  da  sich  die  Abicilungen  (&x',  Vx',  Vx\....  und  "dx",  t* x"f  t^x'^....  sonach 
a«eh  die  «f,  Vf,  Vf,....  md  «r>  Vr>  Vri---  bm*  dea  in  Nf.  1t3.  Toi«ebnehUh 
OBBliltelhnr  ans  den  irc-ri.licnni  niri(lunij,'cii  erhalten  lassen. 

Es  idsst  sich  aus  dem  Bisherigen  mit  LeiofatigiMit  entnehmen,  doss  übnliche  Umwandlungen 
jeiner  Jeden  fafend  wie  dndi  Gleichungen  verwidiell  gegebenen  Fnnelimi  inuMr  in  der  flM- 
chea  Weise  gesciieben  kanneo,  weMhdb  wir  Bejlrncirtiuven  diefer  Ati  tiM  noch  weüer  xp 
ferfoigea  brauchen. 


tl0)  WeM-iB  der  fflitjftf 

blos  die  beiden  Veränderlichen  x  und  n  vorkommen,  so  kann  man  die  eine  u  als  Function  von  i.;  .* 
X  «nteiien,  riwr  etwn  ao  gnt  audi  die  x  als  FaneKon  von  der     »d  die  eralere  ntefte  Üi 

Sinne  der  in  dieser  Eitdi  ihirii:  In  sprochenen  Be/^ciclinungsweise  diirrh  ,  die  nndere  diirrh  Jt^  •  • 
Jieieiolinet  worden.  Im  erstem  Falle  liann  mui  von  Ableituogen  der  Function  u  nach  der  ujh 
«illingig  VcrtndeifiolMn  x,  tai  nndara  Fall«  ven  AMeitangcn  der  Fnaalim  x  waA  der  «nab- 
luinglg  YeriUiderliclien  u  reden,  und  es  moss  ZHisrhea  diesen  beiderlei  Abicituqgen  ein  durdi 
die  Gleiokuog  selbst  vermittelter  Zusammealiang  statt  finden,  der  jetzt  angegeben  werden  soIL 
Sebn  wir  u  als  Function  von  x  an,  so  Ist  der  ersten  der  in  (i.  c.)  au(ige$te|lieA  GtpiclniDgen 

Mfolff« 

wenn  an  ihr  die  der  gegenwärtigen  Bezeichnung  entsprechende  AUnderung  vorgcnonUMB  wi|(d; 
sehen  wir  hingegen  x  als  Function  von  u  an,  so  ist  in  Folge  derselben  Gleiciuiag 

■•■  ^J^,=^*^  •  • 

«mI  dmdi  Mdl^llcnüoa  dieser  beiden,  ftidet  man: 

iroiMt  Mgt^  dtav  4tf  AodMt  diäter  bdderM  AlMMogM  aMi  1  sMC«  nd  ifch 
4Ke  «toe  MMimig  «tf  eine  hMM  «Mbdw  Weise  ans  der  anden  erhalten 

26» 
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.  Es  ist  hier  dem  Bucbitaben,  der  die  Veräntlerliche  bezeichnet,  welche  als  Fonclioa  der 
aait  ciaeB  tmim  BaclMiilMn  besckhiietaa  Teiinderiichea  Mgaaeke»  «M,  nr  grOman  De«^ 

licliki^il  und  um  Worlerläul<'riini,n'i)  ont!n  !M<  n  zu  könnrn,  dieser  lelzlere  Buchslabe  angehängt 
worden;  indessen  werden  wir  in  Fällen,  wu  nur  zweierlei  Buchslsbea  voridonunen,  wie  Jbier  x 
vnd  u,  dieses  Anhängen  dtdnreh  AberflOssig  machen,  dan  wir  mslatt  dee  Ableiliingsieieheiis 
Z  das  andere  8  vor  den  Buchstaben  setzen,  der  die  abzuleitende  Function  bezeichnet,  so  dass 
jedesmal,  wo  S  zwo  Ableitungszeichea  genommen  wird,  der  bei  ihm  stehende  Buchstabe  nicht, 
sondern  der  zweite  von  den  vorinndenea  Buchstidien  als  Zeichen  der  unabhängig  Verilnderii- 
chea  n  Mhmen  ist.  Diese  Regd  befidfend  kOnaeii  wir  den  Sab  (lOi      ao  edudben: 

a«.k.)  8n8x=i. 

Leitet  man  diese  nieichonf,  8*  alfFnneliQa  TOB  X  und  8x  ais  FuiclioB  von  n  aMehend,  pmk 

X  ab,  so  erbüU  man: 
CM.  «•■»x+(*ii)««»x=0 

und  wenn       nach  n  aUetlel: 
(10.4.)  «B«'x  +  (ax)'3*n  =  0, 

wdehe  lelstero  Gleidiung  nan  aaeb  ans  der  Ar  vorangehenden  dordk  Hultiplicalion  mft  ^x  ndt 
BUduidltnalune  auf  die  Gleichung  (10.  b.)  hültc  orhuilen  können.  Durch  nodunaUges  Abidten 
der  flhfifhwpg  (iO.  Cl}  nach  x  in  dem  angezeigten  Sinne  findet  man: 

CM.«.)    ■  Öxa»u-f-3au5'u<rx  +  (*n)'5'.x  =  0, 

welche  durch  Mnltiplication  mit  Jx  und  (Jx)*  mit  Blteksichtnahme  auf- die  Gleidiung  (lOl  h.} 
sich  Oberführcn  lasst  in: 
(fl«.r.)  (9x)*^n+3a*iia*z+(«a)*^x^O 

,and  in: 

(.io>  «•)  (*x)fJ'ii+3*x**oi*x-f  Ju^xssO. 

in}  Dieselbe  Bezeichnungawelae  ttsit  sidi  mit  derselben  vollen  Sicherheit  und  Selbst« 
TenHndHdllteit  auch  da  anwenden,  wo  ausser  den  beidan  von  einander  abhXnprig  (gemachten 

Grflssen  \-  und  u  noch  andere  x',  x"; ....  als  Functionen  von  x  und  wieder  nndere  u',  u"  

als  Functiunen  von  u  vorkommen.   Siebt  man  nämlich  x  als  Function  von  u  an,  so  niuss  man 

x*,    ,  da  mMeMMMre  Ftandionen  van  a  ansahen,  daven  AUeÜnngea  dam  dardh  ^x",  ^i^,  ..u 

hezri.lmel  werden;  sieht  mnn  diigi'gcn  u  als  Function  von  x  an,  so  muss  man  U*,  als 
mittelbare  Functionen  von  x  ansehen,  deren  Ableitungen  wir  dann  durch  äa,  du",....  bezeich- 
nen. Whr  bedienen  uns-  te  beiden  nfflen  des  AMdtmgcsddiens  8  ans  dem  Grunde,  weil  sidi 
die  Ableitungen  aur  eine  Grösse  bezichen,  die  durch  einen  andern  Buchstaben  vorgestellt  wird, 
als  die  abzuleitende,  Bd  der  so  festgesetzten  Bezeidinangswdse  hat  man  den  R«gebi  ddr 
Ablcilungsrcchnung  gemlM: 

8j^=:^t^8x  f  Sx:"=dx*^x,....  und  ^«'=%a'<a  ,  ^n!"=1>u"^n.... 

Im  Siiuio  der  so  eben  cingcnihrtcn  Bezeichnungsweise  sollen  in  der  Folge  durch  äu  und 

öa  die  Ableitungen  von  n  als  Function  von  zweien,  durch  einen  andern  Buchslaben  bczcich- 
'  '   nelen  Veränderiidiea  x  and  x'  auTgefasst,  nach  der  einen  und  nach  der  andern  dieser  zwd 
Verändcriit  lien  genommen,  bezeichnet  werden,  widtei  die  Über  dem  Aldcitungszeiehen  8  stehen- 
den ZifTcrn  der  Reibe  nach  sich  auf  die  unabhüagig  gcdachleii  Vcränderlichea  x,  x  beziebei^ 
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wie  sie  Tom  mindest  acccnlufrtpn  Buchstaben  x  zu  den  niclir  ncccnliiirten  auf  einander  folgen. 
Man  nehl  aaf  der  StoUe  ein,  wie  «cb  diese  Bezeichnungswcisc  auch  dann  noch  völlig  sicher 
gdmvdiM  Unli  wbm  u  6iii9  F^iilltui      ndw  tii  nrai  toMwn  V'6riiiid6iHdMn  x «  x*»  X".  •  •  •  ^ 

vorslelit  und  wenn  höhere  als  ersle  Alilciluniren  dorsclhen  ^'CrKunmcri  w  i'rdrti  sollen ;  denn  sielll 
u  eine  Function  der  drei  Veränderlichen  x  ,  x',  x"  vor,  so  sind  dem  Gcsuglen  zufolge  die  Zei- 

!•>  0«l  110 

eben  8  Uf  ö  5  \ky  d  d  5  Vi  vu  8,  Vf.  von  selbst  verständlich.  In  diesem  Sinne  hat  man 
den  Regdn  der  AUdtiiqgnvdnaiig  ganKH,  wem  nm  tidi  u"  eis  Fulclilm  von  a  imd  dieee 
dRg«fea  «fader  ab  PucMmai  wm  x  nd  x*  TonWItt 

laa  sich  a"'  als  Function  von  «»     n"»  dleoe  letatem  abar  aetbat  wieder  ab  Fipo- 

tionen  von  x,  x',  x"  vorslelit,  hat  man: 

■  *•  tlt        1*1  •!•  Itt       tl«  •«*  ktl       II*  1 

•  •I  It«       «tl  «1«       •«■  ••!    ■  •«! 

Sldlea  n  md    baUeMie  ZuaMienaqtannfan  vo«  x  W    vor,  wie  aie  dudi  die  Glei- 


(II.  m,y 


acrFs  md 

logabon  werden,  In  denen  Pz  «ewohi  all  A  bafaMgo  Ftocilenon  von  x  und  x*  ennefgen,  nnd 

denkt  man  sich  in  diesen  Gleichun^ri  n  \  und  x'  als  unbekannt,  «lies  l'ebrige  hingegen  als  be- 
kannt, so  wUrde  man  durchs  Auflüsen  derselben  in  Bezug  auf  die  beiden  Unbekannten  x  und  x' 
'dleae  ala  Fttnelionen  von  n  und  «*  darycoldit  erbdten,  welcha  iia  die  vorstebenden  Gleiehongen 
an  die  Stelle  von  x  und  x'  gesetzt,  diese  Gkicliungen  identisch  machen  würden,  wie  uns  der 
Lehre  von  den  Gleichungen  bekannt  i«t;  Ijasst  man  daher  A  ^        ^i^nc  auf,  daas 

man  aich  bi  ihnen  an  die  Stelle  von  x  md  x*  die  angegebenen  P^nctfonm  vm  a  und  n'  ge-  •  - 

setzt  deafctf  eO  nrass  die  Aliieiliing  von       nach  u  and  nach  u'  geben  i  md  0,  ao  Wfo  ODcb 

die  Ableihng  von/s  nach  u'  und  nach  u  geben  nnss  1  find  0,  d.  h.  eo  mu»  Mi« 

I»    I«     (II*  I«  «1     «1  •■ 

Is^Fsax+dFsax'  nnd  i=t^ix-^lb/^iie, 

so  wie 

tl*l  II«!  Itt»  lllo  *' 

0  =  <)Fx^x  +  <3F»dx'  und  0=V.*x  + Vx**'. 

'  <•  la 

•wodnfdi  ninf  boetfamile  von  den  nmeMenn  Fx  nnd  A  atritfingigc  Retatim  nwbcfcm  8xvai9i( 

nnd  swiiehen  ax  md  ax*  feeigeeteHt  wArd^  wdehe  mm  bn  Anw  dar  biakerigm  BeKidmu^im 
-nnA  ao  aebniben  kam: 

issauax-fau.ax'  nnd  i=:au'ax+ai^a^,  €••••*> 

80  wie 

■  •  «I      »1  •!  I«   la     at  I* 

Osanax+anax*  «od  o=aarax+aai'ax!'.  dt*»*) 


die  Res«iltale  vor,  welche  man  durchs  AuIIüsen  der  obigen  Gleicbongen  eriuelte,  wenn  mau  sich 
in  dieeen  blos  x  und  x'  aia  Unbekamle  dfcMoi  nnd  wendel  am  enf  dbae 


AaaljtiMhB-  MoMtite.  . : : :  Aliteft.'  Q. 

(U. »)  i^SxSu-^Sxivi'  und  l=^3C'9tt+»jfair, 

fo  wie 

welche  «ue  im  vorigen  durch  efaie  weeheebeMge  Tertmchnif  der  Crtem  x,  x*  nd  iT 

mit  (  iii:inclrr  hfrvorfjfhcn  und  iiurl)  uniiiiltL'Il)nr  aus  den  Gleichungen  (12.  a  und  1>.)  gefunden  wer- 
den koiHien.    Eliuiiiiirl  niiin  niiiiilii  h  nus  dm  erslen  der  Gleichungen  (12.  tu)  und  ^12.  b.^  «in- 

I  •  a  I 

mal  die  Grosse  äu  und  ein  andermai  die  Grosse  du,  so  crhült  man:  ... 

•  I  tl        I*     •!  I«     «1  •!  ■•        ■•    •!  I*  .«I 

I«  «1 

und  eben  so  gtaht  die  EHmiBalioB  der  GiOimb  tfi*  und  ^n'  m»  dM  lelilea  der 

Gleicbungen 

.  dx=dü'Q8xäx'—öx'Sx)   und  dx'=—5u'Q8xdx'^3x'dx), 

woraus  sieb  sogleich  die  folgenden  ciyeben: 

Ju     8n     Sn  Ju' 


welcher  sich  nun  die  cffwUinlcn  Ucberfiihruugcn  mit  der  grössten  Leichtigkeit  bewirken 
lassen;  climinirt  inan  dagegen  aas  den  Gleichungen  (12.  a.}  und  (12.  b.)  die  Grössen  Sx,  8x 

und  öx\  üx',  so  erhall  ninn  auf  die  gleiche  WeiMf  oder  attch  diuch  eine  blose  Vertausdung 

der  Grössen  x,  x  und  u,  u'  mit  einander:  .  ■ 

Sx     Sx     Sx'        Sx'  ■  ' 

Die  Gleichungen  (12.  e.^  und  (12.  Q  liefern  ferner: 

Ctt.B^)  C»x83^—8j^9xX9*8u'—8n'8n)^i 

und: 

I*  I*  10  II  «I  !•  10  Ol  Ol  II  «1  10 

8x'  <^n'      Sjc^  ^  und  ^f!  —   £iL  £ii!  —  ^" 

Öx      (Vu      dx'     5u         Sx         Sa     Sx'         Su'     Sx        Su'     d  x'  ISii' 

von  welchen  letztem  je  drei  schon  in  den  drei  übrigen  enthalten  sind.  Leitet  meo  die  Glui- 
dnngen  (12.  a.)  und  (12^  b.)  wfedeilioll  nach  x ,  x'  nnd  v ,  nT  ah,  §•  eriiilil  man  Rehtkmea, 

die  zwi.srhcn  den  hühern  Parliuiableitungen  von  x ,  .x'  und  u ,  u'  statt  finden  und  mittelst  dar 
Gleichungen,  aus  dunen  sie  entstanden  sind,  auf  unsäglich  viele  Arten  sieh  abändern  lassen. 

HS)  Da,  wo  diirih  eine  Anzahl  von  Gleirhungon  eben  so  viele  Veränderliche  zu  Fnnc^ 
tioncn  der  noch  übrigen  gemacht  werden,  bringt  es  zuweilen  Vortheil,  diese  unabhängig  Ver- 
ielbft  wieder  älf  FnnoÜoaen  von  Ortaaen  umaehen,  dfo  fw  afühl  «Mar  den  h 

durch  Zeichen  eingerührten  vorkointnen  und  dndurch  die  iihhiinf^ii'  Vernnder- 
Funclionen  dieser  neuen  Grössen  werden  zu  lassen.  Diese  VorsteUangs- 


$.  12.  Nr.  IIB.  .    Ableituiigssätxe.  tt7 

weise  bringt  den  Vorthetl,  dass  mnn  ru  jcdor  Zeil  über  diese  unbpstiniiiil  (felassenon  Grössen 
ganz  nuch  (jclullcn  und  su  verfugen  luuui,  wie  es  die  jedesmaligen  L  uistundc  als  «m  riUhliohslen 
eracbeinen  Uomo.  h  diemm  FaDe  bau  wm  im  von  AMtitangen  «iaer  Jeilen  VerlnderiidwB 
nach  diesen  neuen  Grfisscn  sprrrhen,  deren  Zoicben  <»"an7  unbestirnnil  blcifioi,  nur  dass  dazu 
licfel  Mkhe  gmühll  werden  liUrft;»,  di«-  i*  der  UotenHUcbiuig  schoa  zu  awkcn.  &iwckM,var> 
miimmmk  Wk  Wm—  dilwr  um  UUbm  ftt  üm  »ein»  Crtmn  Aüuirii  gmM 
im  wir  kk  »Int—  Wlle»     vq»  <ew  Nrihf  i%m  i 


zcickao  eiafiÜ*eo,  woza  wir  das  d  wUhlm  woOeni.  So  gibt  also  dx"  die  nile  Ableitung  der 
Veiindarlichen  x"  nach  einer  beliebigen  unter  den  \orluindenon  gar  nicht  vorkommenden  Grösse 

TO  erkennen,  d  u'"  giebl  das  Resnltat  von  ni  n  mit'  cinimiliT  fol^jiTidi'n  Alileilunijen  der  Ver- 
änderlichen u  "  zu  verstehen,  vun  welchen  die  lu  ersten  sicii  auf  eine,  die  n  andern  auf  eine 

tw  Jd»er  vMwAietee'Grtwe  liili  boieiNi^  AKB.Mdee  ScicM  i 
Untersuchuni;  HufgenoinmcneQ  ganz  »Mll  IMiliai  •gewihifc  INfdei 

aucfa  ganz  ungcwähll  blähen  darf.  / 

•  Diess  vorausgeschickt  sieht  man  mm  ohne  Mühe  ein,  dass,  wenn  bei  irgend  einer  Untcr- 
«ttftiMg  jC,  1^',  x". . . .  all "Fa^cHoriea  Tod'x  gedatiit  werden  nttsaen,  and  mn  iMR  x'adM 
wieder  als  Fitnclion  einer  neuen  Grösse  ansehen,  die  Ableitung  dieser  Function  nnch  diesei' 
aeaen  Grösse,  auch  wenn  beide,  jene  Function  sowohl  als  diese  Grösse,  nicht  weiter  bcslänmt 
l^arien,  üoeh  Amh  dz  aageg^dien  werAm  wM,  iHAreiid  die  Tertnderiieben  x',  x^,  x^....' 

dieselben  Functionen  von  dieser  neuen  unbestimmt  peln^senrn  Fnnrlinn  Weiden  niÜKsm,  die  sie 
zuvor  von  der  noch  unabfaingig  gedachten  Verilnderiicfaen  x  waren,  und  also  mittelbare  Func- 
Hmm»  der  nra  cmgerahrte»  CMtoM  werden,  daher  hat  man  den  Regeln  der  'Abldlapgirecfanung 

dx'=bx'dx  ,   dx"=Sx"dx,   dx"'=i:?x"'dx,....  (fUt%.m»y 
....  Ä_»     dx'      •>        dx"     m_tm     d x'" 

*<=dr'  *''  =  d-r»  *"^=d— 

LattfiMpi  dieae  Gleichnagea  noch  aunnal  nach  der  nen  einfeTilhitea  Gräaae  ab,  so  erhalt  mani 

- — {Hf  «4«  *  *  ^  

 dx^x'-dx^fx    .    ^^_dxd'x''-dx^d'x  \ CM.«.) 


and  ganz  auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  auch  die  noch  hohem  Ableitll4geq  TM  l^t  x",  x"'' 
nach  X  in  .\lileiliingeu  derselben  Veriinderlieken  und  der  X  nach  der 
gelassenen^  unabhängig  Veriinderlii  hcn  ausdrücken. 

Ultte  man  eich  hingegen  in  irgend  finar  befonnenen  Untersvchang  die  TatlndarUcbM 

x",  x"", ....  aU  Functionen  der  beiden  unabhängig  gcbiiebencji  \  und  x'  gedacht,  und  aM» 
wollte  diese  an  einer  boücbigeii  Stelle  der  Untersuchung  selbst  wieder  uls  noch  unbesliuunt  ^e~ 
lassene  Zusanuneos«lzuiven  von  zwei  neuen  unabhängig  bleibenden  Veränderlidiea  sich  denken, 
die  veriiefig  ndt  den  Obrigen  Grössen  der  Aufgabe  in  gar  kdne  BetialMBg  gii|nuht  tntfdM 
aollen,  an  aMMe  »ifn.jelrt.  die  VariWieit|Ghan/xr,  xr,..,.iil»  diaNlIen  Ftandiea«»  dieecr 


ju.^.d  by  Google 
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unbestinunt  ({eUtffenen  ZaMounenMlzniigen  auffassen,  die  sie  vorher  von  x  nod  ii  waren,  wes- 
mu  dM  Bogeln  dhr  AMeil«ifsrec1wimg  genln  kalt 


t*  in  10  Kilo  •!  llll 

liS.  dX"=  b  X  d  X  4-  C  X  d  x'    und    d  x''=  b  x'  d  x  +  2  x"  d  x', 


«od  jede  der  mdera  abhingig  Veriaderlichen  liefert  ein  dem  hier  gegebenen  yfSS&g  MndifbM 
Paar  von  Gleichungen,  das  sich  am  dem  vorstehenden  dadurch  ergiebt,  dass  man  Air  x"  die 
q>atere  YerändcrtidiB  li"  oder  x"  u.  s.  f.  setzL   Aus  den  Gleichungen  (13.  d.}  lassen  sich 

die  PstialBblieltiiiig««  von  x"  nach  x  und  x',  nlnlich  Sx"  und  %x",  finden,  und  Mui  ctUOt: 

it«i      »II*  it*i  «iit 

<^  x"  d  x'—  d  x"  d  x'       .   t' d  x"  d  x  —  d  x"  d  x 

dx  d]^— dz  djf'  dz  di'— dz  dx* 

und  durch  Yerwcchsclunjr  von  x"  mit  x'",  x'»,.,..  ertnlll  man  die  den  übriffcn  iib!ii<ngic:  Ver- 
änderlichen xugehühgen  Gleichungen,  weiche  wir  aus  diesem  Grunde  fUglich  woglassen  können. 
Aach  kann  mm  dudi  wiederlioltes  AbleÜen  der  Gleichmgen  (13.  e.)  und  der  dtewa  Ifcidleke« 
nach  den  neu  eingeführten  unabhängig  VeründerVchen  die  hühem  Partialableitungen  von  x",  x'". . . . 
nach  X  und  x'  durch  Ableitungen  derselben  Veränderlichen  und  der  x  und  x'  nach  den  nea 
eingeltlhrten  Veränderlichen  ausdrücken.  Wollte  oder  mdsste  man  sich  im  gegenwirtifen  Fa8» 
die  beiden  unabhängig  YerüDdetlidien  x  und  x'  nicht  als  beliebige  FnactfO—i  VOB  sml  ■MM 
iinlM'sliniml  gelüssotiin  flriisscn,  sondern  als  zwei  verscliii^dciu!  ZusHtmnt'nselzunjTen  von  einer 
uud  derselben  unbcätiuinil  gelassenen  neuen  Grüsso  denken,  so  wären  dadurch  die  «bhiogig 
Veiiaderiichett  Ji^.. ..  m  FmetioMa  dlMer  tw«f  beKdrigcn  ZmiwwmulMWgw,  alio  «»• 
bestimmte  mittelbare  Functionen  der  einen  neu  eingrAihrlen  Grösse  geworden,  und  die  Abbi» 
tungsrechnung  hätte  jetzt  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen  (13.  d.])  nur  die  eine: 

I  •  «1 

(14.)  d  x"=:    x"  d  X  +  V  x"  d  x' 

setzen  können,  oder  die,  welche  sich  durcii  Verlauschung  von  x"  mit  x'",  x",....  an«  der 

vorstehenden  ergeben,  wodurch  die  Partialableitungen  ^ x",  bx"oder  bx'",  dx'",....  sich  nicht 
melv  «fandn  bciHeien  üeMcn,  aber  doch  eine  RebUeii  iwieelMN  je  swwlen  demdben  iseig»-' 

stellt  würde.  Man  sieht  leirht  ein,  \s\f  die  hier  begonneni'n  nctnichtungcn  sich  (gestalten,  wenn 
anstatt  der  beiden  x  und  x'  die  drei  unabhängig  Yerlndcrlichen  x,  x',  x"  oder  auch  noch 
mehr  voriumden  geweean  wlrea. 

Hätte  man  endlich  im  Geiste  einer  be^'onnenen  Untersuchung  die  Veränderlichen  x',  x",.,, 
als  Functionen  der  einen  x  imi,rcsehon,  diese  ielztere  aber  selbst  wieder  als  eine  Zusammea> 
aelsnng  von  einer  ds  amd)hungig  genomeiieii  GrOaie  die  is  der  Anfgdie  schon  bestimmt 
worden  ist,  und  man  wollte  u  von  einer  aUNlkalb  den  Grössen  der  Aufgabe  liegenden  und 
vorläufig  gänzlich  unbestiuimt  gelassenen  nencn  Grösse  abhängig  iiiiu  iirn,  hiittc  man  sich 
unter  u  eine  unbestimmte  Zusamuicnselzung  dieser  neuen  Grösse  vorzustellen  und  unter  x,  x',  x"... 

a  WaiM}  fO  dass  mnn  x  als  eine  mittelbare  Function  der  unhcstinimt  gelassenen  Grösse  und 
j^,  ji^,....  als  Functionen  von  dieser  mittelbaren  Function  sich  zu  denken  hätte,  weswegen 
die  AhiettuBgireeliniiBg  wiler  eotciHM  Umslinden  whI  bn  Snne  der  voi  ut  eiligefthilen  Be^ 
MiehnngeB  gOe: 

Cl*.«.)   .  dx=jxdu,  dx'=bx'dx,  dx"=9x"dx,.... 


j, ..  .  .     v  .oogle 
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ax=Ji.  ««'=ä^.  v=Jf .....  c*»:.».? 
*,=Ji.  ax'=J|,  a,"=Jf .....  •  '  ctii.*> 


oder  mdi,  weU 


VcrSnderlichen  ab,  so  erhülk 


a,    .  '    dnd*x  — dx  dPa 
'^«'•=  (ff^F   . 

V^dx=Äi£i^pi^.i  r 

(dx)'  ' 

und  so  wetler,  und  die  QtUtma§»  {i^.  c.)  liefern  durch  die  gleictie  B«haiidliu|g: 

dad*x  — dx  d*u 


i»x=  „=«  , 


dud'x'-d  X  d^i  i   ;  

(da)' 

^j^dud»x"-dx"d'u 


(du)' 

und  so  fori  Anf  demselben  Wege  rortgebend,  Ussen  sich  anck  die  drilai  und  hftea  iUbki^ 


1103  Die  vorslehendea  rianuncm  zeigen  ia  aligemeioster  Weise,  welcher  Zusammenhang 
den  AbleftangMi  der  PnetiOMa,  bd  weldwa  nun  sieh  ück  and  aaeh  etee  «Mi  ab- 
geänderte Abhängigkcitswoise  der  in  ihnen  vorkomiiicndcn  Grilsson  vorstellt,  statt  findet;  bevor 
wir  aber  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  die  Abhtfngigkeitsübcrtragongcn  in  der 
besondent  Fom  dnrebiMteneB,  fn  der  ife  b«l  AmreaAmgen  der  AMeHaagsredmmg  «m  Qegea^ 
stSndc,  welche  im  Räume  erscheinen,  anrzutreten  pflegen,  weil  wir  so  eine  öftere  Wiederho- 
lung derselben  Betrat  htungea  im  Laufe  der  spUer  folgeaden  Uotersuchung  su  vermeiden  hoffen  ' 
dfirfea   Stellt  zuvorderst  •  • "  • 

eine  Gleichunjf  zwischen  den  zwei  VerünJcrlirhi  n  x  und  x'  vor,  in  der  wir  xf  ab  Foacliöa 
TOB  X  ansehen,  so  dass  auf  sie  die  vorhin  in  Nr.  ttf.  aofgestellle  Gleichung 

^  wie  dort  dea  OnDlIealea       vacaun.  Wardea  Uenair  die  (Mam 
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X  und  x'  von  zwei  «ndein  u  und  u'  abhii^gig  gemacht  durch  die  beidea  Gkiahuogen 

in  welchen  f*, ,  fi,,  ii,  und  ,  fi',,  n\  beliebige  conslantc  Grössen  vorzusfcnon  hoben,  und 
setet  nuu  flir  x  und  x  in  die  Gleichuiig  (16.  a.}  ihre  durch  die  Gleichungen  (16.  geg«»- 
baoea  AiaiMciw  in  a  md  «'  ebi,  lo  TanndUl  ädi  jeae  Gtoidnmy  te  eia«  uulan 

welche  mit  der  erstem  rtMiM  laM  Ul,  aber  anstatt  x  ond  x'  treten  in  Ar  u  and  u'  ait 

Durch  diese  letztere  Gleichnnp,  wrnn  man  sie  f\ir  sich  betrachtet,  wild  a'  n 
von  u  gemacht,  für  welche  der  obeni  Glciihung-  (5.  b.)  zufolge 

(«f.  b.)  V'u'4-V'u  =  0 


1 1 


i«l,  wenn  ^  den  Quotienten        vorsteUL  Denkt  man  sich  die  Glekhaagaa  (16.  c.^  nach 

\^ 

den  ab  nnbekannt  betradCetea  Gsfimm  a  aad  a'  tafipMit,  m  konaaea  awd  aadera  Gldciaa- 
gea  vom  enlen  Grade 

Ctf*«i)  u=v,  +  »',x-f»',x'    und    u  =  i';-|-i<x  +  i^X' 

>IM  VorMhein,  weldie  mit  denen  (16.  c.}  einen  und  denselben  Inhalt  haben,  und  üi  denen 
wieder  y«,  y.,  y,  und  »(,  if,  i<  ooastanle  Grössea  vorrtellen.  Diese  letztem  Gleidiangea 
besitzen  die  Eigenschan,  dnss,  weaa  aaui  an  die  Stelle  von  u  und  u'  ihre  durch  sie  in  x  und  x' 
gegebenen  AuzdrQcke  in  die  Gteichiaig  (17.  a.}  einsetzt,  diese  sich  wieder  in  die  Gleichung 
O  antgeflalleL  Die  3  Oeidnaigea  (lA.  a.)  and  c.)  aowoU  ab  dh  db«i  (17.  a.) 
und  (17.  c.^,  in  welchen  die  vier  Voriindcrlichen  x,  x'  und  u,  u'  iiuflrek-n,  machen  drei  von 
diesen  Grossen  zu  Functionen  der  vierten.  Fasst  man  erstlich  x,  x'  und  u'  als  Functionen 
TOB  a  aar,  and  leüel  Ii  dtMea»  Sbne  die  GMdamgea  (16.  c.)  aaeb  a  id»,  a'  da 
durch  die  Gleichung  V'a  =  ^  gegebene  Function  voa  a,  x  und  x'  aber  als  die  loitlllh 
die  Gleicbuagea  (16.  c.)  gegebenen  Functionen  von  u  ansehend,  so  erhüU  mao: 

CM*  M»)  5  X  r=:  M, -f- /*j U'     Uful     (3  x'— n[ Mj  c*  u' ; 

lawt  man  hingegen  u,  u'  und  x  als  Functionen  von  x  auf,  von  denen  die  letztere  mittelbar 
darcb  die  Gte^wag  fk=0  gegebea  ii^  die  cnl«i  beidea  aber  aiiUelbar  aas  dea  CSeidaii^a 

j(17.  c.)  her\-orgehea,  aad  leilel  aan  diese  letztem  Gteichai^gea  bi  dieaeai  Siaae  nach  z  ab^ 

.so  echilt  man: 

ClStb.)  9a=yi+yiT»zr  und  9a'=ii(+>'!^x'* 

Da  Ja  die  AUelbaif  voa  a,  alz  Fanclioa  voa  x  gedacht,  and  Sx  die  Ableitung  voa  x,  ab 
Faaetion  von  u  gedacht,  bezeichnet  und  also  der  Gleichung  (lOlb.3  georite  JxJa=:l  ilt,  SO 

geben  die  ersten  der  Gleichungen  (18.  a.)  und  (18.  b.): 

(••.  (a'i  +  A*»  u'}  (»-,  +  y.  t  x  )  =  1 , 

■  ■  .  .  woraus  eine  der  Ableitungen  t  u'  und  (D  x*  aus  der  aadera  aicb  Bnden  lässt.  Setzt  man  in  diese 
letzte  Gleiebung  (Ur  dx*  und  %u'  ihre  aus  den  Gleicbaagea  (16.  a.}  und  (17.  i.^  erinlleeea 
Weidw  aach  Aaleilnag  der  Gleicbungen  (5.  b.)  ein,  so  verwaadell  sie  sich  ia: 

.1 


$.  Ii.  Nr.  119.  AbleltaD^SMUze.  Sil 

und  giebt  s»  die  Abbängigifkfit  zu  erkpnnrn,  wplrho  zwischen  dflB  flU  den  ÜBidlMIgMI  (I61. 

and  (17.  H.)  yu  rgpholten  Quotienten  tp'^  und  slatlfmdpf. 

Leitet  man  die  Gleichungen  (18.  a.^  noch  eiunml  nach  u,  die  (18.  b.}  noch  einmal  nach 
X  ab,  ao  aigieM  lidi  Im  entai  Fälle: 

'    ^xs|ikVar  and  fjiss^Vx!^  '  i9m, 

im  «dem  Falle: 

I^MsihVx'  nnd  «•ar=i4VJtr.  (••.».) 


and  «eist  nHBi  di«  hier  für      nnd  ^n  erhdIenMi  Werthe  in  eipe  der  Gleidwmgen  (10.  c) 
oder  {iO.  d.),  I.  B.  ia  die  entere,  ao  Icenant: 

welche,  wenn  man  sie  succossi\e  mit  r^u  nnd  (^  .xi*  miiltiplicirt  und  aaf  die  Gleiclunig  (lOl  k) 
Rücksicht  ninunt,  die  beiden  fulgciidcri  Fonuen  aiinehnmn  kann:  \  4?  . 

»,Vx'+/<,b'u'(Äu)'=0  and   »'.^'x'(ax)'+^?)'u'=0,  ^  (M*  «•> 

aultiial-  wikher  aieh  eine  ven  den  Mden  AUeilnai«  V:^  and  V  n^  in  die  Mdere  übertragen 
Uml  Leiiet  man  die  GMdra^  nach  z  nnd  die  (17.  |k)  nach  n  äh,'  m  ladet  ai^: , 


'^W^'fi&^z'+Vx'ssO  ud  'iSv'Ii+V^B^a'+Vn'ssO, 

oder  Hü  UcUchl  aaf  dte  aae  den  4aaidilin«an  (i^  ki)  otd  O?.  Ii.)  Ar      wd  ^^^  Mk 

Werthe:  .  .  , 


V94-W«k4+V»'=0  nnd  »i»t-^V^+Vaf=0  . 

die  himiu  tdr  ^*x'  und  %*a'  sich  ei;gelMiyan  Weilhe.  naähflB,  wen  m  aie  fa  W 
(3i.  a.}  etoeelat,  diese  abeifeken  in: 

».  Ö      —  94*<^  VX)  iß      +  ^>  ('^*  Va  -  V'n  '<^'v'iO  =  0  

Wea  aber  wMf  der  omeB  der  GieiAnngen  (18.  a.)  und  (la  b.)  ndt 
GMcbangen  0^      and  (17.  b.) 

ixssfit—fU^  vad  avsa^— n^k 
Iii,  ae  gaben  die  beiden  vorigen  Gleichungen  aber  in: 


V,  (i  ip-^  -  tp'^  b  <^  0«.  -  ^,  v'io« + ^,  (b   — ^„  «V;)=o, ' 

in  denen  beiden  sich  eine  und  dipsdbc  zwischen  tip'x,  byi  und  bt/'u»  *^V'u»  •'•  zwischen 
den  xweilen  Partialableitungcn  von  <f  und  tf>,  stattfindende  Relation  zu  erkomen  giebt,  die 
aicb  aneh  nnadHelbar  ans  der  Gleiebaaff  (19.  h.)  äbleilen  IM; 

Aaf  ^Keaeibe  Weise  Tortfahrend  kann  man  Gleichungen  zwischen  den  driüen  and  köhen 

wm  n'  and  n'  nneh  »  nnd  11  iad  »wiacben  den  dritten  nnd  Mbeni  ftBtlahbliiBif  afc 

2T» 


(91.  k.) 


tIt 
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von  tp  und  y  aufttellen.  Auob  kann  oua  aiu  den  zweiten  der  Gleichungen  (i8^  a.}  und  (iS.  tk) 
Rcialiooeii  iwiadMii  Is*  imd      hcriflüen«  weldw  lidi  ▼«a      (19.  a)  darin  mtentMim, 

dass  in  ihnen  blos  Coeffizienlen  der  Gleichungen  (16.  c.)  oder  der  Gleichungen  (17.  c")  vor- 
kommen und  eben  deswegen  in  vielen  Fttlleo  directer  zum  Ziele  fUbren.  Schreibt  man  niün- 

w  geboi  ile  nter  Ikfttcktiehll^n"V  ^        Oak^rngm  (tS.      od  (18.  k): 


fi,  -f-  M,  d  a  r,  +  j',  0  X 

und  setzt  man  in  diese  für  ^x'  und  b«'  ihre  Wertho  BUS  dca  Gleichungen  (16.  b.)  und  (17.  b.^ 
eia,  so  ethklt  man  aoch:  ,  .      ,  ,-ntJ,/f 

Eine  von  den  bisherigen  verschiedene  Fonn  solcher  Gleichungen  erhiU  man  noch,  wenn  man 
i.)       m  (22.  b.)  aUt'eikiHiMe'itanlüpIicin,  m  md  m  äMehongen  (19.  a.) 

CM.«.)  »t'«i'=(]K+|4»iOCK+«;«xO  «qd 

Die  vielerlei  Formen ,  in  welchen  die  Relationen  zwischen  ?  x'  und  t  u'  oder  ijri  und  ■•/'„  sich 
xeigen,  haben  ilircn  Grund  in  dem  besliamten  Zusammenhange i  in  welchem  die  Coeflizientea 
p,,  fitf  ^,  ^  und  Ci,  IS»  vf»  y{  nrter  dnander  stehen,  irdeW  Folge  der  iwisdwa  den 
Gleifhunpen  (16.  c.)  und  (17.  c.)  fest^ri  si  izten  AMiiingigkeit  ist  Aus  dem  l'mslflnde  nümlich, 
dass  die  letzteren  dieser  Gleichungen  die  nach  u  und  u'  aufgelösten  erslcren,  und  die  ersteren 
die  naioh  z  ud     aufgelösten  telHeien  und,  folgt  das» 

^,.^-^>.=^=-^^=-g=^  oder 


CM»«.) 


^'i  /w» 

und  n^bidi 

iß»,  b.)  0»!  ju; — ^/,)  ( V,  —      = i 

ist>  wie  man  sogleich  gewahr  wird,  wenn  uiaa  die  Gleichungen  (16.  cS)  mcii  u  und  u',  oder 
dio  (17.  e.)  nach  z  und  z'  Hoftdst  nnd  im  entern  FaVe  die  Renltale  mit  den  Glefehmgen 

(17.  cQ,  im  nnfli'rn  I''allc  mit  dcnni  (tH.  r.),  wclilu'n  sie  ideiitisrli  gleidi  sein  müssen,  zu- 
■wwneahllt.  Diese  lielationen  ziehen  eine  grosse  JMannigrailigkeil  der  Formen  nach  sich,  die 
sieh  noch  mehr  bei  den  hMiem  AUdtungen  geltend  maehL  So  i.  &  etUlt  bmhi,  wenn  die 
«rate  der  CSelGhungen  (82»  n.)  Mdi  n,  die  andere  nach  z  abgideilet  wird: 


y«'a»=0'/'-^->0^;"' ,  b'u  ,^u=^Y^:;:'•>0|-' 


welche  auf  den  ersten  Anblick  von  den  Gleiiliurieen  (21  n ")  sehr  verschieden  zu  sein  schei- 
nen, i^r  io  diese  Ubergehen,  wenn  mau  für  d  z  und  t>\x  ihre  Wcrihe  aus  den  ersten  der 
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UUUbmgen  (18.  a.)  und  (t8.  Il)  omI  Mr  n,iii—i^ihmdiß,v^—p',»tt  iem.  Gbrnhao««  (33.^ 
genl»^        and  -  ^  ieUL 

120XWira  «oiMt  der  Gtetdmig  Ci&  (Ke 

»k=0  CM.«.) 
switdMn  dm  dni  ▼«•ndafiehen  z,  z',     gegAtn  feweaen,  der  nfolg«  wir  z:"  ab  Ptn»- 
tfaw  vm  z  und    wmmben  UUIw,  m  dm  dmIi  MMtmg  der  caefchuffen  h.} 

Vz*+^Pi=0  md  *W^Ä=0  (M.».) 

üt,  wenn  nnter      und      die  Quolienten  «-tt^  <"><^  »r:^  verelanden  werden,  ood  werden 

unter  dicsL-n  Umslündcn  die  GrOsscn  x ,  x',  x"  millcist  dreier  Glrirhungen  TOB  ersten  Grade 

von  drei  andern  Grössen  u,  u',  u"  abhän^g  gemacht,  zufolge  derer 

ist,  worin  sämmllichc  mit  dem  Burhslnben  ft  viTsi-Iicrie  Coofrizifrilen  constantr  nn'issrn  vor- 
stellen, so  wird  die  Gleichung  (24  a.},  wenn  man  in  dieselbe  fiir  x,  x',  x"  ihre  durch  die 
Oeiduueen  (21      gegebeae»  AMdrlldw  in  m,  iT,     eeM,  im  «hm  «Mler» 

«mgewandelt,  wdche  mit  der  vorigen  elneriei  bhilt  kal,  in  der  aber  an  die  Stelle  von  x ,  x',  x" 

die  Grüs;seri  ti ,  u',  u",  wiewohl  mit  verB^krteB  Bane  der  Aasdrücke  9p  und  t//,  getreten  sind. 
Durch  diese  lelzterc  Gli-i«  Ining,  fiir  sirh  grnomtncn,  wird  man  berechtigt,  u"  als  Fanctioil  TOB 
0  und  u'  anzuziehen,  su  daüs  nach  Anleitung  der  Gleichungen  (ß.  b.^  '  -  " 

1)o''+^s=0  und  Vtt"+^=0  CW*M 

ist,  vraoB  aum  mier  ^  nad  ^  die  OnoUealen  Xt^  ^  nr^  ^  <leBkt  Siebt  man  bi 

den  Gleicbungea  (24.      u,  a',  u"  als  unbekaiule  Grössen,  alles  übrige  hingegen  als  betomat    *'  * 
an,  and  lOat  sie  hl  Bemg  aoT  diese  Dabduumtea  auf,  so  eibilt  van  drei  neue  fiMdiaagen 
TOtt  der  Fom:  ... 

weldie  mit  denen  (24.  c.)  einerlei  Inhalt  haben  und  in  welchen  alle  mit  dem  Buchstaben  r  ver- 
sehenen Coeflisientea  constante  Grössen  sind.  Diese  letztem  Gleichungen  besitzen  die  Eigeu- 
ecbaft,  dass  sie  die  GleichaBg*(85.  a.}  wieder  in  (M.  a.)  nrUdrfQliren,  wenn  nian  ni  er- 
alere  Tür  u ,  u',  n"  die  aus  ihnen  sich  ergebenden  Ausflnirke  in  x ,  \',  x"  setzt.  Die  vnr- 
Mehenden  6  Gleichungen  bilden  daher  ctnen  in  sich  zurück  laufenden  Cyclud  von  Gleichungen, 
in  wddien  die  ifa«!  ersten  mid  die  drei  letzten  tn  vSDig  bestiaunter  Weise  von  ebiaader  ab- 
hingig  sind,  was  eine  Abhittgigkcit  zwischen  den  Partialabicitungen  von  x"  und  u",  so  wie 
mriscbn  denen  von  9  aid  ^  nacb  sidi  |iebtt  din  wir  jatat  niber  kennea  lernen  worden. 


114 


Analytische  GeomeMe. 


Abach.  in. 


Die  vier  GleiciHmgea  (24  a.}  nnd  (84,  c},  so  wie  die  vier  GMoinuigen  (25.  «.3  aad 
(25.  c.},  fn  welehoi  iBe  Mchi  Yerlnderiid«  x,  x',  x"  nad  n,  u',  u"  anflKton,  machen  vi«r 
von  diesen,  die  man  beliebig  auswühlen  kam,  n  Functionen  der  zwei  noch  Übrigen.  Fassea 

wir  zuerst  x ,  x',  x"  und  u"  als  Functionen  von  u  und  u'  anf,  und  l(>il«'n  wir  in  diesem  Sinne 
die  Gleichungen  (24.  c.}  sowolil  nach  u  als  auch  nach  u'  ab,  wobei  wir  uiu>  u"  al:»  die  durch 
,  die  CaeidHUf  VW^O  gegebene  Function  von  v  nnd      z ,  z',  x"  als  mittelbar  dnrch  die  Glei> 
cbmgen       c.^  g:cgcbene  Functionen  deiMlbeB  Grössen  u  nnd  m'  M  denken  habea^  SO  komml: 

«■d 

(M.  M  Vx=^,+^,Vu",  sx=ti'r+ti'!iv!\  Vx"=^;'+;*;'Bu"j 

fiMen  wir  Ueraar  n,  n',  oT  und  z"  als  FnadioM«  tob  x  nd  x*  aoT,  «od  leitea  wir  ta  die- 
sem Sinne  die  Gleichungen  (25,  r.)  sowohl  nach  x  als  auch  nach  x'  ab,  wobei  wir  uns  x"  als 
eine  durch  die  Gleichung  =  0  gegebene  Function  von  x  und  x',  u »  u',  u"  dagegen  als  lait^ 
teibar  dnrdi  die  Gleichungen  (25.  c.)  gegebene  Fvnclionen  von  denselben  GrOasen  x  «nd  V 
n  denken  haben,  so 


cm;«.)  *«=ir,-|-%^z",  »a'=.<  +  »;*]r,  «n^ssif+rf^x" 

ud 

b.)  a u  =  y, -f  y, °i x",  V u'=  i»;  +      x' ,   V u"=    +  v'i Vx". 

Da  aber  bler,  wo  bald  z  und  z'  als  Fuiclionen  tob  n  rnd  bald  n  nnd  n*  ab  FmeHonen 
von  X'imd  ^  betrachtet  werden,  die  Gleichungen  (12.  g.)  und  (12.  h.)  ihre  Ann  endung  Gnden, 
so  wird,  wem  man  an  die  Stelle  der  dortigen  Ableilougen  ihre  hier  in  den  leUten  vier  Grup- 
pen gegebonen  Werth«  ieW: 

^;-f.«;Vu"  _ 


(9«.  ».) 


•I 


yl+fiVx" 

1  • 

Vt-\-Vtt  x" 

v,+p^ix" 

%  +  »'.Vx' 

-— ■  ,1 .  ■  1 

welche  zur  Darstellung  der  PartialaMcilungon  von  u"  in  Partialableitungen  von  x"  dienen  kön- 
nen und  von  welchen  je  drei  der  in  (28.  b.)  cnlhnltcnen  schon  in  den  drei  übrigen  enthalten 

sin4  Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  an  die  Stelle  von  bx",  "dx"  und  da",  ))u"  ihre  durch 
die  Gleichungen  (24.  b.)  und  (25.  b.}  gehefertan  Worthe  —tp'xt  —'p'l  f^d  — — V^ä»  ^ 
verwandehi  «i«  sidi  in: 


S.  13.  Nr.  ISO.  .    AUeitUDgMitze.    '  %ti 


wodurch  die  zwischen  den  PartialaLleitungen  von  (f  und  \fj  sUllUndenden  Relatiooen  «n  di» 
IhBd  gegeben  wefdcn.  Mit  ian  Gleldwqgeii  ^  a)  wd  (W.  k)  ^WddndealeBde,  aber 

sohiin  ihriT  priisscrn  Symmetrie  w(^)r»»n  imirloicli  vortheilhaftcrc  Gleichungen  erhält  mnn,  wewi 
man  zufolge  der  Gleichungen         b.}  in  den  letzten  der  Gleichungen  (27.  a.)  und  ^27.  b.^  ' 

■  •  III«  «II«  tl 

au"=V)u"au  +  %u"Ju'  und  «u"sda"da+^du''«u'  ■  . 
Wid  In  den  letzten  derer  (26.  a.)  und  (26.  b.) 

■eU,  wodorch  sie  werden: 

I»      It  (I      ■•  !•  I*      «I         «1      ■■  •! 

M  wie 

'ix'Sx  +  tx''öx==^f*;'  +  f/,''iu''   und   '<jx"Vx+Vx"ax'=Mr +  u", 

und  mit  Zuziehung  der  beiden  ersten  in  (27.  «.}  und  (27.  b.J,  so  wie  der  beiden  ersten  iu 
(Zi.  •.)  and  (38.  b.}  enlbdlenea  defehnngen  llbeigclwa  In: 

'in"  (r,  +  r,  'i  x")  4-  Vn"  (vi  +  v;  'i  x")  =  y','  +  x", 

b  u"  (vt  4- 1',  b  x"3  +  b  u"  (»'i  4*      ^  3  = »'»  +  v't  b  Jt" 

and 

«n  doMi  ikli  fogMdi  die  fol^eadm  etgeben: 


—  ox=  Ti  re—  »  — öx=  "n-  TT—»  (M*  •*) 

^,  jUjOX   f»,OX  /J,  —  ^,  ÖX  —  |W,ÖX 


wodurdi  Jede  der  PartkleUeitangen  und  ^z"  durch  die  beiden  Partiatableitungen  ta"  ud 
Va*»  10  wie  jede  von  diesen  Iclzlem  diirdi  die  beiden  erstem  dargestellt  wird.  Wir  unter- 
ee,  BOck  andere  geComtie  Gleiduulgen  swischea  den  Grössen  i^',  bx"  und  bu",  \)n" 


Sit 
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aufzustellen  und  bemerken  bios,  dass  alle  diese  verschiedenen  Formen  ihren  Grund  in  der  Ab" 
IMoffi^kOt  hüm,  i»  der  «Ite  Coeabtatn  der  GMAvagen  (21  c)  «nd  (25.  c.)  su 

I,  md  die  man  kennen  lernt,  wenn  man  die  einen  wirklich  aus  den  andern  herleitet 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (30.  a.)  und  (30.  b.)  fdr  "tx  ",  Vx"  ihre  Werthe  ans 


Gleichungrn  (24.  b)  und  für  %a",  Bit"  ikn  Wertlie  «u  den  Gteidnugcn  v«^ 

wandeln  sich  dieselben  in: 


woria  sieb  daf  VsilHim  wfMm  den  Partiifabkitnfen  dar  AudrtAe  9  md  ^  hT  «tat 

sehr  einraihe  Weise  ausspricht 

Leitet  man  die  bisher  aufgestellten  Gleichungen  wiederholt  nach  x  und  x'  oder  nach  u  und 
d»,  fo  tidfst  num  auf  Gleidrangen,  welche  Relationen  iwischofi  den  zweiten  nod  hohem 
Partialableitungen  von  x"  und  u"  oder  zwischen  «lin  zw<'iten  und  höliern  Parlinlalileitiinfl-pn  der 
Ausdrücke  9  und  y  an  die  Hand  geben.  Auch  hier  wieder  wird  man,  je  nachdem  man  diesen 
oder  jenen  Weg  enwcMlgt,  «nf  Rdntionen  von  sehr  venehiedeMr  Form  EwiMhea  denaolbea 
Parlialableitungon  slossen,  die  ihren  Gnind  in  tlmi  riiistande  haben,  dass  die  in  (21.  r  )  und 
(23.  c.}  enthaltene«  Gleichnngen  ihrem  Inhalte  nach  eine  und  dieselben  sind,  nur  mit  dem  üa- 
tenddede,  dan  erstere  m  einer  null  x ,  x',  x",  lelilere  m  einer  nach  n,  u',  u"  aufgeiMM 
Fonn  hhigeatellt  sind;  s<  17J  uiun  daher  die  Werthe  von  u,  u',  u"  ans  den  letztem  in  die  efw 
Stern,  so  müssen  die  dadurch  sich  ergebenden  Gleichungen  identische  sein,  welche  zu  folgen- 
den Relationen  füluren,  zu  welchen  man,  und  zwar  auf  eine  noch  dircciere  Weise,  gelangt,  wenn 
■u  <Be  GMchungcn  (25.  c.)  der  Reihe  nach  einmal  mit  fi,,  f4,,  ^, ,  ein  andermal  mit  ft,,  ft't,  fil, 
zum  dritfnninnl  init  fi',',  fi" ,  fi\'  niultijilirirt  und  je<lestiinl  dir»  drei  erhaltenen  Resultate  addirt,  und 
diese  Summen  mit  den  Gleichungen  {2-k.  c.j,  denen  sie  identisch  gleich  sein  ntlMen, 


( ^ii  r,+^m<+/ii  »r=i  I  fi  »•+#«•  »4'=0  ,  id  >ii+/4  vi+fib  vr=0  , 

lu.«.)  ...L;  v,+f,{  v:-{-fi  ic=o ,  Ii',  v^+f.'.  r;+^;  vr=i ,  ^  p^+^>'^       vr=o , 

'  f'i'  '1  + '1  +  ,">'  '!'=  0  ,  11"  r,  +  fi"  i'i  -\-  Ii"  v".—.  0  ,  /<;'  V,  4-  v'i  +  u'i  r"=  1  . 
Diese  Gleichungen  sind  ihrer  Form  nach  dieselben  wie  die  im  ersten  Abschnitte  $.  2.  unter 
(80.)  aufgcstelllcn,  nur  dan  hier  v, ,  v',,  v"  steht,  wo  dort  A,  A',  A",  y,,  »-i,  v»,  wo  dort 
A,,  A;,  AI',  V,,  i/',,  »;',  wü  dort  A»,  A;,  A";  ferner  hier  f<, WO  dort  B,  B,,  B., 
f'i,  f*t,  f'tt  wo  dort  B',  Bj,  B', ,  fi',\  fiW  fi',',  wo  dort  B",  B",  B^',  weswegen  sich  aus  ihnen 
die  gleichen  Relationen,  wie  die  dort  unter  (81.  a.J  aufgestellten  sind,  herleiten  lassen  und  die 
fidi  h.  folgeider  Weiw  achreiben  lassen : 


(  Pf--  y«y»— y»  *»_vt  v»—9»i^  _  '^»^--» 

\  f»i  iH 

—  yr»t— _  »1  »r— _  W  n—i 

V  -  w 


{ßt,  b.)   _        »r  _  »1  »r— w  ^—i^tt 

-  -  }t: 


iju,^  d  by  Google 
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»'5 » »',  »'7  i'J  —  v[  V,  yj'  -f  W »"  I',  4-  »<'  )•,  IS  -  - 1 "  1',  j-,  =  N  (at.  «.> 

gejieUl  worden  ist.  Aelinliche  Kelalionen  eriiäll  man  aiicli,  wenn  man  die  Werthe  von  x ,  x',  x" 
ins  den  CSIeidiungen  (24.  c.}  in  de  Gleidhingcn  (25.  c)  seUl,  vrodnreh  nui  nf  idenliidie 
Gldrhungen  gcAlhrt  werden, niiss,  welche  Relationen  aber  anch  aus  «Ii  i)  vorigen  tattSk  wech- 
selseitige Yertnuschung  von  ft  und  v  hergeholt  werden  könon  md  sind: 

n 

.    -— f^'H^  —  f^f*  _     A«.  —  ^.  l  

Vt  r',  v',  ( *■    *  ' 

"     t^t^—y»  t**  — 1*7 fh  — ■  Mi^'  _  f«i  /«;  —  fi't  px 
_  ^  _^     "  » 


geaeixt  wirf].  Auch  JoI^  rocIl  wctier,  dass  ' 

MN-i  '  ■     '  ' 

ist,  wie  man  «ogicich  findet,  wenn  man  aus  den  ersten  beiden  neben  einander  stehenden  ,Glei- 
chin^M  <3t/a>  ^  daaiiirt,  wotedr  MB  ftuto 

wtkiis  Gleichnng  miltdst  der  in  (31.  b.)  anTgestettoi  abngeltt  ia: 

«d  noR -nil-'Riiciäridil  nof  die'  GI^^  die  angcgebMe 'wfrd.  tMMe  R4al{oDen 

setzen  uns  in  den  Sland^  TOrsteheiMkn  CHeichangen  ali^aiBd  Gestalten  zu  gpbcn,  aus  denen  man  « 

jedesmal  die  einfaduten  amapwihkn  bat.  So  gcsUltcn  sie  uns,  die  Gleichungen  (28.  a.)  und 

(29.  a.)  in  viel  dahAena  Wdse  tenwIeDen.  DivMirt  man  nhnlich  jene  Gleichungen  mit 

der  (33)  md  ninnit  Bttcksidit  mf  di^  (3i  b.)  «nd  (SS-  k)*      lMm)i.  ^  ditgObn  t», 

schreiben:  . 

Md  -M 

Um  den  Gclinunli  ji  tur  Rclalii)ni-n  an  oinoni  dazu  g(?eignrlon  Beispiele  zu  erläutern,  wol-  '..t  .  i 
Wk  wir  aus  den  Gleichungen  (30.  a.)  Reialionea  zwischen  den  zweiten  Ableitungen  vw  x". 


ud  vT  bcAolAi,  wfewolit  jitli  «UesM.Ziel  mf.ldMcram  Weg^  erreichen  IlssL  Leitet  mnl 
jede  der  Gleicbungen  (30.  a.)  Mwö^naeb  «  df  umIi  V.nb,  so  eibllt  imn  nit  Rttefcsidit  mS\ 
die  BeliliODen  (3L  kj:  .  1  ^  ( 
1.  '  2xi  ' 


— (»^'— »'.tiu")'(^V'3x + 'f)x"3x0 = N  [-  (^;+^;Vu")Vu"+  o; +/<;'^u")'^u"] , 

und 

.  .     und  diosc  Gbkkn^  mImmq  mit  Kickfiekt  mf  die  (M.     und  QUi  L>  die  fiilieDde  Ge- 

SUlt  an: 

•I  I*        >>it       II  itii 

(»-;'—  v,  'd  u"—  I',  ^  ü'y  C  (?  x"  9x  +  'c  x"  d  x)  =  N  (+  5  x'   u"—  8  x'  b  u") , 

Ol  10  iiie         Dil«  9i9e 

(v,—  V,  b  u"—    b  u")'  ( b  x"   X  +  »  x"  J x') = N  (—  iJ  X  <3  u"-f-  Sx^ u"3 

ud 

tl  I«  K.tl  Uli  lt*l  tili 

•1     t»    II  Ii  «1  «1        I«  II 

*■  II 

Mm  kann  ans  den  crileo  beiden  dieser  vier  leMen  Oeichangen  bn"  und  Zu"  and  .ans  den 
»      ■  letalen  beiden  ^n*  nnd       tmäm,  and  eifcHt  so : 

K(L°öx  —  dx  dxyda'=Qp»—vUa'--Vt''6a"^^  [(Jx)'  Vx"+  2  Sx  Sx'  lx"+  (Ö'x')«  Vx"]  , 

•  tl  ■•      •■        II  «1  I«  I*    tl     !•  I»    «1  I«     •■        II  I«    •■  •> 

Ji(^Sxdx'—Sx'dx')Z  u"=  Qv"—  i/,  ^vT—  Vttu"y[$xSxtx"+CSx8x'+ö  x'8x)  'dx"-\-Sx5x'^x"}, 

MCaxjx~'it'*oVa''=c*i'— i«i»u''— ».b     t('«*)' xVx'  Vx'f+(*axyVx']. 

SeW  sHm  am  der  Gleiehnng  (38.)  anfltlge  1  ftir  N  nnd  m  gleidur  Zeil  für  8x,  9x, 
8it,  8]^  ikro  WerOe  ras  den  Gleidrangen  (26.  a.)  und  (26.  b.),  so  wird  naldist 

N CSxSx'-L'Sx-)  =  f''  f''-^'- +  0- f^'^-f^'^l'jl'f       Cl"'/^» -fr . 
oder  mit  Rilcksidit  auf  die  Gleichungen  (32.  bJ)t   -  ■"•  ' 

H(«xa^— dx'<x3=icr— s;«^*— sb^r,  . 

und  lieratf  gehen  die  vorigen  drei  Gleichangea  Ober  in: 


CM*«*) 
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vreldw  r,|pichun|r(»i  sich  inik  ZaMkkang-  4ima  (96^  a.}  Mloh  aaT  Jie 

Wci.sc  schreiben  lusun:  ■<  ■ 

l  u"=  (»-;'—  y;  %  u"—  V,  b  u'O  [id-  xr  Zx"+2  8  xÖ       x"+  (5  x'j'    x"]  , 

•       •*       '  ■     •«  M'  •!       I*  tl      II       II  «1        'f*    "  ' 

Zu  iilmllcliiTi  Rt  sulliilcn  fuhren  auf  dieselbe  Wciso  dii^  Glofcfimifeil  ij^SMH  b.),' welche  sich 
aber  schon  aus  den  vorstehenden  durch  wechsclsci.ligc  VcrU1tfie^ng'der  Awhlliban.  x  und  a 
feo  wie  derer  V  vod'^  iiift  «lUDder  erbellen  lawen.  Am  den  s6  greAtadenen' Rehtfonen  iwi- 
ichen  den  zweiten  FartüdiMeitangcn  von  x"  und  u"  lassen  sich  dann  Auch  die  zwischen  den 
zweiten  F^Mttltäimfeti  ^  und  ^  nittelit  der  .GUidwiii^  Q^.^O  ^  b.}  hm-  .«  .  , 
holen. 

131)  IBtte  'mn  ecMiesriicb  amMt  der  ekea  QUUkkkg  (M  ».ymk  Mden '  ' 

^fWfelcgt  bekommen,  wo  in  rfj.rwmnU  als  in  <l>x  fl'''  •^''^i  VeriinderlicheB  x  ,  x',  x"  vorkom- 
neii,:aft  werde»  durch  das  gleidknilige  Bestefaea  dMsser  beidcyi  (ilqidiBqgen.  sw«i  vqo  dctn  dcot 
Vflirliideriiclieii  n  Functionen  der  dritten  gemadit  opd  ■nn  bet,  !■  Fdb  j^.  md  ab  Ftae- 
tioom  TOn  X  gen^nmieii  werden,  dpa  GieiA  '  f.i.  • 

imM  nun  unter  9^1  *x        y'xi  *x  *e  OuoUenlen  ,4t^  »  iri—^  ""^  »  STi^       .  ••  | 

Y('rsi<'hi.   Werdi  n  nun  wieder  die  VeränilerUchen  x ,  xV  x'"^  iwa  drei  enden  o ,  ii^,  u'*  danik 

die  tlrei  Gleichungen  vom  erst™  Grade  .  , 

x=ft,-\- «.  u  -1-  u,  u -h  a" ,  x= + u  +  u'-H ,//;  u" ,  x"=: f/;  -f  u + u'4-  ^i'  u  «.) 

abhängig  gemacht,  und  setet  man  die  hierd<mh  ^ir  x,  x',  x"  geguheuen  AosdrlUte  ia  dfe 
jUeidta^^^iea^  (36i.;  O       ^  yehca  dicM  ia  swei  andere: 

■'       '  '    *«=0  aad  'y.sssO:.  ,  ....  

von  dciiisi  Ihi-n  Inhalt  über,  in  denen  i/'  und  'F  im  Allji^enieincn  die  drei  Veränderlichen  u  ,  u',  u" 
in  sich  tragen  werden,  und  diu  durch  ihr  gleichzeitiges  Bestehen  Zwei  von  diesen  Grüssea  zu 
Paaailoaaa-^iiqr  drütea  flfahl  jaaa  ia  «MuBWahangea  a'  aad  »?.  •le.Faacliaaea  .vaa 

a  an,  ao  hat  man  den  Gleicbaagen  (7.  d.)  gealsa : 

und  Tiisst  man  in  di  n  Gl*  iihunpcn  (3ß.  c.^  die  Gnissen  n ,  11',  n"  als  rnbekannle  alles  Ucbrigo 
in  iluen  als  bekannt  auf,  so  giebt  die  Auflösung  der  geraumten  Gleichungen  in  Bezug  ^  ^  ,^ 
dieie  DaiH9kaBatea'dMi>acaa  GMdmagen  viaa  erslea  4SriMle,'aliiHlioh;  *' '  *' 


t«  1,       •   ...  » 


...aÄ»,+y,X-hi!iX'4-.*ka>i  •a'e:>«+i<x+»4x'+»;x*.  •B''=*i'+rfx-*-iCj^+iCx'*  <•«.•.) 
<1|MI  ao'wfe  in  der  vorigen  Nummer.   Diese  Ausdrucke  von  ü,  u',  u"  wOrden,  wenn  man  sie 
aa  die  Stelle  dieMr  GrÖMea  Ja  die  GIcichaivea  (37.  a.)  seizie^  wieder  die  (ileidirttan.C36.  aj 
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liefern,  so  dius  von  den  letzten  drei  Gleicbungea  n  den  ersten  drei  genau  der  gleiche  lieber» 
gang  stillflndel,  wie  von  Aeien  so  jenen  iohI  abo  aOe  sed«  einen  in  «idi  EnrteUaafflndaA 

Cydas  bildca  Die  5  Gleichungen  (36.  a.}  und  (36.  c.}  machen  5  von  den  6  Veränderlichen 
x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  tu  Functionen  der  sechsten  und  das  Gleiche  thnn  auch  die  Gleichnn^ 
gen  (37.  a.)  in  Verbindung  mit  denen  (37.  c).  Passen  wir  zuerst  x,  x',  x"  und  u',  u"  ali 
Functionen  von  u  auf,  und  leiten  wir  in  diesem  Sinne;  dii^  Glcii  liun^on  (3t).  c.}  nach  ■  dl| 
wobei  wir  uns  u',  ii"  als  die  durch  die  Gleichunjren  (37.  ii.^  ^a>^'cl>fneii  Funriionen  von  u, 
hingegen  x,  x',  x"  als  die  durch  die  Gleichungen  (36.  c.}  gegebeneu  Functionen  von  dersel- 
hm  «naMIngig  Ycrlnderilebcn  «  deakm,  wilurvnd  in  dicMn  Idilen  Gleicinngm  die  Gi^iMaa 

u',  u"  als  die  durch  die  Gleit  Iiuntren  (37.  a.}  gegebenen  Functionen  von  tt  anauolien  find^ 

so  liefert  die  Ahleilungsrcchnung  dieser  Yorstcllungsweisc  zur  Folge: 

(••.II.)      Öx=ft,  +  fi,^n'-j-f,,la",  *x'=/i;+«;Dn'+/i;BB",  (>.x"=^;'  +  ,*rs«'+^;'»n''. 

Leiten  wir  hierauf  die  Gleichungen  (37.  c.)  in  der  Art  nach  x  ab,  dass  >vir  x  und  x"  als  die 
mittelbar  durch  die  Gleichungen  (36.  a.}  gegebenen  Functionen  von  x,  hingegen  u,  u',  u" 
' ab  dto  AwA  die  Gleiebnngen  (37.  e.%  In  dCMO  man  «idi  nnler  ]if  nnd  jt"  die  eben  ganann* 

len  Funriionen  zu  denken  h«t,  niillelhwr  tre^jeluMVn  Functionen  von  derselben  nnahhüngig  Vei* 
Hnderlichen  x  ansehen,  so  liefert  die  Ahleitungsrechnung  im  Sinne  dieser  Vorstolhingsweiae: 

(••.b.)        Sn  =  v,  +  v,lx  +  y,^x",    5u=zv,-j- v^tx'+ v.'C  x)   5  u"= »-;'+ y^B  Sx"j 

nnd  ein  nodumligfis  Ableiten  der  Ctteiduuigea  (3$.  a.}  «nd  (38.  b,)  li^ffit«  . 

!^'x=^,Vu'+^<.Vu•',  a*x'=|i;Vn'+/i;Vn'',  «»x^s^^Vn'+^rrVn* 
and 
3*n = V x'+  V,    X-,  F  u'=  1-; ?)'  .t'+  v',    x",      u"=  v','  f  x'+  v','  V  x". 

Da  im  gegenwürtigen  Falle  bald  x  ahs  Function  von  u  nnd  bald  u  als  Function  von  x  be- 
,    .       tracbtat  nnd  daher  der  Glaidmng  C^O.  b.}  genlis  ^xfnsl  Iii,  fo  iMt  n^n  nivOrderit: 


die  2  letaten  Gleichungen  in  (38.  a.}  sowohl  ^  die  in  (38.  b.},  wem 
nun  in  ihnen  den  GleidnuigeB  (11.  &}  genribs 

83^=li^9x,  ^3^=«x^9x  ind  9u'=lt^9*  \  «tt'sVn'^n 

aebt  md  ffer      nd  ^tt  ihre  Werdie  wm  den  «hMm  der  deiehnngen  (381      nnd  C3&  b.) 


'  Dnrdi  weHer  fortgeaebiei  AbMlan  im  n« Wdit die  Werthe  von  bV.»  Vi*»  Vx*,  VtA.., 
oder  von  ^o*ti',  Vü",  t'u',  Vn*...  anOndok  So  n.  B.  gdkm  die  CMaivm  CSll..K> 
man  sie  nach  u  ableitet:    i.°  - 
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mMe  dank  das  :ta  «igeg«!«»»  Werth  vim  8x  Btwrgelwi  ta: 

und  eben  so  verfahrt  man  in  allen  andern  Füllen. 


«iMi  Mau,  Waith  akh  der  Debergaiff  va*  der  JAkHagMalnif  W  irt—  A  UH> 


122}  Wir  uttfriltM  diesen  Seil  Je  ndi  der  Andd  der  vorfaendcnen  Grtfesen  in  folgende 

UnlerfiUle:  .  ,  , 

a)  l4iieen  sich  zwei  von  einander  verschiedene  GrÖnen  A  und  B  dnrch  swei  von  eiiunder 
verachiedene,  aber  nach  aleigeaden  Polenxea  eüier  und  deraelben  Yerinderiicfaen  fortlaufende 
ÜhHcIw  ReiiM»  ndl  gnsen  nd  jeiMyeB  .gifwailBi  dmele«,  lo  dees.nHa  htti 

A=ir(K+K.y+i;y'+....)nnd  ' 

wobei  K,  K, .  K, .         iintl  ^,  Jf , ,  ff,, —  belifhiffp  reelle  unU  emliiche  Grössen  vorstellen, 

die  niit  Ausnahiuc  von  K  und  X  auch  iS'uil  sein  küniien;  und  sind  die  Grüssen  A  und  B  von  (  >  > 
mleher  Ar^  d«i  deicn  Unleisdiied  M  Jedem  .wPfl^idMt  UelB  gedeclrten  Werft  T«n  j  in  Ver- 
■  i|ne«  Mlbft  .Tewdwrindend  klein  wird,  en  mnii  lebi; 

b)  Lassen  sIlU  zwd  von  oinamlcr  verschiinlcnc  Grössen  A  und  B  durch  twel  von  ein- 
verachiedene,  aber  nach  slcigcndcu  Potenzen  zweier  YerAndcrüchen.  fortiaufende  ihnUclie 

4ReBwi  an  gamen  nnd  foaüive«  Bzponenleii  danidlen,  m  dan  «an  haf: 

wobei  K,  K, ,  K',  und  St,  St,,  Ä*,....  beliebige  reelle  und  endlidie  GrOssen  vorstellen,  die 

niit  Ausnahme  von  K  und  St  auch  Null  sein  können;  nnd  sind  die  Grössen  A  und  B  von  sol- 
cher Art,  dass  deren  Unterschied  bei  jeden  milgUcfasI  klein  gedachten  Werthen  von  y  und  y 
1a  TargMcb  sb  Ihnen  aeftsi  versdiwindHid  Uetai  wM,  ao  bmub  knoMr  noeh  aatai: 

c)  Man  kann  adion  ana  den  beiden  fai  a])  and  b)  aufgesteülen  nOen  Mcht  entnehmen, 
Irin  dar  Sah  knien  wIrde,  wenn  dit  fceidan  Maen  A  nd  B  dank 


Aaaljptliehe  BwtMMe.  '    üHOu  TOf 

stellt  worden  lUlml«l|  die  nach  Potensen  von  drei  oder  mehr  Veriaderüchen  mit  ganzen  poi^ 
tiven  Exponenten  fbrtlieren. 

nie  Rii  hiipkcil  dieses  Fintzos  spririfrl  srliirr  von  selbst  in  die  Angen,  Horh  wollen  wir, 
seines  grossen  Einflusses  bei  Anwendungen  der  vcrschiedensiea  Art  balber,  dessen  Beweis  biw 
nidit  tlberg^en. 

Beweis  zu      Die  Gleichungen  C40>a.)  fAtm  Mg^eidi dm IMnsckM  d«  feridn  OffH«» 

tM  A  und  B  an  die  Hand;  es  ist  niiinlich 

A  -  B  =  y-  I  (h-   -  ft}  +  (K,     5f,)  y  +  (Fv:     Jf .)  y'  -f  . . . .]  , 

und  diese  Gleichung  venvandell  sich  bei  einem  mijglichst  kleinen  Werth  von  y»  wo  jedes  fol- 
Ifende  Glied  def  in  edi^  Ktamnem  eingeMihlowenen  Reihe  vemftnfindend  Idein  nird  in  Ver» 
gieich  n  jedem  iraUick  voriMuideaeii  friientt  denelben  Reihe,  enhreder  in 

CMw)  A-B  =  y-(K— «), 

man  K— llisht  der  Null  gleich  ist,  odrr  in  .1 

.  A- B=y- LC«.  -  «0  y + CK.  -  Ä»)y'+. .] , 

wenn  K  —  A  der  Null  gleich  ist,  und  man  kann  in  diesem  letztem  Fallo  enelatt  der  in  eckige 
Iflamniem  eingeschlossenen  Reibe  das  erste  in  ihr  wirklich  vorinndene  GOed  dlein  nehmeOi 
weil  alle  ilbriiri'n  l»ri  dein  niö<.'!i(  hsl  klein  (fedachten  Wt-rtho  von  y  gegen  «lirscs  t'inc  völlig 
irerschwinden,  dieses  eine  aber  enthttll  oflenbar  die  erste  oder  eine  noch  hüheru  Potenz  von  y 
in  lieh;  etoDt  driwr  r  eine  gone  fMn  TM  vor,  die  eolWader  1  oder  giSMer.  äe  1  le^M 
ttMt  sich  der  i'ntersrhied  zwischen  A  ond  B  in  dem  FaOe,  WO  K— it=sO  «d  y'ußtßkmt 
hleia  ist,  so  darstellen:  ■;   /  / 

,'A-B=i-CKi-jt).  , 
ITnn  Befern  aber  die  Gleichungen  fdOC  i.)  ttr  eineil'ni6giiÄrt  Ideäi  gednchtan  Wevdi  tm  j,  dn 
K  vnd*  nicht  nnU  sind,  steU      '  ..^     >'  ...  > 

CM.)  Assy"!  nnd  BÄy»*, 

Uroraas  folgt,  dnss  der  in  (42.}  angegebene  Unterschied  zwischen  A  und  B ,  welcher  stattflnde^ 
wnnn  K  —  ,ff  nicht  dt-r  Null  (bleich  ist,  vcrglcichlmr  isl  mit  den  in  (44")  nnsrcucficncn  Wcrthen 
von  A  und  B  selber,  da  in  allen  dreien  y  in  derselben  Putenz  vurkuninil,  dass  aber  der  in 
(da)  «ifegdkne  IMofidded  swiiclien  A  nnd  B,  wdcher  stall  Indel,  wenn  K~-Jts=0  ist, 
verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  Tn  (44  ")  anL'CL'chenen  Werthen  von  A  nnd  B  wird, 
weil  er  eine  höhere  Potenz  des  möglichst  klein  gedachten  y  als  diese  in  sich  trägt.  Folglich 
nnm  jedeannd,  wenn  A — B  verschwindend  Hein  In  Yerfleich  zn  A  nnd  B  iet,  K— 
oder  K  =  St  sein. 

'*  Bewei«  su  b).  Die  Gleichungen.  (41.  a.}  geben  sogleich, den  Uotcnchi^d  der  beiden  Grös- 

sm  A  nd  B  nn  die  Hand;  es  iik  Btaldis 

A-B=rr[(I-l&+C«-tOT+(K'TT-«Ol^    ,      !  ..^ 

+  ((K,  -  st,)  y'+  (K;  -  ^)  y  y'+  (K"-  St")  y")  + . . .  .!| ; 

diese  Gleichung  verwandeil  sich  abec  bei  niigiichst  klein  gedadOen  Werthen  von  y  nai  yV  vr» 
jedes  roli^ende  GVed  der  in  eckige  Klammen  eingeschlossenen  Reihe,  wdches  alle  Thefle  von 
einerlei  Dimension  in  Bnug  iiuf  y  und  y'  in  sich  aurnininit,  verschwindend  Idein  wiird  in  Yn- 
gleich  la  jeden  wilfcUcii  vorhandenen  frühem  solchen  Gliede,  entweder  in:,  •  •' 
C«.)  A~B=y-y"(K~if},  


ju.^.d  by  Google 
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wenn  K  —     nicht  der  Null  {Qrleich  wird,  oder  in: 

A— B=y-y'"[C(K,- J?,)y+(K -Jrjy')  +  C(K,— i?,)y'+CK:— y  y'+(K"-R")y"}+  ...], 
wenn  li^ — St  ^cr  A'uil  gleich  ist,  und  nun  kann  in  diesem  letztorn  Falle  anstatt  der  in  eckige 
Bmineni  ^ngntMoneaea  ReAe  das  erste  fai  ftr  wiridkli  im^undeoe  Glied  cllelii  ndmeiv 
veQ  alle  übrigen  gvgan  dieses  bei  niügliclisl  klein  gedachten  Wcrihcn  von  y  und  y'  völlig 
VenAwinde^  dieses  eine  aber  gehurt  oflcnbar  entweder  zur  ersten  oder  zu  einer  noch  iiüherq^ 
OfansoBM  in  Bezug  auf  y  und  y' ;  stellt  duher  r  die  Znbl  1  oder  eine  noch  grössere  ganze 
pochive  Zahl  vor,  so  ist  der  Unterschied  zwischen  A  und  B  in  dem  Falle,  WO  1t—B~0  M 
WMI  y  sowohl  uls  y'  uiüglichst  klein  gedacht  werden,  stets  so  darzustellen: 

A  -  B  =  y"  y-  [(K,  —  Ä,)  y^  +  (KL,  -  ä;.  ,)  y'  '  y'+        —  +  ....']. 

Nun  liefern  aber  die  Gleichungen  (41.  tu)  Air  niugUchst  klein  gedachte  Werthe  von  y  und  y', 
it  weder  K  noch  i(  ndl  fal,  iteii! 

A=y-y»K  wd  B=y-y«. 

WMMM  folgl,  du$  der  In  (45.)  aag«g«iMiie  Ihrtendhied  zwisohea  A  Mud  B »  weldier  iMllade^ 

wenn  K  —  St  nicht  der  Mull  jrleich  ist,  vergleichbar  ist  mit  den  in  (47.}  angegebenen  Werlhen 
van  A  und  fi,  da  in  allen  dreien  y  und  y'  in  einer  und  derselben  Dimension  erscheinen,  das« 
Wgitea.dn'  in  C^)  «ig«gclMM  ItaterMlM  twiadtm  A  and  B,  wtUkBe  iMI  Mel,  weM 

K  —  Jfrr:0  ist,  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  in  (47.}  iingegebencn  Wcrthcn  von 
A  und  £  wird,  weil  er  lauter  . Theib»  der  m-f-n  +  rten  Dimension  io  Bezug  auf  y  und  y'  ia 
Mb  «iMHt,  wdiniid:di6M  JriM  Tlwile  de^  n+Bta  Vimmum  k  iM  ariMM,  «ri.  JeM 
Dimension  der  Zahl  r  zur  Folge  stets  grlMMr  als  diese  ist   V^llßkk  auaa  jedesual»^  WMft 

A  —  B  versehwindend  klein  in  Vergleich  zu  A  und  B  ist,  K  —  ft=:0  oder  K=Ä  sein. 

Beweis  zu  e}.  Der  Beweis  dieses  Salzes,  wenn  die  Reihen  nach  Potenzen  von  3  und 
■Mir  TMtaderlkliMi  ÜMflaifta,  HM  fieb  inaer  wieder  «tf  dtaalbe  Welid  lllnm,-  wi«  «dimi 
der  TMUf  ghicUBia^  Guf  dendlcn  in  dM  raten  a}  and  V)  dMÜA  gmog  n  Mtanen 
gfitM. 

$,11. 

« 

4l'  '  .  .  .  ■ 

lAiMr  Gin|f  war  HslMr  tnaMV  aa,  daai  wir  aaa  den  BctracIrtBagan  4(r  CtogaaMbMla  fai 

Räume  die  besondere  Betmrhlnngswclse  ableiteten,  welche  genitg^t,  wenn  alle  Puncte  dar  nn- 
tersucblen  Gegenstände  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen ;  jetzt  aber,  wo  aUe  Vorrtrihogw 
aiw  sasaanndngewMeia  Nslnr  aaaohmen,  wird  es  besser  asiai  wann  wir  dia  IMersoehoofidit 
der  letztern  Art  vorausgehen  and  erat  auf  sie  die  der  erstem  All  fll^|an  laliatt|  wafl-  ao  dia 

Yerwickeltere  sich  aus  dein  Einfai'hem  Lidit  verschaffen  lounk    -  • 

123)  Wenn  in  einer  Gleichung  wie 

9;,  =  0    oder    if^  —  O  (t.) 

nur  die  zwei  Verindcrlidien  x  und  xf  oder  n  und  n'  vorltonaMn  nad  diese  TeilndeilkliMi  dto 
schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  eines  unlrfftinMat'Tl  Panotes  0  in  Bezug  auf  zwei  Axcn 
kX,  AX'  einaa  baUaMgen  «taun  CoafdlnalwiyilmM  wiHdton  kaban^  ao  ataMt  jade  aaioitt 
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Gleichung  alle  diejenigen  Puncto  der  Coordioalenebene  dar,  deren  C«oniiMlaa  sie  wahr  ma- 
chen, alle  übrigen  Puncle  der  CtNwdinRteiMbeiw  sowohl  als  des  aosseilwlb  denelben  liegenden 
Raumes  hingegen  werden  durch  die  Gleichung  Hiisgeschlossen ;  es  ütelll  mithin  jede  solche 
Gleichnng  einen  Complex  von  Punclen,  die  in  der  Coordiaatenebcne  liegen,  dar,  dessen  Wesen» 
heit  wir  nun  niUier  kennen  lernen  wollen. 

FeUt  in  der  Gleichung  <f,i  =  0  oder  V'u  =  ^  eine  der  Veründcriichcn  x  und  x' oder  o  und 
u'  ganz  und  (rar,  so  wird  die  aiulere  in  il  r  niciihtinsr  allein  ziirüekl)Ieibende  Vehinrlerliche 
durch  diese  Gleieliuiig  selbst  völlig  bcstiuiiut  und  verliert  eben  dadurch  den  Charadcr  einer 
▼eiloderiichen  GrBsse  toDsIliBdig.  Je  nndi  der  Natar  der  Gleidnrog  sdireibl  diese  der  in  ihr 
noch  iillcin  Mirkomnicti(l<'n  (^Hlr(linl)te  nur  einen  oder  mehrere,  aiu'li  iiiieiullicli  \  i.'li;  Wertht; 
vor,  die  jedoch  stets  die  Eigenschail  besitzen,  dass  sie  nie  stetig  in  einander  übergehen,  son- 
dern iwmer  en  fodUche,  venn  nach  nooh  so  kleine  GrSssen  von  einander  versduede«  sind 
Ist  nun  x'  die  eine  in  der  Gleichung  'f  x  =  ^  n'"'li  M)rhan(lcne  Coordinalc,  und  liefert  diese, 
Gleidtung  für  x"  bestimmle,  aas  einander  liegende  Wcrthe  in  irgend  einer  Anzahl,  so  Tühren 
diese,  wenn  man  ihnen  nodi  die  Beslimnrang  x=0  beilegt,  zu  eben  so  vielen  in  der  Axe 
AX*  geireMt  von  einander  liegenden  Puncten  hin;  weil  aber  der  Gleichung  <^x=0  die  Be- 
stimmung x=20  viillij;  gleichgültig  ist,  da  x  in  ihr  gar  nicht  vorkonirnt,  mnn  sich  üIso  unter 
X  eben  so  gut  jeden  andern  Werth  wie  den  0  denken  darf,  so  stellt  jene  tileicJiung  alle  l'uncte 
iv,  die  den  Geraden  angehören,  «ddie  nu«  parilM  nr  Aue  AX  dmh  die  M  «bei  In  dar 

Axe  AX'  aufgefunflfnr'n  l'iincte  Irgt.  (h>rin  nlle  Punrte  einer  joden  SOldMB  GendtB  ewIipiedHB 
dem  einen  durch  die  Gleichung  vorgeschriebenen  Werth  von  x'. 

tat  hingegen  die  ehw  in  der  Glddieng  ^n^rO  vmrkemniiende  Coordtail»,  im  Meftail 
dieso  Gleichung  fUr  u'  bestimmte  aus  einnndi-i  liegende  Werthe  in  gewifsar  AuU,  Hfhnnd 
sie  u  vtflUg  anbestinimt  lisst  Diese  für  u'  skh  erfehendcn  Werthe  fttren,  wenn  man  ihnen 
•eeh  (He  Bmliinng  n=0  beirugt,  auf  eben  fo  viele  in  da-  Ptdiraxe  AS',  welche  srjikrccht 
auf  der  Gmndaxe  AX  slehl^  liegende,  von. einander  gelrennte  Puncle  hin;  weil  aber  der  Glei- 
chung V'„=:0  die  Bestimmung  a=:0  ganz  gleichgültig  ist,  da  u  in  ihr  gar  nicht  vorkomoit, 
man  sich  also  unter  u  eben  so  gut  jeden  andern  wirklichen  Werth  wie  den  ü  vorstellen  dar^ 
SO  stellt  obige  Gleichung  alle  Puncle  der  Geraden  dar,  die  man  sich  dareh  die  so  eben  in  der 
Polaraxe  A  >"  mifgerundenen  Puncle  senkrecht  zur  Grundnve  A  \"  iidrr,  was  dasselbe  ist,  pa- 
laDd  zur  Polaraxe  A£  gelegt  denkt,  denn  alle  Piuctc  einer  jeden  solchen  (Geraden  entspre- 
chen einem  der  bestunmien  Warthe,  die  der  Coordinale  vt  dareh  die  GIdchung  t/'„=0  angc- 
lries«n  worden  sind. 

Jede  von  den  Gleichungen  ^1.^  stellt  luithia,  wenn  in  ihr  von  den  beiden  Co(Krdinaleni 
Mf  inklw  ale  aicb  beileht,  mv  die  ehie  voikomml,  iai  ebenen  CoordtnatensysteBM!  einen  Coan 
plex  von  eben  so  vielen  ans  einander  lii^nden  parallelen  Geraden  dar,  ab  die  Oj^iti-fg  dar 
einen,  in  ihr  allein  vorkommenden  Coordinalc  Wcrthe  anweist. 

Kommen  aber  in  einer  von  den  Gleichungen  (^IJ)  die  beiden  Vcründerlichen  gleicU%eiUg 
vor,  trelche  man  sich  als  Coordinaten  von  IHincten  auf  ein  ebenes  System  bezogen  ni  denken 
hat,  so  stellt  jede  sniciie  Gleichung  ini  AUireiiieinen  eine  knunme,  In  der  Ebene  dcs  Coerdiaa« 
tensystcms  liegende  Linie  dar,  wie  sich  so  zeigen  lussL 

.  Heben  wir  voa  den  aar  Ciekfcawg  ^=0  «der  VVi^O  gehürigaa  PMea  irgand  efam 
0  henuis,  und  bezeichnen  wir  durch  ^,  ^'  oder  r, ,  tf  die  diesem  einen  Puncle  augehorigea 
Werth«  von  x,  x  oder  a,      denken  wir  uns  ferner  durch  diesen  beliebigen  einen  liunci  0 
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zwei  neue  Axen  0  X  und  ÜX'  sfclegl,  wclrho  mit  <lrn  vorigen  parallel  und  elcicIilSufifif  sind, 
so  dius  den  im  ersten  AbscliniUe  2.^  mitgeUieiilen  Gleichungen  (_7.3  zur  Folge,  wenn  man 
kl  ihMB  dv  Sri»  deg  dMMB  SyUow  ganiii  3r=vr=0  wul  r=V=0  iata  lÜMt,  wm 
xi'=ui'=:0  iiüfh  sich  zieht,  und  dadurch  zu  erkennen  giel»t,  dass  man  das  neue  Coordinalen- 
splem  sich  wieder  als  ein  ebenes  zu  denken  hat,  welches  mit  dem  vorigen  nach  Aosstge  der 
fWHMim  GUUtmgm  (70  dnidi  dl»  fildttigBa 

x=|+«^,  i^=^+3i  oder  «=fl-|-u,  ,  «'=4'+ (4  U«.) 

«mwcnhiiiyt,  in  denea  3K»,  die  feineren,  n.,  die  senkreeMen,  den  PtaMü«,  dessen 
Coordinaten  im  irsprOngUchea  SfMein  x,  x'  und  u,  u  waren,  angebörigen  Coordinatcn  im 
neuen  ebenen  System,  dessen  Axon  OX  und  OX'  sind,  vorstellen:  so  findet  zwischen  diesen 
beiderlei  Coordinatcn,  wenn  man  sich  der  Natur  der  Gleichungen  nach  x'  als  Function  x 

oder  0*  als  Function  von  u  denkt,  welche  Function  jedennal  unter  den  in  diesem  Abschnitte 
($.  12.  Xr.  IM.)  angegebenen  rinstiinilcn  sich  hefnulet,  infolge  der  doctigea  OleiffhOTy  (9.  tu) 
eine  von  den  beiden  nachslelR-nden  Kehitioncn  stult: 

x;=Dfx.+vrä+^r|^+.... 

oder 

u;= a  ,/u,  +  »?'  o + »i'    + •  •  •  • 

Diese  Relationen  amfassen,  mt  die  Axen  OX  and  OX'  bezogen,  noch  alle  die  Puncte,  welche 
von  den  GteidiungeR  C^0>  ^  Axen  A  X ,  A  X'  bezogen,  dargestelt  werden,  so  dass  also 
dvdl  die  GIdchungcn  (4&3  und  durdi  die  (^^0.  a.  und  b.)  ein  und  derselbe  Complex  von  Puno- 
teo  gegeben  wird.  Fassen  wir  nnn  von  allen  diesen  Punden  einen  ü'  ins  Auge,  der  von  dem 
TOrigen  0  verschieden  ist,  diesem  aber  stets  näher  rückt,  so  werden  die  ihm  angebörigen 
GrOnen  x»  oder  n.  stell  Ueinere  Werihe  anaehnen,  und  da  die  aaf  der  rechfen  Sefte  der 
GleichiMipen  (r>0.  a.  oder  b.)  spilter  kornmeirlrn  niii-rlor  inmior  höhere  Polenrcn  von  \,  oder  u« 
in  sich  tragen,  als  die  ihnen  vorangegangenen,  so  müssen  die  später  kommenden  in  Vergleich 
SU  den  flmen  vefwusgcgangcnen  in  fanner  grOsseran  TeriddlrisM  Uefner  werden,  je  Idetnetp 
man  sich  x,  oder  u,  denkt ;  iSsst  man  daher  x,  oder  u,  in  Gedanken  mö^flichst  klein,  aber  doch 
nicht  völlig  null  werden,  so  hat  man  sich  audi,  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  "b^,  V^,  V^,... 
oder  tr,',  Vrft  Vti\...  lauter  endliche  Werthe  an  sich  tragen,  den  Werth  eines  jeden  spiler 
folgenden  GKedes  unrergleichlich  kleiner  als  den  eines  jeden  ihm  voranstehenden  zu  denken, 
falls  dieses  letztere  wirklich  vorhanden  ist,  weshalb  jener  Werth  gegen  die.sen,  fiills  er  nicht 
null  ist,  völlig  venchwindeL  Für  solche  Puncte  also,  welche  man  sich  in  grösster  I^ihc  bei 
dm  0  Hegend  deriit,  gte  die  Odchn^  (BA  &  oder  k)  Ibw  ta: 

xi=)|'Xi  oder  I  (•••) 

treu  BfasM  ^^=0  oder  ^^ft=0  kk  «iaen  beeondem  Fale  isL  Jede  dieser  heidM  MMm 

Gleichungen  aber  stellt  im  ebenen  Systeme,  wenn  man  x,  und  x^  oder  u,  und  vi  eOe  Vsffliie 
vontellcn  lässt,  die  jene  Gleichungen  wahr  machen,  den  im  zweiten  Abschnitte  gesdMhenen 
Ualerstichungen  (Nr.  105.)  gemäss,  eine  durch  den  Ponct  0  gehende  Gerade  dar,  und  giebl 
dadurch  zu  verstehen,  dass  in  den  durch  die  Gleichungen  dargcsteUlen  Gebilden  von  je- 

den belieldg  herreigchobeMi  Pude  0  dewoibM  ans  jieh  aiidire  Punole  aaraflMa,  die  aaf 
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eine  mögliclist  Idcin  gcdaclitc  Strcdtc  wie  die  Puncto  einer  Geraden  nebon  einander  liegen. 
Weii  aber  bei  jedem  andern  hervorgehobenen  Puncte  0  im  Allgeincinen  ^  und  l'  oder  t;  und  if 
und  deshalb  auch  oder  andere  durch  die  zwischen  ihnen  stall  hndcndcn  Glcichun(|[on  ge« 
p-ehene  Wi  rtlie  annehmen  werden,  so  wird  die  Hiclitunsr,  in  wi  ldur  sieh  die  Puncte  auf  eine 
niügliclist  kurz  gedachte  Strecke  wie  in  einer  Geraden  ua  eiimiider  reihen,  von  einer  Stelle  des 
GebiMes  zur  andern  in  der  Regel  sich  stelig  iMndem,  nnd  eiien  deswegen  wird  dieses  G»> 

bilde  im  Allijcnieinen  den  Chanicler  einer  krummen  Linie  nn  sich  tragen,  und  alle  Pimcle 
des  Geliildi'S  in  einer  und  <!ir,srliiLMi  Ebene  liefen,  wi'rden  wir  es  eine  ehene  Curve  nennen. 

Die  bis  hierher  aus  einer  Gleichung,  welche  entweder  die  beiden  schiefen  oder  die  beiden 
MnkreGiiten  Coordinaten  ehies  ebenen  Syslems  in  sieh  Mflihnmt,  genogenen  SdiMsse  indem 

sich  nicht,  wenn  eine  oder  nu-lirere  von  den  AMt  itun^en         V^',  oder          V  r'  

nuO  werden.  Ja  sogar  wenn  <>der  ^q'  null  wird,  bleibt  alles  Gesagte  noch  unvcrkudert 
mhr;  denn  obgleich  es  Schemen  mOehle,  dass  man,  wenn  s.  B.  I)|'=0  isl,  an  die  Sldle  der 

enlen  Gleichung (51.)  die  x;=ti*r 4<  ^        ^  Vr=0  sein  soltle,  die  x;=Vf 

1  1.4..' 

U.  s.  w.  ZU  setzen  hatte,  weil  in  diesem  Falle  die  Glieder  oder  V^j—^  n.  s.  w.  nicht 

mehr  uls  verschwindend  klein  in  Vergleich  zu  den  iiuien  vorangegaiigeneu,  die  jetzt  wahrhaft 
null  sind,  angesehen  «erden  dOifen,  so  Obeneugt  nun  akh  doch  ieidit,  dass  selbst  in  einem 
solchen  Falle  die  durch  die  erslc  Gleichung  f  '''  ^^''Idie  jcl/t  \'r=0  wird,  dar^i'sli'llle  Gerade 
die  Richtung  anzeigt,  in  weicher  die  Puncte  au  der  hen urgchobeneo  Stelle  sich  liuieturtig  an 
eäumder  reihen.  In  der  Thnt  woUte  man  im  gegeowftrUgen  PaBe  anstatt  der  Gleiohang  xi=0 

die  x;=tPg'§  oder  die  x;=V{'j^  o.  a.  w.  nehmen,  ao  ullrde  nun  für  x;  Werft« 

haUen,  die  «nrergleichliA  Ueiner  als  der  mBgli^t  Ueu  gedachte  Werth  x«  selber  wlren,  and 

schon  deshalb  kriirilcn  die  durch  zwei,  solchen  Werlhen  \(m  \'„  und  .v,  entsprechende  l'uncle 
gelegten  Geraden  und  die  durch  x«=U  daigesleüte  keinen  Winkel  von  augebbarer  Grosso  mit 
ciaaiaider  UMen,  so  dasa  die  Gleiefanng  x'=:0  fanmer  noch  die  Rkhtnqg  «neigt,  in  wehte 
sich  an  dieser  Stelle  die  Puncto  an  einander  reihen.  Das  CSeiche  lisat  sich  eher  gam  eben 

so  auch  in  BetretT  der  senkrechten  Coordinaten  erweisen. 

Obgleich  nun  aber  die  Fälle,  wo  einer  oder  mehrere  der  zu  den  auf  einander  fönenden 
Potenten  von  x*  oder  u,  gehürigen  Cocflfzienlen  in  den  Reihen  (JSIQ.  a.  oder  b.)  nnll  werden, 
nicht  ans  der  aDgeneincn  Regel  heraustreten,  so  giebt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  dieser 
Regel,  die  wir  anzoiijen  werden,  da  deren  Kcnntniss  erst  volles  Licht  auf  den  hier  vorixeführ- 
ten  Gegenstand  w  irft.  Wenn  wir  aus  einer  der  Gleichungen  (,48.)  durch  das  Auflüsen  derselben 
die  eine  Coordinate  x'  oder  n'  durch  die  andere  x  oder  n  besihnmen,  so  werden  sich  die  er- 
stem in  der  Reirel  als  mchrfürmige  Ausdnicke  dieser  letzlern  erpehen,  so  dass  man  im  All- 
gemeinen zu  jedem  beliebig  gewählten  Werthe  x  oder  u  für  x'  oder  u'  so  viele  Wcrthc  auf- 
flndel,  ate  solche  Poimen  hi  dem  illr  x^  oder  aC  erhaltenen  Ansdnick  vorhanden  aind.  lede 
dieser  einzelnen  Fernen  kann  man  für  sich  nllein  als  eine  zwischen  \'  und  x  oder  zwischen 
u'  und  u  gegebene  Gicichong  ansehen,  auf  welche  alles  oben  Gesagte  seine  Anwendimj;  findet; 
tnd  in  der  That,  da  wir  in  den  oben  goschehenen  Betrachtungen  die  Grossen  ^  und  f  oder 
1}  nnd  mir  auf  einen  oinsigen  in  den  ffleiehnngen  (48.)  enthaltenen  Punct  bezogen  haben, 
der  dann  in  der  Regel  mir  n  cfaier  von  den  mehrem  Formen  gehören  wird,  so  springt  in  die 


§.  13.  Nr.  133. 


Ebi'iie  Curve. 
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Augen,  dass  jede  dieser  mchnjm  Formen  für  sich  zu  einem  besondern  linienarlipcii  Celülde 
hinTührcn  wird,  das  wir  einen  Zweig  des  ganzen  Gebildes  nennen  wollen.  In  besoudent  Fal- 
len aber  kfinaen  allerdings  mehrore  von  diesen  einzelnen  Formen  fllr  demdben  Werth  Ten  x 
oder  n  zu  eincriei  Werth  von  oder  u'  führen,  welches  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  sich 
an  einer  Slcllc  zwei  oder  mehrere  von  den  verschiedenen  Zweigen  gegenteilig  durclikreuzeo, 
nnd*  soIcIm  Stell«!  der  Cirre  beben  im  Namen  der  Tielfachen  Ponote  eiliaUeo.  Obgldeb 
nun  die  zu  s(dchen  vielfechen  Puncten  [.'( hin  n  'W'erlhc  von  x  und  \'  oder  u  und  u'  gleich- 
zeilig  mehrere  der  einzelnea  Formen  wahr  machen  müssen,  so  kann  es  doch  geschehen,  dass 
(Be  solchen  Stellen  entsprechenden  Werthe  von  %x',  oder  %u',  welche  sich  anf  die 
verschiedenen  Zweigfc  dir  fiirve  I)iv,iehen,  \oi)  linuiider  verschieden  sind  an  den  Stellen,  wo 
x',  ^  oder  u',  einerlei  Werlh  besitzen;  dann  durchschneiden  sich  die  Zweige  in  dem  viel- 
fhohen  Puncl  in  lUchtungcn,  die  einen  Winliel  von  endlicher  Grüsjie  mit  einander  machen.  Solche 
Zweigci,  weldM  an  dergleichen  Stellen  auch  lUr  dx',  oder  9n',  )f'  elneriel  Werth  Uefern, 
besitaen  eine  geaeinedwflücbe  Richtong  bei  den  vieUaohen  Pnadm 

?i  llfi'  fs  <,'i'S('hohen,  dnss  sii  h  unter  den  mchrern  Formen,  die  man  Tür  x'  oder  u'  aus 
der  Gieicliuug  (,4b.}  findet,  eine  von  der  Gestalt  x  =  px-|~P  oder  u'=)>u-j-!^  vorfindet,  wo- 
bei p,  P  oder  t>i  fi  eonslanle  GrSsaen  vorstellen,  so  giebt  Aeas  m  verstehen,  da»  der  dieaer 

Fem  entsprechende  Zwei;r  eine  Gerude  ist.  In  einem  sulchen  Falle  hissen  rich  aber  die  Glei- 
chungen ''^'^  ^"'^  ^''"^^  '^'^^         iiHt^hsteliendea  Formen  bringen: 


„'_  ^)  u  —    =  0    nnd    V'ü  ~  0 

einzeln  angehören.  Diess  ist  indessen  nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgenicincn  Satzes, 
in  wdehem  aDe  ihalidien  Brscheinnngen  ihre  Begrilndn«  finden.  Kann  inan  nbnGcfa  die  Glei- 
dnmgen  (46b}  anf  eine  von  den  Formen 


Werthe  von  x  und  x'  oder  von  u  und  u',  \VL-lche  dm  (.iarn  Fsutor  zu  Null  riiiiciu  ii,  den  ;in- 

dem  nicht  auf  Form  ,1  oder     briiiifcn,  j,u  wcrdiMi  die  vürsleiieiiden  Gleiihungeii  ilurrli  alle  die 
U  0 

Werthe  von  x  und  x'  oder  u  und  u'  berriedigt,  welche  den  einen  oder  den  andern  von  iliren 
beiden  Facloren  zn  NnB  machen,  wfhrend  aolche  Werthe  der  Vertfnderiiehen,  die  keräen  der 
beiden  Fnctoren  anf  Null  bringen,  ofTenbur  auch  nicht  im  Stande  sind,  die  obigen  Gleichungen 
n  befriedigen.  Ba  ist  daher  gestattet,  die  Gietchnng  ^9^=0  als  einen  Verein  der  beiden 


aufzurasscn«  wenn  man  sich  die  beiden  letzten  als  von  einander  völlig  unabhüngig  denkt,  md 
eben  so  kann  man  die  Gleichung  V'u  Vü  =  ^  "'^  <^i"<^>i  Verein  dw  beiden  Gleichungen 


(••••.) 


Caalchnngen 


9;=:e  nnd  qZ=sO 


V4=30  und  ^«=0 
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AnalytfRche  Gcovetrle. 


Atsch.  III. 


•uflkMen,  wenn  man  diese  leUlen  beiden  als  völlig  untbhäiigig  Ton  einander  sich  denkt.  Et 
folgt  Uenm,  dMi  du  fa  einer  Gtekhang  von  der  Form  (52.  a.^  ealhalteiie  Gebflde  nfeMe  an- 
dere ist,  als  eine  Vereinigung  der  zwei  In  den  Gleichungen  (52.  b.)  oder  (52.  c.)  enÜMlIeiien 

Gebilde,  vorausjfesclzl ,  diiss  (ii(>  Werths  der  V^eranderlichcn ,  welche  den  einen  Fnotor  n  Noll 
luachen,  den  andern  nicht  aul  emu  ni  der  Rechnung  unzulässige  Form  bringen. 

Anaserdem  giebt  ee  noch  andere  UeMltnde,  «eldie  madien  binnen,  daea  der  voiUn-an- 

gegebcne  allgemeine  Bau  der  durch  die  Gleichungen  (48.)  dBrgcstclIlon  fune  an  einzelnen 
Stellen  eine  iModification  crleidt't.    Diess  geschieht  namcntlicli  da,  wo  eine  oder  nifhreri'  der 

Ableitungen  t*^,  V^',        oder  'f'r,',  Vjj',  die  Forir»  "  oder  ||  rrlialtcii  und  chen  liiiTilun  h 

XU  verstehen  geben,  doss  bei  solchen  Steilen  die  Reihe  (50.  a.^  oder  (50.  b.)  ihre  Anwcndbar- 
kn't  verliert  PBr  dieee  Stellen,  wddie  «teto  nur  Aumlunen  von  der  Regel  bilden,  mSaeen 
«nf  die  gleiche  Weise,  wie  in  der  Lehr»  vem  Grössten  and  KMuten  unter  ühnlichen  Umstän- 
den geüchielit ,  besondere,  ihnen  anj^^eraessene  Entwickelungen  aufgesucht  und  an  die  StcUo 
der  Reihen  (50.  a.}  oder  (50.  b.}  gesetzt  werden,  aus  denen  man  dann  die  Eigenthümlicliiieit 
der  Ciirve  an  einer  eolehen  SleOe  ni  benffheilea  IwL  Geneinkia  selgt  es  sich  dabei,  daas  da, 

wo  eine  oder  nwbne  der  AbhAungaa  ^f,  Vf,....  oder  ^if,  die  Fora  ^  oder  ^ 

anndmen,  diees  entweder  das  plötilielie  AnfhSren  etnea  Cnrranswe^es,  das  dnrdi  den  Ueber- 

gang  der  Coordiiiatcnwcrihc  \{im  Reellen  ins  Iin.i^riniire  henorgenifen  wird,  oder  eine  plötzliche 
Richtungsinderung  der  Cur^e  von  einem  endlichen  Betrage,  oder  sonst  eine  Conliunitäisunter» 
brednqgr  mderer  Art  anltünd^.  Man  pflegt  die  Benrtheilung  aller  an  eüneinen  SidleB  anf- 
tretcnden  beaondeni  EigenihUmlichkciten  einer  durch  eine  Gleichnng  geigebenen  ebenen  Corvo 
die  Discusaion  dieser  Gleichung  zu  nennen.  Die  Discussion  einer  Gleichung  geschieht 
in  derselben  Weise,  es  mag  diese  Gleichung  aul  ein  senkrechtes  «der  auf  ein  s^efwüikliges 
Cloordinutensysleni  beiOfen  werden,  weshalb  wir  es  hier  nnteilassen  Unnen,  weiter  anf  die- 
selbe einzugehen. 

124}  Die  eine  dwno  Cur>'o  darstellende  Gleichung  ist  entweder  gegeben  und  es  sollen 
ans  ihr  die  Eigenschaften  dieser  Corvo  abgelötet  werden,  oder  es  wird  (Be  Carre  seftst  dnnh 

eine  sie  diaracterisirende  Kigenscliart  pege!ien.  nnd  man  Soll  aus  dieser  Eigenschaft  die  Glei- 
chung der  Curve  finden.  Um  das  liicrbei  einzuhaltende  Verfahren  an  einem  einfachen  Beispiele 
vor  Augen  sn  legen,  wollen  wir  die  Ghskhnng  ihr  eüM  in  der  Ebene  des  Sjatems  liegende 
Kreislinie,  deren  Hittelpunct  und  Radius  gegeben  ist,  aufsuchen.  Die  characterislische  Eigen- 
schaft der  KreisUnie  besieht  darin,  dass  alle  ihre  Panctc  gleich  weit  von  ihrem  Miltclpuncte 
abliegen,  weicber  gleiche  Abstand  üir  Radius  oder  Halbmesser  genannt  wird ;  bezeichnen  daher 
Xi,  X«  die  schieren,  n,,  n(  die  senkrechten  Cootdinalen  ihres  Miltelpapcles,  femer  x,  x'  dio 
schiefen,  u,  u'  die  senkrechten  Coordinnlon  \on  irirend  einem  Pum-le  ()  der  Kreislinie  selher, 
beide  auf  die  Axen  AX,  AX'  eines  ebenen  Ckiordiaatensyslenu  bezogen,  in  dessen  iiibenc  die 
KreisUnie  liegt,  nnd  stell  r  die  Unfo  vom  Badins  der  liragliohon  Kreislinio  vor,  so  ist  hi  Go- 
nussheit  der  onlen  GMchng  (iOd.  d.)  (Absch.  L  $.  S.)  *0 


*)  Wir  varwaban  Ifer  «rf  di«  tai  cnM«  AMUrina  (Ifr.  88.)  Ilir  das  fhaae  9j*m  baiaadwi  anlkeiielll«« 

Pornich,  die  lich  indeisen  eben  *o  leidit  mtch  uu  den  ailfeiMiae«  dadndi  erhahea  laMeii,  daus  aiaa  ia 
dkMcfl  x'a  a'a  0  und  «'s  cTs  0  mUI,  welchot  kUUr«  YmIUwu  wir  daher  auch  dwa  m  gut  eiaMtea 
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(x-x.)Cu-a,)  +  (x'-x;)Cu'-u;)  =  r'.  C«^«.) 

Jpder  Puncf,  dessen  Coordinalenwerllu',  für  x,  x'  und  u,  u'  pesolzt,  die  vorstihondc  Gleichung 
wahr  machen,  gehürt  der  verlangten  lireislinie  an,  so  wie  umgekehrt  jeder  Punct  dieser  Kreiü- 
Ihiie  die  vmfMhmd«  IBaldwiiig  beftiedigt,  soait  üdtt  dfo  &Muag  (SS.  i.)  die  TCftangte 

Kreislinie  wiihrlmn  drtr,  Die  Gleichung  (ö3.  a.)  besitzt  die  Eigenlhümlichkeil,  dnss  in  ilir  L^eieh- 
zeiiig  schiefe  und  senkrechte  Goorduuten  der  Punct«  «ullrelen.  Man  könnte  zwar  die  senk- 
recfaten  mitteilt  der  dritten  und  vierten,  oder  die  schiefen  nUtelit  der  fiinRen  und  eecfaslen  der 
Gleichungen  (108.  d.)  (Absch.  I.  $.  5.)  climinircri  und  so  zu  einer  nieieliimg  gelungen,  wo- 
durch die  Kreislinie  entweder  nur  in  schiefen  oder  nur  in  senkrechten  Cooidinateo  dargestellt 
wird;  dadurch  aber  würde  die  Gleichung  ihre  Elnrachheit  verlieren,  weshalb  man  besier  tknt, 
sie  bei  weiterem  Gebrauche  sMs  in  ilirer  ^.'cnnsclileii  Fomi  beizubehalten.  Wie  dicss  geschelieB 
könne,  woOfln  wir  durcli  die  Aufsuchung  einiger  von  den  HtupteigeoaduJIeo  Uer  zu  ondieii 
suchen. 

Bezeichnen  x,  x'  die  schiefen,  u,  u'  die  senkrechten  Coordinatcn  von  irgend  einem  in 
der  Ebene  des  Goordinateasyatenis  liegenden  Ponele  0,  und  p  die  Btttfenrang  dieses  Pime- 

les  von  irgend  einem  Puncle  der  k'reihilinie,  dessen  sdiiefe  und  senl<reelite  foordinnten  durcb 
X,  x'  und  u,  u'  vorgcslelU  werden,  so  ist  zufolge  der  so  eben  beniitztcn  Uleidiungen  (_iUÖ.  d.) : 

(x  —  r)  (u  —  u)  -f  (x  —  r  )  (u'—  u')  —  o'.  (^M. 

Zieht  man  die  beiden  (il.  ii  Innigen  (53.  a.)  und  (53.  b.)  von  einander  ab,  so  criiSlt  man: 

(x  —  r)  (u  —  u)  +  (v'    r'}     -  «' J  -  (x  —  X.)  (u  —  u, j  —  (x  —  x,^  (u  —  vi)  =  it'  —  ^*      (»».  e.) 

und  diese  Gleichung  geht,  wenn  man  in  ihr  den  Theii 

(X  -  r)  (n  -«)  +  (x  -  r'3  (u  -  u') 


— jt, + 31, — r)  (u — + — "3 + ('t  —  + — 1'3  C"'—  u; + — 

*    (x  -  .V,)  (u  -  u.)  +  (x'-  x'O  (u  -  u;)  +  (X  -  xO  («.  -  u)  +  (x'-  .<)  (u;  ™  u') 

+ (X,  -  r)  (u  -  uo + c*;  -  o  c«'-  o + c*.  -  0  - ») + w  -  o  c»;  - ") 

ersetzt,  über  in: 

Cx-x,)(u.-u3+C»'-*0W-«')+(x.-0C"-«»0+W-O(«'-«0+C«.-0(»w-»«) 

BeMidHiet  nnt  R  den  AbsUnd  des  Punctes  0«  von  dem  Hilldpnnel  des  U«tees,  so  ist  nsdi 
Adsünir  der  oUgtn  Gldcbniv  OOS.  d.): 

(X.  -  r)  (u.  -  u)  +  (x;  -  r  )  (u:  -  u')  =  R' ;  (M.  «.> 

bezeichnen  femer  p ,  p'  und  j> ,  die  schiefen  nnd  senkrechten  ProjecÜonszahlen,  welclie  die 
vom  Mittelpunct  der  Kreislinie  nach  dem  beliebigen  in  ihr  liegenden  Pnneto  O  Idnsielende  Rieh- 
toHf  an  den  Axen  AX,  AX'  gicbt,  so  ist  nach  Anleitung  der  CHelillHngen  (3.)  (Absch.  I.  $.  2.), 
wenn  man  die  auf  die  dritte  An  sich  besiehenden  ffleidnnsen  wegilsi«»  derNsHir  des  ebenen 

Systems  gemäss:  , 


MO 


AnatytisdM  HcMUtrie. 


and  eben  so  ist ,  wenn  q ,  q'  und  q ,  q'  die  sdiiefeB  irad  MikncUm  PNjactiOBmUea  TOr- 

slellen,  welche  die  vum  MiltelpuncI  der  Kreislinie  narh  dem  belieb^  VO  Ja  üverfibeBe  Ifatgen- 
dea  Pinncl  0,  hinzielende  Rielitung  an  denselben  Axea  giebt: 

CM*  •  q=— ,  ir=  —g—  «nd  ^=  — g—  >  T^s  


Au  dm  Cadchiingen  (53.  f.)  und  (33.  g.}  findet  mm,  dw 

(x-x.)Cii,-«)+C*'-OW-«0=~(P*l+P'O'R 

(u  -  u.)  (X,  -  0  +  C«  -  "0  W  -  O = -  Cq  >> + q'P) ' » 

Ist;  well  aber,  wenn  9  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  beiden  vom  Mtttelpiinct  der  KreMbrfe 

md\  ilcM  Piincten  0  und  0,  hinztctoiden  Richlungcn  n)it  einander  Bechen,  nach  Anleilun»^  der 
oben  (Absch.  I.  §.  2.)  gegebenen  Gleichungen  (9.  a.  und  b.),  wenn  man  in  ihnen,  der  Nalur 
des  ebenen  Systems  gemüss,  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Projedionuahlcn  null 
sein  Unt, 

cos  t?  =  p  q  +  p'q'=  qp  +  ((p' 
ist,  wodurch  die  vorigen  swei  Gleichungen  werden: 
(M.  h.)   (x  —         —  ")  +  (x— O  W — =  C" —"0     —  0  +  C«'-     (x; — i  )  =  —  r  R  cos  ö , 
80  geht  mittelst  der  ffliMungcn  (53.  e.}  und  (53.  h.)  die  (53.  d.)  über  in: 

waklM       anf  jede  der  swei  fotgenden  Fohmb  biingea  ttsM: 

(R— r)*+4rRiiä*i«=«*  nd  (R+r)*— 4rRco^4«=r:(^, 

in  denen  sich  nun  mittelbar  die  folgenden  £i<,'onii(  liunt-ii  der  Kreislinie  iUiss|iriH  hcn :  Die  von 
cinriii  in  der  Ebene  der  Kreisliiiii'  irgendwo  lii'iri  iulcn  I'iinrli'  0,  nach  einem  iMÜi  ln^jcn  Piincte 
0  der  Kreislinie  gezogene  Gerade  ist  am  kleinsten  und  gleich  4:(R  — rj,  wenn  ihre  Yerlan- 
gemng  durdi  dett  MiUelpMKt  gebt;  lia  M  digegwi  m  fftSastn  «ad  gleieh  R+r,  wenn 
diT  Millclpunct  in  ihr  liet'l.  I>ii*  Länge  dieser  («ernden  wird  gicicli  2rsiii,lÖ,  wenn  der  Punct 
U,  in  der  Kreislinie  liegt,  wo  dann  R=:r  und  die  Gerade  0, 0  eine  Sehne  wird,  und  man  sieht, 
diBS  die  Sehne  etets  Ideiner  ab  der  Darchaieeser  ist,  und  tmi  m  UeiiMr  wird,  je  weiter  sie 
sich  vom  3Tittelpunct  entfernt. 

125}  Zur  Darstellung  einer  ebenen  Curvc  ist  eine  von  den  Gleichungen  (48.},  entweder 
dir,  welche  schiefe,  oder  die,  welche  senkrechte  Coordbntea  in  sich  anfhhnnl,  hinreichend,  und 
zuweilen  bringt  es  Vorlheil,  eine  soltiie  Ckiihuiig  durch  eine  andere  zu  erselzen,  in  weicker 
Uieils  siliii'fe  und  Iheils  seiikretiile  Coordiiuiliii  \(irk(ininien,  wie  in  der  vorigen  Xumnier  ge- 
schehen isL  Ks  können  jedoch  auch  zwei  Gleichungen  vorhanden  sein,  welche  beide  eine  und 
dieselbe  Gerve  darstellen^  dann  nennen  wir,  wie  schon  bei  der  Ekene  gesckeke»  Ist,  die  bcMen 
einem  und  demselben  Gebilde  ani,n  h(»ri<j(ii  Glfirlningcn  r oiiibinirle  Gleichungen,  und  ins- 
besondere werden  wir  uns  dieser  lieuuimuiig  bei  sukbcn  zwei  Gleiehangen  bedienen,  von  wcl- 
cken  Ae  eine  Mos  schiefe,  die  andere  Mos  senkrechte  Coordiaaten  in  aich  Mgt.  Zwischen 
den  in  it»nd(iiiirten  GUiihungen  aunrek-ndi'n  siliiercti  und  senkrechten  Coordinalen  finden,  in 
SO  fem  sie  sich  auf  einerlei  Funcle  int  Räume  beziehen,  im  Allgcmeineii  Jene  Hehitionen  statt, 
welche  wir  ka  eiatea  Abschnitte  als  den  zu  ekien  aad  densdbeta  Paade  gehörigen  beiderlei 
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Coordinaten  cipcnlhümlich  anftrcfuriden  hnbrn;  hier  nber.  wo  das  Cminlinatensyslem  ein  cbonos 
ist,  sind  die  daselbst  d.  Hr.  äb.^  milgelheüten  Gloichuageii  anwendbar,  von  welchen  die 
(108.  k}  adgm,  dm 

usx+x'oosW,  ii'=xeosW4-x'  und  xsin*W=v— u'oosW ,  ji'«in*Wsa'— uoosW  CM.a.) 

ist,  wenn  x,  x'  die  schiefen,  u,  u'  die  sonkrrrbten  CoonEnaten  \<ni  rinem  aod  demselbea 
Functc  der  durch  coinbinirte  Gleichungen,  wie  die  (.483  ■'ü*^  gegebenen  Car\'e  vorstellen.  So 
wie  die  Relationen  (54.  a.}  aleto  zwischen  den  In  combinirten  Gleichungen  auftretenden  mf  ci- 
neriei  Puncte  der  Curve  Sich  beziehenden  Coonlinatcn  iin  ebenen  Systeme  stall  haben,  so  kSii- 
nen  sie  auch  dazu  di(>non,  wenn  nur  eine  (iIciiliunEr  der  Curvc  gegeben  ist,  andere  zu  finden, 
welche  zu  jener  coudtiuirtc  sind;  man  hat  zu  diesem  Ende  nur  in  die  eine  gegebene  Gleichung 
UMlalt  einer  oder  mehrerer  Goordfawteii  der  einen  Art  Ihre  durch  vorsiehende  Relalionen  ge- 
gebenen Ausdrürk('  in  Coordinnten  der  andern  Art  zu  srizcn  Driir  Kt  man  auf  solclie  Weise 
alle  senkrechten  Coordinaten  in  schiefen  aas,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung  von  der  t'orm 
^=0,  nnd  drtldrt  nu  alle  sddefen  in  aenhreehten  ene,  so  gelangt  man  sn  der  GMdinqg 
«/'„  =  (),  und  diese  geht  in  jene  oder  Jene  in  diese  über,  wenn  »an  fttr  1,  vT  oderZf  3m 
durch  die  Gleichungen  (54.  a.")  iregebonen  Werthe  setzt. 

Da  diesem  nach  z>»ischcn  den  zwei  combinirten  Gleichungen  9'x=0  und.^'a=ü,  welche 
ehie  diene  Onnre  darsleOen,  atte  jene  Beziehungen  obwalten,  welche  in  diesem  Ahschiülte 
12.  Nr.  als  zwischen  den  dortigen  eben  so  bezeii  linelen  Gleichungen  beslebend  TOT- 

vusgesctzt  worden  gM,  so  mOssen  alle  dort  erhaltenen  Resultate  auch  hier  noch  ihre  Giiltig- 


tüiucht,  wie  die  Vei  gleii  hung  der  hier  bestehenden  Gleichungen  (.'»4.  a.)  mit  den  diul  aiigenom- 


«  u = i  +  b  x'cos  W  ,   S  ü'=  cos  W + *x', 
ud  eben  M  geben  die  dortigen  Gleichungen  (20.  a.  und  b.): 

i'x8in'W=— b'u'cosW  ,  a'x'sin*  W=S'u' 

und 


wobei  wir  bemerken  woUen,  dass  die  Gleichungen  (54.  b.}  bis  (54.  d.}  sich  auch  unmittelbar 
ans  denen  (54.  tü)  durch  AHeMcn  nach  x  oder  n  erhaHen  knen,  dn>  wir  sie  jedoch  aus  dm 
im  ztröirien  Paragraphen  gegebenen  Resultaten  entnommen  haben,  um  ihre  Stellung  zu  den  al^ 
gemeinen  VorachriRen  der  Ablejtaqgarechnnng  flohlifer  bezeichnen  in  kSmien.  Oje  GMchnn- 
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gen  c)  ergeben  sich  aus  denen  (oi.  b.},  wenn  nun  die  wif  enier  Zeile  siehenden  nach  u , 
&c  auf  zweiter  Zeile  stehenden  iwdi  x  iMenei  Bbea  m>  kam  mm  mu  den  GMehnngon  (54.  d.), 
welche  die  zwisrhc-ii  den  ersten  Ableitungen  %u'  und  ^x'  eintretenden  Beucbungen  aufdecken, 
die  herholen,  wodurch  das  ircgcnsi  iliirc  Yt  rlinlten  zwischen  den  /\M  ilen  Ableitungen  V  x  und 
Vtt'  angezeigt  wird;  leitet  man  nunilich  die  vordere  der  genannten  Gleichungen  nach  u,  die 
Untere  nach  x  ab,  so  findet  msn: 

„  ^d'u'sin'W  ^'x'sin'W 

VX  OX^  rr-  — ,  -  rr-;j  ,     0*11  «11=:  77 — r-m — :  rjTT? 

(^1           C  II  cos  >V  )  (  1  -f-  (*  X  TOS  Wj 

und  diese  verwandeln  sich,  die  vordem  Gleittiun^eii  (_ä4.  b.)  beruckj>ichligead,  in: 
^  ,        ynWW         „  ,  yx'sin*V 

Aehniith  lassen  sich,  wo  es  fri^fordert  wird,  aus  den  hier  peffebenen  Relationen  die  erhalten, 
welche  zwischen  den  dritten  und  hohem  Ableitungen  der  Coordiuaten,  wobei  eine  von  ihnen 
xar  annUilngig  Verlndeilidien  genoaunen  wird,  statt  finden,  worauT  irir  indeian  Uer  niobl 
weiter  eingehen  werden. 

Dagegen  wollen  wir  an  dieser  Stelle  noch  von  jenen  Formen  handeln,  welche  die  vorste- 
llenden Gleichanfen  amnabmen,  wenn  nicht  «ehr  efaie  der  CoordinaleB  selbst,  sondern  eine  ans- 
ser  ihnen  liegende  OrQn^  von  der  man  sich  aUe  Coordinaten  dMdtaigig  denkt,  zur  unnbhüng^ 
Veränderlichen  genommen  wird,  \vül)ei  wir  uns  auf  die  Gleichungen,  welche  denen  (54.  b.)  ana- 
log sind,  beschranken  können,  da  sicli  alle  übrigen  aus  diesen  durch  bloscs  Ableiten  leicht  er- 
hdlen  lassen.  In  dtesen  Pdle  hat  man,  den  im  vorigen  Paragraphen  (Nr.  118.)  gegebenen  Er- 
ilrleniniren  gemHss,  nur  in  jenen  Gleichungen  die  Ableitungen  mich  x  oder  u  dun  h  AMcilniiüen 
nach  der  neuen  Unabhängigen  zu  ersetzen,  welches  jederzeit  mit  Beihilfe  der  dortigen  Gleichun- 
gen (13.  bb)  oder  (15.  c)  geschehen 


>.***••••< 


und  hierdarcfa  veo^ondein  sich  die  Gleichungen  (.>t.  Ii.)  in: 

d  X  sin'  W  =  d  u  —  d  u'cos  W  ,    d  x  sin'  W  =  d  u' —  d  u  cos  W 
und 

da=dx+dx'cosW  ,  diCsdicosW+djir, 

ifie  gesuchten  Sind.  Vergleicht  umn  die  Gleichungen  (55.  b.}  mit  denen  (54.  a.},  so  wird 
gewahr,  dass  jene  in  Bezug  auf  d x ,  d x'  und  du,  du'  genau  das  sind,  was  diese  in  Be- 
sag auf  X ,  x',  u ,  u',  woraus  weiter  folgt,  dass  es  immer  einen  Punct  im  Räume  giebt,  dessen 
seUefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  dx,  d:^  nnd  dn,  du'  vorgestellt  weiden  können, 
und  diiss  niso  von  diesen  Grüssen  alles  das  gilt,  was  von  den  Coordinaten  eines  Punctes  wahr 
ist  So  ist  namentlich  nach  Aussage  der  im  ersten  AhschniUe  aufgestellten  Gleichung  (16.), 
wenn  nna  äe  flir  das  ahaM  CooffdiaBtensystaai  dadarch  etaiiehtel,  dMS  «m  in  ihr  die  mf  die 
Mllen  Axen  sfch  hariahendan  Coordinaten  einer  jeden  Art  null  sein 

CM*  c^)  X du + x'd «'=  n  d  X -f-v'd  x'. 


f.  13.  Nr.  136. 
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tu 


wdch»  Gleicfaong  mtn  «adi  wu  denen  (55.  b.)  mit  Zaziebungr  derer  (54  a.)  herleiten  kann. 
Dividirt  inan  diese  Gleichung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d  x ,  jedemud  an  die  Stelle  der 
entstehenden  Quotienten  xwtifer  AbMlngdi  ilUM  dineb  die  flteldiulgw  (55i.  &} 
Werth«  «eisend,  eo  indet  nmi: 


■  •  l  


welche  Gleichungen  filr  die  urtabhanirijr  Verilndcriiclien  u  und  x  das  sind,  was  die  (55.  c.)  in 
Betreff  der  neuen  Una^hüiigigea  iat.  Letztere  treten  nur  desbalb  in  einer  weniger  synrnetrir 
•cken  Form  A  dl«  entere  auf,  weil  die  AUellvnif  der  in  Ikmm  rar  vnabhligff  Yerladnritehwi 
genommentin  CpoijiUule  1  >vir(l  und  so  dL>m  Aui^e  sich  entzieht.  Alf  dl«  hier  angezeig^ten 
Beinen  RdriieoeB  iMUt  sich  aber  die  nun  folgende  Untersuchung  4tr  Nalor  der  ebenen 


IM}  IN«  beiden  GMchnngen  (M«)  gcMren  cfaer  VMi  dendieii  6enden  an,  wenn  die 

Criefchungen  (48.}  einer  und  derselben  Curte  Hngchörcn,  d.  h.  conibinirte  sind.  Msm  kann  sich 
hierron  noch  auf  folgende  Weise  directe  überzeugen:  Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichungen 
(51.)  ftr  x^,  x;  und  0,,  <  Ihre  durch  die  Gleiehvngen'  (49.)  gegebenek  Verth^-  «oAurch  düs 
dort  auf  die  Axen  0  .\ ,  0  X'  bezogene  Gerade  jelxl  wieder  «af  dw  «ns  den  Azm  AX  päd 
AX'  gebildete  System  bezogen  wird,  so  werden  sie:  .  . 

x'-r='<^^'(x  — I)   und    u  — V=B»/'(u  — (M.«.) 

und  da  zwischen  'df  und  'dq'  dieselben  Relationen  statt  finden,  Mrie  die  zwischen  dx'  und  %u' 
la  den  Sleidnngen  (54.  d.)  angesefgte*,  ivena  db  OMdmageB  (48l)  conbiaicte  iM,  aa  M 


V-cosW       .  ^  .._  eesW  +  ^r  . 

dnrch  dieee.  Werihe  gehea  aber  die  GleiiftangeA  (M.  a.)  aadi  Wegacbaflnig  dar  Nenner  Uber 
ia: 

(i'-V)-C«-v)eMW=«r[C«-9)-C«'-<0«»«W]. 

weiche  mit  Zuxidnmg  der  im  ersten  Absohnitte  aufgestellten  Fonnefai  (106.  d.},  { ,  i*  und  f ,  f 

an  die  Slellc  von  x, ,  x\  und  u, ,  n[  setzend,  wieder  in  dif  (jleit  hunijen  (56.  a.")  zurück  gehen, 
aber  so,  dass  aus  der  ersten  die  zweite  und  aus  der  zweiten  die  erste  geworden  ist,  was  zu 
erkeanea  giebt,  dan  beide  Gleidniagea  völlig  ebieriei  liAalt  bähen. 

Die  Gerade,  welche,  wenn  die  Gleichungca  (48k)  eoadliairte  ahd,  durch  jede  der  Gleichungen 
(51.}  oder  (56.  a.}  dargestellt  wird,  in  denen  man  sich  unter  und  Zt)'  die  aus  den  Glei- 
chungen ip^  =  0  und  ^  =  ü  zu  entnehmenden  Werthe  von  b  x'  und  d  u',  welche  dem  Puacte 
O  aagdiifraB,  n  deihea  bat,  4i»  «arada  dan,  wekhi^  wie  wir  in  Nr.  iSa  geaahea  häbea,  die 
Richtung  der  Curvo  an  der  Stelle  0  zn  erkennen  giebt,  wini  die  Reriilinintrslinic  oder 
Tangente  der  ebenen  Curve  am  Puncte  0,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten 
«B-  dea  wapringliehett  Axen  ^ ,  1"  und  4 ,  4'  afaid,  geaannfc  Ihn  kaila  dan  Gieiohaagea  der 
Tangente  noch  eine  andere,  in  manchen  FÜlen  aehr  brauchbare  Gestalt  geben.  Erwägt  mea 
Uadicb,  daaa  den  in  $>  Hl«  niedeigeiegleB-.EigehaiMen  xafolge,  wekdw  aicb  auf  eia« 

L  20 
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hdl'  smi  YorlndeHmuMl  «ntredun,  nach  Auasage  der  enien  Oleichang:  (5.  a.}  iH» 


«a^s—       uMl  Zt^—        ist,  aad  aiu  «Im,  I,  ^  fUr     «'  uad  4,  V  Ur 


^r=:-fr-^  i»d  »1,'=-^; 
^^'^  ^% 

wd  S8M  MM  diMe  Veribe  nn  «f,  l^'  die  GMehiingea  (56.  m»  wwdah  im  ikh 
«M  in: 

sie  slf>llt>n  so  die  Tangente  der  Curve  am  Panctc  0  in  andern  ForiMii  dar,  in  solcfeflB 
lieh,  die  sich  unmiUeUiar  aus  den  Gleichungen  (48.)  erhallen  Ussea 

127)  Wir  wollen  noch  eine  zweite  Art,  die  Taugenic  einer  ebenen  Curve  zu  bestimmen, 
angiglMa,  durch  die  man  zu  Ausdrucken  hingcfUhrt  wird,  weldw  ia  fpUcm  !^nltTTmlnHfini 
tifui  groffe  Rotte  q^idea.  SieUen  HmUch  auch  hier  \vi<  (!(>r 

*f>x  =  0  und   V'u  =  Ö 

die  combinirtcn  Gleichungen  einer  ebenea  Curve  vor,  von  denen  die  ento  dis  sdiiefen  Coor- 
dinalM  X,  x",  die  andere  die  MdkreoUen  CooidinilMi  v,  n*  aller  Fnaele  der  ebenen  Curve 
ia  tUk  Irtgl^  und  will  man  die  Richtung  dieser  Curve  an  einem  beliebigen  ihrer  Puncte  0 ,  dnH 
gen  schiefe  und  scnkrcclite  CoordiniUen  wir  durrh  ^,  ^  und  j; ,  bezeichnen  wollen,  kennen 
lernen,  so  darf  man  nur  die  Gerade  aufsucheu,  welche  durch  den  hervorgehobenen  Punct  0 
geht,  und  deren  Puncte  nnihilit  wm  O  henun  nOgUdul  nah»  bei  Pnneten  der  Cnrre  li«gen; 

diese  so  bcslimmle  Orrade  ist  die  Tmiirenle  der  Cur\  e  an  der  Stelle  0  . 

Denkt  man  sich  durch  den  bezeichneten  Punct  0  zwei  neue  Axcn  OX  und  OX'  gelegt^ 
welche  den  verigen  parrilei  nnd  glekUidlg  sind,  nnd  beneiehnet  man  dnreh  i^,  zi  nnd  n, ,  xi 
die  schiefen  und  senkrerhlca  Comdinaten  eines  beliebigen,  jedoch  von  dem  0  verschiedenen 
Punctes  0'  der  Cun^,  dessen  sdnefo  und  senkrechte  Coordinaten  an  den  ursprünglichen  Axen 
X,  nnd  n,nr  iin^  so  finden  nvischen  deaGrttaienx,  x',  x«,  xl,  |'  und  u,  u',  u,,  u;,  q 
die  Gleichungen  (49.)  statt,  und  es  lassen  iMl  3^  nnd  u,  durch  die  Gleichungen  (.'>0.  a.  und  b.) 
in  Reihen  darstellen,  die  nach  den  Potenzen  von  x„  oder  u,  forls<hreiten ,  und  es  ist,  wenn  R 
den  Abstand  des  Pnnctes  0'  von  dem  0  bezeichnet,  der  orj>lcii  im  ersten  Abschnitt  mitge- 
theOlen  deiännig  (lOa  b.}  nnahig: 
<»«.••)  R*  =  x,n,+3t;u;. 

Legt  man  jetzt  durch  den  Punct  0  eine  voiiänflg  noch  völlig  unbestiaint  bleibende  Gerade, 
nnd  denbl  nan  aleh  vom  Panole  0'      mf  dieee  Gemde  ein  LeA  gemü,  von  dam  ile  hn 

Puncte  S  geschnitten  wird;  bweicbnet  man  ferner  die  schiefen  und  senkrechten  Projcctions- 
zablen,  welche  diese  Gerade,  in  der  Blehtung  von  0  nach  S  hin  an%e(hMl,  an  den  Axen  AX 
nnd  AX  oder  an  den  ihnen  parallelen  nnd  gleicblliigen  OX  und  OX*  ttefcrt,  etniweiea 

durch  p ,  p'  und  p ,  p',  und  stellt  0  den  spitzen  Wbdwl  vor,  weichen  die  Richtung  A  S  mit 
der  von  0  nach  0'  hinzielenden  bildet,  so  ist  der  im  ersten  Abschnitt  aufgeslcilien  Gleichung 
(13u}  zur  Folge,  wenn  man  in  ihr  die  auf  die  dritte  Axe  sich  beziehenden  Coordinaten  und 


f.  it.  Nr.  IST. 


Bkene  Cunre.. 


IM 


PraJedioMnUMi,  dm  cnim  in  (W.  a.  nnd 


es  ist  aber  RcosO  dfe  Llnge  des  vom  Lothe  akfeMknIimen  SNIol*  08  dar  Geraden;  b»-  '*  ' 
aeMuMt  mh  du»  dieae  Lünge  «httch  iZ ,  so  daM 

Rcosö=77  CM.  ft») 

ist,  so  verwandelii  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  in:  . 

n=px,-^-p'x',   und   7/=pu.+  p'u;,  .  (M. 

nnd  iniiltq>liciit  man  diese  letzten  beiden  mit  einander,  so  kommt: 

Benielnel  man  ne<i  Andh  B  die  Länge  de«  Von     loi  auf  ffie  Clende  gefUHea  LodMi,  Ma 

ta  dem  Dnrchschnittspuncte  S  zwischen  beiden  genommen,  nümlich  die  Llnge  CS,  so  hat  nunj 
waa  <yOS  ein  iMi  8  leohtwinlüigea  Dreieck  und  demgemlM  O'S'sO'O*— OS*  ist: 

ß'  =  R'— TT, 

Oder,  wenn  man  für  R'  und  11'  ihre  in  den  Gleichungen  (bl.  a.^  und  (57.  d.^  enthaltenen 
Weriiie  sHil: 

K* = X.  u. + x;  u;  —   X.  +  )>'x;)  Cp  u.  +  p'u;) .  ^ 

Brwiigt  man  nun,  dass  jS*  das  Quadrat  des  Abstandes  des  beliebigea  Camnpfnctes  0'  von  der 
dardi  0  gelegten  and  noch  rSIBg  unbestimmt  gelassenen  Geradrä  ii^  md  dus  siäi  bi  diesein 
Quadrate  die  absolute  Entrcrnung  des  Punctes  0'  von  dieser  unbestimmten  Geraden  abspiegelt, 
so  überzeugt  man  sich,  dass  diese  Gerade  Tangente  der  Curvc  am  Puncte  0  wird,  wenn  sie 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  zunüchst  an  0  liegende  Puncte  0'  der  Curve  in  Bezug  an^ 
sie  die  klcinstmüglichen  Werthc  von  £*  liefen.  -  . .  i  ; 

Um  die  hierzu  fTfor<Jt'rlichen  Bedingungen  zu  erhallen,  setze  man  in  die  vorslehendcB 
CSekbungen  Air  und  u^  ihre  durch  die  Gleichuiigen  (äO.  a.  und  b.)  gegebenen  Werihe  ein, 
•0  venrmdett  sidi,  wnil  dies«  Glefchnngen  ■ 


geben,  etsdiiA  die  Gleichung  (57.  a.)  in 

R'=z,  u,i:i + » r  v+ -J  ^ »?' *  r  «?'«. 

vennnidfln  sich  die  Gleichnniren  (57.  c.}  in: 

//= X.  [p + p' H  +  ii»;  i)Yz.+ i »»' r  +  ....] , 

die  (57,  ±)  in: 

30* 
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zuletzt  wird  die  (57.  e.):  •  •  '  .    •     •  •  • 

£• = X.  II.  |i + » r « cp + p' » ncp + p' ^  o 

Da  nun  h?,  wenn  die  durch  0  gelegte  Gerade  Tangente  der  Cunre  an  dieser  Stelle  werden 
2     ^       soU,  für  alle  in  grössler  Ntbe  bei  0  liegende  Punole  0'  der  Curve,  d.  h.  Air  alle  niüglichst 

kMn  fedtdrte  und  dirveniNincteB  emlsprediende  Wcrdie  von  x,  und  u,  so  klein  wie  möglidi 

werden  muss,  und  diess  nur  dsnn  cesoliiclif,  wenn  auf  der  rechten  Seile  ilcr  Gk'ichun^  (58.  d.) 
' •    'WO  -viele  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen  in  Bezug  auf  x«  und  u, ,  als  sich  nur  immer  tliun 

lint,  n  Nun  genMcht  wcrAen,  m  hat  am  nnraident  m  die  Gcnde,  wUko  TH^vnte  ißn 

Onrve  tn  0  iverden  foll,  die  Ford^ng  zu  stellen,  dass  sie 

niarho.  Pioso  Rrdin^nng-  der  TangMte  oiiunt, divifli  Wegsduffiuig  deTsin.ilv  lMfiadliC)|lien  JQ^^jl^ 

nicrn  die  fuigende  Gtülall  an: 

«nd  IlMt  äd|,  woin  nipui  beadiM,  dass,  DM*  Aofnge  der  .tat  «n!»  .Alkudijaiiti».  Mka^ien 
Caddmiifai        •.),  die  «■  iweiter  Stelle  bdindlidie 

gid)t,  man  also  nrl— pVoidlr-p)^  Mer  p)»  oinl  pV  «eben  kma,.  onf  die'  udisIdMiidb 

Form  bringen:  .  .      •  i 

weldw  aogMch  in  die  s«!Bi  folgenden  serflÜH:  : 

(Mhft.)  pti=p'  oder  .fltfss^. 

Jede  von  diesen  zwei  Pedinjungen  der  Tangente  drückt,  wie  die  Glcicliungeq  («H.),  in  die  sie 
fich  leicht  Uberflihren  lassen,  eine  und  dieselbe  Bigenschaft  der  Tangente  «if,,  nnd  man  Uber- 
nengt  sich  liald,  dm  diese  Bedingungen  die  einzigen  sind,  denen  man  die  Tkngente  unterwer- 
fen kann;  denn  da  durch  die  Gleichungen  (59.  b.)  das  Yerliüliniss  zwischen  p  und  p'  oder 
zwischen  p  und  p'  gegeben  wird,  und  dadurch  den  im  ersten  Abschnille  (.\r.  21.)  nng^estellten 
auf  das  ebene  Coordinatcnsystem  zuriickgeHihrten  Betrachtungen  zur  Folge  die  schiefen  oder 
genimdrien  ProjeclionssaUen  der  zur  Geraden  gehörigen  Richtung,  somit  aedl  dieie  Bidllllllg 
■ellft  günzlioli  hcsliiimtt  wenlni  im<l  die  Genide  iiberdioss  durch  den  Punrt  0  uehf,  so  ist  diese 
'     .  •     Gerade  eine  vullii;  ln  .stutimle,  an  die  man  keine  neuen  Anforderungen  mehr  mm  hm  kann. 

Setzt  man  die  durch  die  Gleichungea  (59.*  b.")  gegebenen  Wertke  vea  p'  und  p'  ia  die 
CHddnn«  C^.  a.),     ludet  wmt 

«nd  dmrdi  dieeelbea  Werihe  gelieii  die  Gteleliai^  (5&  k).  Üeir  in: 
CM.  M   <  «nd 
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di»  (58l  c)  all  Zniditar  ivr  Q».  O  wir«: 


vni  die  (58.  d.)  auf  ^  ^eklie  Weife  belimdell  gicM:- 
wekhe  leliUt»  cidi  mf  «Be  folgendto  Pom  M^gw  tM: 

Die  Gleichtingen  (60«  a.  bis  d.)  licrem  die  Grösse  des  senkrechtea  Aj»tandes  eines  beliebigen 
Punctes  0'  der  Curve  von  der  durch  0  gelegten  Tatifrente,  so  wie  das  Slürk  der  Tanjjente, 
welches  von  0  an  bis  zu  der  Stelle  reicht,  wo  das  durch  0  aul  die  Xanjfeiite  geräille  Luth 
di«M  Kbneidet,  wOnnd  die  GMdrangea  (59.  ■.  bis  d.)  dleielMM  Oitum,  ütw  nt  eiM  bei* 

liebige  durrh  0  gelfgtp  ficraffe  bezogen,  hergeben.  Da  das  erste  Glied  in  der  Gleichung  ffiO.  d.) 
sclion  von  der  vierten  Dimension  in  Bezug  auf  x,  luid  u,  ist,  während  das  erste  in  der  Ulei- 
drang  (SO.  d}  vorheMleni-Glied  nar  fön  der  sweileo  DinMniioii  im  Bemf  aiif  die  gfenenleii 
beiden  Grössen  ist,  so  folgt  hiernus,  vorausgesetzt,  dass  (Lc  Coeflizicnten  dieser  Reihen  bei 
der  Steile  0  nicbt  eoibören»  von  eniUkber  Grösse  zu  sein,  dass  die  Entfemungeo  der  zunMclut 
bei  0  liegenden  Oorvenfttnete  von  der  Tangente  en  O'vnvergleiclilich  kMner  ftad,  ab  die 
Entfernungen  derselben  Cunrenponcte  von  jeder  andern  durch  0  ffelegten  Geraden,  die  mit  def 
Tangente  einen,  wenn  auch  noch  so  Itleincn  Winkel  von  endlicher  Grüsse  einsrhIiessL  Eben 
darum  ist  diese  Tangente  unler  allen  den  durch  0  gelegten  Geraden  diu  cinugc,  welche  die 
Bieblny  der  Gurve  an  tfeeer  Stalle  anmeigen  bn  Stande  iiL 

Hat  man  stets  nur  mMw  Puncte  0'  der  Cur%'e  vor  Augen,  die  dem  0  so  nahe  liegen, 
dass  sieh  deren  Erilfernung  von  0  nicht  dureh  eine  endliche  Grösse  angeben  lässl,  so  haben  • 
für  solche  Puncte  auch  die  Grössen  x,  und  u,  keinen  endlichen  Werth,  und  dann  verschwindet 
Fa  obigen  Reiben  Jede*  feilende  Glied  in  Vergleich  zu  seinem  vorherfribenden,  Mb  dieses  nicht 
völlig  null  ist,  oder  jenes  einen  Coeffizieirten  hat,  dessen  Grösse  ilberhnupl  nicht  mehr  darstell- 
bar ist.  Die  Reihen  (60.  a.  bis  d.}  ziehen  sich  in  diesem  Falle  auf  ihr  erstes  Glied  zurück 
wid  dlesi  gilt  andi  von  der  ReAe  (5A  a.),  to  dasf  man  flir  aie  die  folgenden  Formen  eiUBi; 
in  denen  wir  den  Buchstaben  R,  77,  ein  Null  als  Index  angchiingt  haben,  um  dadurch  an- 
zudeuten, dass  diese  Grössen  sich,  nur  auf  sylcfae  Puncte  0'  der  Curve  beziehen,  deren  Ent- 
ÜmMMgen  von  0  Uebier  lind,  ab  dass  sie  aidi  dn^cb  eine  endBdie  Zahl  annprecliea  UeMen: 

B:=x.u,ci+'er»o. 

ja',=:x,p(l+^r*i/)  and  n,=v,fQl  +  'iv'tn,\ 
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welche  zeigen,  das*  Dir  so  nah  an  0  gelegene  Curv«ipuncte  —  Tl]  ial,  oder  dau  ihm  BM» 
fenningen  uid  di«  der  von  ihma  aas  g«gm  die  Tangente  gezo^roncn  Lofte  toi  den  Pucto 

0  als  gleiche  Grössen  anzusehen  sind. 
■'*   I         Erwägt  man  endlich,  dass  nnch  Aussujfe  derjenigen  im  ersten  Absduiitte  nilgelheUleQ  GM- 
dUDgen  (106.  a.},  welche  un  dritter  und  fünfter  Stelle  stehen, 

j>  =  p  +  p'co*W  «nd  p8ln*W=p  — j)'co«W" 

iit,  oder  wen»  man  fttr  p'  and  ihr»  au  den  Gleidiangen  (59.  b.)  sich  crgebendeii  Weite 
cfawelit: 

}>  =  p(I +?^cos  W)    und    psin'\V~p(l  —  ^TjVosW), 

and  dass  diese  letztem  Gleichungen  mit  Zuziehung  derer  (34.  b.^,  ^  für  a,  x'  und  q,  if 
Ahr  «,  n' ffebend,  überfdieB.fai: . . 

so  findet  nan  dadarck,  dasa  naa  Jede  dlMcr  twei  letiten  Gleidmgm  nä  der  (jfO.  tu)  aaäA- 

pUciit: 

«onu  folgt: 

_        i  ^   i 

Uerindi  vtm  gdb«  die  ntf  aweller  Ute  alelMMdeii  OMdmiigm  QU.     Iber  k:  • 

TT  .    rr  t/l+^f'^V 

/7^x.J/-^^|— ^    «Od  fcluJ/^-Xy^. 

wdche  man,  weil  i^Sf]=\  ist,  auch  so  schreiben  kann: 

77.=:  X.  (5 »/  +  ?    ^ s        u,„|    77  —  u.  (,U  +  ?      f  J  t)4 
oder,  mit  Berücksichtigung  der  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  Gleichungen  (13.  a.  und  b.^ 
■ugeqirodieBeD  EigeuchaRen  loldMr  Ableftangeii,  andi  so: 

128}  Die  Tangenten  spielen  bei  der  Beurlheilung  aller  übrigen  Eigenschaften  der  Cunr« 
eine  80  wichtige  Rolle,  dass  wir  nicht  umhin  kSnnen,  ihr  Verhalten  noch  etwas  weiter  zu  ver- 
folgen, um  nichls  zurttckzulasscn,  was  zum  besseren  Verstindoiss  des  noch  Folgenden  dienen 
konnte.  Aus  den  bisherigen  Betrachtungen  hat  sich  ergekea«  dass  die  Tangente  einer  durck 
conibinirte  Gleirhunjjen,  wii-  dlü  (48.)  sind,  gegebenen  Curve  an  einem  belieMjfcn  ihrer  Puncto 
0 ,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  | ,  ^  und  f/ ,  tj  sind,  durch  jede  der  Glcicliun- 
gieii  (51.)  ühnliGk 

x;=%|'.x,   und  n;=:^i}'a. 
dargestellt  wird,  und  dass  die  Cun  e  selbst  dun  h  jede  der  Gleichung  (50l  a.  und  k},  niadkk : 
!••*  h.)  xi=<J^  Jt«-f  2    und    u,=  b7i'u,  +  3 

daig«>tdtt  wird,  wem  der  Kim  w«ge« 
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g«Mtit  wird,  und  mm  sich  unter  x, ,  and  u, ,  dio  schieren  und  acakrediten  Coordinatea 
der  Taagenlcnpunote  in  der  Gleichung  (62.  «.}  und  der  Curvenpuncte  in  der  Gleichung  (62.  b.) 
an  <len  durch  den  Bortthningspiuict  gdagtal,  aB  den  anprünglichen  piiraUelen  und  glcichUu- 
figiMi  neuen  Axen  vorstellt.  HeM  man  nun  aus  der  Cu^^e  zwei  beslimmle  Puncte  0,  und  0, 
heraus,  und  bcietchnct  die  an  den  Axen  0  X  und  0  X'  sich  bildenden  schiefen  und  senlirechtea 
Goordfattten  des  eineB  PnictM  duvli  x,,     ud  de«  andera  Fmctes  dmh  z»,  xi  nd 

m ,  l4  (  so  ilt  ta  Besag  wf  den  einen  Punct 

x;=%rx.+z.  »ad  «;=Vn+3i  <•*•.) 

Md  in  BflUf  auf  den  «ndcm  Punct 

x;  =  *d^x,  +  Z,    und    u;=:?ri',H, +  3, ,  («t.  «.) 

wenn  Z,  und  3>  ^  bedeuten,  was  aus  Z  und  3  wird,  wena  loui  in  diesen  x,  und  a,  an  die 
Stele  Ton  Xt  und  «,  lelit,  lo  wie  Zt  und  3.  d|t  bednten  mDm,  was  ans  Z  und  3  wird, 
wenn  x,  und  u,  Tür  x,  und  u.  gesetzt  wird.  Die  dorch  die  beidoi  Pude  Oi  wA  0^  hiadurcfc 

gehende  Gerade  wird  durch  jede  der  Gleiehnngen: 

Qx',  —  x'')Qx,  —  x,')~lix,  —  x,)(x',-  \',]  =  0  und  (u;— ui)  (u,  — u.)  —  (u,  — u,}  ("u;— u,')  =  0  (•«.••) 

dargestellt,  nach  Aussage  der  ini  zweiten  Abschnitte  Nr.  103.  besprochenen  Formeln,  wenn  man 
diese  aaf  die  iiencn  Axen  In  Anwendung  bringt  and  In  iimen  der  Natur  des  eiieaea  SjsleaH 

gemHss  die  ouf  die  drifte  Axc  sich  beziehenden  Coordinaten  null  sein  lasst.  Aus  dflfl  GMcfeMfr^ 
gen  (62.  c  und  d.)  findet  man  durch  Subtraction  der  über  einander  stehenden : 

xi  — x;=^^'(x,  — X,)  +  Z:,  — Z,    und   u',  —  u!  =:  er  »/(u,  —  u,;)  +  3,  —  3, 

und  durch  die  hieraus  fUr  it^  —  x;  und   u^  —  uj  sich  ergebenden  Werthe  verwandeln  sich  die 
GleielHqgeB  C«3<  O 

Diese  Gleichungen  geh^iren  der  durch  0,  und  ü,  gelegten  Geraden  an,  wo  iutmer  sich  audi 
diese  twei  Puncte  auf  der  Curve  befinden  nSgen;  ttnt  man  aber  diese  zwei  Puncte  dem  0 

stets  näilier  rücken,  l)is  x, ,  X;  und  u, ,  Hj  so  klein  werden,  dass  sich  deren  Grössen  durch 
keine  endüchea  Zahlen  mehr  ausdrücken  lassen,  und  in  den  Eutwickeluugcn  die  Glieder,  welche 
in  Besug  auf  X|  und  X|  oder  n,  und  Oi  von  dner  Irillieren  Dimension  als  andere  sind,  gcfen 

diese  andern  verschwindend  klein  werden,  so  nehmen  die  vorsiehenden  Glfichitntrcn  einfachere 
Formen  an.  Ist  näuiUch  das  erste  Glied  in  Z  und  3  n>*^i>t  null,  so  giebt  es  allein  den  vollen 
Weitfi  -von  Zi ,  2,  und  3, ,  3,  her,  und  nmi  indet  errtliiii 

z,-z.=  l'd'r(x;-xO  und  3a-3.=i'«5'»/(«J-«0 

Ifreldie  Werthe  nAea  deoeo  tj^  and  in  den  pkldiungen  (63.  b.}  vendiwinden,  wegen 
des  in  ihnen  auftretenden  Factors  Xt+Xi  odef  Vt+Qt}  so  dsss  die  Gleidnngen  (413.  Ik)  ta 
diesem  Falle  werden: 

xi— xJssC«»— O^i*  ^  tii— =(«".—».)  V. 
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Sind  hingegen  die  ersten  in  Z  und  3  enihaltenen  Glieder  null,  so  ergeben  sicii  di»  WMh* 
2t,  Z)  nad  3t>  ä  de«  eniM  ia Ühmi  «iiUielL  vttrlwMleMii  CMMe;  »Aam  wir  m»'  dt« 
dir  ExpOMUt  vm  Xi  oder  «*  in  disMai  QSMt  r  «ri,  w  Aidel  rnnr 

X,  —  X,      1.2....rx,  —  X,  II,  —  u,       1.2  ru,  -u,  '  '' 

und  diese  Grössen  vcrsiinviiidi-n  w  iinltT  Hüben  denen  (i  |' und  'c  t/  in  den  Gleichungen  (  (13.  b.}, 

x'  \'        u'  — u' 

und  zwar  um  so  mehr,  da  r  immer  grösser  als  zwei  i.st,  also    ' — ^  und  ~ — '  .Ausdrucke 

^  x,  — X,         u,— u, 

sind,  welche  in  Bezug  auf  x,  und  Xi  oder  u,  und  u,  von  etoer  höhem  DincasioD  aLt  der  ec- 

itflB  aiad.  Ihn  sieht  hieraiu,  den,  wem  «Be  Pnacte  0,  und  0«  dem  0  so  mhe  liegen,  die 

dnrck  sie  hindurch  gehende  Gerade  stets  durch  die  Gleichung  (63.  c.}  vollkommen  durgcsteOt 

wird,  wenn  nicht  etwa  einzelne  der  CoelllzicRten  in  Z  und  3  zußllig  am  Puncie  0  Wcrthe  von 

solcher  Grösse  annehmen,  dass  sich  diese  nicht  mehr  durch  endliche  Zahlen  angeben  ISsst 

Soldie  seltene  Ausnahmen  abgerechnet  zeigen  die  Gleichungen  (63.  c),  dass  die  dnrch  je  zwei 

nr'iirli^'lisl  iiflhc  bei  0  gelegene  Piincle  (),  und  0.  hiiidunh  gehende  Gerade  immer  mit  der 

Tangente  an  0  einerlei  Richtung  bat,  woraus  folgt,  dass  in  einem  Curvenelcment  von  ganz 

geringer  Ansdehnnng  in  der  Regri  keine  Ridibmgilndenaigen  von  meMlwrer  Gröne  ToriuMo- 

men  künrK  ii.  Selbst  wenn  V  ^'  um!  r  nnl!  wiiren,  hätte  man  doch  noch  immer  die  parallele 
Lage  der  durch  0,  und  Ui  gelegten  Geraden  mit  der  Tangente  an  ü  unter  solchen  Uuisländen 
iüB  eine  in  der  Begel  v<n4iendene  Bigeueheft  des  Curveoeleinenls  ennselMa;  denn  in  diesen 
Pelle  Wirde  —  xi  unvergleichlich  kleiner  als  x«  —  Xi,  oder  u^  —  u|  unvergleichlich  kleiner  als 
V,  —  u,  werden,  und  schon  deswegen  könnte  die  durch  0,  nnd  0,  geheiide  Gerade  mit  der 
Tangente  an  O  lieinen  Winkel  von  inessbarer  GrBsse  bilden.  ■  • 

Ans  dem  Umstinde,  diss  jede  durch  zwei  nnendUch  nihe  bei  O  liegende  Tunete  0«  and 

0,  gehende  Gernde  mit  der  Tangente  an  0  parallel  lUuft,  also  die  Gurvc  in  grösstcr  Nähe  bei 
0  von  Punct  zu  Punct  in  einer  lUchtung  fortschreitet,  welche  die  der  Tangente  selber  ist,  las- 
sen sich  nun  mit  grüsster  Schirfe  und  gleich  leicht  auf  geometrischem  wie  auf  analytischem 
Wege  folgende  vmi  EigenKhaHen  der  Tngenle  keilellen: 

a^  Geht  möglichst  nahe  an  dem  Puncte  0  eine  Gernde  vorbei,  welche  die  Tangente  nnd  die 
Cune  unter  einem  endlichen  Winkel  schneidet,  so  unterscheiden  sich  die  von  0  niis  bis 
zu  dieser  Geraden  genommenen  Längen  der  Tangente  an  0  und  der  Curvc  uui  keine 
Grflese,  die  mit  diesen  Längen  seOial  vergleidibar  wire; 

b}  zieht  man  von  0  aus  bis  zu  der  eben  genannten,  möglichst  nahe  m  diesem  Punclc  vor^ 
hei  gehenden  norh  eine  zweite  Gerade,  die  mit  der  Tangente  an  0  einen  Winkel  von 
endlicher  Grosse  bildet,  so  unterscheiden  sich  die  zwei  von  diesen  beiden  Geraden  und 
ebierseils  von  der  Tangente,  andereneüs  von  der  Cnrve  eingescUoasenen  Unme  an 
inino  GrOflse  von  einander,  die  mit  diesen  Rinnen  selbst  vergloichlwr  Wbo. 

Zu  den  vorstehenden  Eigenschaflen  der  Tiin_"  ntr  fügen  wir  noch  die  folgenden  hinzu, 
iiäuft  eine  der  Coordinatcnaxcn,  z.  B.  die  A  X ,  parallel  mit  der  Tangente  an  irgend  einem  bcr* 
sthnmlen  Panda  der  C^e,  so  wird  n  diesem  Falle  die  Gleichnag  der  Tangente,  weldie  Mttefa 
CoMdhwIen  in  sich  trtet: 

x'-r=o, 
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friOvend  die  fliiiiiwit  lamllMi  tmgatB,  üi  «ckhar  Mifendte  OomliMlea  veiiHMiiMn, 
üum  Falle  ' 

wird,  wie  sich  schon  aus  der  im  ersten  Abschnitte  unter  (106b  d.}  in  ii'lzter  Stelle  stehenden 

Glcichunu  cnliiclirDcn  liissf.  Die  lu'idpn  vorsldiendon  Glpirhimjjrn  Mi'ilx'ii  fiir  joHon  Punct  der 
so  beüchalTeuuii  Tungenle  wahr  unU  zeigen,  wenn  nun  sie  mit  den  in  (bii.  a.)  aufgestellten  all- 

feaeinen  Gleidwngca  Mr  Tiifenle  veigieidrt,  dan  In  dem  feier  «ngenowncneii  Falle,  d.  h. 
wenn  die  Axt  AX  panDd  pit  d«r  Tangente  an  einem  besiimnten  Pnnete  0  llnft,  eeh  liilase 

Hr?=ö  »w»  bY=cosWj   i  imtkmO 

es  iuma  abo  nur  dum  sowohl  , 

1^=0  ab  auch^ij'ssO  CM*M 
werden,  wenn  W  ein  icdrtcr  Winkel  iH,  d.  k.  wenn  die  Axen  dea  ebenen  Syatens  aenkredil 

nuf  (Mniiiidrr  sieben.  Liefe  ansliill  der  Crundiixe  AX  die  Polnraxe  AI  mit  der  Tanrjente  an 
einem  bestimmten  Punct«  der  Curve  paridlel,  so  wUrde  jclst  die  Gleichung  der  Tangente,  welche 
MihinaNn  Gamdinaten  in  «ioh  Mgt« 

u'-,'=0, 

und  die,  welohc  schiere  Coordinaten  in  aidl  Migl,  in  Fplgt  der  in 
Stelle  stehenden  Gleichung  (JOS.  d.): 

weldie  beide,  verglichen  nril  düb  'digemeinen  Gleicknngcn  (56.  a.},  n  cfiiennen  geben,  dass  in 
dtoaemFdle 

^t}'=0   und   'dr=  — cosW  C«^ 
ill,  dass  also  unter  diesen  Uatstlnden  nur  dann  gleichzeitig 

lif=0    und   ^^=0  (•^•f'O. 

•  •  • 

sein  könnp,  wenn  die  Axen  des  ebenen  Systems  senkrecht  auf  einander  stehen.  Achnliche  Re- 
sultate, in  welchen  blos        und        zu  stehen  kommt,  wo  zuvor  'C^'  und  C  i,'  stand,  erhall 

mai^  in  dem  Falle,  wo  die  Gnindaxe  AX'  oder  die  Folaraxe  ABT  mit  der  Tangente  an  einer 
Stelle  der  Cnrve  parallel  Miift. 


1.»  .r»/ 


129)  Man  nennt  die  in  der  Ebene  dea  ebenen  8|stems  liegende  Gerade  welche  durch  den 
beliebigen  Punct  0  einer  ebenen  Cunc  geht  und  ieduwcht  auf  der  zu  dieser  Stelle  der  Curve 
gehörigen  Tangente  steht,  die  Normale  der  Curve  nn  dem  Punele  0.  Bedeuten  wieder 
£ ,  ^  und  1} ,  ti  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  0  der  durch 
dte  enaibinirlen  Gleidwingen  (46.}  dargettdHen  Gnrfe  m  den  Axen  AX  und  AX  dea  ebenen 
Systems,  so  wird  irf,'eri<!  eine  dunh  den  Punct  0  f^-hende  Gerade,  dem  im  zweiten  Abschnitte 
Mr.  105.  Air  die  dortige  Gleichung  (54.  g.)  Erwiesenen  gemäss,  durch  jede  von  den  zwei  nacb- 
iMwndMi  Cnddnngen  dargestellt: 

».C«-0+KC*'-O=0  ^  i».t»-f3+iiCif-<)%0^ 

Ii  welcher  x ,  x"  und  a ,  u'  die  Striefen  nnd  senkreohlen  Ceordinaten  tm  Iqpnd 
iandw  «n  4«  Am  AX  Hid  AX,  |p»f    oid      K  ^  die  in 
L  31 
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«Och  unbestimmt  grebliebencn  Coofllzienlcn  bezeichnen,  und  diese  Glcichunecn  werden  der  Nnr- 
male  an  dem  Puncto  0  angehören,  wenn  die  ia  ihnen  enthaltene  Gerade  auf  der  Tatigcotv  an 
0  Mnkrecht  itehl;  ildleii  driMr  fn  ienallMB  Wdw  Mieh  noch 

die  Gteichingien  der  Tangente  an  dem  Tunclc  0  vur,  so  wird,  nach  AussHge  des  ixn  zweiten 
Absi  hnitie  fre^robenen  KcMseicbens  (58.^  die  Gleichung  Q^t.)  der  xa  findenden  Normale  in- 

gcliorun,  wenn 

(•»-»•>  pp,+p>;=:0  oder  ptp-fpfp^O 

ist.  .\uii  zei;^  »ber  die  Vergleichung  der  so  ebon  fUr  die  ItegeOlO  —gmo—eiiMI  GkidniK- 
gen  mit  den  oben  dafUr  gerundenen  (56.  a.),  das«  '      '  '  ' 

•  '  p  :  p'=zli':  —i    und    p:p'=?i|':— i 

sein  müsse,  wodurch  das  Kennzeichen  (65.  b.)  sich  verwandelt  in: 

p,  :  V;  =:  1  ;  "Ön    oder  p,  :     =  1  :  , 

nd  die  Gleichungen  (65.  a.)  ia  jeder  dar  swei  nachstehenden  Pofae»       icliiitM  luMas 

von  denm  jede  die  g«aaclrt»  NornMle  der  Gurve  an  dem  Poncte  0  dmlcltt.  Diese  CaaMnuigei 
•idi,  werni  mn  nfl  BDfe  der  mAm  In  Nr.  III.  nütedieatea  Relellonett 


*r=-^  und  S9'=-.T-» 

die  Grüssen        und        aus  ihnen  oliiuinirt,  auf  die  andere  Form 

bringen,  in  der  sie  zeigen,  wie  die  Gleirhuni?  der  Xrirmnle  unmittelbar  nus  der  Gleicllltng  der 
Clarve  von  der  einen  oder  andern  in  (48.^  angegebenen  Art  gefunden  werden  kann. 

130)  In  der  zu  einem  beslimmten  Radius  gehiinpen  Krei.slinie  herrscht  aller\«-ürls  nur  eine 
nnd  dieselbe  Krümmung,  aber  von  einem  Kreis  zum  andern  ändert  sich  die  Krümmung  mit  dem 
Itadlns  ab;  iit  ftOMsr  Mn  IMneni  Bndiu  nnd  kleiner  lieini  grAawrn  BnOn.  StsHl  mm 
sich  Kreislinien  durch  alle  Ahslufungen  hindurch  vom  kleinsten  bis  zum  gni.ssten  Fadius  vor, 
SO  tragen  öiese  alle  möglichen  lüUmiimngea  von  der  grüssten  bis  zur  kieiasleu  in  sich.  Hau 
kann  ans  diesem  Grande  den  BaAns  einer  KretiUnie  im  unfdtefarten  Verbiltntsse  genomme« 
taui  Maase  ilu-or  Krünunung  machen,  und  bei  einer  Cuivc,  die  von  Stelle  zu  Stelle  eine  an- 
dere Krüninwng,  hat,  die  Frage  aufwcrfcn»  welohe  hxeiskrummung  mit  der  IkrUmmung  der  Curve 
an  einer  bestiasden  Ihrer  Steden  fibereinftfanme»  wenn  man  aldk  an  dieser  Stelle  dn  ao  kiel» 
nes  Stück  der  Cnrve  dlgesondert  denkt,  um  in  dessen  Umfange  Dberall  eine  und  dieselbe,  d.  k. 
eine  Kreiskrümmung  voraussetzen  zu  können.  Von  allen  Kreislinien,  die  durch  eine  bestimmte 
Stelle  der  Curve  geben  und  zu  verschiedenen  Mitlelpuncteu  gehören,  kann  oflenbar  nur  dieje- 
n|gn  ttnfeilniani^figfflw»  darCtore  m  dieser  Steile  keiyian,  deren  Aulein  ndt  den  jnnlekal 
»all»  Mtgiwidwi  PnacUo  dar  Oanin  nügUciat  < 


S.  IS.  Hr.  IM. 
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Kreis,  dosspn  Kriimmiinc  mit  der  Kriimraunjf  der  Cime  an  einer  itirer  Stellen  ubereinkotnHil, 
den  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Krümmungskreis  der  Gurve,  und  den  diesen  KraiM 
iwlipwiiMii«  IMtai  dfln  VrlMtoanyaradiiis  od«r  XrflMimgahalbmMev  Aar  Carre 
aa  dar  Stalle,.n  «aMMr  dar  UtaavgMi  gaUhi 

Ist  eine  ebene  Curvc  durch  dw  oaaibinirten  Gleirhungon  (48.)  (gegeben,  in  deren  enier  die 
Veriittdnriichen  x,  x'  und  in  deren  rwefter  die  Veränderliihcn  u,  u'  vorkommen,  jene  Verin- 
derllchen  «b  schiefe,  diese  als  senkrechte,  auf  die  Axen  AX  und  AX'  eines  ebenen  Systems 
bezogeae  Goordinalen  gedacht,  nad  will  umb  die  Grösse  der  Krthamang  erfahren,  wekho  dicstf 
Cune  an  einer  ihrer  Steilea  0  besitzt,  wobei  wir  uns  den  Punct  0  zwar  als  einen  viilliir  be- 
liebigen, aber  doch  besttauat  hervorgehobenen  zu  denken  haben,  deatsen  schiefe  und  seukrecbta 
CSoonBaato«  wir  darch  {,  T  tnd  vorsidlea  werden,  «o  kaaa  ohb  dabei  wie  folgt  ver» 
fahren.  Man  lepe  durch  dicsi-n  l'iinct  0  mit  den  A.\en  A  X  und  A  .\'  pandicl  und  glcirhlüufig 
zwei  neue  Axen  OX  und  OX'  und  bezeichne  durch  x«,  und  u«,  u^  die  schiefen  und  scnk- 
reehlea  Coonliaateil  desselben  Corvenpancfos  aa  diesen  neuen  Axen,  der  an  den  anprOngiichen 
Axen  die  x,  x'  und  u,  u'  gab,  so  finden  zwischen  diesen  Coordinalefi  and  denen  des  Punrtes 
0  die  Gleichungen  (49.)  sowohl  ab  die  (iO.  a.  and  b.)  statt.  BczeidUien  wir  nun  durch  r«,  jr» 
oad  n,,  u;  die  schiefen  oad  senkredilan,  auf  die  neuen  Axen  OX  and  OX"  beiogehen  Co(M«< 
donlea  des  MittdipBaelai  van  aiawn  durch  den  Punct  0  hindurch  gellenden  Kreise,  dessen 
Halbmesser  dunli  p  TOrpeslelfl  werden  soll,  und  den  wir  uns  mit  den  Xten  A  \'  iitnl  A  \'  in 
ciaer  und  derselben  Ebene  liegend  denken,  so  hai  nun  nach  Anleitung  «Xrjcnigen  von  den  im 
anten  AtockaiHe  gcfAenaa  Gleuhaagen  (106L  k),  waldw  aa  enier  SMk  Maiiti 

beaeidinel  ferner  ^-  die  Uage  der  ▼ea  dm  gIcSdiea  WHclpsncla  tif  ca  irgend  elaen  von  0 

verschiedenen  Punclc  0'  der  Curve  gezogenem  Geraden,  und  stellen  x, ,  und  u, ,  die  schie- 
len  und  senkrechten  auf  die  neuen  Axan.OX,  hflaogna»  Qmtdiaalan  des  Puncles  0'  vor, 
ao  ist  nach  AasMge  derjenigen  fpv^dai  Im  HiKM  Aiailiajiln  gpgi^eiw  daiclwwgea  (106.  d.}, 
waiAe  aa  enter  SIela  aiehi: 

oder  wenn  aMOi  aanaall^^licirt  «ad  «nf  die  Gletehung  (66.  a.)  Rildcsidit  iduimt: 

— IX%i.+x; «:  -h  a,  Ji + u;  r;)  -  (X.  tt, + x;  u;)] . 

Der  kleinste  Abstand  di-s  runenpiinrtes  0'  von  dem  Kn  iso,  dessen  Radius  p  ist,  ist  den  in 
Nr.  124.  entwickelten  Eigiüwcbafka  des  Kreises  zor  Folge  die  von  0'  bia  an  diese  Kreislinie  ge- 
ieade  Geradei  wdehe  verilafeil  dardi  dea  HMteliNnet  dea  Krdeea  geU^  äbo  dbCp — cO> 
■Ml  hat  der  Gleichung  (66.  b.}  gemSss : 

e~f'=  q  -  (e'  -[(X.  u. + x;  u-, + u, «,+ a;x;>-.^a.+x;u;)D* 

Dieser  Uelaale  Aheland  wird  nur  dann  null,  wenn 

X.  u.  -f  X,  u;  +  u,  r,  +  u;  r;  —  (x,  u,  +    ui)  =  0 

ist,  und  nimmt  in  dem  Grade  zu,  als  die  Coordinaten  vom  Mittelpunct  des  Kreises  nnd  vom  Cur- 
laaptt  <y  dw  «MdMBf  «.)  aMbr  ca^egaa  tM|  aol  dAer  aaaer  bafa  vaa  laltaf 
f  KttaHaagAraia  dar  Oorra  an  dar  Stalle  O  werdea,  aa  lauB  die  Glcichaqg  (M.  e,)  danü 
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•Ue  Puncle  0'  der  Canre,  weidie  dem  0  xuaiehtt  liegen,  ohne  jedoch  Ml  üun  niwmmrn  n 
Mhn,  nögUchst  geMNi  mkt  gtmmM  w&rin, 

firwlgt  Ben  nun,  dass  der  tai  enten  AteelHile  ealjtMleUteii  Gleichung  (16.)  zur  Folge^ 
wenn  nan  in  ihr,  wie  beim  ebenen  Systea  gefchelm  wmUf  de  laf  die  dritte  Axt  nck  be* 

liebenden  Coordinatcn  null  sein  lässt, 

z. «. + x:  »;= dt  x» + «'•X. 

bl,  90  wird  man  gewabr,  dan  die  BeAQgaiig  (68.  c.}  äUk  nf  jede  der  beiden  folgendea  Poir> 

mcn  bringen  liissl : 

(•«••.)       2(.\. II. -fxiu;)  — (x.ii, -t-x;u;)=o  und  2(ii.r.-f  u'.r'.)  — (x.ii. +  x;u;)=o. 

Uni  diesen  letzten  beiden  Gleichungen  eine  nnsenn  gegenwärtigen  Zwecke  angemessenere  Ge- 
itaH  n'gebiM,  lebe  man  b  Ibra  «bmlnen  Glieder  Itar  x;  md  ibre  dorch  die  GMebu^B 
^(K  a.  «ad  bö  gtt^limm  Werflw,  wodtnrcfa  man  findet: 

/  2  c-x.  u. + x:  u'o =2  X.  cu. n  + ui  ^'  r  +  •  ■  •  . 

(•*.   j2Cu,i.  +  u;r;)=2u.(r,+r;^uO  +  u:r;^'f/-i-.... 

wo  abecall  wir  diejadg««  GMeder  «ageeduMM«  winden  rfnd,  wdöhe  in  Banif  aaf  x,.  od  n, 

die  zweite  Dimension  nirht  iiborsfcigcn.  Er\vÄgl  man  ferner,  dass  die  Gleichungen  (54.  a.) 
und  (54  b.),  welche  auf  alle  in  den  Gleichungen  (48.}  enthaltenen  Puncte  anwendbar  sind, 
•neb  Obr  den  F^net  0,  deaNn  Coordinalen  f  nnd  if,  4*  aind,  beatohen  bieten,  und  vm 
deawcfBn  hat  nieht  nnr 

aonderaanch         W=i+f'«o«W     nad   .  f  ain'Was,,— ^coiW, 
CM.«.|  Sn=^+titi»»W  nnd  l£ain«W»l~V«niWi 

und  dnss  man  in  denselben  Gleirlninp'i^n  mch  x ,  x'  mit  x, ,  x',  und  u  ,  n'  mit  ii, ,  iij  vertau- 
schen künne,  wobei  W  seinen  Werth  nicht  ändert,  da  die  neuen  Axen  OX  und  OX'  den  ur- 
iirbglbilen  AX  nnd  Ar  pMlId  nnd  gleiddlnlig  aind/iö- nian  nnA  noA^b^^ 

nts:x,4-x«ooaW  md  3usin*W=n,--d;'coaW 

oder,  wenn  man  auch  hier  wieder  Ar     und  vi  ibn  dnrdi  die  Gleicbnngen  (M.  a.  nnd 
gegebenen  Werlbe  setzt :  • 

.  .  n.=Ci-i-«r«MWJjm-jB'foMWx!  +  .*..  . 

und 

welche  Gleichungen  sich  mit  Zuziehung  derer  (68.  a.)  auch  so  schreiben  lassen: 

u.  =  Jijx,  +  j^»{'co«  Wxi  +  .,.. 
und 

so  übenangt  um  aiehi  dan  jcn,  auf  Jede  dar  swci  MwkfolgMden  Weiian  f  wMafcen  wavim 

kann:  '  .. 


ju.^.d  by  Google 
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x.u.=u:«{— joj^'ij   

und  hierduch  geht  die  leiste  der  Cyeichungea  (67.  b.")  Uber  in  jede  der  zwei  nedulebeiideii 

Formen: 

x,u«+.x;u;=ui3ici+^^^»j')  —  — ,) 

ia  deaea  Mot  Glieder  der  driUea  uad  kiriiera  Dänenriea  in  Benif  mT  x,  oder  a.  akhl  ofe- 

schrieben  stehen.  Setzt  man  nun  in  die  erste  Bedingung  (67.  a.)  Tur  2(x,u, +  X»M|}  aad 
X*ni-|-x^ui  ihre  Werthe  aus  den  ersten  in  (67.  b.)  und  (66.  c.)  enthaltenen  Glcichuagea  nad 
dien  so  in  die  zweite  Bedingung  (67.  a.}  fllr  u,rt  +  u,r^  und  z,u,-^  x^u^  ihre  aus  den  swet- 
ten  in  (G7.  b.)  und  (68.  c.)  enihaltenea  GMelnagea  ealaoaaneaea  Wollie»  ao  aelaMa  jeae 

Bedingungen  die  folgende  Gestalt  an: 


und  {  •  

«a,(«.+i;»o+n5[i;v.,'-.«IO+»r*¥)]+....«o.> 

ia  welchen  -die  diejenigen  Glieder  angesehrieben  stehen,  die  nicht  in  Bezug  auf  x,  oder  ii,  von 
der  dritten  oder  einer  noch  hohem  Dimension  siml  Fs  ist  jede  der  Gleichungen  (69  }  die 
(66.  c.}  in  einer  abgelndertcn  Gestalt  und  daher  kann  unser  Kreis  \om  Radius  q  nur  dann 
mif  den  Namen  des  IMfflmmgvinreises  Aaipmeii  nHMdm,  wenn  die  sunüchst  bd  0  gdegeaea 
Pancte  der  Owe  di«  «Ine  öder  die  ladore  der  Gteichiogea  (69.}  mVgUcliit  Tenkonuaen  be- 
IHedigeB. 

Da  aber  die  zunächst  bei  0  liegenden  Curvenpuncte  sowohl  Ittr  x,  als  fttr  n,  so  Ideine  > 
Werthe  Uefem,  dass  deren  Grüssc  sich  nicht  durch  endliche  Zahlen  bezeichnen  Itfsst,  so  ver- 
schwinden die  In  denBeflien  (69.)  enthaltenen  Glieder,  welche  eine  höhere  Potenz  von  .x,  oder 
in  sich  trac^en.  jjei^'i-n  solche,  die  eine  niedrigere  Potenz  dieser  Grössen  in  sich  Hufnehmen 
und  deren  CueOlzicnlcn  nicht  vbllig  nuU  sind.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  zunächst  bei  0 
gdegeaea  Ourvenpanet«  die  GieMwngen'  (69.)  «oi  ao  voWtomaener  belHedigea  weidea,  je 
mehr  CoefTizienten  von  den  fn  ihnen  auftretenden  und  mit  den  nii  ilriirslen  Potenzen  von  x, 
oder  u,  versehenen  GÜedem  durch  ,  die  Lage  des  Müteipuncls  in  unscrni  l^reisc,  dessen  Radius 
f  ist,  zu  Null  gennulrt  werdea,  dass  «bo  dieser  Kreis  dtdaidi  saui  IMmanrngsImis  wM, 
dass  man  in  den  Reihen  (69.^  von  vorn  herein  so  viele  Coeffizienten  von  x,  oder  u,  null  wer- 
den Uisst,  als  durch  die  Wahl  seines  Mitteipunctes  geschehen  kann.  Die  zwei  ersten  Glieder 
der  genannten  Reihen  liefern  diesem  gemäss  die  zwei  folgenden  Bedingungen : 


u.+a;%f=o  und  u;vr— *flCl+*f *fl')=0  ) 
li+i;*^=0  aad  iiVrf-~8tQi  +  irtin^0,\ 
und  Uefwu  iMsea  sich  sowdd  dtoisahaftirn  ConrililiB  f,,  s;,>WiDdle'ftcUeftaii.,  < 


CM.«.) 
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und  da  Merdareb  die  Lage  dteset  MUI^viigIm  vMB;  besliimit  wird,  mn  alao  kein  IDttet  mdir 

hat.  iinch  fi  riirri  Cociri/icnltn  der  Reihen  (69.")  zü  Null  zu  machen,  so  wird  durch  die  Glei- 
chungen (70.  b.)  der  Mittclpunct  des  KrUmmun^skreises  angeieigL  SeUl  man  diese  VVerthe 
von  u, ,  and  r, ,  r.  in  die  Gleichung  ^66.  a.}  ein,  und  berttcksichtigt  man,  dass  der  in 
$.  12.  erwiesenen  Olekhang  (10.  Ik}  zur  Folge  dx8u  =  i  Hlr  alle  Puncle  der  durch  die  Olei- 
chttn<r«  n  (18  )  gegdoMfl  Cum  und  ddier  »i  Beng  anf  den  Puncl  0  audi  ^{Jijsl  ist,  ao 
erhalt  man: 

und  diese  Gleichung  dienl  zur  Bestimmung  des  Halbmessers  o  vom  Krilmmungskrcise  der  Curve 
an  einer  beliebigen  ihrer  Stellen  0 ,  deren  Coordinalen  | ,  |'  und  i; ,  i}'  sind.  Eben  weil  diese 
Stelle  jede  lieliebige  aus  der  Curve  herauigehobcne  sein  kann,  haben  die  CoonÜnaten  | ,  ^  and 
t;  ,  ;,'  ('ino  oben  so  BUirciiicino  Bodeiilnnj,'  wie  die  x ,  x'  und  n ,  u'  in  den  Gleichunfren  f  lS.), 
falls  man  sich  diese  als  einem  und  demselben  Functc  der  Curve  angehörig  dcnklj  man  kaiui 
daher  anter  dieaer  BMehrlnkmif  in  der  Glcfohnag  (71.  «.}  awsb  dieae  klflleni  CttordinatBi  m 

die  Stelle  der  erslern  Selzen  In  dem  besondern  Falle,  wo  die  Tangente  an  der  hervorgeho- 
benen Stelle  0  entweder  mit  der  Grundaxe  AX  oder  mit  der  Polaraxe  Ai  paralld  iiiuft,  nnd 
deiwegen  das  Glekhuigcn  (64.  a.}  und  (64  c)  zur  Folge  «ntwader  b^=0  oder  %4f=0 
wird,  ▼«rwmddt  äUk  die  Gldchoag  (71.  «.)  jedaanHl  in: 

Stehen  die  Axcn  AX,  AX'  des  ursprünglichen  ebenen  Coordiiiatcnsyslems  swkreclil  auf  ein- 
ander, 10  gvben  alle  Pontite  der  Cnrre  x=a  und  x'=u';  es  ttid  daher  andi  die  auf 

folgenden  Ableitungen  von  x'  und  u',  sonach  auch  die  von  ^  und  9*  einander  gtaiehj 
gen  verwandelt  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichung  (71.  a.)  in: 

md  die  (71.  k)  in: 

11 

Hatten  wir  die  ersten  Gleidinngen  (70.  a.)  an  die  der  Iformate  an  O  entsprechenden  Gtei- 
dnugen  (6.^>.  c.)  und  bedenken  wir,  dass  man  in  diesen  an  die  Stelle  von  x  —  |,  x' — ^  •"•'i 
u  —  ij,  u' — »/  auch  die  schiefen  und  senkrechten  Projeetionszahlen  setzen  kann,  welche  die 
von  einem  beliebigen  Puncle  der  Normale  nach  dem  0  hinlaufende  Kichtujig,  die  stets  in  dieser 
zu  0  gehür^fen  Normale  h'egt,  an  den  Axen  AX,  AX',  sonach  auch  tn  den  diesen  parallelen 
und  gleidilüufigcn  OX,  OX'  liefert,  so  ^'owinnen  wir  die  l'ebereeagnng^  dasB  dar  vom  Bfiltel- 
punct  des  Krünunungskrcises  nach  dem  Puncle  O  der  Curve  geiogane  ladtas  hi  der  su  0 


.  iju.^ ....  viw../^le 
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IB^chürifTcn  Nnrmalo  Hrgt,  Sonach  dor  Unttelpunct  dt»  ta  «ncr  Stelle  der  f  arvc  gehitrigen  Krfii»* 
mungiikreiges  stets  in  die  »i  denelbon  Slatte  ^hArige  JNonnale  fiülL  Diese  Eigensohaft  de« 
btaunungskreiscs  giebt  in  VeriMdhuy  Bit  der  h>  dar  Qeidiiing  (71.  «.)  zu  entnehmendea 
GriBMe  g  seines  Halbmessers  alles  an  dia  Ibnd,  in»  war  BikaaolaiM  der  Gurveakritanaanf  an 

einer  ihrer  Stellen  erfordert  wird. 

131}  übschon  die  Bestimmnngen  der  vorigen  Nunmier  alles  in  sieh  enthalten,  wodurch 
•idi  die  in  einer  ebenea  Curve  vorfallendea  Krünunungsinderungea  vülisländig  beurlheilen  la»- 
sea,  90  werde«  wir  doch  aock  einige  VergleMaafea  dar  Mar  feawuMM«  Reaallala  aiil  mknm 
früher  erhall  ^'tn'n  foljreii  lassen ,  diirrh  die  der  Gegenstand  mehr  von  allen  Seiten  beleuchtet 
wird,  fiividirea  wir  niMulkii  die  letzte  der  Gleichungen  (61.  a.},  wekbe  Ki  darstellt,  in  das 
Qaadnl  dor  varieMviv  «ddha  HS  damdll,'  la  erladieB  wtr  j 

oder  aiit  BAdtsicht  aaf  die  GleMiaBK  (TL  a.) : 

Silvia 


wem  mm  äUk  ualer  E,  wai  p  immer  aar  ytaUtu  Werth«  Tanlalt,  aad  dieaa  leMe  Glei- 

chung^  zfigi,  dttss  man  den  Durchmesser  dos  tu  einer  Stelle  0  gehörigen  KrUnHBuagritKiaeB 
findet,  wenn  itum  von  einer  aadern  Stelle  0'  der  Curve  auf  die  lu  0  gehdrige  Taageate  eül 

0  S' 

Loth  fölll,  welches  diese  Tangente  in  S  trifft  und  den  Werth  von  jr;^  nimmt,  wie  er  livird, 

wean  maa  den  Punct     so  aahe  an  den  0  rücken  lisst,  dass  sich  die  Entfciaaof  djeaar  kei^ 
dea  PUcte  voa  eiasader  darth  keine  endliche  Zahl  mdir  bezeichnen  lAsaL 

jEbwtgt  man  ferner,  daSs  bei  so  grosser  Annäherung  des  Punctes  0'  an  den  0,  wie  sie 
die  Grossen  Tf,  nnd  E,  hnmcr  voraussetzen,  den  Gleichungen  (61.  g.}  geniin  JRsslQ  Ul, 
«ad  mm  daker  die  OMdmag  (73.  a.^  audi  m  sducOwn  Jnaa: 

O'S 

aad  diw,  wo  awn  aaeh  den  Punct  (y  aaf  der  Curve  nehmen  mag,        immer  der  Sinns  des 

spitzen  Winkels  ist,  den  die  durch  0  und  0'  gelegte  Gerade  mit  der  Tangente  an  0  bildet, 
«d^i  weari  omb  Wer  «fader  die  Benfdianngen-  der  flh  tS7.  ftefteliilt,  dan  digenieiir 

iit,  so  kann  man  dieser  Gleiduing  in  dem  Falle,  wo  der  Pnnct  0^  den  0  unbesUwabw  aslM 
lilckt,  und  deswegen  iS  und  R  in      und  B«  übergehen,  die  andere  Gestalt  gebea: 

.  '  ./ ®« «  (•»•••> 
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wenn  man  analu^  <len  so  nalicn  Puncten  0  und  0'  entsprechenden  Winkel  Q  durch  Im» 
sdehaeL   Die  Gleichung  (73.  c')  hitsl  sich  aber  niiUclst  der  (J3.  b.}  auch  so  schrtibeB: 

Wir  werden  in  der  Fol^^o  den  spitzen  Winkel  G,,  den  die  Tanconte  an  0  mit  einer  Geraden 
einschliesst,  die  durch  0  und  noch  einen  sweilen  Punct  0'  der  Curvc  g^ht,  welcher  so  nahe 
an  dem  0  liegt,  dass  sich  die  Entfemnng  beider  von  einander  durch  kein  endliches  Maas  mehr 
ngdMO  lini,  4m  Krttnnuagswinkel  der  Curve  an  der  Stelle  0  neoRflO.  D«r 
MBHIgswinkrl  brsilzl  nstch  Aussapi'  der  Gleirhunpf  (73.  d.)  folgende  Eicf'n<<'h«npn : 
•3  Da  R«  die  Entfernung  der  beiden  I'uncte  0  und  0'  von  einander  l>ezeiciuiel,  also  stets 
ehe  unbeslimnibar  Ueine  Grifte  Mefltt,  •»  ist  n  jeder  Stelle  0  dar  Ouve,  bei  mktar 

Q  einen  cndlirhrn  Werlli  h:il,  sin  eine  unbestinimtiar  kleine  GrdfMf  weihllb  BU  Ü 
der  Gleichung  {73.  d.j  auch  blos  0,  für  sind,  setzen  kann; 

b}  der  Werth  von  sinO«  ist  bei  jeder  bestinnlen  CanrensteOe  0  der  GrOtse  R«,  d.  h.  der 
nnbesttninbar  kleinen  Entfernung  des  Ihincles  0'  von  dem  0  proportiond»  «es  nichts  an- 
ders sagt,  als  dass  die  Neigungen  der  von  0  nach  verschiedenen  diesem  so  nahe  liegen- 
den Puncten  0'  gezogenen  Geraden  gegen  die  Tangente  den  Abständen  dieser  Puncto 
von  dem  0  proportional  sind; 

c)  das  Verhaltniss  zwischen  jedem  solchen  Abslande  iin<I  dein  dazu  gehörigen  Krllnnnnig*> 
Winkel  liefert  stets  den  zu  0  gehörigen  Krümmungshalbmesser. 

Koch  weg  Her  die  BemeriMny  stehen,  dies  iwer  in  Mr.  HOC  vnwigeseirt  wetd^  irt,  dass 

der  KrUmuiungskreis  in  der  Ebene  der  Cun  c  liejrc,  was  vieDekllt  bedenklieh  scheinen  könnte ; 
indessen  Ubeneogt  man  sich  sehr  leicht,  dass  ein  Kreis,  dessen  Ebene  nkkt  in  der  der  Curve 
Hegt,  die  von  dem  KrSmnnnigBitreise  verlangten  Eigeniehanen  nicht  bcsilien  kSnne,  wen  mm 
bedenkt,  dass  die  Ueimlen  Abstünde  der  zunächst  an  0  gelegenen  Curvenpuncte  vw  efawr 
durch  0  gdegtefl  und  die  Ebene  der  Curve  unter  einem  Winkel  von  noch  so  kleiner  angeb- 
barer Grosse  sehneidenden  Ebene  in  glinitigslen  Falle  doch  nie  Grdssen  von  einer  höhem  als 
der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  z,  und  n»  werden,  welches  dam  um  so  mehr  noch  von 
den  kleinsten  Abständen  derselben  Curvenpuncte  von  einer  in  dieser  letztem  Ebene  liegenden 
Kreislinie  gilt,  während  aus  den  in  >'r.  13U.  gepUugenen  Untersuchungen  sogleich  hervorgeht, 
dasi  die  kleinslen  Abellnde  sokdier  Curvenpuncte  von  dem  dort  beetfanaten  KrilnnnungihreiM 

nur  Griissen  der  dritten  Onlnima;  in  neziit:  iiiif  \,  und  u, ,  also  unvcrpleielilich  kleiner  als  jeM 
sind,  wodurch  eben  dieser  letztere  Kreis  zum  KrUinmungskreis  gestempelt  wird,  in  dem  Am* 
dmclM 

X.  tt. + x;  n; + u,  r, -)- Ii — Cx*  Ol + 

nümlich,  welcher  auf  der  linken  Seite  der  Gleichunif  (66.  r  )  vorkommt  und  von  welchem  die 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  (,69.3  blose  Umformungen  sind,  bleiben,  nachdem  die  Be- 
dtagmgen  (70.  a)  erfUDt  sind.  Mos  GrOssen  der  dritten  Ordnung  in  Beny  anf  x,  und  n*  nt- 
rUck,  und  dann  gielit  die  unmittelbar  vor  (('»6  r.')  sli  Ii. mle  nieirhunir  f^g',  welches  der 
Abstand  eines  solchen  Curvenponctcs  vom  krümmungskrvise  wird,  aach  aar  eine  Griivse  det 
driHen  Ordnnng  in  Beeng  auf  x.  und  u,  an  die  Hand. 

133)  in  eine  ebene  Cam  dvob  die  coadiinirten  Gldeha^  C^)  nriMhea  iea  foUe- 
'  fcB  lad  eenkrachlea  GaofdfaMiea  Amt  Ptacle  an  dqp  Azen  AX  aad  AT  des  ebenen SyMea» 


f.  IS.  Mr.  ist. 
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gcf cbeo,  mi  steUt  man  aicb  iifead  eiaea  ikftr  Pimcte  D  (Fig.  ^1  «.)  oder  (Fig.  2.  b.)  als 
die  eine  unTeründeriiche  Grenze  dieser  Corve  vor,  so  ^vird  die  Lüntre  di's  zwisohcn  D  »ind  oi- 
mem  befiebigea  andern  Funde  0'  der  Ciu>'e  befindlichen  Curvcntttucks,  wenn  uiiui  sich  doa  zwei- 
IM  Pnact  y  »rIaiwrHeK  deidtt,  aich  Migtdi  nit  ^  Uffe  ^M  PnnctM  0*  aMnlen,  iIm 

eine  Funrlion  v<in  dieser  L.ifrp,  d.  h.  von  den  die  La^je  des  Fundes  0'  bestimmenden  Cdordi- 
Oftten  sein,  wobei  es  gaxu  gleichgültig  ist,  ob  diese  die  schiefen  x,  x  oder  die  senkrecht^ 
vT  rind,  dt  neli  die  tiam  ia  die  awieni  aMalil  dar  Gleielniagea  (M. «.)  flbeiflUaw  haea. 
Weil  aber  durrh  die  Gleichungen  der  Curve  die  beiden  Coordinalen  einer  jeden  Art  von  ein- 
ander abhängig  gemachl  werden,  and  inan  sieb  deswegen  die  eine  als  FuocUon  der  andern  xa  . 
denken  liat,  so  folgt,  dan  man  sieb  die  Linge  eines  solchen  Carvenstttcfcs  iauner  als  Fanettoa 
TOtt  einer  einzigen  der  vier  zum  beweglichen  Pancte  O"  gchOrigea  CoOfdiMtal  z,  1^  ud  <^ 
vonldlea  Itaoa,  die  dann  dia  iinabhingig  VeribiderUGlie  wird. 

Wir  weidaa  dwdi     die  Unge  daa  swiachaa  O  and  0'  liegendan  IMb  dar  Owe  be« 

zeichnen,  wenn  x  zur  UnabhSngigen  genommen  wird,  und  durrh  8^ ,  wenn  man  sich  u  als  nn- 

abhiinf^ipr  Veründorlicbe  denkt;  bei  dem  ersten  Zeichen  hat  man  die  Functe  0'  d^r  Curve  wie 
in  Fig.  2.  a.  vorgesleHl  worden  ist, 'als  doreli  die  Stücke  AP  gegeben  anzusehen,  yrdAe  von 
der  Axc  A  X  durch  Gerade,  die  mit  der  Axe  panlM  dBldl  die  PiMUte  0'  hindurch  geheni 
ab?esrhnillen  werden;  das  zweilc  Zeichen  hingegen  setzt  voraus,  dass  man  die  Puncle  0'  der 
Curve,  wie  in  Fig.  2.  b.  vorgestellt  worden  ist,  aoITasse  als  bestimmt  durch  die  Stücke  AP', 
wekhe  von  der  Axe  AX  darck  Gende  abgeadnttlea  werden,  die  von  den  Fanden  0*  anä 
senkrecht  auf  die  Axe  A  \  gerillt  ^verden.  In  jedem  dieser  zwei  Falle  fieben  wir  neben  dem 
einen  Funct  0'  noch  einen  beliebigen  zweiten  0  aus  der  Cune  heraus,  den  wir  uns  zwischen 
O  und  0*  Hegend  vorateilen,  and  legen  dinwk  dfeten  Fand  O  zwei  neoe  Axen  OX  md  OX*, 
welche  den  ursprünglichen  AX  und  AX'  parallel  und  gleichläufig  sind,  dnnn  ist  in  derselben 
Weiae,  wie  schon  ia  Ht.  123.  geseigt  worden  ist,  wenn  wir  wie  doirt  die  schiefen  und  senkrecb« 
tan  Caoffdkndan  dei  Panelea  0  aA  das  Agm  AX.  «ad  AX*  imk  |,     and  die  dai 

Fonctes  0'  an  den  Axen  AX  und  AX"  duah  X,  -J^  ni  n»  aC,  •>  da«  Amh  OX  «id  OX' 
aber  darch  x»,     und  o,,  a^  beiekhaea: 

x=|+x,,  x'=s:r+"S  »=«+■•, 

und  darum  IMI  Htan  der  im  VWrigen  Paragraphen  aufgeHenol  OMdhan  (S.  a.)  zur  Folge,  was 

fttr  Functionen  von  x  oder  n  auch  8^  oder      sein  mögen,  wenn  sie       aariaohea  dan  iwai 

Stellen  x  und  |  oder  u  and  ^  steU  endlich  und  stetig  bleiben,  sowohl  • 

ala  mdi  >  " 

nd  aa  aleHl  in  dieaan  Raihan  ^  oder  die  Uag«,  daa  Oarva^aMakf  twiaelMtt  £>  ud  0*, 
10  wl«  8f  «der  ^  die  Lli^  daa  fwMmi  O  and  0  baiMVchen^vor,.  ao  da»  alao  ^ 
•dar  die         dw  dan^i  .O  nnd.O^  fea^mOan  SiBdH  meigl. 

L  '  SS 
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ppnkl  man  sich  nun  in  joder  der  beiden  Vorstclinngsiveisen ,  welche  durch  Fiß"-  2.  a.  und 
Fig.  2.  ii.  versinnlicbt  werden,  die  zu  0  gohörigo  Tangeote  OT  gesogcQ  und  die  der  jedes- 
ml^ineB  Figur  angehorige  Oende  FO*  veittngert,  bis  sie  die  T«Mg«nte  fei  0,  MhMMst,  wd 
bezeichne  man  durcli  x, ,  x^  and  u, ,  u|  die  dem  Puncle  0,  in  Fig.  2.  a.  entsprechenden  schifr> 
fen  und  senlirechten  Coordinaten  an  den  Axcn  OX  und  OX',  so  wie  durch  x, ,  x^  und  d,  ,  u^ 
die  dem  glcichl>eeeichneten,  aber  in  Fig.  2.  b.  auftretenden  Puncle  O,  entspredieaden,  so  ist, 
weil  die  Puncte  0'  und  0,  in  Fig.  2.  a.  einerlei  schiefe,  und  diewiben  FMacle  O'  Md  Oi  fei 
F%.  8.  b.  einerlei  senkrechte  Coordioalen  en  der  Axe  AX  liefemt 

(t4*  h.)  x,  =  x,   und  ii,=u,. 

Alan  hat  also  im  Falle  der  Fig.  2.  a.  das  ziuii  Pencte  0|  gehörigrc  x,  uls  durch  das  zum  Puacte 
0'  ffcliürigc  x, ,  und  im  Falle  der  Fig.  2.  b.  das  imn  Pnnelc  0,  gehörige  u,  tls  dardi  das 

zum  Puncto  0'  g(>höri|<e  ii,  gegeben  anzusehen.   Um  nun  die  ttbrigOD  Cooidinalcn  der  POMle 

•  O, ,  W(>!rlii'  den  licidcrliM  Figuren  entsprechen,  zu  finden,  erwiige  iimn.  (inss  die  Gleichungen 

•  der  Tangente,  welche  der  einen  und  aiuiern  Figur  entsprcclicn,  in  Gcuiiii>alteit  der  Gleichungen 

C51.}  sfaid: 

x;=%ifx,  and  u^=%q'a«, 

iresbaBi  man  bat: 

xj=^|'x,   und   nj=^»;'n,,  < 

da  die  Coordinnten  x,  und  \'  dem  Puncle  0,  in  Fig.  2.  a.  die  u,  und  u',  dem  Puncle  0,  in 
Fig.  2.  b.  angcluircn,  und  diese  Puncte  in  den  beiderlei  Figuren  doch  inmicr  in  der  zu  0  ge- 
kSügen  Tangente  der  Onrre  liegen.  Die  letzten'  cwel  Gtelcbangen  nehmen  ^t  Znziehnngr  derer 
^4  h.")  die  folgende  Form  an : 

x[  =  i  ^x,   und   11^=^  f/u, . 

Milleist  der  nnf  die  neuen  Axen  O.Y  und  0  X'  angewandten  Gleielmngen  ( .>i.  a,~)  lassen  sich 
nun  aus  den  schielen  Coordinaten  x,  und  x,'  des  Puncles  0,,  im  Falle  er  der  Fig.  2.  a.  ange- 
Urt,  dessen  seofenchto  o,  nnd  n;  Inden,  «ni  eben  io  nos  den  geakrecUen  CoevdhMiM'««  and 
u',  des  Puncles  0, .  im  Falle  er  der  Flf.  2»  b.  sngehBr^  dessen  schiefe  x.  nnd  x^;  die  genann- 
ten Gleichungen  geben  nämlich: 

u,  =  .X.  C 1  +  <:  ^  cos  W)    und    u;  =  X,  (cos  W  + 1 

oder 

X,  sin'  W  =  u,  ( 1  —  b  »/cos  W)    und    \[  sin'  W  —  u,  (jd  i]  —  cos  , 

and  diese  Gleichungen  werden  mit  Zuziehung  der  auf  den  t^mct  0  der  Cur>'e  angewandten 
Gleichungen  (54.  b.): 

C«4>nk)  ^^Jt9n  t  u!=x^ji|'  oder  Xt=a.9| ,  ;^=a,^|'. 

Ans  den  so  gefnndenen  Goovdinalen  des  Ponctes  0,  in  den  bdderid  Flgoren  und  denen  des 

Puiuies  0  ergeben  sich  jetzt  milleisl  der  im  ersten  Ahsclinille  an  erster  Stelle  stehenden  Glei- 
chung (iüb.  b.^  die  Abstände  der  Puncle  0  und  0|  von  einander;  es  ist  nämlich  bei  der  in 
Fig.  3.  a.  versbndidilen  Vrasldhnigswiiset 

oof=xin.+x;«;=*:(afl+«rw 

oder  bei  der  in  Flg.'2.  k  versinnlldUen  VorsleUnngsweise: 

00f=«,B.+x;a;:Ä»!C»8+V»n» 

i 
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und  im  andern  Falle:  V,». »».;.«»..,.»..  (94.  d.) 

wA  et  bdmi  in,  dietoi  beiden  Jlnsdrlkken  x,mi%  vdbHunen  dieidbe  Bedentnif  .wie  if 
den' ReOien  (74.  t.>  ' 


Usst  man  jetzt  in  Gcdnnkcn  den  Pand  0'  dem  0  stets  oHher  riirkrn,  bis  die 
boidor  von  «'innndcr  iinlipstimmbiir  kloin  ppwordcn  ist,  so  nnlersclii'idel  sich  die  LKngo  des 
CurvcDstücks  0  0',  welches  in  den  lileichungen  (Ii.       durch     — 8^  oder  8^  —  8^  gegeben  '        .  • 
ist,  von  der  Länge  00.  des  Tangentenstficks,  —  weldies  durch  die  Gerade  P'O'  in  der  einen 
and  andern  Figur  abgegrenzt  wird,  und  in  der  ersten  oder  zweftm  Gleichung  (74  d}  enthal- 
ten ist,  je  nachdem  0  0'  durch  8^  —      ndrr  dnnh      —      ausaresprochen  wird,  —  um  keine 

Grüsse,  die  mit  diesen  iiäpgen  selbst  vcrglcicbbar  ^if«,  wie  uoDiittelbar  .aus  jNr.  ^28.  hervor- 
geht;  daher. iat  dem  oben      12.)  aufgesiellleni  Srise  C^.  n.  vnd  >.)  gemiis: 

nnd  da  in  diesen  Gleichungen  0  wie  (Y  jeden  Punct  der  Curvo  vorstellen  kann,  so  ist  es  cr- 
laubl,  in  Ihnen  Ae  Vndistabai  x  mä  u  «n  die  SleHe  derer  |  md  9  n  setzen,  yr&m  man  nnf 
vnier  x,  x'  und  u,  u'  die  Coordinaten  eines  beliebigen  über  dedi  besihnmlen  Pnnetes  der 
Gorre  venteht,  so  daas  man  in  diesem  Sinne  auch  schreiben  kann: 

%^r=can+«i'avO^  .«der  9^=Clz+9a'930^  .  C«»*  M 

'  ■  '  "1 

Aus  den  Gleichungen  (75.  b.},  welche  die  Ableitung  der  vcritingten  Ciinenlänge  an  die  Band 
geben,  lässt  sich  rUckwiirts  durch  Intepralion  diese  Lange  selber  als  Function  von  x  oder  u 
auOinden.  Durch  diese  Integration  werden  beliebige  Conslanlen  in  die  Längen  eingeführt,  welche 
der  angenonmenen  festen  Grenne  O  gemlsf  l>estimuit  werden  mOsBen  in  der  Weise,  dass 
S^=0  oder  8„=0  werden  ninss,  so  wie  ftlr  x''eder  n  sem  der  festen  Gronia  JO  lokonanen- 

der  Werth  in  8,  oder     eingesetzt  wird. 

•  ■    '  ■  »  ■ 

Sicht  mm  nicht  mehr  .\  o<lcr  u,  sondern  irgend  eine  ausserhalb  der  Coordinaten  liegende 
Grösse  als  unuldiaii^'ic  Vciitiiderlirhc  an,  SO  werden  in  Beziif;  auf  diese  die  Gleicbiiiifi;en  (7.).  ii.)      *  " 
und  (75.  b.}  andere,  die  man  aus  diesen  crhiilt,  weim  iiiuu  an  die  Steile  der  Ableitungen 
^n,  dtn',      nach  jc  oder  an  die  Sldle  der  JUiribwgeo- dx,  iitf  Ttn'  nadi  n  die  dnreb  d« 

Gleichungen  (55.  a.)  gegebenen  Ausdrücke  in  Ableitungen  nach  der  neu  cinpfcrührten  Unab- 
bängiiren  setzt,  zujfleiili  über  auch  denselben  in  (§.  12.  \r.  118.)  entwickelten  aügcnirincn  Prin- 

(18  dl' 

cipien  gemäss  £  8   durch  -r-  und  ^8   durch  -r-  vertreten  ISsst,  wo!)ei  es  auch  crimibt  ist,  die 

Grundzeichen  x  und  u  mit  |  und  ig  2U  vertauschen.  Dadurch  gehl  jede  der  beiden  Gleichungen 
(75.  a.},  so  wie  jede  dw  beiden  Qtjk  b.p  in  eine  ebaige  Über,  wfdc^  die  nadmlehenla  G«~ 

dS=:C'£^«-)>4l'dO^  «te  d8=i(dxda+dx'du')^>  ,  C«^  c) 

32» 
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Man  kann  rlie  Ableitung  von  8  iinmor  auch  unmitlolbar  durch  din  combinirtcn  Glcidrangen 
^=0  und  ^u  —  ^  ausdrücken.  Da  nümlicb  Öx'='öx.'Sx  und  du'=%u' ist,  so  Itsseo 
tieh  H»  GMcIningeo  (75.  b.)  mioii  so  wtoeflwa: 


^8,  =  [5u(l +^x'?;u>ji    und    (;S„  =  [ix(l  +  (;.\"cu')]i. 
Erwägt  man  nun,  dass  den  im  zwölften  ParagraphcR  mllgelhcilten  Gleichungen  (5.  tu)  cur  Folge 

dx's—  ^  mi  iit»  »9  ttbenengt  nun  Hch,  daw 

fcielit  werden  kana;  nimmt  man  aber  an,  dm  ^  aiu     dadarch  hcnorgegangen  M,  daw 

man  in  lelzlcrm  Ausdruck  filr  x  «mi  x'  ihre  Wcrthc  in  u  und  u'  nuspi^tlriickt  cinfjcsctzt  hat, 
WO  dimn  «ach  umgekehrt  aus  if/^  dadurch  henorgeht,  dass  in  letzter  Functioa  Air  u  und 
n'  ihre  Weifh»  In  z  nd  mcgedrOcItt  eingeaelil  trardm,  ki  wdohen  FiBe  nir  die  baMoi 
Gieidningen  nKehfl«  eonbinirte  nennen  «oüen,  ao  iat: 

9^=3l(^^a+D^^a'  «nd  v^sVf^ax+of^Jr 

oder,  weil  Ju  =  cobW,  au'=l  und  «x=—  Ist: 
'  fin*W  mefW 

•I       I«  *t  •«  *■  •> 


Dividiil  MMHi  nnn  dto  Tordere  der  zwei  letiten  Gleicbnngen  nit       ,  die  Untere  mit       ,  tkt 

nnd  vorhid  uigegebenen  Werthe  — du'  und  — \>x'  setzend,  so  konunt: 

^=1  — «u'cosW   und  ^sin'W  =  l-f-bx'co8W, 
deidiniven  geiwa  nU  Zoiiehuv  denr  (54  h.")  Iber  in: 


C«»-*>  [isE«=:ixim'W  und  ^aie'W=3n. 


nm  für  i  9u  mi  8x  Ihre  Werthe  ane  da«  GMchongen  (7^  &  nnd  C) 

In  die  (TS.  d.)  ein,  M  eiMIt  man  nach  einer  ganz  leichten  Umrormnnf : 

€»•   l  «id 


•inW»^ 

«nd  da  dm  vofVn  GeMglHi  anr  Folge  dts^f^dzsttadn  iat,  eo  lud  nnn  aodi: 


f.  la.  Kf.'  Itt.  .    Ikcae  CoHt.  <  SU 

«nW    '•  «1       «r        t  «1  it      I«  «1      »i  1 

?  f^,  sin  ^^'  v  ifi^ 

Die  doppelle  Gleiduing  (75.  h.}  gielit  an  die  Hand,  dts$ 

sei,  wovon  man  sich  auch  dirt-cte  rt-bcrzeugiinj  verschaffen  kann,  wenn  man  mittelst  der  ersten 
der  Gleiciiiuigen  (55.  a.}  eine  der  Ableüungea  d x  und  da  durch  die  andere  ausdruckt,  und  zu- 
gleich jße  Abhängigkeit  beadilet«  wetcb^  zwischen  den  Pondioiieii  ^  vmi  ^  unter  der  Toir- 
aonelzilllg  slallfindct,  dass  die  GIcicbungen  r/^i  =  0  und  V'u  =  ^  nächste  combinirle  sind,  welche 
Abhingigkell  durch  die  Gleichanigen  (73.  f.}  oder  die  diesen  nächst  voranstehendeo  «usgeqpro- 
ehen  wird. 

133)  Um  den  fücheninhalt  Ton  efaiein  Stücke  der  Coordinatcnebene,  worin  die  ebene  Carve 
liej^,  zu  finden  unter  der  VorHnssetznnü,  dass  jenes  Stück  rinfi^suin  bco-renzt  ist  und  diese  Curve 
entweder  die  ganze  oder  doch  einvn  Tbeil  der  Begrenzung  ausmacht,  bat  man  ein  Verfahren 
«bundudlen,  dtf  ifeh  en  nehram  Stellen  von  den  in-der  vorigen  VnndMr  cor  LingenbeslinR 
mung  gegebenen  unti  rsi  heidct  und  in  Folgondcm  besteht.  Denken  wir  uns  zuvilrderst  ein 
SU)ck  der  Coordinatonebene  0'  D'  0'  (fig.  3.>  a.^»  wekbes  einerseiU  durch  die  mit  den  Axen 
AX  nnd  AX*  porallelen  Oenden  C^Cf»  rnid  O'C  nnd  andererseita  dordi  dai  nrischen  nnd 
ty  liegende  Curvenstttck  beg^renzt  ist,  und  wobei  0'  irgend  einen,  vOlligf  willkUhrlichcn  Punct 
der  Coordinatenebene  vorstellt,  so  indcrt  sich  die  Grösse  des  so  begrenzten  FliichenFauns  of- 
fenbar nur  mit  der  Lage  des  Pnnctes  0'  ab,  ist  also  eine  Function  von  dieser  Lage  oder  von 
den  sie  bestimmenden  Coordinalen  des  Puncles  0',  als  wclciie  niun  sowold  dessen  schiefe,  die 
wir  durch  x  und  x'  vorslelleu  wollen,  wie  auch  dessen  .senkrechte,  die  diin  li  u  und  u'  bezeich-  ' 
net  werden  sollen,  iiu  Auge  fassen  kann.  Weil  aber  der  Punct  ü'  uu  AUgenieinen  nicht  in 
der  Corvo  lieft  wtd  Mm  twiMhen  aeinon  GoovdiMlen  in  der  ketao  der  GIddMngen 
(48.),  wodurch  diO  FWKle  der  Curve  (lar^estellt  werden,  stattfindet,  vielmehr  jede  von  ihnen 
ganz  nach  Belieben  feWMUaen  werden  kann,  und  eben  deshalb  jede  als  gtnzlich  anabhängig 
von  der  andern  angeedion  werden  num,  lo  bat  man  sich  die  Grtsse  dee  n  mchenden  Fli- 
cbeninhalls  als  Function  der  beiden  Unabhängigen  x  und  x'  oder  der  beiden  u  und  u'  vorzu- 
steOen.  Diese  noch  wMtannle  Function  von  zwei  Yeranderiicben  werden  wir,  der  in  $• 
getroffenen  Udkerebikanft  gemäss,  durch  ^  oder  bezeichnen,  je  nadideni  x  nnd  oder  II 
nnd  nT  die  in  ihr  aufirelenden  nnabli9ngig  VcrUnderlichcn  sind. 

Nehmen  wir  im  Inr\ern  des  zu  hivstimmenden  Flilehenraams,  dessen  Gritsse  durch  5i  vor- 
gestellt wird,  irgendwo  noch  einen  zweiten  Punct  ü  an,  dessen  schiefe  Coordinaten  wir  durch 
i  nnd  1^  anteifen  werden;  legon  wir  aadeni  dareh  den  Pnnet  0  nrei  neue  Axen  OX  nnd 
O.V,  welche  den  ursprünglichen  \  X  und  A  \'  parallel  und  gteichlluGg  sind,  und  bezeichnen 
.wir  die  schiefen  CoordtaatBfl>  wekhe  der  erste  Punct  0'  an  diesen  neuen  Axen  liefert,  durch 
z»  md  x;,  M  Iii'  in.  CwalwiMili  der  Belradhligai,  weiclie  in  «nian  Abachniile  in  den  Ghn» 
Autm  (7.)  fenM  Mw: . 

j{=={+x,  und  x'=S'-fx;.  («•.«.) 
IMeao  aenen  Axen  OX  nnd  OJC  werden. nBUdfenftlli  veriängert,  <e  Oirvo  in  swel 
D,  Md  O,  M  wte  dio  Genide«  (KC;;  nnd  (TC^Ü  twd  »dem  S  Md 
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stellen  dann  die  Räume  OD„DO,  S  D'.  D  S ,  SD.  DS'  dorn  O'O'.D'O'  «hnllche  Flüchenin- 
halle  vor  mit  dem  LInlerscbicde,  dass  dem  Puncte  0'  in  jedem  eine  andere  Stelle  angewiesen 
worden  ist  WXhrend  die  Coordimlen  des  Puncte«  <y  dareli  x  und  dufeilellt  werden,  wer- 
den die  des  Puiu  les  0  durch  $  und  die  des  Punclcs  S  durch  |  und  x',  die  des  Punctes  S* 
diinh  X  iiMil  1*  voriiisielli,  und  so  wie  der  Flächenraum  O'D^CO'  allgemein  durch  o^^'t 
weil  es  liier  gut  ist,  die  beiden  Uittbliiingigen  einxeln  herrottreten  xu  Immb,  imk  8^  vor» 

gestellt  wird,  wdclie  Werihe  mn  auch  librig«iis  den  Grönea  x  und  f  beflegm  mmg^  wmu 
der  00,00  dnrch  $^^,'der  SO(OS  durch  9^^,  der  S'O.O'S'  durch  9,^  vor^geslett 

werden.  Fnsst  man  daher  den  Pnnrl  0  wie  einen  bestinimlen,  wHhrcnd  der  ganzen  Untersu- 
chung sich  gleich  bleibenden  auf,  so  dass  |  und  |'  von  vorn  herein  zwar  beliebige  Werthe 
erhallen  können,  aber  widuend  der  gansen  femein  Uatersadbang  wie  con^anle  Grossen  betrachtet 
werden  nllssen,  M  wird  dadurch  9^  ra  efawr  Function  der  einen  Veränderlichen  .\'  und 
SU  einer  Function  der  einen  Veränderlichen  x,  weswegen  man  der  in  $.12.  mitgclhcillen  Glei- 
chtug       a.)  gemäss  unter  Beriicksiclitigung  je  einer  der  Gleichungen  ^76.  a.}  hat:  , 


und 

während  in»n  in  Geniiissheit  der  duselbst  Air  Functionen  zweier  Veränderlichen,  uüigethoilten 
Gleichung  (3.  b  )  unter  Beriiclo>iclitigung  der  beiden  Gleichungen  (76.  a.)  hat: 

?f -     = L"'' 8<  t  VJ' 8<    +  ['^' g<    +  8, 
zieht  man  aber  von  der  Gletchung  (78. 6.")  die  beiden  (T8b  b.)  wri  (79.  ic)     so  eiMIt  nun: 

Man  ist  aber,  wie  die  Mose  ßescliauung  der  Fig.  3.  zeigt: 

«     g  ^-g.  .  +       o'£>;o'o'— s'o.o  s'— sc;os+oc,Do=o's()s  0', 

Xf»  si* 

und  dit  OS  OSO'  ein  ri<riilli-1ognunm  bildet,  in  welchem  die  beiden  Seiten  O'S  und.  SO  die 
>\  erthc  x  —  i  uud  x  —  ^'  oder  x,  und  x^,  haben  und  den  Axenwinkd  W  'idnaddieiien,  denen 
Inhatt  flonadi  x,x;ainW  ist,  so  verwaoddt  sich  die  letate  Gleidinnc  in: 

Cw.«.)  .T.x;sinW='\äg^.x.x;+[Vs^i|'x:  +  ?>*8[^x.J^*]...., 

welche  Gültigkeit  behält,  wo  auch  der  Punct  0'  liegen  nag,  d.  h.  welche  Werthe  man  auch 
den  GrSssen  x.  und  x*.  beilegen  mag,  unter  der  Bedingung  jedeMh  daas  die  dnrch' ^  gslogtaa, 

mit  den  Axen  .\  .V  und  AX'  parallelen  Geraden  0' O'.  und  0' C  die  Cur>e  in  zwei 
O*  und  O'  treffen;  daher  zerfallt  die  eine  Gleichung  (77.  a.)  in  nachstehende  viele: 


Cts«  «•) 


Ii.  Mr.  isa. 


Kbeae  Cunre,  ' 


Ui 


und  (In  die  nach  der  ersten  folgenden  Gleichungen  (77.  b.}  sohoo  in  fioMT  ailhdMHi  iM)  SO 
liehen  we  sich  siiouitlicli  «uf  die  ente  »uunincn,  ntünlich: 

und  diese  Gleichung  allein,  welche  man  mich  mittelst  des  in  §.  12.  iiiil£jelheilten  Satzrs  auf  eiiw 

ähnliche  Weise,  «rie  die  (75,  tu)  gefuiMlen  wordea  find,  eriuiien  kann,  ist  zur  AuIBndung  des 

gesudilm  FttAenlahdti  Unretebend,  wie  ins  feigfender  BetmAtmig-  lerrorgehL  D*  Biinlidi 
•I  '    '  II 

du  betenlet,  wii  aw        wird»  wem  man  ,^  und  ^  in  die  Stelle  von  x  and  wizt, 

1 1 

und  aus  durch  ein  doppeltes  Ableiten  nach  x  und  x'  erhalten  wird,  so  sieht  man  ein, 
dais  man      unter  der  .YomuseUui^g  eines  sicis  bow^ichen  Pnnctes  0',  d.  h.  unter  der  Ali- 

MhoM  Meli  ikfc  Indendee  Wertbe  wn  x  mi     n  ftnlaR  iMi  Aber  wlit  «nler  dieier  Vor- 

Bussrlzung  ist  noch  in  Bezug  auf  diesen  beweglich  gcdariiten  Pund  €tt  wjo  dio  CMcboBf 
(76.  a.)  io  Bezug  auf  den  uobewegiich  gedachte«  Fiact  0  aiuwgt: 

■  .  -1  ' 

denn  obgleich  diese  Eigenschaft  durch  die  Gleichung  (78.  a.)  blos  für  den  wülireod  der  Unter- 
rachung  onvcründorlidi  gedachten  Punct  Q  erwieiea  worden  ist,  der  Punct  0  aber  jeder  in- 
nerhalb  des  Raumes  0'  C  0'  h'egcnde  sein  kann  und  dieser  Ranm  durch  nichts  bedingt 
wird,  als  dii.ss  die  Curvc  \on  der  mit  den  Axca  AX  und  AX'  pandlelen  Gerade«  O'lDi  lUld 
O'O'  in  zwei  Puiictcn  C»  und  O'  pcsclmitten  wird,  so  gilt  die  in  ("k  h")  misiri-sprorhcne 
Eigenschaft  für  alle  Puncto  im  Innern  eines  so  begrenzten  Raumes  und  liürt  nur  dann  auf 
wahr  n  sein,  wem  der  Puaet  0  «in  lokber  iit,  4er  die  «o-  eben  angeseigfa  Bi^iwiniif 
nicht  mehr  znlässU  Es  ist  deumacli  dii'  in  (78.  b.")  aufgestellte  Gleidiiing  für  alle  Punclc 
gültig,  dio  möglicherweise  in  einem  ßauuio  liegen  Itünnan,  der  durch  die  Curve  und  zwei 
mit  den  Axm  AX  and  AX  pindleie  CSende  vdlUg  begremt  Ist,  nmi  omgekehit  bil  nun  von 
dem  Vorhindenieii  dleoer  Bidingang.  die  ZiftniflMi  ^  GleiAung  (?&  b.)  ibhingig  n 
machen. 

Aus  der  Gleichung  (in.  b.)  nun  hisst  sich  3x  milleUt  einer  doppelten  Integralion,  das 
dne  litf  nMk     ond  du  mdere  Mal  nA  x,  finden. 

Die  vorstehenden  Botnditangen  tadeia  aidi  aiehl,  üid  mm  wird  dordi  sie  bnnwr  wieder 

zn  den  pli  iv  lii'ti ,  in  (78.  n.)  uml  (78.  b.^  ausgesprochenen  Rcsuitalcii  liiiipcnilirt,  wenn  die 
durch  den  Punct  0'  gehenden,  den  zu  snchenden  Flichuniniult  begrenzenden  Geraden  neaen, 
jedoch  nnverlnderGdi  begrenzenden  Geraden  wie'OS^nd  O'S'  (Fig.  3.  a.)  begegnen,  die  nril 
eiiu  r  <icr  Coordinatenaxen  parallel  laufen ,  oder  sonst  irgend  welche,  in  derselben  Ebene  lio» 
gende  feste  Grenzen  bilden,  die  in  Verbindung  mit  der  einen,  bisher  vor  Augen  gehabten  ebe- 
nen Curve  den  verlangten  Flücheninhalt  einschliessen.  Solche  Abänderungen  üben  auf  die  Glci- 
dtiagen  (78.  a.  and  b.}  keinerlei  Einflnss  aus,  so  lange  der  Punct  0  innerhalb  des  von  dem 
Puncto  0*  abhVngig  gemaclilcn  Fliichcnnuims  liegen  Mciht  und  zu  dem  Parallelogramm  OS' O'S 
Anbss  giebl,  welches  letzlcro,  stets  gcschelwn  wird,  wenn  uian  sich  ilin  möglichst  nahe  bei  dem 
0^  Gegnnd  4eikt;  lie  awehen  Uoa,  dm  dte  #lhi«nd  dw  Imegifreoi  einirelendea  Grenbeitin- 
mngcn  in  indncr  WiiW'  gMchthn  MBMiL  •  • 


.  ij,  ,^  .d  by  Google 


»56 


Analytische  Geonetrie. 


Atacb.  lU. 


i34])  Wir  habrn  in  der  Torijen  Xummer  den  FliichoninhaU  fines  darch  Cunen  und  durch 
Gerade,  die  mit  den  Grundaxen  parallel  lauren,  begreiuteo  Siadu  der  Coordinatenebeae  ala 
eine  PinetkNi  der  schiefen  Coordimten  x  und  f  von  den  Pnneto,  vwi  weldieia  Ae  nrit  de« 

Axcn  parallelen  Bo}Tri>nziinrri  n  niishiuri  n,  711  findnn  pclehrt;  werden  aber  die  \oii  dem  beweg- 
lichen Punctc  Buslaurcnden  Begrenzungen  nicht  mehr  den  Grundaxen  parallel,  sondern  senkrecfal 
gegen  diese  gestellt  gedacht,  so  lanen  wUh  diese  abgeänderien  GreaibeiUnunungen  nur  mitteilt 
der  senkrei-lilen  Coordinaicn  u  und  u'  des  beweglirhen  Pundei  einlkek  aiisdrttdten.  In  dtten 
solchen  KHlle  ist  es  daher  vortheilhaHer,  den  verlangten  FlSchenranni  als  eine  Function  von  u 
und  u'  aufzusuchen,  welche  Function  wir  durch  bezeichnen  werden,  and  um  diese  zu  cr- 
hallen,  denlien  wir  uns,  wie  in  Fig.  3.  b.  versinnlicht  worden  ist,  durch  den  beweglichen  Punel 
0'  die  gerndlinipen  Grenzen  0'  und  0'  O'  senkrerhl  gegen  die  Axen  A  X  und  A  X'  gerich- 
tet, und  innerhalb  des  zu  bestiinuicndcn  Flücheninhalts  0' D' Z>',0'  oder  noch  einen  zweiten 
PuKl  0  MgemNnnen,  dessen  seritredite  GoonUMen  ir  and  V  9da  mSfmi,  and  ▼««  weloheoi 
die  ehenfalhs  auf  drn  Axen  AX  und  A  \'  senkrecht  siehenden  Beirrenzungen  OC,  und  0  0 
Husliiiifi  11.    Es  ist  nun  zuvörderst  %    die  Grosse  des  Kliiciicninlialts  0  O,  C  C> ,  wvm  ^  das 

bedeutet,  was  aus      dadurch  hervorgeht^  dass  man  ij  und  t/  an  die  Stelle  von  u  und  u'  setzt, 

denn  O  ist  ollndmr  eine  von  den  Lagen,  die  der  bewegliche  Punct  (f  einndnnen  darf;  denkt 

man  sich  daher  durch  den  Punct  0  zwei  neue,  den  vorijjen  parallele  und  gleichMnfige  Axen 
0  X  und  0  X'  gelegt,  so  Iüssiti  sich  an  der  Fisf.  3.  b.  in  Dezuj;  auf  die  Funclionen  und 

alle  die  Betrachtungen  ganz  üben  so  wiederholen,  weiche  in  der  vorigen  i\iuninier  mit  den 
PuMlienen  8,  nnd  %^  vorgmronmien  worden  sind.  Wefl  nlmlldi  aater  solcheB  IJnuiBidei 

«ssil+n,  wd 

ist,  wenn  a.  nad  ni  die  senimelilea  Ooevdbiirtea  an  denneoea  Axm  OX,  OX*  van  den  Piaele 

vorslell'MK  d^r  an  den  nrspnini,rlichen  Axen  die  u  und  0*  int,  SO  folgt  aoflb  AoiSage  dsf  ni 
swOlÜen  Paragraphen  milgellieiiten  Gleichungen  (3.  a.}: 

SO  wie 

K.-  -  %,v     ^  +'^'  \  +'^' n + + *X  n + ■  •  •  • ' 

welche  Gleichungen  sich  von  denen  {16.  b.  bis  d  j  in  nichts  unterscheiden,  als  dass  die  Grund- 
aeidien  4  oad  «  aa  die  Aele  derer  |  «ad  x  gdrelHi  tiad.  Aas  dtossa  CMekonfen  fadrt 
awn  ana  hier  wieder  gans  wie  dort: 

und  die  an  der  Fig.  3.  b.  aufgeitihrte  Bedealaaf  der  Aasdrttche  gidll 
auch  hier  wieder  n  verstehen,  dass 

ist,  w»  OrsOSrV  das  in  dar  Flg.  3.  b.  iqgeM^  Mkktnnn  vonaUdtaa  Inl,  dMMi 


f.  IS.  Nr.  lU. 


»7 


Seilen  OS  and  OS'  durcb  die  Grüssm  -.  ■ ...  und   .  —  irpjrpbcn  werden,  wie  man  "soirleich 

sin  W        sin  W  * 

einsieht,  wenn  man  beachlel,  dasi«  die  lic(frenzungslinten  0'  C«  und  0'  D'  von  den  neuen  Axen 
OX  und  OX*  in  zwei  Puncten  t  vinI  IT  gMdmMen  w«riM,  mi  dtn  de  Dniedie^OlS'  nml 
Ol'S  bei  t  und  l'  rcchhvtiiküif  sind,  wiihrcnd  ihre  Seilen  Ol  und  Ol'  die  Grössen  n,  und  u', 
sind,  ihre  Winlicl  OS'l  und  üSl  aber  entweder  durcl»  W  oder  durch  i80*  — VV  dargestellt 
werden,  weB  beide  enlweder  itmXQX  glddi  find  oder  ihn  xu  swei  Rechten  ergänzen;  Mer- 

■H  ffllgl  «her,  dw  der  Inheb  de«  länglichen  PenOelogiwinu  -^-A^ginW  oder 
Ist,  and  deiiregen  Uefem  dte  vorsl^enden  Gleidmngen: 

n  n'       '  ■  '  ■      II*  ■ '  ■■'* 

SS^=^«."-"'  +  ^».Ji"-  +  ^^«."*n  +  

welche  Gieirbunfr,  weil  sie  filr  j(>d<^n  !h  liobiiri  n  Piim  t  O'  bi  slehl,  d.  h.  ftr  jCflMie  WerllM  1^ 
und  u«  wahr  bleiben  muss,  der  fuigendon  t-incn  gleich  zu  achten  ist: 

wefttr  man  ehen  lo  gut  ench  die 

Selzen  kann,  weil  dio  (79.  n")  Tür  jeden  Punct  0,  der  eine  voüslätnlijje  Begrenzung;  herbei- 
führt, GUlliglicil  behiilt,  und  man  sich  darum  in  ihr  diesen  Punct  wieder  als  beweglich  denken 
dnrf ,  irieiroy  nnler  den  in  der  vorigen  Nrnnmor  genuMdilen  YvMbA 

AmA  Uer  Indem  sieh  die  sfanmllicben  BelraeMuHfen  nkbt  und  fUbren  innner  wieder  in 

denselben  KeMdtalen,  wenn  pleich  die  von  dmi  Piinrtr  0'  niislnnrcnden  gernden  Grenzen  nicht 
bis  zu  der  iifl  Auge  gefassten  Curve  hinreichen,  sondern  unter>vegs  auf  andere  feste  gerade 
oder  kfonune  Begrennuigdinien  atonen,  Ae  in  Yeriiindung  mit  jener  Cnrro  den  m 


135)  Um  die  Bcsondcrhcilen ,  welche  wfihrend  des  Tntrprirens  uns  jener  Versrhiednnheit 
des  festen  Theils  der  Begrenzung  entspringen,  von  der  zu  £nde  der  beiden  vorigen  Nummern 
die  Rede  war,  Uer  Tor  Augen  legen  sn  liannen,  nrimen  wir  einige  Begriffe  der  Integrabeeh- 
unng  sarmre  ■ehnwa.  bt  Mndidi 

«(5«=A  («•.«►.) 
gegeben,  wo  3x  suchende  und      die  bekannte  Function  der  einen  Veränderlichen  x 

maHMf  nd  könnt  hm  irgend  eine  Foneiion  P,  von  x,  weicko  die  OgenadiaA  teaünl,  dw 

in,  10  lehrt  die  taiegrdrechnnnf ,  doM  %i  |ede  dnrch  dio  CMeiehmv 

vorgestellte  Function,  und  ausser  diesrn  ki'inc,  sein  kann,  wenn  St  eine  \iillijj  wlllkiihrlitlic 
Zusammensctaung  von  einer  oder  niehrern  Grossen  ist,  falls  nur  keine  von  diesen  Grössen  x 
ieibeir  ist,  oder  irgendwie  dnreh  den  Jedemieligen  Wordi  von  x  indaemdrt  wird.  Auf  der  an- 
dern Seile  IhI  aann,  wenn  nun  iidi  x  au  den  beiden  Thelea  vnd  y  zusaanengesdit  denU^ 
L  33 
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M  dnss  x=:.\. -f-y  isl,  (womach  also  x,  hier  citu'  pnnz  andere  Hedciilunn  hnt,  a!s  die  wnr, 
«ekhe  wir  diesem  Zeichen  in  den  vorangegangenen  Betrachtungen  beigelegt  liaben;  es  stellt 
nlnlidi  jk,  hier  T«r,  ww  dort  | ,  und  y ,  wm  dort  jc^t 

K+y^K+^Ky+'^'Ku-^  

worin  y  jeticn  Werth  annehini-ii  kann,  üenkl  man  sich  nun  y  so  klein,  dass  es  sidi  durch 
kein  endliches  Maas  mehr  darstellen  Idsst,  und  dem  zur  Folge,  vorausgesetzt,  dass  alle  Coedi- 
zicnien  dieser  Reibe  eadlidi  darsIdOnr  dod,  jedes  epMcr  kOBUsende  Glied  in  der  Torsldiende« 

Reihe  neben  den  ilim  vr^riincehentlen,  wenn  diCM  «icilt  wahrbaft  Mlll  «iw^  TÜH^  veTKkwilldel, 

SO  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

8^+y=»x.  +  n,.y  oder  S,„+y=g^+4y. 

Während  in  der  vorigen  Gleichaqg  y  noch  jeden  Werth  haben  tionnte,  muss  es  in  dieser  einen 
«nendlich  kleinen  babni,  den  wir  we  eb  diqnotea  Tlieil  von  jenen  denken  nnd  mit  ff  iNneidi- 

neu  wollen,  wornacli  ulso  y=:nb  isl,  wenn  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  beieiekne^ 
die  jede  Grösse  Uberschreitet.  Schreü>en  wir  nun  dieser  neuen  Bezeieiuiung  gemitss  die  zu- 
lelst  Mwllene  Gleichung,  und  Selsen  wir  in  diewmeeeMivex,+^,  x,-(-2^....x«-{-(u  —  1)1) 
•n  die  Stelle  von  x»,  so  «riHit  nun: 

•ab +  1 

*  •  • 

•  ■  • 

nnd  die  Summe  Bller  dieser  Gleichungen  liefert: 

8i,+.»=8„+H/«,  +/s,+i 

oder,  wenn  man  flir  ^^n^  wieder  i^+y  oder  x  seist: 

^t=\ + *  (/ji^  +  A^+l  +'^si+»  I "  •  •  +'^».+("  - 1)  p  • 
Sieht  nnn  >^  als  ein  den  Warthe  x  h«i|tel«gles  PrikücsBent,  als  dne.  ihm  xngeschriebene  Ei- 
genschaft an,  so  llsst  sidi  dte  vecslehende  Gleiehonf  mler  dar  Yoisasselanng,  dass  vw 

X,  bis  X  seinen  Werth  nnr  Slel^  indert,  so  aussprechen:  isl  zusammengesetzt  aus  8^  nd 
allen  möglichen  Prüdifamcnten,  die  hergiebt,  während  x  stetig  alle  Werthe  von  einem  be- 
stimmten X,  an  bis  zu  einem  beliebigen  andern  x  bindurcfaliuH.  Hierbei  ist  ^  mit  y  oder  x — x, 
zugleich  poaMiv  «der  negativ;  man  hat  ibher  die  Folge  der  Eigenschaften  mit  den  Vortdehen 
+  oder  ^  in  obiger  Gleiehung  verschon  sich  zu  denken,  je  um  luli  in  x  grösser  oder  kleiner 
hIs  X,  genommen  wird.  Was  hier  \(>n       Hir  ji'den  beliebigen  Werlli  x  dargcthan  worden  ist, 

gilt  BilttiUch  auch  von       in  Bezug  auf  den  bestimmten  Werth  x«j  uuu  lumn  sich  zu- 
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Iii 


•uunengpsetzt  vonMlHi  tw  ^  and  allen  dm  Fi{(ron»chanen,  die     horgicM,  «ttrend  x  all« 

möglichen  Wcrthe  von  r  an  bis  ra  x,  hindurchläuA.  Hirnnis  fulifi  «(»er,  (inss,  wenn  hn  einer 
Untersuduing,  die  sieb  über  alle  Eigen^chuHcn     von  x,  an  bis  zu  x  bin  verbreitet,  der  Fall 

TOifconut,  duf  mni  di«  Bigawdnileii  y]^  fltar  iDe  nfiglidien  Veillw  vm  z,  anf  dte  mm  iIiMt, 

wna  mn,  fm  x  mek  x.  iclmfleiid,  Ober     UinifekonBM  tat,  alf  nickt  vorinnden  mndb- 

men  vmss  oder  annehmen  will,  man  diesem  zur  Folge  nothwendiger  Weise  auch  $^  =  0  in 

der  Gleichung  (80.  c.)  zu  setzen  habe,  indem  auf  der  Seite,  auf  welcher  sich  diese  Grösse  in 
jener  Gleichung  zu  bilden  hülle,  gar  keine  Eigenscbnfl  vorhanden  ist,  die  sie  in  sich  aufnehmen 
ktante^ 

b  eliKM  Micken  FaBfl  nm,  wo  ann  9^sO  n  neknai  kni,  giekl  dte  dekkniv  (iSa 
M  die]lnd;d«M 

sei,  und  zieht  man  diese  Gleichung  von  der  (HO.  b.)  ab,  so  findet  man: 

gx  =  F,-F^.  IM.«.) 

Diese  GleichunjT  liefert  also  für  %^ ,  wie  ihre  Verifleichung  mit  der  (80.  c.)  sogleich  zu  er- 
kennen giebt,  die  stelige  Aufeinanderfolge  aller  Eigenschaften     von  x,  an  bis  zu  x  hin  und 

swtr  mR  dem  YofMidim  +  Odtr  —  genommen,  je  nadidem  x  grOsser  oder  kleiner  als  x, 
ist,  wie  aus  den  dortigea  Bdncklnngen  hervorgegangen  isL  Wir  nennen  diesem  gemüss  (k-ii 
Ansdrock     — du  rw  x,  «^gebende  und  bi«  xu  x  rortLHiTende  kilegral  der  fnactiony^ 

■Ii  benetdnw  «g  dank  m  dnw  wir  dm  vorige  GMekof  nck  m»  ickroftoa  ktami 


Diese  Gleichung  liefert  den  Werth       nicht  nur,  wenn  die  Fuiution      von  solcher  Art  ist, 

dass  sie  filr  jeden  unterhalb  liegenden  Werth  von  x  von  selber  null  wird,  sondern  selbst 
dnn  Dock»  wan  zww  Ito  aakka  WaHka  voa  z  aiakl  anll  wtad,  TiihiBkr  poaWve  «der 
negative  wkiUloke  GrOaaen  liellBri;  die  aber  gegenwlrüg  von  dem  AnadnMke  9,  auageaekioiMii 

bleiben  sollen;  denn  es  war  den  Betrachtungen,  welche  mittelst  der  Gleichung  (80.  d.)  zu  der 
(80.  e.)  nihrlcn.  ganz  gleichgültig,  ob  man  die  unterhalb  x,  liegenden  Werthe  von      als  nicht 

vorhanden  annehmen  musste  oder  auch  nur  wollte.  Indessen  theilt  doch  dieser  Unterschied  der 
GMebanf  (M  £)  oder  (Sa  e.)  fai  den  koidea  PilleB  ekM  andere  Beaektirenbett  nriL  Wird 
nSmlich  die  Function  ihrer  Natar  nack  filr  jeden  unteriudb  liegenden  Werth  von  z  bis 
an  einer  beliebigen  Grenze  r  hin,  schon  von  selber  niiü,  so  knnn  man  in  jenen  Gleichungen 
fbr  X|  jeden  dieser  Werthe  schreiben,  ohne  ihren  Inhalt  im  Geringsten  zu  verändern,  während« 
iw  bkall  kl  Jedem  folcken  PaDe  eki  andarar*wflrde,  wem  die  Ar  z»  geaeblen  Werlke  die 
f  nadian  ^  nickt  adon  von  aelker  in  Mal  nadriaMi 

Wiewakl  nnn  dbar  kn  ABgemcaMn  9,  für  jeden  andam  W erik  von  x;  ehte  äbgeMndarla 
Bcdamnag  aanianal,  ao  lit  «i  dadk  orianiit,  nnler  x^  aick  Jaden  nH  dam  kekandrilan  Gagcn- 

as* 
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MMide  verträglichen  Werth  von  x  vorzastellen,  wenn  man  nur  aucli  «ItT  Funriion       die  die- 

MB  Werthe  aagemessene  Bedeatuag  xuerkenol;  man  kann  sieb  daher  x,  eben  so  beliebig  wie 
jc  fetter  &akm  «ml  denen  ilfcow  Jtt  uMMmiiig'  b  eiM  tpHere  Zeil  verlegen,  so  fauwe  wn 
nicht  gebieteriwk  den  mlgefoideit  wML  In  dieeeu  Fdb  bonnnen  in  dem  Anednidw  9^  oder 

P^  — F^^  zwei  Grössen  x  und  x.  vor,  die  man  sich  beide  eis  Vertoderiidie  vonaslellen  hat, 

und  eben  deswegen  hat  man  %^  als  eine  Function  dieser  zwei  VeriinJeriichen  anzusehen.  Wir 

diüclien  dieeea  Umstand  da,  wo  wir  ihn  fest  im  Auge  behalten  wissen  wollen,  dadurch  aiu, 
dMe  wir  die  GMehung  (60.  f.)  eo  ichraiben: 

Liegt  es  aber  in  der  Natur  einer  besomlcrn  rnlorsiirhung,  dass  man  sich  unter  x,  oder  X  el- 
nea  völlig  bestimmten  Werth  zu  denken  habe,  den  wir  durch  a  oder  b  bezeichnen  vroUen,  eo 
dfidten  wk  diess  üusseriich  schon  dadurch  aus,  dass  wir  jene  Gleiehn«;  so  ickraften: 

_        /»«  /.I  =ä  b 

**=/.. 

wid  wir  seilen: 

d=f 

wem  wir  andeuten  wollen,  dass  der  etnen  GrOsse  x«  der  vSlIi^  besnnunte  Weilli  t,  so  wie 

der  andern  Grosse  x  der  völlig  bestimmte  Werth  b  beigelegt  ^vird  In  diescsi  hMso  Fllo 
enlbttlt  der  Ausdruck  %  gar  keine  Veränderliche  mehr,  während  in  den  zwei  vorangegangenen 
Fällen  8^  eine  Function  der  einen  Veründcriichen  x,       eine  Function  der  einen  Yerindcrii- 

chea  X.  m  bedenlen  tal,  wie  scbon  von  sieh  eeBwr  verslindlidi  ist 

Manchmal  geschieht  es,  dass  man  unter  dem  einen  oder  andern  von  den  völlig  bestimmten 
Werthen  a  oder  b ,  wohl  auch  unter  beiden,  diejenige  posflive  oder  negative  Zahl  gedacht  wis- 
sen wfll,  deren  Grösse  alles  Maas  Oberschreitet ;  dann  werden  wir  diess  dadurch  andeuten,  dass 
wir  an  die  Stolle  von  ■  nnd  b  ife  für  sokhe  Fälle  eingerührten  Zeichen  +  °c  "f'*^''  —  ^  setzen. 
Ehi'ii  sn  .s(  hrfilu-n  wir,  wo  \,  oder  x  zwar  nicht  besliniuilc  (Irössen  a  oder  b ,  aber  bestimmte 
ZuüHnniieiisctzungen  von  andern  \  eniuderiiclien  anzeigen  sollen,  diese  bestimmten  Zusaimuen- 
setannigen  an  die  Stelle  von  a  oder  b . 

136)  Um  nun  den  grossen  Wechsel  der  Grenzbestimmungen,  welclie  wlbrend  des  bte« 

grirrns  solcher  Ausdrücke,  wie  die  (78.  b.)  oder  (7^*.  h.')  ^hu\,  vorkomSMO,  VOr  Angen  legWl 
zu  kennen,  wollen  wir  in  aügemcinerer  W'nsc  voniussctzeii,  dass  man 

(••.■•>  ^«a=/x 

habe,  wo  sowohl  als  Functionen  der  beiden  Coordinaten  x  und  x'  vorstellen,  und  dass 
der  Raum,  innerhalb  wek-hcni  man  Werthe  der  Kiim-Iinn  ins  Auge  ZU  fiuseo  liabe,  einerseits 
durch  eine  ebene  Cune,  deren  Gleichung  in  aurgehistcr  Gestalt 


f.  IS.  Nr.  136. 


Eben«  Curve. 


Ml 


ist,  wohoi  r  »inH  r'  die  Coordinalpn  der  Piinclp  dieser  Cunc  von  der  gleichen  Art.  \iie  die  x 
und  X  iiadf  vuriUeUeu,  uiul  aailerersoUs  durcli  Gcnde  bc){reazl  werde,  welche  von  dm  l'unct^ 
im§tm  CoonHortn  z  «nI  iM,  uaBwUtim  Ctuümitnxem  paralld  bnt».  OeAn  km 
mliraier  <li<-  Gk-icliung  der  Cuno  fitr  jeden  Werth  von  t  nur  ein  einziges  Ergebniss  Air  f 
lierem,  v»tklies  gpsrhichl,  wenn       nur  eine  einzitte  Fonn  enthalt,  oder  sie  kann  für  jeden 

Werth  von  r  für  r'  mehrere  Fesultate  liefern,  weiches  geschieht,  wenn  in  7-^  niihrerc  Formen 
sind;  nn  erstem  Fallt  dehnt  rieh  di«  Curre  in  der  Richtunf  der  Axe  AX  nur  als  ein 
Zweig  aus,  im  andern  Falle  hingegen  bildet  die  Conre,  in  diCMT  Biftlhwy  lial||[tluit| 
mehren;  Zweiijc-,  deren  Anzahl  von  der  Zahl  der  in  (f^  enthaltenen  Fonneo  abhängt.  Wl^  wer- 
den nun  zuvörder^  blos  den  F^U  ins  Auge  Husen,  wo  sich  t'  fUr  jeden  Werth  von  r  nnr  in 
Goldl  hergicbt,  mil  ml  ipMer  tieii  Fall  betrachten,  wo     in  mehreren  Geslal- 


])•       ÜB  AUdta^g  TS       Btdi     irt  für  jeden  beliebigeB,  der  irthnad  des  Ab- 
godMMao  WoOi  tob  z,  w  oUfll  mm  tMigekehrt  ms      ÜUUkng  (jN.  tu) 


i  dn  Werih  t«ni     *ontellt,  nleihalb  wddicB       äA  de  Bigeaschafl     als  nicht 
TorinndeB  bd  den  jedesawlitea  Wolfe  tm  z,  dia  mm  Am  im  Avfe  hat,  aa  dealien  hat 

Erwägt  man  nun,  d:iss  m-in  hei  der  pegenvviirliiren  Aurijube  in  Folge  der  vorgeschriebenen 
Begrenzung  für  jeden  W  i  rthson  x  nur  soklie  \\  iTlhe  vuri  x  als  mil  der  Eiiienschafl  be- 
gabt aaoehnen  dürfe,  weictii  zwischen  der  begreozendeu  ebenen  Curve  und  der  durch  den 
tmM  <y  fmBA  mt  dar  AzeAX  foufeMB  Geraden  Gag«,  deian  PBBCte  aüe  m  ihrer  nü 
der  Axe  A  X'  parallelen  Coor<haIe  die  Veränderliche  x'  haben,  so  sieht  man  sogleich  ein,  dHss 
der  Punct  der  ebenen  Curve,  veichem  x  als  schiefe  Coordinate  an  der  Axe  A  X  zukommt,  den 
WeiA  zl  ab  seine  CoordnialeiB  der  Axe  AX"  lieTere;  es  ist  aindich  zi  das  der  Correy 
welches  man  aus  der  Gleichung  «[^Hl.  b.)  eriiäU,  wenn  BiaB  in  ihr  Z  aB  die  Stdie  TOB  t  selzt 
Dadarch  verwaadcU  sich  die  vor{e  Gleichung  ia: 


•  ~z 


CM* 


nad  es  nimmt  die  von  x«  bi  x'  sich  hinziehende  Eigenschafl  mit  dem  Vorzetcben  + 
oder  —  ta  sich  auf,  je  naehden  z  grOaser  oder  kleiier  als  z;  in  Ist  so  die  Function  von  z 
BBd  z'  geTuBdeo,  wekfe  dnrdi  '0  \  bcseictael  «M,  so  Imlel  nan  £  oder  ,  indem  man 
rBnctioa  atdi  x  ioligriit,  wkaad  bhb  ^  als  BBTwairieilicfc  «isi^,  oder  es  ist 


■Bd  CO  Bim  ^  di«  TOB  z,  Mil  sieh  Wwfshmde  BgeBicMft  bfl^  b«  dsBi  ToraeicfeB  -f 
oder  —  iB  sich  aaf ,  jo  asdideBiz  grOssar  «dar  UeiBer  ibz^istj  CkdleiBdea  Tovgo- 
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sditieboni-n  Grenzen  ausgebreilelL'  Eiircnschafl  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nach- 
dem die  ubern  Grenzen  hinsichtlich  ilu-er  Gri>8se  mit  ihren  untern  von  derselben  oder  von  enl- 
gegengeseliler  Art  sind  Rflkht  nun  4ie  tech  dtti  Ptanet  O'  gelegte^  nil  der  Am  AX  pml* 
ide,  bflfmHndc  Gerad«  bis  nr  «benm  (km  Ida,  m  Bsfca  1II0  WaiIIm  vm  x,  ftkr 


/.  oder  Vs.  «b  idcU  ndl  idead  angeMMineii  wwdn  kam  swfwben  der  dudi  tT 


gelegten,  mit  der  Axe  AX*  piraRelea,  geraden  Begrenmngslkii^  d.  h.  swiidm  dem 

liehen  Werthe  x ,  der  den  beweglichen  Punde  0'  angehört  und  zwischen  dem  Punctc,  in  wei-* 
chem  die  ebene  Cnrve  von  der  durch  0'  gelegten,  oiit  der  Aw  AX  parallelen,  begrenzenden 
Geraden  geschnitten  Mrird;  denn  der  letztere  PnncI  Ist  nothwendig  der  Susaerstc  auT  dieser 
Seile  dea  zu  bealinnn«lden  Flächeninhalts,  wenn,  wie  wir  voratsselzen,  die  Gleichung  (81.  b.) 

S'  für  ji^clcn  Werth  von  r  nur  in  oinor  rinziui-n  Gi'slall  liorprt.  E<  ist  also  x,  der  Werth  von 
j,  den  inaii  aus  iler  Gleichung  der  ebenen  Cur>e  1  —  9»^  findet,  wenn  man  in  ihr  r'=x'  setzt, 
sonach  hat  man  x,  BUS  der  Gfeicfaung  x'=9>^  zu  beaUninaa  liafeil  dieae  x,=zyt^,  so  er^ 


hült  nuHi  «!UiesiBdi: 

and  hat  nun       als  Function  von  den  beiden  Coordinnlen  x  unl  x*  des  beweglicfn^n  Puncles 

O'  gefunden,  wenn  man  die  beiden  hier  blos  angezeigten  Integralonen  als  wirklich  ausgefiihrto 
ins  Ange  fitaat  Zdgl  ea  aidi  bielfce^  iu  tff^  thr  nehme  HerOe  Befolg  ao  hat  nu»  vm 
den  verschiedenen  reellen  Werthe«,  die  sich  Ar  x,  ergeben,  denn  nehnen,  wdcher  nach  der 

angegebenen  Seite  hin  dem  x'  nm  niirlislen  liegt;  denn  Uber  liescn  hinaus  kann  die  ebene 
Curve  auf  die  andere  Seite  von  der  durch  0'  gelegten,  mit  deiAxe  AX  parallelen,  begren- 
senden  Geraden  za  Hegen  können,  «nd  denn  würde  nnn,  den  fctracirtuwgen  der  vorigen  PTom- 

mer  gemäss,  (iirsst?its  und  jenseits  dieses  Durchschnittspunctes  «e  entsprechenden  Theilc  / 

mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  versehen  erhalten,  welche  us  dem  Gegensätze  in  der  Lage 
hervorgehende  Veradiiedenheit,  eben  ao  uto  eine  pMlslichB  Ulerbrodinif  der  ConÜnniiat,  enn 
aeparale  Behandhng  addier  StradLon  neihwendig  nndil. 

Be^rofrnete  die  durrh  den  Punrt  0'  geirirte,  mit  der  A;*  AX  parallelp,  begrenzende  Ge- 
rade, noch  elie  sie  die  Curve  triOl,  einer  mit  der  Axe  AX  parallelen,  begrenzenden  Geraden 
von  fealer  Lage,  deren  Pnnde  alle  an  der  A»  AX  dne  nd  dieselbe  Coordinato  von  dar  n- 
veränderlichen  Länge  |  geben,  so  hülle  man  x,  =  5  zu  nehien,  weil  jetzt  die  Coordinatan  aller 
Punrte  innerhalb  des  so  begrenzten  Raumes  an  der  Axe  A(  zwischen  £  und  x  lügen,  nnd  nun 
erhielte  nun  den  gesuchten  Iniaill  dnnih  die  CHeidiung 

begegnete  aber  die  dnnA  den  Panel  0'  gelegte,  nR  der  an  AX  parallde,  begreniende  Ge- 
rade, noch  ehe  sie  die  dun  h  die  Gleicbune  (81.  b.)  gegebne  Cune  trilTl,  ir^jcnd  einer  andern 
CSeraden  oder  Cnrve,  welche  oeben  der  vorigen  Curve  abfester  Theil  in  die  GesamnIbegreiH 
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xung  hineinzogen  wird,  so  könnte  man  don  lu  bcflinnMiden  Flichenraum  in  Thoilü  zerlege«, 
VM  wdchcn  jeder  aar  eiM  der  beideo  Bcgrensoagecorvcn  in  sich  «afnimmt,  und  den  FlKchon- 
■bll  dkeer  Thefle  eiudn  besUmnea;  «id  des  deiche  wire  der  Fall,  wenn  mehr  eis  zwei 
Cnrven  in  den  festen  Thcil  der  Begrenzung  eingiengcn.  Es  Godct  nämUch  hier  an  jeder  SleOe^ 

WO  die  eine  Curve  einer  andi-rn  liegegnet,  eine  plölzlichi'  Unti  rbn  cluing  der  Continuiliit  statt, 
WMiitlb  eine  separate  Behaadiuu^  der  tunzelaea  Theile  nölhig  wird,  die  dann  su  einer  Summa 
voB  ürt^giitaK  itf  vorlgin  Ast  ktaflühili 

137)  Wir  betrflchten  jetzt  den  Fall,  wenn  die  Gleichung  (81.  b.^  r'  in  mchrem  Formen 
liefert  Im  Ailgeioeineii  wird  nun  nun  hier  die  eine  Form  heraiuuubcben  luben,  welche  dem 

tvfll,  and  auf  diese  eine  Foia  kat  im  dun  die  in  der  vorigen  Nummer  tmgutSffltiä  verschie- 
denm  Operationen  in  Aawenk^f  n  Mngn.  Es  kann  jedoch  geschehen,  da»  •am  ia  eiaeni 
■oldiea  FUl«  den  WVkkamm  Inhandda  mI,  der  tob  iwei  entgegengesetzten  Seiten  her  zwei 
solche  Zweige  nr  Testen  Grenze  bat  «nd  von  den  übrigen  Seiten  durch  Gerade  eingc.srhlo.s.sen 
ist,  die  mit  einer  der  Coordinatenaxen  parallel  laufen.  Ist  z.  B.  O,  0'  0, 0,  0  o;  o;  0'  o;  (Fig.  4.) 
eine  ebene  Curve,  welche  von  Geraden,  die  luit  der  Axe  AX  parallel  laufen,  in  zwei  Funden 
oder  gar  nicht  gescfaniltea  wird,  und  ist  ipO  die  Gerade,  weldM  dieae  Corvo  in  den  Panda 

0  heriilirl  unil  auf  deren  einer  Seite  kein  Piinct  der  Ciir>e  mehr  liegt,  SO  dass  0  0, 0, 0' 0, 
ond  0  0',  O't  0'  O't  die  beiden  Zweige  dieser  Cur^  e  sind,  von  denen  jeder  durch  eine  Gleichung, 
wie  die  (Bf.  K}  ist,  geg^ttm  wM,  in  wekher  riwr     bei  Jedem  Zweige  efaie  andere  Form 

annimmt,  und  bezeichnen  wir  dieae  beaondera  Feim  beim  enien  md  beim  swe&en  Zwe^  durdi 
f'j^  and  darch  y^,,  ao  sind  alao 

r'=9r>j   und   t'—<p'^  (•». 

die  Gleichungen,  welche  den  ersten  und  den  zweiten  Zweig  .danteUeik  Sind  nun  P,0|0|'  und 
P,0,o;  zwei  ndl  der  Axe  AX'  parriMe  Gerade  and  w&l  man  den  FMdienlnbilt  des  Stackes 

0, 0I0;0,  0,  der  Coordinatenebene  oder  den  Betrag  einer  über  dieses  FlüelienstUck  in  verän- 
derlicher Weise  verbreiteten  Eigensrhaft  finden,  welches  FIik  henstüt  k  von  zweien  Seiten  durch 
die  beiden  Cur^'cnzweige  und  von  den  beiden  andern  durch  die  so  eben  genannten  Geraden 
eingeschlossen  wird,  von  wddien  wir  aas  die  eine  P,Oi!  ab  mivertnderlich  gegeben,  die  aa- 
dere  !',()',  hinpeijen  als  beweglich  denken  wollen,  so  kann  diess  so  gcsrhehen.  Wir  stellen 
uns  eine  mit  der  Axe  AX  paralielo  und  bewegliche  Gerade  oo'  vor,  so  ist  o'  in  Bezug  auf 
jeden  Zweig  einieh  gemmanen  ein  bewegKcher  Panel,  gerade  wie  der  0*  bei  den  Betracirtna- 
gen  der  vdrigen  Nummer  war;  os  Ittsst  sich  daher  alles  dort  Gesagte  auf  jeden  einzelnen  der 
beiden  Zweige  hier  wieder  vüUig  so  wie  dort  in  Anwendung  bringen.  Stellen  demnach  x  and 
if  die  Goerünalen  dea  bewegUdien  Pundee  o'  vor  «nd  |  die  Coordbiale,'  wekh^  alnmfiche 
Panete  der  Geiaden  P,o;  an  der  Aza  AX  geben,  ao  tat  nadi  Antettnag  der  Cadebnag  (81.  e.) 

die  Sunmie  der  Uber  den  Raum  oo'0,0,o  verbreiteten  Eigenschaft,  deren  auf  die  Längcncin- 
bei!  aasgedehale«  Ihaa  an  der  SleBe,  deren  Coordämtea  z,  z'  rind,/  ist,  nnd 
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üt  die  Summe  der  Uber  den  n«uin  oo'UiOiO  mit  derselben  vcründerlicben  InleaiiUtt  verbrei- 
talM  B%aucluift  ,  wobei  Jede  f  olebe  Summ  im  Area  Rani  Myliwriea  Beh^f  dir  B- 
genfcbeft  »II  den  Yoneieben  +         wem  die  fai  ihr  fldienden  miem  OrawEen  x,  md  Ti 

briflf  ziii:li'i(  !i  criis'iiT  nilcr  JdoiiiiT  nls  bczir-ltlicli  ilcren  (i?iprn  Grenzen  x  und  x'  si-nl,  mit  ficm 
Vorzeichen  —  hingegen,  >venn  die  eine  unlere  Grenze  grösser,  die  andere  kleiner  aU  die  ihr 
cntsprecbende  obere  ist;  es  geben  Jene  beiden  Summen  den  Beln^  der  Ober  ihre  fUnne 
verbreiteten  Eigenschaft  mit  einerlei  Vorzeichen,  wenn  und  tf'^  beide  zugleich  griisscr  oder 
kleiner  hIs  x'  sind,  hingegen  mit  vcrschiedeflcn  Vorzeichen,  wenn  die  eine  von  den  Grössen 
f'x  ■■>«1  'Ix  grösser,  die  andere  kleiner  als  x'  ist,  d.  h.  je  nachdem  x'  zwischen  <f.^  und  tfx 
oder  auf  einer  Seile  von  ihnen  liegt  ffiemtf  folgt  wm  Mglefcb,  dMS,  «0  andi  die  beweg- 
liche Gerade  oo'  Hegen  mag, 


die  Suiimif  der  üIx^t  den  Ruuni  0, 0[0;0, 0,  mit  lior  liiti  nsiliil      verbreiteten  Eigenschaft  sei 

mit  dem  Vorzeichen  -f-  oder  —  genoutmcn,  je  nachdem,  falls  |-<x  ist,  der  durch  die  Glei- 
dimg  daigeaiellle  Zweig  nntoriialb  oder  obeihalb  dem  dvrdi  die  Gleldiung f'=9>^  dar- 

gestellten liegt,  d.  h.  ji-  luirhdcm  die  zu  einerlei  r  gehörigen  Werthc  von  r'  beim  ersten  Zweig 
kleiner  oder  grösser  als  beim  zweiten  sind,  ufu!  uinifekehrl,  \v(>Tin  f>-x  ist.  Der  vorstehende 
Ausdruck  gicbt  mithin  den  positiven  oder  negativen  Üclrag  der  über  den  vorgesclu-iebenen  Raum 
mit  der  verlnderiiciiea  blensttlU     TOibreitelen  BIgenicball  an  dte  Ibnd;  beieichnen  wir  daher 

dm  poeitfv  genommenen  Boing  dnrch      m  in 

*  Ju'i^K^'K  a;-<  * 

Wid  es  ist  von  den  doppelten  Vorzeichen  in  dem  Falle,  wo  ^^x  ist,  das  obere  oder  untere 

in  nehmen,  je  nachdem  (f'^  kli  iiicr  oder  ernssir  ids  rj"^  für  einerlei  auf  den  vor^jesthrii-bcnen 

Raum  sich  beziehendes  i  ist,  und  im  culgcgengeselzlen  FuUe  gerade  umgekehrt  Die  .Gleichung 
(83.  b.)  Ittst  «icb  aber  nach  den  Regeln  der  Integralrechnung  auch  so  f dveiben : 


in  welcber  Gleichung  wieder  das  obere  oder  unlere  Vorzeichen  ai  setzen  ist,  Je  nachdem  die 

Ohorn  Grenzen  hinsichtlieh  ihrer  Grösse  heziitrlirh  mit  den  untern  verifÜchen  von  einerh-i  oder 
von  entgegengesetzter  Art  sind ;  man  kann  daher  bei  diesen  wie  bei  allen  andern  Integralen  die 
IFnbeslimmlbeit  des  Toneichens  vermeiden,  wenn  mm  es  rieh  nr  Regel  machl,  bei  jeder  ebi« 
seinen  Inteijrntion  die  kleinere  Grenze  zur  unicill,  die  grössere  zur  obem  zu  nehmen.  In  die- 
ser letztem  Gleichung  i«t  aber  das  innere  Integral  In  Besag  auf  x'  ein  vüUig  bestimmtes  ge- 
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wordcn,  woraus  fol^M,  liyss  bei  unserer  ji^tziarcn  Aufgabe  niibt  mehr  wie  früher  ejwFtano-. 
tion  von  x  und  x',  sondern  nur  noch  eine  Function  der  einen  Veränderlichen  x  ist. 

Verlangt  inan  den  Betrag  der  Uber  den  Raum  OaO|OiOO,'0^  verbreitclen  EigenjchaA,  so 
man  hm  an  di«  Stelle  von  |  dns  dem  Puncte  0,  in  wdchem  die  Curve  von  einer  mit  der 
Axe  A  \"  pnrallelen  Geraden  berührt  wird,  zugehörige  \  setzen.  Dieser  Punct  O,  so  v\ie  die 
0',  in  wichen  sich  etwa  die  l>ei«ien  Curvenxweige  begegnen  mögen,  besitzen  die  Eigensciwfl, 
dan  das  auien  «vebSrige  x,  !■  dea  bdden GkidMiiigMi  (BSl  a)  Ar  v  gettM»  eineriai  f  ]ie-, 
rem  niiM,  oder  data 

sein  muss.  Hat  man  aus  dieser  fileichunjf  die  verschiedenen  WeHiie  von  x  gefunden,  wridie 
Palleten  angeliOren,  in  denen  sich  die  beiden  Corvcnzweigc  begegnen,  so  hat  man  unter  diesen 
den  auszusuchen,  welcher  dem  Pnnrte  0  entspricht,  und  ihn  an  die  Stelle  von  |  in  die  Glei- 
chung (82.  c.}  zu  setzen.  W  ill  man  den  Betrag  der  Uber  einen  ringsum  von  der  Curve  ein- 
geschJossenea  Raam,  wie  der    0,0,0  <K(KO^  iit,  verimileleii  Efgenadialt  «nfBiideB,  so  bat 

man  in  dem  ziilel/.t  i'iii.illrnpn  Ansilnirkc  fiir  x  den  Werlli  zu  srizfn,  welcher  dem  Puncte  0' 
aqgehört  und  der  nüchsle  bei  dem  zu  U  gehörigen,  aus  der  iileichung  d.}  erbaJienea  isL^ 
Durch  dieaan  Werth  voa  x,  der  eine  vSliig  besliaunte  tirUisse  ist,  verwandelt  sicli  dam  auch 
dus  äussere  fn  der  Gleichung  ([82.  c.}  auflreti-nde  Integral  in  ein  auch  in  Bezug  auf  x  vöHif 
beslinmtlei^  ao.  daai  S ,  welches  bisher  noch  eine  Function  von  X  wiw,  nun  auch  auihOrt,  dieaes. 
zu  sein,  und  eine  von  x  und  x'  vdlil^r  unubhimgigc  Grösse  wird.  Hierbei  darf  man  jedoch 
nicht  ausser  Acbt  laBSen,  dass  muri  iiii  solchen  auf  einen  lii  sliiunili-n  Fliicheninhalt  sich  bezie- 
henden Besliinniunijen  nie  über  ileii  l'iiirang  liininisirehen  diirf,  «elrlier  zwisilii'n  zwei  ziiiiviilist 
bei  eiiiander  liegenden  Punclen,  wie  die  U  und  0'  sind,  liegt,  weil  das  Integral  diesseits  und 
Jaaaeila  ehwr  Stelle,  wie  die  0'  lo  Fig.4  iat,  aaigefei^Baetale  Veruiehaa  araalanrt,  wA  dlea» 
auf  jeder  Seile  eine  besondere  Bestimmung  vorlingi 

Was  hier  von  zwei  Zweigen  einer  und  derselben  Curve  gesagt  Mrorden  ist,  gilt  ganz  eben 
so,  wenn  anstatt  dieser  beiden  Zweige  <Be  Zweige  von  iWet  gUmcMch  versehiedenen  Oirven  Zttr> 
festen  Begrenzung  des  vorgeschriebenen  Flüchenraums  geiiomiiieii  wiirden;  und  wenn  «uch  iiocb' 
die  geraden  Beifrenzungslinien,  wie  die  O,  O;  und  (),{)',  in  der  Fiir.  4.  würen,  durc  ii  andere 
feste  Gerade  oder  auch  feste  Cuncn  ersetzt  wurden,  so  liisst  sich  doch  iniiuer  der  so  begrenzte 
Plücbenranm  durch  Gerade,  die  mit  den  CoonUnatenaxen  päraVd  laafea,  in  mdir  oder  weniger 

Tlicne  zerlec;en,  von  welchen  jrdrr  ^ii  Ii  nuf  die  bisher  liesrliriebenc  Art  beliandeln  liis.sl,  SO 
dass  dergleichen  l'ntersucliungen  als  in  jedem  denkbaren  Falle  durchführbar  zu  eraditeii  sind. 

138J  In  Fallen,  wo,  wie  bei  der  Beslimmung  des  Flücheninhalts  einer  ebenen  Figur,  die 
in  ihre  Begrenanng  eine  oder  mehrere  Garven  aolManul»  (Be  TOtbht  durch  ^  bezeichnete  Ponc^' 

M 

tioa  eiBB  coaslante  GrOsae  wird^  bal  nun  nicht  vOUig  b'»  anf  zaiiduqgdieni  nm  ans  ihn 
duich  «taw  doppelle  inlflgrtfioa  fj^  haskÜMi  m.  hünnen,  indem  lAch  anler  solehen  Uaiailadaa 

sowohl       wie  BS,  aanMäbar  angeben,  nad  dum  aus  ebiem  voa  diesen  Ausdrlickea  9,  ^nn 

eiae  einfache  Integration  Ondca  lüssl ;  und  das  Gleiche  findet  da  statt ,  wo  man  sich  den 
Pltcheninhall  als  Function  der  senkrechten  Coordinalen  u  und  u'  vorstellt  und  durch  %^  be- 

saiohael,  \ßitm*wim  wagk  Wer  aicht  -«if       «arhchngehep  braucht,  um  hienuia    durch  eh» 


L 


« 


34 


Analytliche-  Catwrtrte. 


■AbMb.  in. 


doppelte  Inlcgralion  zu  erhallen,  sondern  nach  Gefallen  ?  '^^  oder  B  5„  unmittelbar  angehen  und' 

BUS  (lii-scin  dniin  den  ^fesuililen  Flächeninhalt  durch  eine  i-inritrho  Inle^ralion  auninden  kann. 
l'iTi  (Iiis  liii  rin  i  cinziihallendc  Vcrfiihrcn,  welcli(>s  in  allen  Sdlclifn  Fallen  stets  das  trlei<h<'  bleibt, 

I  b 

zur  Auüt  liuuuitg  zu  briugeu,  werden  wir  die  Art,  wie  sicli  c      uniniltutbar  erhalleu  liisist,  uin- 

iHidUeh  wMinnder  felMD.  <Ukm  wir  auf  die  Gtoicbung  (16.  r.)  zurttek,  wekla  md  ftnr 

rechten  Seil«  im  ersten  Gliede  den  ta  findenden  "AiMdniek  Vg^  hat,  und  tiiMegt,  dm'  ihre' 

game  rechte  Seite  die  DHTerenz  9,^'— B^,;'  beiilfeiit,  vnd  beachten  wir,  den  dieae  Differem 

iti  h'ifi.  3.  u.  durch  dns  Füichenslück  ODD'S'  voi^estcllt  wird,  su  können  wir  die  Grösse  des 
dtin  Ii  die  C  ^ek-ifle  THiiijenle  DT,  welche  von  der  Geruilen  ü' O'  in  o"  ifosclinillen  w  ird, 
und  durch  die  (icrudcn  UD,  US',  S'o"  begrenzt«»  Flächensliicks  OCu'  S',  welchem  eine  gc~ 
radiinige  rtene  ng«r.jtl,  immer  auf  demenlarem  Wege  wi«  folgt  bestinown.  Da.nUnKdi  din 
Gleichung  der  an  O  gelegten  Tangente 

x'-  -  r'=V  r'(x  — r) 

ist,  wenn  r  und  die  schiefen  Coordinalen  des  Pinu  les  D  der  Curve  bezeichnen,  der  in  Nr.  126. 
aufgestelllen  Gleichung;  (56.  t.)  gemäss,  oder,  w  enn  wir  der  begrenzenden  ebenen  Curvc  wie- 
der die  Gleiciiung  (81.  !>.)  zum  Grunde  legen  und  beachten,  dass  der  Punct  O  mit  dem  0  die 
CoonliiiiMe  ^  j,,,  Axe  AX  gemein  hat,  wedurib  daa  xmnPuncteO  gehörige  und  das 
zu  ihm  gehörige  t  — ist: 

Hennen  wir  nun  die  inm  Ptncte  o^  der  Tangenle  gehünge  Coordfaiate  an  der  Axe  AX',  89 
wird-  dieser  Werth  ans  der  vorstehenden  Gicichun|T  der  Tangente  fUr  x'  sieh  ergeben,  weaa 
man  in  ihr  für  x  die  dem  Puncle  o"  enlsprerhinde  Coordinate  »n  der  Axe  AX  setzt,  welche 
IUI  Sinne  der  in  Ar.  l'S3.  gebrauchten  Bezeichnuugea  isl,  da  die  Puncle  O'  und  o" 

einerlei  CoordiBalB  an  diaaar  letatem  Axe  liefern;  man  eriiHt  ddwr  4  «m  der  naahrtahand— 
Gieichang: 

-X^  —  (ff  —^tpfXt. 

Die  Coordinalen  der  l'um  le  (J  und  C  an  der  Axe  W  sind  diesem  zur  Folge  ^  und  tf^,  die 
dc^  Functe  S'  und  o"  dagegen  ^  und  '/^  -f  'c  <f^  x. ,  und  hieraus  ergeben  sich  die  Längen  D  0 
nnd  o''S'  wie  folgt: 

^—<Pf  und       9^— J^p|X,, 

welche  heide  .\usdrilckc  den  lihsolulcn  Liinj?en  das  Vorzeichen  -|-  oder  —  beüagan,  je  nach- 
dem die  Gerade  D,0  ubcrhalb  oder  unterlialb  der  Curve  liegt.  Erwägt  man  jetit  noch,  dass 
dieae  beiden  Lingen  den  seiArecbten  Afaetand  x.sinW  von  einander  haben,  weQ  ihr  acMefer 
Abstand  OS'  oder  x,  unter  dem  Winkel  W  geiren  sie  gestellt  ist,  ao  kann  man  ohne  Waftara 
den  FlächeniahaU  des  Trapezes  ODo"S'  angeben;  er  ist  nämlich: 

*»W[(r— y|)x,— 5«Vjxg. 

Pieser  Ausdruck  giebl  den  Iidiall  des  betrachteten  Tmpezcs  her,  wie  auch  die  Puncle  0  nnd 
0'  gegen  einander  gestellt  sein  mögen;  Hast  man  aber  den  bewegUcben  Poaot     dem  0  stets 
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nahor  rückon,  bis  die  Gnisso  \\  sirh  durili  krin  crKnithos  Maas  molir  nns^prerhrn  lüssl,  so 
nnterschcidet  sich  dieses  Trapez  von  dein  Fliii  hensUu  k  OOD'S',  oder  von  der  auf  der  rech- 
ten Seile  der  Gleidninf  &)  eleiienden  .Differenz  g^^.— um  luine  GrBste  nehr,  die 
mit  dieser  DIfforeia  versricicidier  wib«.  Denelbe  gilt  eenecb  aneli  ve«  dem  voreleiifoden  .Ans- 

dnick  in  Vcrülcifli  mit  der  auf  di-r  rcclitm  Seite  der  (Ileiihiinu  ("(!.  r.)  siebenden  ReHie;  de- 
hcr  isl  kraft  des  in  der  Cleiilmng  (^4Ü.  u.  und  b.)  iUisjrtsjinHhenen  Salzes 

Vg^=Cr-9';)stnW  oder  ?)g,=Cx'— y^eiftW,  ' 
da  der  Puoct  0  eu  eben  so  uniiesUmmler  Punet  wie  der     ist,  and  es  ist  sonsch  "d  ohne 
blcgrafien  gefonden  worden.  VfiBig  rar  dieselbe  Weise  Usat  sich  nudi  der  Aasdmclc  ma 
der  Gleiolnv  Qf^h.-)  herieilM.  nnd  die  »8,,  VIgf,  ertHMt  men  ew  dMwwwdlen  in  Nr.  134. 

▼orgokommcnen  (ileirlnin^en  eben  sn,  ri  hriectis  i^i'M  ;nis  der  liesttsUMMg  de*  in  den  Längen 
^ — (jr^  und  1* — (f^ — entlinllencn  Vorzeiehens  sogleich  hervof,  dass  man  durch  die 

I  < 

zuletzt  anijegeltciic  Gleit  luiiig  (his  Fbielienslüek  c  5j  "dt  dem  Vorzeichen  -f"  oder  —  erlmlten 

werde,  je  naviidcw  die  begrenzend«  Curve  iui  Siaae  der  Axo  AX'  weiter  rtiqiLiyürtB  oder  Wei- 
lar verwiMs  ds  die  begreeaende  GemdeiDi.O'  liegt,  wwms-  ntfs  ITenetMgi,  dees  men  gleieho 

■eilig  jenes  Hestillnt  nicht  auf  FlSchenslilclce  in  Amvendunir  brini^cn  darf,  in  deren  Innern  ein 
Darehschuiltspunct  der  i)egrai$enden  GeredjeB  mit  der  Curye  liegt,  weil  sich  sonst  die  Inhalte 
m  beiden  Seilen  eines  soioben  Dnrdmehuittspanolee  in  der  danuT  rulgendoe  Integration  gegen 
cimnder  anflidlten  >vUrdcn,  was  in  der  Regel  der  Absicht  des  Reebners  «ntgegen  wäre,  wes- 
halb er  gezwongeo  wird,  solche  Riiune  an  jenen  DorcbschnillspnKlen. in  UeiMre  »fi  trennen, 
und  jeden  dieser  IcUlern  für  sich  zu  behandeln. 

Es  sind  die  Inhallsbcstinunungen  von  ebenen  Figuren,  in  deren  Grenzen  Curvcn  eingehen, 
Ton  uns  mit  einiger  WeitÜiaBgkeit  besprochen  werden,  die  indessen  nicht  Oberllflssig  erscheinen 

wird,  wenn  ninn  in  I'elterle^iinj  niMiinf,  dnss  dieser  Cenrensland  gemciniplirh  in  ong'fTer  Weisn 
behandelt  wird,  als  hier  gosehelien  isl.  Dafür  isl  die  Bestimmung  der  Langen  von  ebenen  Cur- 
ven,  so  wie  des  Pllcheninballes  von  ebenen  Figuren,  deren  Begrenzung  wenigstens'  zum  Theile 
solche  Curven  in  sieh  iinfniinint,  an  ebenen  Centrnlsyslenien  hier  ganz  übergangen  uorden,  da 
die  Betrachtungen  hierbei  ganz  die  alten  bleiben,  und  selbst  die  vorigen  Figuren  dabei  benützt 
werden,  wenn  man  stall  der  mit  der  einen  Axe  parallelen  Linien  von  einem  Ponct  A  anslau- 
fende,  und  statt  der  mit  der  luulei-n  A\c  parallelen  Geraden  Kreislinien  gezoiren  denkt,  die  den 
Punet  A  zum  Miltelpum  le  liHben.  Zwar  wird  man  dann  in  den  Bildern  3.  a.  und  3.  b.  statt 
auf  das  dortige  Parallelogranun  OS'O'S  «uf  eine  ebene  Figur  gewiesen,  die  durch  zwei  con- 
centriscbe  Kreise  und  durch  xwci  von  ihrem  gcmcinschaniiehen  MiHdpanete  austaufende  RadieA 

begrenzt  wird ;  weil  sieh  nl>er  der  In!i;d!  einer  Solclicii  Fiiriir  eben  so  gut  auf  elementarcin 
Wege  wie  der  eines  Purallelugraunns  angeben  Ikssl,  so  kann  man  iunner  wieder  die  Unter- 
sudiung  Kier  wie  dort  zu  Ende  lUbrco. ' 
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iHBf)  Wem  in  einer  CMeidnuig ,  wie  ■ 
CSS*)  <fx  =  ^   oder  V'«=0 

die  drei  Voriiniifrlirlirii  \  ,  \'.  \"  ddcr  n  ,  u',  ii"  M)rknmni("n  und  dips«'  die  schiefen  ()(I<>r  si-nk- 
rcch^cn  CoordinutLii  cuic;>  ruiictes  U'  in  üezug  huI'  die  drei  Axcn  AX,  AX',  AX"  eines  be- 
iidilg«  BddelVrtaUigwi  GMhttuiteMyileaii  bedentea,  ee  eteUt  Jede  eeÜe  Gleldnuifr  da  Mt- 
ji-niijcn  Puncto  des  Raumes  dar,  dcn-n  roonünntcn  sii-  wahr  machen,  alle  ilbriiicn  Piinde  des 
Raumes  hingegen  schliestt  sie  von  sich  aus;  es  stellt  mithin  jede  solche  Gleichung  einen  Com- 
plex  von  Punelen  dar,  dessen  allgemeine  Natur  wir  ntin  nXher  kennen  lenien  wollen. 

Fehlen  in  der  Gleii  hiinir  ^^^  =  0  oder  V'u  =  0  zwei  von  den  Vertnderlichen  x,  x',  \" 
oder  u,  u',  u"  ganz  und  gar»  so  da£S  dieselbe  nur  noch  eine  von  den  dreien,  die  Lage  der 
Pnncte  best&nnenden  CooiydlnelM  in  sich  eniMt,  w  TcrUerl  diese  etee  Coordinate  eben  dn- 
diireh  den  Characicr  einer  Veründerlichen  volUiommen.  Die  Gleichung  schreibt  in  diesem  Kalle 
der  einen  in  ihr  vorhandenen  Coordinate  je  nach  ihrem  Baue  entweder  einen  einzi^'c»  oder 
mehrere  und  auch  wohl  unendlich  viele  bestimmte  Werihe  vor,  die  jedoch  immer  von  solcher 
Art  sind,  dasi  sie  nicht  stelig  in  einander  llliergehen,  sondern  einer  von  dem  andern  am  einn 
enillirlic.  wenn  aucli  noch  so  kleine  Grösse  verschieden  ist.  Ist  nun  z.  B.  x'  die  eine  in  der 
Gleichung  yx=^  vorhandene  Coordinate,  und  liefert  diese  Gleichung  für  x'  bestimmte  und 
ans  «imnder  Hegende  Werthe  In  gewisser  AnnM,  so  flhfen  diese,  wenn  nnm  ihnen  noeii  die 

Besthnnning  X  =  0  «nd  x"=0  heiflisrt.  zu  ehcn  so  vielen  in  der  Axe  A  X'  an  heslininilen  Stel- 
len md  getrennt  von  einander  liegenden  Punctca  hin;  weil  aber  diu  Gleichung  ffx,  —  0  die 
Grossen  x  und  gar  nicht  in  sich  enthalt,  und  es  ihr  eben  deswegen  ganz  gieich);rUltiff  ist, 
ob  man  x  und  x"  null  sein  lässt,  oder  ob  man  ihnen  iricrend  andere  beliebige  Werihe  lieile>r|, 
so  nimmt  jene  Gleichung  alle  Puncto  in  sich  auf,  welche  den  Ebenen  angehören,  die  parallel 
mit  der  Coordinatcnebene  XAX"  durch  die  so  eben  in  der  Axe  AX'  auTgefundenen  Tuncte 
gelegt  werden,  da  allen  Puncten  einer  solchen  Ebene  derselbe  Werth  von  angehört  Ist  hin- 
peirpn  z.  B.  u'  die  eine  in  der  Gleichuntr  i/'„  — 0  vorkommende  Coordinate,  so  lii  ri  rt  diese 
Gleichung  für  u'  bestinunlc,  aus  einander  hegende  M'erthe  in  gewij>ser  Anzahl,  und  diese  füh- 
ren, wenn  man  ihnen  noch  die  Bestinnnnng  u=0  nnd  u"=0  beinigt,  nur  eben  so  viele  in  der 

I'ulariive  A  J'  liciTi-niic  t'iinrle  hin;  weil  aber  in  der  GleidMing  J/'„  =  n  nnsi'rcr  Vnriiiisselzung 
geumss  die  Cuordinalen  u  und  u"  gar  nicht  vorkommen,  und  es  ihr  eben  deswegen  ganz  gleich- 
gültig ist,  ob  man  n  und  n"  nnll  sein  Usst,  oder  ob  man  diesen  Grössen  irgröd  andere  bcHe- 
bige  Werthe  beilegt,  so  nimmt  die  Gleichung  t/'„  =  0  alle  Puncle  in  sich  auf,  welche  den  Kbe- 
nen  angehören,  die  parallel  mit  der  Poiarcoordinalenebenc  jb'Al",  d.  h.  senkrecht  gegen  die 
Axe  A  X'  durch  die  so  eben  in  der  Polaraxe  AjT  aufgefundenen  Puncte  gelegt  werden,  da  allen  Punc*» 
ten  einer  solchen  Ebene  derselbe  Werth  von  u'  angehärt.  —  Man  ersieht  hieraus,  duss  jede 
der  Gleichungen  (^3.),  die  nur  eine  von  den  drei  si  liicTen  oder  nur  eine  von  den  drei  senk- 
rechten Coordinaten  der  Puncte  in  sich  enthüll,  wenn  man  sie  auf  ein  beliebiges  körperliches 
CoordNinlensyslem  besieht,  einen  Complex  von  eben  so  vielen  von  jsinnider  getrennten  md  mÜ 
einer  der  Grund-  oder  Polar -Coordinatenebenen  pnndtclen  Ebenen  dnrsleilt,  als  die  Glefajhinqg 
für  die  eine  in  ihr  zurückgebliebene  Coordinate  Wcrtlic  liefert. 
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Fehlt  in  der  nif  die  drei  Axcn  eines  beGebigefl  Itörperlichen  Coordinntcnsystoms  b^zoife- 
■ea  Gleichung  fpx  =  0  oder  i/'u  =  0  nur  eine  von  den  drei  Veränderlichen  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u", 
fO  ladert  diess  die  Suhlage.  Fehlt  nämlich  in  der  Gleickiny  ^=0  s.  B.  die  Coordinate 
ganz  und  ifar,  und  h'sjt  tiuin  dieser  den  WitIIi  bei,  so  lässt  man  dadurch  alle  diirrli  die 
Gleiehung  dargestellten  Funcle  in  der  Coordinatenebene  XAX'  liegen  und  dann  stellt  die  Glei- 
clRM|f  ip^j^O  4es  iM  AirfhMf  def  wrigw  Puigruptnn  fi||QlMMn  BrtftartHpn  nfFb^s  !■ 

Allgemeinen  eine  in  drr  KIh'Mc  X  A  .\'  lifijcndc  Cuni"  dar;  weil  aber  die  Coordinale  \"  in  der 
Gleichung  gar  nicht  voikouiuit,  es  initliin  dieser  (licichoag  vüUig  gletchgUUig  ist,  ob  man 
■d  MB  lint,  o4ar  «b  am  fBeter  CoordiiMle  irfend  cinn  mleni  briiab^  Werti  beOegt^ 
BO  nimmt  die  Gleichung  <px=0  in  diesem  Falle  nicht  «ar  «De  fmtdt»-  der  il  dir  Coordinaten- 
ebene XAX'  liegenden,  so  eben  erwähnten  Curve  in  tUk  tmf,  fondem  ausserdem  auch  noch 
alle  die  Punde,  welche  den  Geraden  angehören,  die  man  sidi  durch  sHminUiclie  Puncte  der 
Curve  parallel  mit  der  Axe  AX"  gezogen  denkt,  da  alle  Puncte  einer  jeden  8dehll''GendaB 
dieselben  Wertlie  x  nnd  x'  haben,  wie  der  I'unct  der  Curve,  durch  den  sie  gezogen  worden 
isL  Feldt  hingegen  in  der  Gleichtuag  ^^=0  z.  B.  die  Cuoniiuale  u"  und  legt  man  dieser 
4n  WeiHi  Null  bei,  m»  Uisst  ■hui  dadurch  alle  Puncto  fai  der  Fotar-CoordiiHleMbeBe  lAC 
Sogen,  «(>  (!;inn  dir  Gleichung  i,''„=:0  nur  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Linie  darstellen  kann; 
weii  aber  die  Coordinate  u"  unserer  Vorausset^uag  fjor  Folge.vin  der  Gleichung  gar  nicht  vor- 
koBHl,  es  dtener  .driier.  irfStig  gleicbgfiltig  ist,  ob  man  m'^  mdl  ätm  Ussl,  oder  ob  man  filr  tf 
iifond  dnea't|ldein^ielliä%on  Wwth  annimmt,  so  stellt  die  Gleichung  y'a  =  0  nicht  blus  alle 
Puncto  der  in  der  Ebene  SA  IT  liegenden  Curve  dar,  sondern  ausserdem  auch  noch  alle  die 
Puncte,  welche  deii  GliMlSlM  *Wg«hO?i^  durch  shnmltiche  Puncto  dieser  Curve  parallel  mit 
der  Polaraxc  Af"  gezogen  werden,  da  alle  Piuutc  <'in<>r  jeden  solthen  Geraden  dieselben 
Werlhi^  von  u  und  u',  wie  der  Punct  der  Curve,  dun  li  den  sie  trezogen  worden  ist,  enihallcn.  —  *) 
Es  sti^llt  sunuch  jede  einzelne  der  Gleichungen  (&3.},  wenn  man  sie  auf  die  drei  Axcn  eines, 
kOrpefOdifln  CQionIhiMeisyMeni  bectchl,  md  eine  von  den  drei  dabei  n  berilekslehligendett 
schiefen  oder  scnkrechlnn  Coordinalen  in  ihr  gnr  nicht  vorVomnit.  ji'desmpl  eine  Cylinderfliiche 
dar,  deren  Seitenlinien  entweder  mit  einer  der  Grundaxcn  oder  nnl  einer  der  Polaraxcn  paral- 
lel knfen  and  durch  UfumOidie  Poncte  der  Cnnre  gehen,  nf  die  mm  durdi  die  Gfefefamig 
Idngeflihrt  wird,  wenn  man  die  in  dieser  fehlende  Coonfinato  null  sein  lIssL 

i. 

Konunan  aber  in  den  GMabnigOB  (]B3k)  alle  drei  auf  ein  beliebiges  liÖipeiVehes  Coordl- 
■ilMSystem  hezng^enen  Coordinflten  vor,  so  stellt  jede  derselben  im  Allgemeinen  eine  krumme 
Fliehe  vor,  die  nur  ausnahmsweise  eine  Ebene  oder  eine  Cylinderfliche  in  sich  enthalten  kann, 
•wto  die  nnchiiehsnden  Beirachlnngen  dvtfnm  werden.  Heben  wir  nlnlich  von  den  nur 
Gleichung  (p^—O  oder  V'u  =  0  gehörigen  Punctcn  ii^end  einen  0  hermis,  Tiir  welchen  die  «II- 
geaietnen  CoOTdinatenxeidien  x,  x',  x"  oder  u,  u',  u"  die  besondem  Werihe  |,  |',  |"  oder 
4,  «f.  wwMihwen  «nd  denkatt  wir  vm  dunh  dicm  bortinnil  hervoi«ehobenen  PMot  0  dM 
neue  Axen  OX,  OlC,  OX"  gdegl,  welche  dm  vipffllnglhdiiB  AX,  Ar,  AX"  paraUei  md 


•)  Dia«  Ml  Miclaidk  1a  dia  Auf«,  waaa  am  die  CMcHnaic  ^^«0  ta  das  Pohmyslrai  tfwrmragie  sieh 

vorticlll,  in  wcicfaein  die  zuvor  »cnlirochtcn  CoordinaU'n  ^rlui  fi'  »i  rilt  ri.  niiT  dif  aicli  dann  alle  l>ei  dSr 
C^iciiiNi(  f^'^O  «iigcilcUtcii  BelracliliiBgcii  UBaiiUelltar  wieder  in  Aaweuduiif  bringen  lama.  • 


vn  AnnlytiMlie  «MOMtrle.  '  'AWwhLfllli 

gleiclilaurijf  siixl,  so  üass  man  den  oben  (^Abscha.  L  $.  2.J  aalgesleUtoa  deichuagen  (7.) 
Fdfe  kalt 


CM«»*) 


CM.>  x  =  ^t+jj.,  x'=r+x;,  x"=r+<   oder         + u.  ,  u'=n'+K  ,  u"=,,"+u;', 

wen«  x, ,  ,  x;'  dio  schiefen  oder  u, ,  >  die  ledmchten,  auT  die  neaen  Axen  0  X ,  0  X',  0  ]f 
Wzogcitcn  Coordinalen  dessWiien  Fundes  sind,  der  ao  deo  Hrsprünglieken  Axen  AX,  AX',  AX" 
diü  X,  x',  x"  «idiT  II.  u',  n"  ijal».  Sli'l!'>n  y\ir  uns  nun  die  Coordinatc  x"  odi-r  u"  als  die 
durch  die  Gleichung  (p'^  )  gegebene  1*  uudton  von  x ,  x'  oder  u ,  u'  vor,  SO  bcfindcl  sieb  jede 
VM  diewa  beides  nuMtfaMen  mler  dco  obeB  ^  iSL  Nr.  il4.}  fbr  Fanetioaen  twaier  Vcaindep* 
]i<  h<  II  angenoaMMMü  UnuHnden,  weahaib  nan  dar  dori^a  Gleidnu^     h.")  feadis  htar  iHt 

suwohl  I 

=C*V'x, + Vf'x;) + QSs'^ + v  r'x.  x; + Vr 

als  auch 

ui'  =  i^c ,/  u. + *dV«;)+  (b !|  +  'ö  V'u.  u; + Vv  ?^-) 

und  es  enlhallen  die  Gleii  hunjren  Q>7i.  a.)  und  (85.  b.)  dieselben,  aber  nur  die  Axeii  OX ,  OX',  OX" 
bezogenen  Puncte  in  sich,  die  von  den  Gleichungen  (63.^  auf  die  .Vxen  AX,  AX',  AX"  be- 
logen dtugestcDl  werden.  Fassen  wir  nnn  von  aOen  diesen  runden  irgend  einen  0'  ins  Auge, 
and  denken  wir  uns  diesen  Pund  0'  dem  vorhin  1»  >iiiiuiit  !u  rMu<:(>hobcnen  0  stets  uüher 
'rückend,  so  «erden  die  iliiii  zti:;rhorim'ii  Werlhe  \. ,  .\,  oder  u, ,  u,  stets  kleiner,  die  mif  der 
reehlea  Seile  der  \orsteheii4ien  Gleichungen  in  Klunnneni  eingeschlossenen  Tliedc,  welche  ini- 
ner  sammtliche  Glieder  von  dersolbea  Btanension  in  Bentg  anf  x. ,  xi  oder  n, ,  iC  Hl  aioh  auf^ 

nehmen  und  nneh  der  lldlie  dieser  DiiMnisjiMi  >re(>rdni't  sind,  müssen  wiihrend  der  rortdanern- 
dcn  Aiuiitherung  des  Puiictes  ü'  an  den  0  in  um  so  grüsserm  N'erhülluisse  ihrem  U'crlhe  nach 
abnehimni,  von  je  höherer  Dimension  sie  in  Bezog  aoF  x, ,  x^  oder  n, ,  vi  sind,  nnd  je  Meiner 
diese  Grüsseii  werden,  d.  h.  je  niiher  man  sich  den  Pund  0'  an  den  0  gekommen  denkt.  Denkt 
man  sich  x«  und  x^  oder  u«  und  kleiner  geworden,  als  jede  noch  so  kleine  aogebbare  Grösse, 
oder  Bult  andern  Worten,  denkt  man  sicli  d«i  Fnnct  V  dem  0  mOgliehst  nahe  giritomnen  nnd 
doch  nicht  vdUi<r  in  ihn  ühergegan<;en,  so  ist  man  gezwungen,  vorausgesetzt,  dass  alle  Partial» 
ableitungen  von  r'  '"'«^f  »/  Inu'er  heslinimle  und  endliche  Werthe  besitzen,  sieh  jetien  von  je* 
neu  in  Klanuueni  eingeschlossenen  Theil,  der  eine  höhere  Dmiension  als  ein  anderer  in  sich 
trügt,  URvoiglelcfalieh  kleiner  als  diesen  vomstellen,  io  xwar,  daas  jener  ndien  diesem  vAllig 
varsehwindet  Fdr  solche  Punde  0'  also,  welche  te  gvVsslfr  Nüks  bei  den  0  Uegaa,  gaben 
die  deichongeu  (pb.  ».)  und        b.^  über  in: 

CM.)  r^+'^Vx:  und  tCs^lrf'vk-ytnX' 

Jede  dieser  Gleichungen  stellt  aber  den  oben  (Ahsrhn.  II.  ^  10.")  gegebenen  Eniileninjen  jc- 
mäss,  Wenn  man  sieb  unter  x, ,  x^ ,  x','  oder  u« ,  ul ,  u^'  alle  ihr  genügenden  Werthe  von  Jeg- 


j  u.^.d  by  Google 
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licher  Grösse  denkl,  eine  durch  den  Pnnrt  O  prlionfli^  Ebene  dar,  und  rieh!  dadunli  r.n  Arr- 
alehen,  d«S8  in  Ucii  durcli  die  (Gleichungen  (ß^)  dargestellten  Gebilden  von  jedem  beliebig  her- 
Wffvohoteam  Auel  0  ni»  Mdi  dkn  Mm  tM  in  ria»  aOgVclMl  klein  gedeebten  Süecfc» 
Ulli  0  hemm  andere  Pande  sich  g^"z  in  derselben  Weise  an  einander  reihen,  w  i,-  diess  in  der 
£beuc  dar  Fall  iat.  Die  Richking  der  durch  die  Gleichungen  (86.}  gegebenen  Ebenen,  wo« 
dnndi  die  Aneinandeilageningnreiie  darPanot«  den  Gebildee  nnMchet  mm  0  -kemm  ausgespro* 
elwn  wird,  hingt  von  den- Weilhen 

»r,         oder  .^iTi 
ab,  welche  dem  Punele  O  zukommen,  nml  wird  dahir  Im  AÜgennehmn  trieb  andern,  eo  wie-  die- 

■er  Panct  ein  nnderer  wird.  Man  hat  sich  daher  das  dureh  die  Gleiehnngen  Q^'i.")  (l;irrresi«>II(e 
Gebilde  im  Allgemeinen  so  zu  denken,  daxs  sich  in  ihm  an  Jeder  Stelle  auf  eine  möglichst  klein 
fedaehte  Sbeeke'hin  die  Pnnete  gana  ao  wfe-in  einer  Ebene  en  einander  reihen,  deren  Sid- 
luni,r  ji^dnr!)  von  einem  Pum  ti'  zum  andern,  wenn  zwi.sehen  heiden  ein  endlich  uncehbarer,  wenn 
auch  noch  so  kiemer  Absland  stattfindet,  in  einer  durch  die  Gleichung  vorgeschriebeflen  und 
mit  ihr  wndhndhden 'Wein  üA  ablndert-  h  dienen  Blgencbatten  nun  spricht  ndi  der  Cha- 
mtor  einer  beliebigen  knmiraen  Fläche  aus. 

Die  bis  daher  aus  emer  Gleichung,  welche  entweder  die  drei  schiefen  oder  die  drei  senK- 
rechlen  Coordinaten  von  Puoclcn  auf  ein  körperliches  Coordinatcnsysteni  bezogen  in  sicli  auf- 
ninnnt,  ali;,'e]eiieien  StrUüne  indem  sich  nicht,  irem  ebne  oder  ndnere  von  den  PartfalaUel- 

1*11*1  ttllCl  'ic' 

Uingen  oderDq^,  «iv",  tif",....  nnll  werden.  Ja  aogar  wenn  l&f  und 

•■      ■    ■■  «1 

9f  oder  trf"  und       ^  werden,  bleibt  allea  Gengte  noch  eben  ao-  wahr;  denn  obgleich 

I  •  ti 

es  scheinen  möchte,  den  man,  wenn  I.  B.  Zi'ssO  nad  ^f'ssO  iat,  an  dia  SlaHa  der  cnten 
Gleidwng  (ßi.^  die 

nahnnnDaate^  oder  dasa,  wenn  noch  «bordien  V|^,  Vf»  ^rgMehnilif  nnlwlrm^  woM  gar 

einem  noch  spiSfer  folgenden  Theile  jener  Gleichnn^  gleich  zu  nehmen  wire,  so  Überzeuget  man 
sich  doch  bald,  dass  selbst  in  einem  solchen  Falle  die  durch  die  erste  Gleichung  (,S6.},  welche 
jetst  x7  ==0  würde,  dargesteltle  Ebene  bnmer  wieder  die  Ridilvngen  an  erkennen  geben  wflrde,, 
in  welchen  sich  die  Pun(?le  an  der  hervorgehobeneu  Stelle  des  Gebildes  ebenenartig  an  einander 
reihen.  In  der  That  wollte  man  unter  diesen  Umstttnden  xl'  dem  Theile  der  zweiten  Dirnen- 
n'on,  wie  die  snletzt  geschriebene  Gleicbnng  Ihnt,  oder  einem  Theile  von  noch  höherer  Dirnen«, 
sion  gleich  nehmen,  so  erhielte  man  für  Werihe,  welche  unvergleichlich  kleiner  als  die  x, 
und  xi  wären,  und  schon  deshalb  könnten  die  durch  drei  solche  ninirlichst  nahe  bei  0  aiiftre- 
Custe  Puncte  gelegte  Ebene  und  die  durch  die  Gleichung  .\,  U  dargestellte  keinen  Winkel 
von  angebbarer  Grösse  uüt  cmander  bilden,  so  den  die  Glcicbanig  x?s=0  bnamr.  noch  a  da^ 
Rirhinngen  hinfltbrte,  in  denen  alch  an  der  henrorgehrtwnen  SteUe  die  Ptuictö  an  einander 
reihen. 

Wiewohl  nun  aber  die  Fülle,  wo  einer  oder  mehrere  dor  vordersten  auf  einander  folgen- 
den Theile  der  Gicichangen  (BS.  a.)  oder  (Bft.  b.}  nal  werden,  den  aUgemrinen  Cbarauler 
efanr  krmnmen  FMohe  nicht  sUndem,  so  giebt  es  doch  andere  Ausnahmen  von  derBegd,  von 
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denen  man  Kenalniss  nehnen  mua»,  weil  sie  erst  volles  Licht  Uber  des  vorgeflihrlco  Gegta-' 
itaad  vorbrekeB.  Wena  wtr  ads  einer  der  Gleichuniren  (83.)  durcli  daf  AaflMea  dttariMl 

dia  eine  Coordinatc  x"  od«r  u"  als  Zusatnincnsctzuii;:un  von  \  und  x'  oder  von  u  und  a'  tal^ 
aadMn,  indem  wir  jene  Hriissen  als  rnbekannle,  diese  dug^egon  als  Bekannle  ansehen,  so  wer- 
den sich  erstere  httußg  als  inehrförmige  Ausdrücke  der  Ictzlem  ergeben,  so  dass  man  im  All- 
gemeinen tu  je  zwei  beliebig  gewiUlen  Werlhen  Ton  x  und  oder  voa  Q  und  u'  Tür  x"  oder 
«"  so  viele  einzelne  Darstelliiniri  n  erliidlen  wird,  als  verschiedene  Foniien  in  dem  diifür  erh«l- 
lenen  allgemeinen  Aufdruck  vorkouimen.  Jede  solche  einzelne  Fonn  kann  aber  Tür  sich  allein 
wie  eine  xwiselien  x ,  x*,  x"  oder  a ,  v%  a"  gegebene  Gleiehung  anfg^raMt  werden,  aaf  die 
sich  dann  alles  vorhin  Gesagle  wi<  di  r  unmilli  llmr  anwenden  lässt  In  der  That,  da  wir  bei 
den  vorhin  angestellten  Belraclitungen  die  (jrussen  | ,  1*»  |"  oder  q ,  i}',  nur  auf  emea  cia- 
sigen  au  dea  Gleichungen  (83.)  gehörigen  Panel  beiagen  briiea,  and  dimr  ia  del'  Regel  aar 
einer  von  den  mehrern  Formen  entsprechen  wird,  so  leuchtet  von  selber  cid,  dass  jede  der 
mehrern  Formen  fUr  sich  zu  einem  besondem  flächenattigen  Gebilde  hiofüluren  werde,  das  wir 
einen  Zug  des  ganzen  Gebildes  oder  Fläch eneug  nennen  wollen.  In  besondem  Pillen  je- 
doch können  zwei  oder,  mehrere  der  aelwn  einander  liegenden  Formen  Tür  dieselben  Werths 
X  und  x'  oder  u  und  n'  einerlei  A>'erlh  von  x"  oder  u"  liefern,  welclies  sin  solrhen  Stellen 
der  Fall  sein  wird,  wo  sich  zwei  oder  melircro  der  zusanimengehiirigcn  Flachcn^ugc  gegen- 
seiUg  dureUringaa,  aad  so  aa  LIaiea  oder  nach  Panolen  Aalan  gabea,  voa  waleliaa  an»  die 

eheneniirliire  Ver!>reiltinj,'  der  Ptinele  in  mehrfiicher  Weise  sich  gestaltet.    Obschon  aber  die 

solclicn  Stellen  entsprechenden  Werlbe  von  x ,  x',  x"  oder  u ,  u',  u"  gleidizeitig  mehreren  ein- 

idnen  Formen  angdiOrea,  ao  kaaa  es  doch  geachehea,  daaa  die  aoldiea  Siellea  cnlaprecben» 
1»  »1  ■•  ti 

den  Werihe  von  ilx^  and  oder  und  da"  bei  den  aicbrem  voa  diesen  Stellen  aus- 
gehenden FliiehenzUfren  verneliieden  ausFallen;  dann  durchschneiden  sich  die  Zifge  an  diesen 
Steilen  in  Richtungen,  weiche  einen  Winkel  von  endlicher  Grösse  mit  einander  bilden,  und  die 
adlteUt  der  Gleidiungen  (86.)  Tür  solche  SteUon  aus  dea  ndirttilei  Formen  aieh  ei<gebeaden 
Ebenea  dedcen  die  Art  und  Wdse  aaf,  wie  skli  die  mebreia  Zikge  an  diesen  Sieltea  dnidt- 

krenscn.  Solche  Zaget  «eklw  aa  deigleiehea  SleNen  aneb  nedi  ftr       «ad       oder  flir 

'du"  und  i'n"  einerlei  Wertlie  besÜsen,  haben  ziniiiihst  an  diesen  Sldlca  eine  gemeinsame 
Richtung;,  welche  durch  die  ihnen  gcmeinschalUidi  angcbitrige,  ihre  Lagenuigsweise  daselbst 
bezeichnende  Ebene  ausgesprochen  wird. 

Auch  gilt  hier  bei  den  Flüchen  wieder  alles  das,  was  im  vorigen  Paragraphen  bei  dea  ebe- 
nen Cnrven  in  Bezuir  nnf  die  /Verlegung  einer  (ileicinirig  in  mehrere  andere  gesagt  wordea  ist 
Kanu  man  iiändich  die  üleichungcn  (83.)  uut  eine  von  den  Formen 

(.81.  a.)  <fx<rx=^    ««•«■r    Vüi/ä  =  ü 

bringen,  und  sind  die  Factoren  und  (f^  oder  t/'a  und  V'a  solcher  Beschairrnheit,  daSS 
die  Werthe  von  x,  jf,  x"  oder  n,  n',  a",  welche  den  einen  xn  Xalj  machen,  den  andern  nicht 

aaf  die  Form  ^  oder  ^  bringen,  so  werden  die  vorslebendea  Gleicbuagen  elimbar  durch  siVe 

die  Werihe  von  x ,  i^,      oder  u ,  uT,  n"  befHediji^,  weldie  entweder  den  einen  oder  dea  an- 

doni  ihrer  beiden  Faclorcn  zu  Null  minlien,  wtilirend  .solche  Werthc  der  V«!rBnderlichen,  die 
Keiacn  der  beiden  Faclorcn  vorschwiudon  maclwo,  eben  so  offenlMU'  auch  nicht  im  Slaad«  sind» 
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n  btlHedigM.  Bt  iil  dte  geiMIM,  die  fiWdiiiag 


'f  x  7i  =^ 


md  ^ssO 


:0  als  einen  Verein  der  beidea  andero 
und   •11»''=  0 


aufzufassrn,  wonn  man  sich  die  beiden  letzten  als  fjiinzlich  von  einander  unnlilsiinTig 
ebeo  so  kann  man  die  Gleichung  V'aV'ä- 

^  =  0   und  ^„ 

sich  vorstellen,  wenn  man  diese  letztern  gtinzlieh  unabhängig  von  einander  sein  liisst  IBs  felgt 
hieraus,  dass  das  in  einer  Gleichung,  wie  die  (87.  a.}  sind,  enthaltene  Gebilde  nichts  mden 
ist,  als  eine  Vereinigung  der  zwei  in  den  Gleichungen  (87.  b.)  oder  (87.  e.")  t-nthnltenen  Ge- 
bilde, voransgeselzl,  dass  die  Werthe  der  Veränderlichen,  welciie  den  einen  Factor  9^  oder 
^  n  Man  BMli«,  dn  andoBi  Factor  ^  oder     ^  nf  «taa  dar 


CS«,  c) 


wto  s.  &  dar  Fd 


iMt  fk=0  dte  «ade» 


seUcen  und  dabei      ganz  nach  WillkUhr  nehmen  wollte. 

Ausserdem  gfiebt  es  noch  «ödere  UmstHnde,  welche  machen  kUmeBt'dm  der  voiUa  la- 

gegebene  Hau  der  durch  eine  Gleidiung,  wie  die  (83.)  sind,  dargestellten  Flüche  an  einzelnen 
Stellen  eine  Mudiiicaliun  erleidet    Diess  geschieht  namentlich  da,  wo  eine  oder  niehrere  der 

Parlialttbicilungen  'b'r,  '{t',  Z^',....  oder  Vi/',  *ir,",  '^17",....  die  Form  oder  anneh- 
men, und  eben  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  an  solchen  Stellen  die  Ktjhs  (Bö.  a.J,  oder 
(85.  b.)  ihre  Anwendbailteil  rerlieit  Ftfr  diese  Stellen,  wekhe  inner  mnr  «imcebe  Aomeli^ 
nicn  von  der  Regel  bilden,  müssen  dann  auf  die  gleiche  Welse,  wie  in  der  Lehre  vom  Grüsstea 
und  Kleinsten  uutcr  ähnlichen  Umständen  geschichti  holdere,  diesen  exceplioncllen  Stellen  ao» 
gemessene  Eotwickelungen  aufgesucht  und  an  die  Stelle  der  Reiben  (83.  a.}  oder  (85.  b.)  ge- 
I,  aus  denen  man  sodann  die  EigenthUmlichkcit  der  FUfche  an  dergleichen  SteUea 
aL  Geaieiahln  zeigt  es  sich  ddUi,  daai  da,  wo  «iaa  oder  BMhMBe  dm  flmkAr 

tea  Pariialabielhii^a  die  ^ona  J  Od«r  J  ■anUaMn,  dMa  «atonder  dat  pMUlidie  Anlh9»Ba  el> 

ni'!<  Fliif  lu  nzuiri's,  das  (hirch  fli^n  Tehergang  der  Coordinalenwerihe  \nm  Reellen  ins  Tniaginira 
bewirkt  wird,  oder  eine  plötzliche  Richtungsflnderung  der  Fliehe  von  einem  endlichen  Betngb 
oder  sonst  eine  Cofriinoillliaatarinrecfaung  .aadMcr  ^  »ifhandjite.  Man  pflegt  die  Benrthdinag 
aller  an  einzelnen  Stellen  auilrelenden  uagewfihnlichen  Eigenthilmlichkeiten  einer  durch  eine 
Gleichung  gegebenen  Fliehe  die  Discus^ioa  dieser  Gleichung  zu  nennen.  Die  Oipcussioa 
einer  Gleichung,  deren  Veränderliche  mvi  nis  Coordinatcn  von  Tunclen  ansieht,  bleibt  vdUig  die 
gleidie,  man  mag  diese  Cotoiiaaten  auf  eia  rechtwiaUiges  «der  «af  eia  aehiefWhdilifes  Coorr 
diaatensystem  bezieben. 

Die  eiae  krumuie  Fiiiche  darptell^ndc  Gleichung  ist  ciilvvcdcr  gegeben,  und  es  sollen  aus 
,lhr  die  Bigensdiiinea  der  FUche  a^deilet  werdea,  oder  e«  wird  die  ini<Ae;  darch  eiae  sie 
vollständig  (■liarnrtrrisirende  Eigenscliiifl  gei^i-Iirn.  w  rl;  lirr  geniiiss  man  die  Gleichung  der  diese 
Eigenschaft  in  sich  aufnehmenden  Fläche  aulzusuchen  haL   Beim  Aufsuchen  der  Gleichung  bat 
■in  Iteiaenregs  feesoaders  danaf  aa  sahea»  dass  sie  Inier  scUefe  oder  laalar  asalnaalil»  Co«r- 
L  35 
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Men  In  tidi  «Mb,  vMadv  «W  hk  tat  AB^tmOam  lauer  ten,  «kiiteeMf  «AMb 

und  scnkrcclile  Coordinaton  in  sin  cing^cht^n  r.u  lassen,  wie  es  (Tcniilc  am  bcsicn  mit  der  ein- 
fachsten Hci'leilungsweise  sich  vertragt,  da  eine  solche  gcmischle  Gleichung  völlig  gleichen 
Werth  nil  der  het,  in  welcher  die  Coordfauteii  gdreaml  rafirelen;  dem  ersitieh  kenn  ann  in- 
nicr  da,  wo  floichzritiir  scliiofc  und  sonkreiliti"  fnonlinntm  vorltnitniipn,  i'iilwrilor  die  einen 
oder  die  andern  mitlclst  der  zwischen  beiden  besiehenden,  int  ersten  Absclinilie  mitgclhefltea 
Rebtiooen  eGiabihfea,  nnd  w»  die  gcndicbte  GMckug  auf  jede  der  in  (Ki.)  angcomiiMneiB 
Formen  bringen,  sodann  aber  kann  man  auch  die  gemiscfale  Gleichung  muniUelbir  M  fernen 
Zwecken  benutzen,  wie  wir  jetzt  an  einigen  Beispielen  zeigen  werden. 

140)  Will  nMB  die  CUeiehung  einer  KugelOiche,  deren  MiUeipnnct  and  Radiuf  gegebe«  iel, 
was  der  ale  chmelerbirenden  Eifensdiilt  heiWIeo,  dm  der  Abstand  ebiei  jeden  ihrer  Pnnele 

von  ihrem  Mittclpuncte  ihrem  Rudiu.s  gleich  ist,  nnd  bezeichnet  nian  die  sidiiefen  und  senkredi- 
ten  Coordinii(f>n  ihres  Milleipuncis  an  den  drei  Axcn  eines  beliebigen  CuordinHlpnsvslenis  durch 
X| ,  x| ,  x','  und  u, ,  u| ,  ü',' ,  so  wie  die  von  cincut  beliebigen  i'uncte  der  gesuchten  kugeilläche 
•n  denselben  Axen  durch  z,  jf,  x"  nnd  u,  a',  a",  nnd  den  Bndint  der  KageHUehe  idber 
dnreh  r,  M  ist  zufolge  der  oben  (Abschn.  I.  §.  2.)  aurgeslellten  nieichung  (20.): 

CM»  r'  =  (x  —  x.)  (u  —  u.)  +  (x  —  x;)  (u  —  u',)  +  ix"—  x',')  (u"—  u',')  , 

vnd  umgekehrt  gehört  jeder  PuncI,  dessen  Coordinatenwertbe,  an  die  Steile  von  X ,  X ,  x"  und 
u,  u',  u"  gesetzt,  die  vorstehende  Gleichung  befiiedigen,  der  Terlangten  KugelflMche  an;  es 
wird  daher  die  angezeigte  Kngelflicbe  durch  die  hier  erhaltene  Gletcfaung  voDatündig  daig»> 
stellt. 

Stellen  nun  r ,  r*,  r"  die  schiefen  und  u ,  «',  u"  die  senkrechten  Coordinaten  eines  irigcnd 
wo  im  Räume  liegenden  Punctes  0,  vor,  so  wie  g  dessen  Entfemnng  von  einem  beliebigen 
Puncte  0  der  KugeUSche,  welcher  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  n"  zu  seinen  schiefen  und  senkrech- 
ten Coordinaten  hat,  so  crhiiU  man  aus  demselben  Grunde,  der  zur  Gleichung  (88.  a.)  iUhrte: 

CM.  fc.)  =  (X  _  r)  (u  -  u)  +  (x  -  r')  (u  -  vT)  +  (x"-  x")  (a"-  u") , 

und  aus  dieser  Gleichung  und  der  (88.  a.)  findet  man: 

- r« = (x - X) (u - u)  +  (x  - r) (u'- u')  +  (x"-  r")  (u  "- u ") 

~  [(x  -  X.)  (u  -  u.)  +  (x  -  xl)  (u'  -  ul)  +  (x "-  x;  j  (u  -  u; )] . 

Seilt  »n  hl  4iefor  leisten  GlddMng  flir 

^^^^^^  (« — 0  C»— «) + (x— (u'—  uO + (x"—  O  C«"—  «O 

Cx—«b+Xi—0(»—«i+"i^  ")  +  ('«'  — +x:  —  r')(u'  — u;  +u;  —  u') 

+ (x--  x;' + x!'  -  r")  (u"-  ur  + «:'  -  tt") 

(x  -  xO  (u     uO  +  (x'  -  xO  (u'  -  u:)  -f-  (x"-  x;-)  (u"-  u!') 
-f  (x  -  X,)  (u,  -  u3  +  (x'  -  xO  (u;  -  u  )  +  (x"-  xD  (ur-  u") 

+(x.-  0  (u  _u.)+(x:~r')  (u'_u:)+(x:'-r")  (u-ud 

so  geht  sie  ll«r  hi: 


f.  14.  lir.  iml  imm  nick«.  m 

e»-  i»=(x,  -  0  ^  tt) + (x;  -  o  (»:  -  «') -  r )  (u;  -  u")  \ 


b  dieser  Gleichung  stellt  die  erste  auf  iliror  n'rhten  Srilp  bpfintllichc  Zeile  noch  immer  aus 
daowelbea  Grunde,  der  xnr  Gleichung  (iS8.  a.j  luhrtc,  das  Quadrat  der  £aUemuag  des  beliebig 
wo  BaSNtal  PmbcIm  0|  vom  den  MiUcl|)uact  der  KugellUche  vor;  Imddnfll  min  diher  «BiM 
Bnlfcnmiig  durch  S,  lo  ift: 

Die  beiden  foltrenden  Zeilen  der  Gleichung  (88.  c.)  lassen  die  nachsiehende  Auslegung  zn. 
Bezeichnen  wir  nämlich  durch  p ,  p',  p"  und  p ,  p"  die  schiefen  und  senkrechten  Projec- 
tionnririen,  wdche  di«  vom  HHt^raict  der  KiigeHllcbe  Mdi  den  der  Kogdllde  IkfondMi 
Punctc  0  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  des  Coordinatensystemi  giebl,  M  iSt  moh  Alloi» 
tHOg  der  oben  (Abschn.  1.  §.       gegebenen  Glaksbiiogeo  (3.): 

f  Ä  — ^  ,  ps  — —  *  P  =  — j —  ™  — J—  »  V—  — J —  »  ?  ~  — i —  I. 

ttoteiclumi  wir  ferner  durck  q,  if,     and  i),  ii',  qT die  aehieTeo  und  seidcTechlen Projectiom- 

zahlon,  udtlie  r!ii-  muh  Miltclpiinct  der  Kiit,'oiniiclie  nndi  dem  irgend  wo  im  Pamtie  liefrenden 
Puncle  0,  hinzielende  Ilichtung  an  den  gleichen  Axen  giebl,  so  ist  aus  demselben  Grunde: 

nnd  wMUM  der  nu  den  beiden  vonMMMden  Reihen  von  Gleichungen  fbr  x  —  x,,  Jt'-^l^, 
x"—xr;  u  — u,,  u— u:.  n"  -nTimdx— j^,  i*— xl,  x"— li';  «— ■'—«1,       «T  «W» 

ergebenden  Wcrlhe  erluiU  nun: 

Cx  -  x.)  C«.  -     +  C*  -  ^'0     -  »  J  +  Cx "-  x'.'3  (»r-  «") = -  O  q  +  p'<+  p'  q  j  r  R  1 

Hd 

bezeichnet  man  aber  durch  0  den  Winkel,  welchen  die  beiden  vom  Mitlclpuncl  der  Kugelflitchc 
nach  den  Punclen  0  und  0,  hinzielenden  Richtungen  mit  einander  inachen,  so  ist  den  oben 
(AlisdMi.  L  $.  2.)  erwiesenen  Glctcfaungen  (9.  «.  and  b.)  »ir  Folge: 

P<i+pV+pV=:q»+q>'+0''=e«»^ 

und  in  Folge  detten' Tcrwonddn  rieh  die  Gkidiangea  Q36>  e.)  in: 

and  >  CM*d!>> 

(x,  -  r)  (u  -  u,)  4-  C V  -  O  Cu'—  ul)  +  (x:~  i")  C""—      =  —  r  R  cos  « .  ) 

Durch  die  Gleichungen        d.  und  f.)  nun  geht  die  (^^<.  r.}  über  in:      .  ;..t  . 

e'  =  t'  — 2rRcostf  +  R', 
und  dieser  kann  man  jede  der  zwei  nachstehenden  Formen  geben: 

.  f'  =  (;r  — R}'  +  4rBstn4«  «nd  «*=:Cr  +  R)*— 4rRMf)f I-.    •  (•••••) 
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Am  ieu  leMm  Iwidai  Föimb  Imm  fkh  nvi  «rf  den  enlm  BDak  KsIgMde  BgmacM- 

ten  dor  Kugeinitche  nblrsrn :  Ein  vom  Millpl|)iin(  t  oinrr  Kuß;ol,  deren  Radius  r  ist,  um  R  ab» 
Stehender  Piuicl  0,  liegt  deinjenigea  Fiuicl  der  üugelilaclie  am  nächsten,  und  sein  Abstand  vM 
flnn  ist  +Cr— R)>  bei  welchen  f=;0  ist,  «L h.  welcher  in  der  vom  Hittelinnict  naeh  O,  fe»»- 
gonon  Geraden  mit  0,  auf  ellieiki  Seile  des  Miltelpuncts  liegt;  der  Punct  0,  hingegen  liegt 
von  demjenigen  Pancle  der  EofeUliclie  am  weitesten  ab,  und  sein  Abstand  von  ilun  beträgt 
r  -|-  R ,  bei  weldiem  9  zwei  Hechte  betrügt,  d.  h.  welcher  in  der  durch  0,  und  des  nudpuMSt 
gelegten  Geraden  so  liegt,  dasü  er  und  0,  auf  ('iilL't't.'t<iiiresetzlen  Seiten  des  Mittclpancts  lieh 
hofitKicn.  I.icft  der  Punct  f),  selber  in  der  Kugi'lflHiiie,  so  wird  r  =  R  und  dann  sieht  er  TOB 
einem  anderu  Puncle  der  KugeUluclie  um  'irsin^Ö  ab,  welcher  Absland,  wie  zuvur  der  bei 
jeder  andern  Lage  de«  Ponelee  0,  geAmdeM  Ihil,  bbÜ  den  WUtel  t  nminMat,  d.  b.  ua  f • 
grösser  wird,  je  mehr  die  vom  Milteipunet  nach  dem  Punct  der  Klgdllldw  and  nach  deoB  Fand 
0|  hiuiaufi  iKien  Richtungen  von  einander  abweisen. 

141}  Während  sich  ein  Winkd  von  unveränderlicher  Griese  und  unverrttckbarem  Scheitel 
tm  den  efanen  seiner  beiden  Scbenitel  dreht,  besehrelbl  sein  anderer  ScheiAel  eine  FMehe,  die 

man  die  Limwalzungs-Kcgeiriüchc  zu  nennen  pflegt.  Per  Seheitel  des  diese  F1i<che  erzeu- 
genden Winltels  heisst  die  Spitze  der  KcgeUUche,  der  bewegte  Schenkel  dos  erzeugenden 
Winkels  wird  in  jeder  seiner  Lagen  die  Seite,  80  wie  der  unbewegte  Schenkel  die  Axe  der 
Kegeiflüche  genannt.  Wir  werden  nun  die  Gleichung  di  r  L  iiiwidzungs-Kegelflacho  aurstcllen. 
BezeichiuMi  wir  durdi  A  ,  A',  A"  und  C ,  C,  C"  dii-  schieft  ii  und  senkrechten  Projcctionsz.ah- 
len,  welche  die  Axe  der  Uuiwülzungs-Kcgclllachc  an  den  Axen  des  beliebigen  Courdmalensy- 
stens  giebt,  dnrdi  p ,  p'  p"  nnd  y ,  p"  die,  wdche  iifend  eine  der  mcndHdi  vielen  Sdlm 
der  Kogciniuhe  an  den  gleichen  Axen  giebt,  endlich  durch  ).  dii-  Cri  ssc  des  die  Kcgclflilchc 
eneugeudeu  Winkels,  so  ist  den  oben  ^Absch.  L  $.  2.}  aurgcslcUlcu  Gleichungen  (9.  «.  und  b.} 
nr  Folge  sowtAI 

i—,mO  pC+P'C+p''Crasco«X  ab  pA+p'A'+p''A''=CMi, 

■  •  wenn  wir  stets  von  den  zwei  Richtungen,  welche  die  Schenkel  des  Winkels  il  ausmachen,  die 
ruhende  als  die  der  Axe  des  Kegels  angehiSrige,  die  bewegte  als  die  seiner  jeweiligen  Seite 
cnllq»rechende  ansehen.  Stcllcu  Terner  X| ,  xi ,  xi'  und  U| ,  u| ,  u|'  die  schiefen  und  senkrechten 
Coerdimten  vor,  weldie  die  Spitie  der  Kegellllehe  «a  den  Coofdioalenixen  KeTert,  nnd  x ,  x',  x" 

und  u,  u',  u"  die,  welche  irgend  ein  Puncl  (icr  Ki^jclfliich«  an  dcns<  üini  Axc.i  liefert ,  .so  ist, 
wenn  r  den  Abstand  dieses  letzten  Punctes  von  der  Kegelspilxe  beielduiei,  den  oben  (^Absch.  L  §.  2.) 
gegebenen  Gleiehungcn  (3.)  geinlBs: 

 X  — X,     „._x'— xl  x'  — xr      .  u  —  u,  B*— 11?    t^»  lt"— 

p=__  ,  p=:__,   p=  __ —  und  p=_-,  p  =  _-,  >  =  — f — » 

■nd  Uerduicb  ndunen  die  delchungen  (89.  a.)  die  folgende  Gcstah  an: 

CM.».)    }  und 

(  A  (u — u.)  +  A'  Cu — uO + A"  Cu"—  u,*) = r  CO«  A , 
wefadie  arit  einander  nndlipMdfl  geben: 

[CCx-x0+<7(«'-*S)+C"(J^'-<)][AC«-«O+A'C«'--»O+A''(«"-tf3]=i'«rt. 
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Efoni«  rlidM. 


wd  4l0n  Mrt*  fiMohuf  wM,  well  «kr  oben  (AbMlB.  L  S-  3.)  miigeHiHwi  CRdolMaff  (20.) 
nr  Folg« 

r' = c*  -  «0   -  "0  +  C*'-  *0  C»  -  "0 + Cx"-  *0  C" «lO 

tot: 

[CCx-.».)+C(x'-  xl)  +  C"  (x"-  xH]  [A  (u  -  II,)  +  A'  (n  -  ul)  +  A"  (u"-  ul')  | 

=  cos«A[Cx-x,)Ca-u.)  +  (x'-xO(u'-u:)-f-Cx  "-  xn(u  "-u:'3].      im,  iL} 

Diess  ist  die  Glcicbong^  der  vorgelegen  UmwXlzungs-Kegclflache.  Jeder  Poocl,  aaT  den  der 
bewegliche  Schenkel  des  erzeugenden  Winkels  sidsst,  macht  diese  Gleichung  wahr  und  umge- 
kehrt gehört  jeder  Punct,  durch  welchen  diese  Gleichung  befriedigt  wird,  riciii  bewoglcn  Sehen-  .  ^ 
kcl  in  einer  seitirr  iiiojrlM  lirii  Liij^cti  an.  Hirrbi-i  hat  niun  judüch  norh  Folgendes  zu  beriick- 
sichtigen.  Mau  kann  udi  di-n  Lcweghchen  :>chenkcl  des  die  Kegeiflache  erzeugenden  Winkels 
•n  Sdieild  begrenst  md  von  d*  ans  aar  nach  der  Seite  Mnlaafead  voRtenen,  nach  wddier 
seine  Richtung  hinzielt;  dann  fuilun  dir  Projrrtionsziihlcn  p,  p',  p"  und  p,  t',  V"  J^'' <lii"  f'- 
Dcn  vorhin  beigelegten  Werthc,  welche  zu  den  Gleichungen  (89.  b.}  gerührt  haben.  Denkt 
nrnn  sich  Inngegvn  den  bewfglidien  Sctienkd  des  die  KegeWlche  enseogeaden  Wiidieb  mcb 
nach  der  enlifcjft'ngcsctzttMi  Seile  ins  UncndHrhe  verlängert  und  rechnet  man  zur  Kegelfläche 
auch  alle  die  Puncte,  welche  von  dieser  Verlängerung  durehUufen  werden»  so  entsprechen  die- 
MB  PancteB  Werth«  von  p,  p',  p"  und  p,  p',  tf",  wdehe  den  vorigen  an  GrOsse  gleich,  dem 
Tondchen  nach  aber  gerade  eniffegengescixl  sld^  md  daher  anstalt  der  COeidnuiigen  (89.  b.3 
die 

C  Cx  —  X,)  +  C  (x  —  x;)  4-  C"  (x"—  xfO = — r  coi  1 

itnd 

AQxi  —  U|)  4"  A'  (u' —  a'i)  -\-  A"  (u" —  u','^  —  —  r  cos  l 

zu  St4uide  bringen,  welche  jedoch  mit  einander  mulüpiicirt  wieder  zu  der  (89.  d.}  hinfahren. 
Man  sieht  hieraus,  daifl  dte  Gleichung  (89.  d.)  nicht  Mos  alle  die  Pnacte  in  swli  aaihiniBi^ 

welche  der  Si  lienkel  des  erzeugenden  Winkels  vom  Sclicüel  an  im  Sinne  seiner  Richtung  aur- 
gefasst  durchläun,  sondern  ausser  diesen  auch  auch  alle  die,  welche  dessen  YerUtugenuig  nach 
der  eatgegengeselslen  Seite  dnreUlinfk,  and  daaa  am,  wenn  die  Gleidnngett  (60.  b.}  demeibeB 
Grad  der  Allgemeinheit  in  sich  trni,n  ii  sollen,  ilire  rechten  Seiten  mit  doppelten  Vi)rzcirlieti  ver- 
sehen muss,  oder,  was  dasselbe  ist,  unter  A  gleichzeitig  den  Winkel,  den  dieser  Buchstabe  vor- 
aidit  and  aeüien  Nebenwhdiel  sich  ni  denken  hat 

Stellen  nun  x,  t',  x"  und  u,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  irgend  ei- 
»es  Pmetea  0.  Im  RaiuM  vor,  and  beaakhnrt  ^  den  Abataadf  kk  walehaui  diONr  Pnct  n  lr> 

gend  einem  Puncle  0  der  Kogelflächo  steht,  dessen  Coordittdei  dvick      ]^»      «id  n^  M', 
angezeigt  wenlen,  so  ist  (Abschn.  I.  $.  2.  Gleich.  20.) : 

=  (x  _  r)  (u  -  u)  +  (x  -  r')  (u  -  u')  +  (x"-  x")  (u"-  u"3 , 

■ad  dieae  Gldohong  giebt  in  Verbindung  mit  der  (89.  c): 

^*    r«  =  (x  -  r)  (u  -  u)  +  (x  -  r')  (u'-  u')  +  (x"-  r")  (u"-  u  ") 
-  [(x  -  X.)  (u-  u.)  +  (x  -  xO(u'-  uO  +  (x"-xr)  (ü"  -  uDl . 

Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  ganz  dieselbe  wie  die  in  voriger  Mummer  bei  der  Kugelfläcbe 
flriadlene,  welcba  aaidllalMr  anf  die  dar!  ftahande  (88.  b.)  folgt;  ea  tonea  gidi  daher  alle 
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IRÜ  Jener  >  urgcMMMMieB  UaiinricmigiM  «Mb  bei  dkMr  wMer  im  AiWNtttaf  Mvm»  iM 

mtB  gelangt,  ganz  so  wie  dort,  wenn  man  wieder 

m  wie 

(  Cx — x.)  CMi —»)+ C«' -  «0  C"« — »O «0  K- «M  • " 
ißm.rO  I  und 

f  (x,  -  r)  (u  -  tt.) + Cx:  -  O  Cu'  -  uO + OC-  O  (« »i  )  =  -  r  R  cos  ^ 

setzt,  zu  der  Gleichung: 
CM.«.)  9^=1*— arRcosf+R*. 

Es  bedeutet  aber  hier  R,  dn  Gleichung  (89.  e.}  gemüss,  die  Entfernung  des  Punctcs  0|  von 
der  Kepclsiiilzc,  und  l)  muli  Anssiiüc  iIit  Gleichung«'!!  {^^'.).  f.)  den  Winkel,  weichen  liie  von 
der  Kegcl^ipitze  nach  den  l'unilen  U,  uud  Ü  hinlaulenden  liiciitungea  uul  einander  bilden,  und 
da  die  beiden  Scfceakel  des  Winlieli  f ,  wean  lie  mit  der  Kegilaxe  aidit  io  eiaer  und  denal- 
ben  Ebene  liegen,  in  Vcrlsindiing-  mW  der  Ri«  littiiij,'  füesi  r  Ke;:i  !:i\c  inuncr  als  Axen  eines  be- 
liebigen Cuordinalenüystems  angescheu  werden  küniien,  su  ist  den  in  AI)Sch.  I.  %.  2.  gegebe- 
nen Gleichungen  (38.)  zur  Folge,  wenn  2.  and  l,  die  Winltel  bexeichnen,  weh^e  die  Richlnng 
der  Kcgelaxe  mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  0  bildet,  0,  hingegen  den  Winkel,  welchen 
die  von  der  Kegelue  auslauTcndea  und  durch  die  Puncte  0|  und  0  gehenden  zwei  Ebenen 
einschliessen,  wdeher  Wiahd  atels  der  Nebenwfnlel  von  dem  ist,  den  die  auf  diesen  awei  Ebe- 
nen senkrechten  Pohnxen  de«  Uer  so  eben  iaa  Avge  gefaeiten  CoordbnlenflystenH  mit  ein- 
ander bildea: 

ani  lab  cos^, =eos#— CM  X  eotH«  t 

welche  GMehnng,  wie  man  fogldch  wahrnlinmt,  andi  dann  noch  bestehen  bMU,  wen  die  drei 

Richtungen,  welche  zu  ihr  gerührt  haben,  in  eine  und  (Uflselbe  Ebene  fallen.  Ana  dlsaer  OM- 

chung  erhält  inan  cos^  in  folgenden  zwei  Formen: 

cos  6 = cos  (iL  —  A,)  —  2  sin  A  sin  A,  sin'  ^  0,   and   cos  ^  =  eo<>  ().     A,)  4~       ^  i  i 

durch  Aese  WerAe  von  cos  aber  idmmt  die  Gteichang  (89.  g.)  die  nachstehenden  iwci  Ge- 
stellen an: 

rp'  =  r*  — 2rRcos(;i— AO+B*+4rRsinA8inÄ,sin'iO, 
€•••*.)   1  und 

^■;=:i*— SrRoos  CA+ X.D+R*— 4rB8hilsin2.co«*4«,. 

Aus  den  Gleichungen  (69.  h.}  hissen  sich  folgende  Eigenschanen  der  liinviilzuTifs -Ketrelfliiche 
ablesen:  Denkt  man  sidi  den  Puoct  0,  uiil  einer  geg(ä>eaen  ItegeUlacho  aiii  eine  völlig  bttstimuite 
Weise  vereinigt,  so  hat  man  sich  die  GrBssen  R»  A  und  J,  als  stets  (fiesdben  bleibend  vonn- 
stellen;  nimmt  man  daher  auch  noch  r  als  seinen  Werth  nicht  ändernd  an,  d.  h.  betmi  hlet  man 
blos  solche  Punrtc  der  Kegelflüehc,  welche  in  einer  und  derselben,  aof  der  Kegelaxc  senkrech- 
ten Ebene  liegen,  so  Hndcrn  die  drei  ersten,  auf  rechter  Seile  von  den  Gleichungen  (1^.  h.} 
befindlichen  Glieder  Tür  aUe  diese  Puncte  ihre  Werthe  nicht.  In  diesem  Falle  geben  dann  die 
vorsfi'liiTiden  Gleichungen  zu  erkennen,  diiss  sie  flir  p,  üIsd  Hir  den  Absland  des  rundes  0, 
von  den  i'unclen  der  Kegclfläche,  welche  in  einer  und  derselben  auf  der  Kegelaxc  senkrechten 
Ebene  Hegen,  eiMa  kleinsten  Werth  MefoHt  wenn  1^=0  ist,  niiaillob  dm: 

e'sri' — a  r  R  ««Cl  ^i.) + R»  j 
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kingegen  einea  grOMtaa,  wm  #isf8(f  tat,  nlHlkh  1ms 

der  Abttaad  9  det  PiMetM  0.  von  de«  Pudn,  wddie  ms  d«r  KegitUlch»  dnrdi  tiae  mi 
ihrer  Axc  st-nkrechte  Ebene  liL'ransijpschniUen  werden,  hat  diiher  bei  den  zwei  Puncten  O, 
welche  in  der  durch  die  Kegelaxe  und  den  Punct  0,  gelegten  Ebene  liegen,  einea  lileia«len  oder 
grOsiteB  Werth,  je  nachdem  der  Ptanct  O  mit  den  O,  «nf  eineiW  oder  raf  eotgegengeteltler 

Seite  von  der  Kegelaxc  lingt.  Hierbei  muss  man  jedoch  bedenken,  dass  die  Puncto  einer  und 
derselben  Kegd«eite,  welche  zu  beiden  Seilen  der  Ke^clspilze  liegen,  in  der  durch  den  Punct 
Ol  ud  die  Kegelaxe  hindurch  gehenden  Ebene  auf  intgegengeselilen  Seiten  von  dieser  Aze 
liegen;  lä>.st  umn  daher  die  auf  der  Keu:elaxc  Sünkrcchte  Ebene  der  Kegclspilze  stets  näher 
rOcken,  wodun  ii  r  stets  kleiner,  unil  null  win),  wenn  die  Ebene  in  diese  Spitze  gekommen  itit, 
CO  wird,  wenn  die  Ebene  in  derselben  Hicbtung  noch  weiter  fortrückt  und  auf  die  andere  Seite 
von  der  Kogobpttso  gritonunen  tat,  (^rorMugoMlit,  i$tß  mm  Jodo  der  Gtakinngnn  taHner  anf 
Puncto,  «!ie  derselben  Kegelscite  anschüren,  bezicbf),  wobei  r  zwar  wieder  einen  wirklii  lien 
Werth^  annimmt,  der  jedoch  in  Folge  des  Gegensatzes  in  der  Lage  ein  dem  vongeo  entgcgcn- 
geselilei  Voneichen  eiUlt,  diejenige  der  twei  TonteheBden  deieimngen,  welcho  imor 
den  kleinsten  AVerlh  (>  liprerle,  jetzt  den  jfrüssten  geben,  und  uiiiffckelirt.  Hieraus  folgt,  dast 
die  absolut  kleinste  Entfernung  des  Puactcs  0,  von  der  KegeUUcbe  eben  so  gut  nach  einem 
Pnncle  der  Kegebefle  btatanfen  kann,  «nf  weleke  wir  die  cweäe  der  vonldienden  Gkichungen 
kaniehen,  wie  nach  einem  Pnncte  der  Kcgelseite,  weraaf  wir  die  erste  dteaer  OtaidMOgen  kfr- 
riehenj  gobea  wir  daher  diesen  zwei  Gleichungen  die  nachstehende  Poms 

ß'  =  R'  sin'  (X  —  A,)  +  fr    R  cos  (A  —  A.)J' 

Q*  —  R«  sin'  (X  +  A.)  -f  [r  —  R  cos    + ;.,)  |' 

so  zeigen  sie  auf  der  SteDe,  dass  der  absolat  ktaüule  Absland  des  Pnacies  von  der  Kegd- 
fUcfae  entweder 

±RsinCA— tat,  woM  rssReoa(Z— 2^ 

+  Rsin(i  +  A,),  wobei  r=Rcos(;i  +  i,J 

sein  mUssle,  dass  also  in  jedem  Falb^  der  absolut  kleinste  Absland  eines  von  den  z.wei  Lolhcn 
tat,  die  von  dem  Puncte  0,  aus  nach  den  beiden  KegeUeiten  hingezogen  werden.  Diese  beiden 
Loflio  wentani  einander  gMeh,  M  wie  anA  dfo  ftnan  eataiireciienden  abaalalen  Weitke  von  r, 
wenn  entweder  7.,  =  0  oder  P.,  =  90*  oder  A,  =  180*  ist,  d.  h.  wenn  die  durch  die  Kegelspitze 
nnd  den,  Puoct  0|  gesogene  Gerade  mit  der  Kcgelaxe  in  einer  und  derselben  Geraden  liegt 
oder  daroor  aeidurecht  aldiL  In  fieaeni  FUle  giebt  «t  iwd  UefaMte  Aküinde  das  Fknctai  0^ 
«on  der  Kegellldche,  in  jedem  andern  Falle  hingegen  nur  einen,  den  kktafltal  ym  don  oMgen 
sweien  niimlich,  die  unter  solchen  l'rnständea  nie  einander  gleich  werden  künnen. 

142}  Wenn  sich  eine  Ebene  am  eine  in  ihr  liegende  Gerade  dreht,  so  beschreibt  eine 
twäto -ndt  dbaer  paraiden  Oarad«,  dta  ki  daraelkeii  Bkene  liegt  nnd  sieta  den  gleidmi  Ab- 

Stand  von  der  ersten  fieibehält,  eine  krumme  FÜi  br,  welche  imiii  rmwKlzungs-Cyliiider- 
fliche  nennt.  Die  erste  ihren  Ort  nicht  vcrAndemde  Gerade  heisst  die  Axe,  so  wie  die  an- 
dere kewagitakn  M  jedar  tttcr  Lagen  die  feit«  der  OjItadciiMe  «der  du  CyMan.  Da  dto 
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bdden  pflnlfllai  Genien  Bheiill  etneriei  geatareoUea  AlNriHi  im  tlamäBt  hitai  Mi  Jeder 

solrhe  AbslHtid  witliri-nd  der  Erzoiiirimif  dor  I'indn^hunnrs-rylindorniirhc  pinm  Kreis  bf^si  tireibf, 
dessen  MiUcl|)uni-l  in  der  Cylindcraxe  und  dessen  Umfang  in  der  Cylinderflücbe  liegt,  su  schnei- 
det euch  umgeVefirt  jede  «nf  der  Cyttndenxe  eenkrechle  Ebene  ans  der  CyUoderllldie  eine 
Kri'islinir  liiTiius,  deren  Radius  dein  Abstand  der  parallelen  Geraden  (ricich  ist  und  deren  Mil- 
telpunct  in  der  Cylioderaxc  liegt,  diesen  Radiiu  wollen  wir  den  Radius  der  Cylioderfllcbe 
Wir  werden  non  die  Oleiclinng  einer  UmwÜRings-rylinderiBlche,  deren  Radtas  «od 
Axe  £fe[reben  sind,  aursleHen.  Es  bezeichne  r«  den  Rudius  der  zu  beslinunenden  Umwilzungs-» 
Cyliiiderfliiche  und  a, ,  ai ,  a"  seien  die  schiefen,  c, ,  c',,  c'^  die  senkrechten  Projectionszahlen, 
welche  eine  von  den  zwei  der  Cylindcraxe  angehürigen  Richtungen  an  den  Axcn  des  beliebig 
gfewÜMlen  Goordimtensystcms  giebL  Denken  wir  uns  durch  die  Spitze  dieses  nrsprUnglicben, 
nus  den  Axen  AX,  A  X',  A  X"  i,'ebildelen  Systems  drei  neue  Axen  AY,  \  Y',  A  Y"  jrelect, 
von  denen  die  eine  A  Y"  parallel  und  gleichliiulig  mit  der  gegebenen  Richtung  der  Cylindcraxe 
ist,  Ae  beiden  mdeni  AT  und  AT  aber  «nf  dieser  einen  tenlirecht  stdien,  ond  niao  für  sieb 
ein  ebenes  System  bilden,  so  wird  die  zu  bestimmende  Cylinderfliiche  von  der  Ebene  Y  A  Y' 
in  einer  lü-cislinie  tooi  Radius  r,  geschnitten,  deren  ffleiehnig  in  dem  au«  den  Axcn  AY  und 
AT  gebOdelen  ebenen  Systeme 

(••.  (y-  y.)  0>  -  ^0 + Cy  -  iO   -  »0 = 

ist,  wenn  y,  y'  die  schiefen ,  v,  v'  die  senkrerbli-n,  auf  die  Axen  AY  und  A  Y'  bezogenen 
Coordiiialen  von  irgend  einem  functe  dieser  kreislioie,  y, ,  yi  und  v, ,  v|  dagegen  die  vom 
M Mtelpuncte  deneben  TorateHen.  Dieselbe  Gleiebungr  Q^.  n.)  stellt  aber  aneh  dem  in  Bin- 
ganffe  zu  Nr.  139.  (iesairlcn  «ii'ini'-^s  die  voriri'lcutc  UmwMznngs-Cyllndernüche  dar,  wenn  man 
sie  auf  die  drei  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  des  scnlirechten  kOrperiichen  Systems  bezieht.  Um  nun 
die  flof  die  neuen  Axcn  sich  bexiehende  Gleicfanng  der  vorgelegten  Umwidzangs-Cylhiiderlllche 
in  die  üherzufuhren,  wodurch  dieselbe  Cylinderflüihc  an  den  ursprünglichen  Axen  AX,  AX',  AX" 
dargestellt  wird,  seien  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  an 
den  Axen  AX,  AX',  A  X"  von  demselben  Tuncte,  der  an  den  Axcn  AY,  AY',  AY"  die 
y,  y',  y"  und  V,  v"  hat;  dann  ist  den  oben  (Abacbn.  I.  S*  2^)  aufgestellten  Qdcbuvea 
C6S.  a.)  und  C^.  bO  »>r  Folge: 

v=Au+AV+A"o*,  V=A,«  +  Aru'+Aru",  v^=A,u+A;u'+A;'a'' 

and 

y=Bx+B,*'+B,x",  y'rsrB'x+Bry+Kx",  y^=B"x+I»rx'+K'x*, 

wenn  die  Grössen,  welche  A  nnd  £  zum  Grundzeichen  haben,  in  BeirclT  der  beiden  hier  ein- 
geführten Ceonünatensysteme  TMKg  die  gleieke  Bedeutang  beben,  weMi»  Ihnen  hn  ersten  Ab- 
schnitte Xr.  23.  und  Nr.  24.  lu  is^eli  s:!  worden  ist.  Die  vorstehendi  n  Clrii  1itiii^M-n  bleiben  Wabl^ 
.welchem  Functe  im  Räume  auch  die  in  ihnen  vorkommenden  Coordinaten  entsprechen  mtgeo; 
besdohaen  dabcr  x, ,  x^,  x('  nnd  n, ,  u;,  vi"  die  sMeitm  und  senkreohteA  Coordiaaten  m  den 
Axen  AX,  A  X',  A  X"  von  irgend  einem  Puncte  der  Cylindcraxe,  der  an  den  Axen  A  Y ,  A  Y',  A 
die  y, ,  y|,  y"  und  v, ,  v,' ,  v"  hat,  so  i!>t  es  gestaltet,  diese  besondem  Coordinatenwertbe  an- 
statt der  ailgcmctnen  in  die  vorstehenden  Gleichungen  einzuselaen.  Thut  man  diess  und  zieht 
aMui  die  «0  Sieb  ctfdMadai  aaiMa  GWohangea  vo»  den  vaifgea  «k,  a«  eiMIt  nMi:  • 
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T!  -  ». = A  (u  -  u.)  -f  A'  Ct'-O  +  A"  (u uO , 

V -y;^  A,  r«  - 1%).+ a;  Ctt'- ui} + Ar  (u"- «;} , 

y -T.=B  (x-x.)+B,  (xr-x:)  +  B.(x"-x:'), 

y'-,;=r  Cx-xO+Bj  <«'-xO+b;  c«*-0. 

Selzl  man  die  hier  Tür  y  — y,,  /— J?  «ad  » — Vi,  v*— flAdtann  W«flh0  ^  dte 

(90.  a.)  etn,  so  findet  man: 

[A  (u  -  u.)  +  A' (u'- ul)  +  A"  (u"-  «;')]  [B  (x  -  x.)  +  B. (x  - x;)  +  B,(x''-x:')]      ' " 

+ [A,  (u  - «.) + a:  (u  -  uo + a;-  (•"-  o;')j  [B'  (X  -  X.)  h-b:  cx'-x.o + Bicx"- «:')] =r: , 


r,  WSW  «II 

CA»fAJOCx-xiK«-^)+(A'>.+A90Cx'-xOC«r^4*CA'%+A3D^ 

4-(A'B+ArB')Cx-xOCu'-  iiO  +  CAB,  +  A.BOCu-n.)Cx'- 

4-  (A"  B  +  A;'  B-)  (t  -  x.)  C""-  «D  +  CA  B,  +  A.  B',)  (u  -  u,)  (v"  x;') 

+  CA"  B.  +  Ar b;)  c  x'  x;}  (u-  ud  +  c a-  b,  -f  a:  b;)  (u— n;)  (x"—  x;}  =  rj . 

Diese  letzte  Gleicliuiig  aber  gettt  uil  Zuuehung  der  oben  CAbscbn.  L  $.  2.^  anfgefundeoeo 
Mm  fMOmagim  ^>  «kcr  Im: 

0-A,r)Cx-xOc«-*)+<i-A;iO(i^-<»C*i'--<)+a-AW^C«^^ 

•        a;  B"  Qx  —  x.)  (n'  —  «0  —  A,  BT  Cu  —  u,)  Qx'  —  xl) 

— a;-  b"  Cx  -  xO  C«"-  "O  -  A.  b;'  Cu  -  u.)  Cx"-  x;'3 
-  ai'b;- Cx -xi)  Cu"-B;';-A;B;'Cu'-ii:jC*"~x:')=r{, 

und  diese  liisst  sich  wie  folgt  schreiben: 
(x  —  X,)  C"  —  uO  +  G^'—  »0  C"'—  "0  +  C^  "—     C"  "—  ".") 

DiMer  GhidMmff,  i»«lehB  dfo  v«g4agto  CjltadMlkte  n  dm  An  AX,  Ar,  kTP  tertUH, 

kann  man  noch  fluf  foljrenile  Art  eine  zwcckmässigcrc  Gestnlt  geben.  I)a  nämlich  die  Axen 
AY  and  AY'  senkrecht  auf  der  AY"  stehen,  also  das  neu  eingeführte  System  ein  senkrechtes 
M,  w  hrt  MB  dn  diflir  (AlüdiiL  L  $.  5.}  aufgesteUcn  OMdwigcn  (106.  d.)  genriM: 

ni  di  dfo  Am  Ar  die  BtoMnif  der  CjÜDdenxe  ist,  äena  Pi^jMltownldMi  m  d»  Am 
A X ,  A X",  A X"  vwUu  dl  4fefdi  ig iC,  til  ud  «  t  ^  (ifAMi  tufpiw— wn  ifOfdCh 
nnd,  so  hat  maa  r  • 

A,=a, ,  A;=a; ,  A;'=a;'  und  B"=c, ,  B;'=c; ,  Br=c?  ■' 

M  Wtzea,  wodurch  die  Gleichung  (90.  b.}  die  nachstehende  Fom  awwiiwnt  \  . 

(x-x,}Cu-n.)  +  Cx'-xOCu'-u;)  +  C^"-*")C«'"-uO  )  .  • 

-[a.(u-».3 + a;  (H  -  «0 + Oi"-}^')}  t«.  c«  - + c*  - «:) + <  c*"-*OJ =»5 .1 
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und,  weil  der  oben  (Abschn.  I.  $.  2.)  jfcjfebenen  Gleichung  (ibi.}  zur  F'olgc 
CM.  **}  8.Cu-uO  +  a;Cu'— u;j  +  8;'Cu"— u;')  =  c.(x— x,)  +  c;Ci'— x,')  +  c;'Cx"— x,")  =  rcosi 

ilt,  wenn  r  den  Abtland  iegeni  eines  Pnnctet  der  Cylbideraxe  von  einem  beüidtigeo  PuncI» 

der  Cylinderfliiche  und  X  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  von  erstem)  nach  Iclztcnn  Puncle 
hinzielende  Richtung  mit  der  Richtung  der  Cyliodenxe  bildet,  «ncii  aodi  auf  jede  der  swet 

folgenden  Weisen  sich  schreiben  lässt: 

Cx  -  jo  c«  -  u,) + cx'-  Co'-  ^0+ "-  X.")  c»"- 

— [■.Cü-u.) + a;  Ctt'-n:)+t;'Cu"-u:'3r=i5 

i—*  •O   l 

lc«-aOC«~*)+C'^-<)C«'--'0+.CJ^-<3(«^-«!') 

Jede  der  Gleichungen  (90.  r.)  und  (90.  e.)  ist  die  Qflklnng  jdv.  vorgelegten  Cjündoifliciu^ 
und  allo  drei  las.sen  .sich,  wenn  man  crwiigl,  ilass 

CM.  f.)  (X  -  x.)  (u  -  u,)  -f  (x'-x;;  (vL-ti,) + Cx"-x;') 

ist,  Mlf  die  gemeiaschanUche  Fonn:  ■  '  '  "-       ■'  .  , 

i^r*cOo'A=fä  oder  rsinlar, 

brbigen,  weleke  besagt,  dass  die  Pnncte  der  UnwUnmgs-CyOnderftielie  toi  disr  Axe  diesti^ 
Fl&che  flebsh  weit  abstehen.  Umgekehrt  lässt  aiek  ans  dieser  Eigensobaft  die  Gleichung  der 
Umwfilzungs-CyUnderflIkihe  höchst  einfach  ableiten.  Wir  haben  blos  deswegen  bei  der  Auf- 
suchung dieser  Gleishang  den  vorstehenden  Gang  oingeschfaigeH,  um  Gelegetdieit  zu  erhalten, 
das  Spiel  der  dem  schiefwinkligen  CoonUiwIeniysleme  dgenthtta^Bdien  ■ehriSMhen  Fonwn  hi 
Beispiele  nadiweiaen  sn  hOanen. 


Bezeichnen  nun  r ,  r',  r"  und  ii ,  u',  u"  die  schicfcu  und  senkreclilen  Coordinaten  an  den 
Axen  AX,  AX',  AX"  von  einem  irgend  wo  iui  Räume  Itcgendon  Fuiicte  0,  und  stellt  q  dessen 
Absland  fagcril  c&Mn  Pmcte  0  der  Umwilsungs-CylinderAlehe  vor,  desato-  CwMdfaaktt 
m  iM  gUdhen  Aken  x,  s',  iT  ttdn,  b^iT  sind,  so     CAbaellL  L  (Slakh.  Ml): 

nnd  ^idit  man  von  dieser  Gleichung  die  (90.  f.)  ab,  so  erhält  man: 

^•-r*  =  (x _  r)  (u  -  u)  +  (.x  - 1')  (u  - u')  4-  (x"-  r'O  (u"-  a") 

-[(v-x,)  (n  -  uO  +  (.v'_xO(u'-u;)  +  (.v"^  xrXu"-  u!')!  . 

Diese  Gleichung  iül  genau  die,  welche  in  voriger  Mununer  bei  der  KegeUliiche  vor  dor  (^Ö9^  e.^ 
worden  ist,  md  Hast  ridi  dsher  wie  jene,  wem  mb 


CM.  c)  (x,-.f)c».-»)+(xi-ow-»o+c»r->oc«:-»")=»*. 

iO  wie 


(••.Ja.) 


1  (^-x.)CB.-»)+U'-OW-«')+Cx"-'x:'K«:'-«'0=-rRcosd 

 <  und 

( (X.  -  0  (» — «0.+ (x;  -  o  (u— o;>+  c»r-  n  (» "—  »0 =-  r  r  cos  ^ 
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(.14.  Kr.  J4S.  .  Imme  KlidM.  9M: 

fSW,  abMMlM  I».  ()'=:r'— 2rRcost)4-R'.  (••>  l*> 

Es  bedeutet  aber  hier  R  der  Gleichung  (90.  g.}  gemäss  die  Enticmung  des  Fuocles  0,  voo 
eliNn  MieMgwi  PoMte  der  OjMhnm,  md  «  m*  AiaaätgB  (Üelchngni  (W.  b.)  dm 
Winkol,  weloiwa  dto  von  diesem  Puncle  deur  Cylindera.xe  nach  den  runden  0,  und  0  hinzie- 
lenden RidibngMl  nit  dnuder  bildeo,  und  da  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  0 ,  wenn  sie, 
mit  der  Cylinienae  nidrt  in  einer  Ebene  liogeit,  in  Yeibbidung  mit  der  Richtung  dieser  Cylia- 
deraxo  immer  als  die  drei  Axeo  eines  beliebigen  Coordinatensystems  angesehen  werden  können, 
M  ist  den  in  Abschn.  I.  $.  9..gefdMQea  Gleicbnngen  (300  sur  Folge,  wenn  X  und  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  die  Richtung  der  CyiuMlenxe  nit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels. 
0  bildet,  0,  hingegen  den  Winkel,  welchen  die  von  der  Cylindertxa  «oslaufenden  und  durch  die 
Turn  te  0,  und  0  hindurch  gehenden  zwei  Elienen  einschiicsscn,  welcher  >Vinke!  siels.  der 
^ei^enwiukel  von  dem  ii>t,  den  die  auf  diesen  zwei  Ebenen  senkrechten  Polaraxcu  des  Iticr  so 
«ben  bm  Aug»  gebHten  CooidbieteMyrtani  niit  «iHnder  bBdn: 

dn  1  ein  Xi  cof  f I  =:  eot  f — CM  1  eo«  1| , 

veiche  defcbnng,  wie  um  logleieh  widirninHDt,  «Mh  ^tm  nodi  berteben  bleibe  waw  dw  d|«i 

Richtungen,  welche  zu  ihr  gcAlhrt  haben,  in  eine  und  dipidbn  Ebene  MlMk,  ÄMß  iBefer,  GM» 
chuDg  erhält  man  cost^  in  folgenden  zwei  Formen. 

cosö  =  cos(?.  —         2sinÄsin>L,sin'i0,    und    cos  ö  =  cos  (P.  +     +  2  sin  Asin  A,  cos' ^  ^; 

durch  diese  Werthe  von  cos^  aber  nimmt  die  Gleichung  (90.  i.}  die  nuchstehenden  zwei  G^ 
ileBeD  in: 

«'=r*— 2rKcosCi— ilO  +  K*+4rRiinAiinit.  ain*i«i  ) 

«nd  (  i—.u,y 

«j>8si*^  m  c«s  (1 + 10 -f  BT — 4r  B  linX  lin  X.  «M*idL.  i 

Ans  den  Gleichungen  (90.  k.}  Inssen  sich  jetzt  folgende  Eigenschnflrn  drr  UflnriHsnngs-Cylin- 

derflächc  ablesen:  Fasst  man  bei  einer  bestimmten  solchen  Cylinderflüche  bbw  aolche  Funde 

Tvn  Ihr  faM  Ange,  wddke  in  ehier  mf  ihrer  Am  wairedilen  Ebene  Hegen,  eo  Uefem  ile  dfeae' 

Panctc  der  Cylinderfliche  fUr  r  and  X  einerlei  Werthe,  und  donkl  man  sidi  den  Punct  0,  in 

«iner  völlig  bestiinniten  Stelhmg  nr  Axe  des  Cjiinders  gegeben,  so  daat  H  vnd  X,  stets  den 

gldchen  Wmrik  'behalten,  so  htf  am  tddl  dte  drei  ersten,  auf  den  rechten  Seilen  der  Glei- 

diungen  (90.  k.)  stehenrlen  Glieder  ÜB  völlig  unverSnderliche  Grössen  vorzustellen;  dann  aber 

geht  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  soprloich  hcn-or,  dass  der  Alistnnd  g  des  Punctes  0,  von 

den  Funden  der  Cylinderflache,  welche  eine  auf  ihrer  Axe  senkrechte  Ebene  aus  ilir  aus- 

■(imnhial-  odt'den  WUiel  li'-itali  »t-  «de#  dMnnil:  dieiar  Abrimd  wild  ani'UeiMlen.  tnm 

d^=0      WO  er  dnreh  die  Gleichung  <  .t  '  .  > 

e'  =  r'  — 2rRcOs(A  — A,)  +  R' 
g^^fdiäa  wird,  und  am  grOsstcn,  wenn  9,=:  180*  ist,  wo  er  durch  die  Gleichaqg 

p'  — r'- 2rRcos(?.  +  A,)  +  R' 
pfabea  wird,  welches  beides  vonuissetsl,  dHSS  der  Punct  0  der  CylindcrQücbe  in  der  Ebene 
liagt^  dia'.d«nli  de«  PuMt  Qt      iAvob  di»  CfMmtM  bMuah  geht,  errtania  »odt  Uiar-.- 
diMM)  4m  4ki  Pknat»  0.  aal.O.iinr  ahailtf  fiefte;  laMcrai»  dHW  sie  auf  wHiigWgnpaman 
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SeiteB  Tim  der  Cyltnderixe  Bcfen.  Sdudbl  mm  di*  biidM  vontahoadm  QMdkmffn  m: 

so  wird  man  gewahr,  dms  sie  mit  Ziizidmuf  der  torUn  nfj|eAaideBen  tSgeudttSk  der  Dai- 
wilzungs-Cylinderfl£che,  der  gemäss 

irtf  bigeida  G«tlait  aimehneB: 

«*=(Raina, — rO* + 0^  coe  1,  —r  OM  A3* 

oml 

==  (H  A  Jl, + r,)' 4- (R  CM  Ä,  —  r  cw  Ä)\ 

Denkt  man  aich  jclzt  die  Grösse  r  verürKlr  Hich,  d.  h.  liisst  man  den  auf  der  Cylinderaxe  scnk- 
rbehteD  SefaDitt  iiings  dieser  Axc  fortrüclicn,  wobei  r,  seinen  Wertii  nicht  ändert,  so  geben  die 
leWra  iwei  CReiclHmgea  «d  den  ersten  BSck  ra  erkemwn,  das«  die  dnrdi  sie  gegebenen 

Werthc  o  plcirlizi'iliiT  bei  demjenigen  Srhnitle  am  kleinsten  niiniliili  +fll.sin7, —  r^}  und  Rsin?.,-|-r„ 
werden,  bei  welchem  R cos il, — rcosiL=0  ist.  Es  folgt  hieraus,  dass  unter  allen  Puucten 
der  Unwlltangs-Cylinderfllehe  derjenige  denPaneteOitm  nieheten  iat,  weU 
eher  in  der  dareh  0«  gehenden,  zur  Cylinderaxe  senlirechten,  sie  schneidenden 
Geraden  liegt  «ad  dabei  mit  Oi  auf  der  nimlichen  Seite  der  Cylinderaxe  aleli 
befindet 

143)  Zur  Darstellung  einer  krununcn  Fläche  ist  eine  von  den  Gleichungen  (83.),  entweder 
die,  welrhe  srhiefe,  oder  die,  welche  senkrechte  CcHirdlnalen  in  sich  sufnimmt,  allein  hinreirliend, 
und  zuweilen  ist  es  vorlheilhan,  eine  solche  Gloichuog  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  iii  welcher 
warn  Thel  acUefe  nnd  nnn  TheO  aenkreebte  Coenünaten  anitrelen,  wie  in  den  snnIciHt  voMn» 
geg-an^rncn  Xummcrn  prsrhehrn  ist.  M-.m  sirht  hii^nms,  dnss  cinn  und  dieselbe  Flüche  durch 
Gleidiuagea  von  sehr.niannigfaUigea  Fümieu  gegeben  werden  kannj  auch  können  gletcbzeitig 
mdvece  CBeiebnngen  vorliegen,  die  aanrnBieb  eine  und  dieselbe  Fttehe  darsteOea,  wiebe  Gld- 
cbnngen  werden  wir  dann  combinirte  Gleidumgen  der  einen  Fläche  nennen,  und  insbesondere 
werden  wir  unter  dieser  Beneonung  diejenigen  zwei,  eine  und  dieselbe  FUche  daraleDendea 
Gleichungen  verstehen,  von  welchen  die  eine  blos  schiefe,  die  andere  blos  senkreclUe  Coordi- 
nalen  in  sich  tragL  Zwischen  den  in  combinirten  Gleichungen  aultretenden,  auf  die  gleicboi 
Puncte  sich  beziehenden  seliiefcn  und  senkrechten  Coordinalen  x ,  x',  x"  und  u  ,  u',  u"  finden 
jene  Relationen  statt,  welche  iui  ersten  Abscbnitte  durch  die  Gleichungen  (_15.  a.)  und  (4b.  a.^ 
nugnspiocksn  worden  sind,  und  in  Folgendem  bestehen: 

(a=x+x'eosW+3roosW,  u'szoosW+i^+i^'cmW^,  a^ssxeosW'-f  Jir«ooir+^ 
CM*«.)  I  und 

'  e  X = a  u  +  a'u'+  a"u" ,  e;  x'=  a,  u + a;  u'+  ai'u" ,   e ;  x' = a,  u + a;  u'+  a^u", 

welche  keiner  andern  Bedingung  unterworfen  sind,  als  dass  die  schiefen  und  senkrecfatea  Coor- 
Aaalen  x,  nnd  n,  u',  u"  einem  und  demselben  Pnnde  angehlirta.  8o  wie  die  Hehn 

tionen  (91.  a.)  stets  zwischen  den  in  combinirten  Gleiohunfren  iMifln-trnden .  einem  uiul  «lem- 
seiben  Puncte  der  Fhlcbe  angehörigen)  beiderlei  Coordinaten  statt  haben,  so  künnen  sie  auch 
dM  dienen,  w«m  nnr  «ins  OMdMng  dar  FIlMdm  TMlIsgl,  Asir  andsio  lomMn&te  (M* 
«bongen  dswoibsn  Mlcho-  sbwisilsnt  mm  bat  m  dissem  Bnd«  mr  fa  dio  cbm  gngcbsn«  I3lei>^ 
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chung  anstatt  einer  oder  mehrerer  der  in  ikr  vorkommenden  Coordlnalen  der  einen  Art  ihre 
durch  vorstehende  Relationen  gegebenen  Ausdrucke,  in  Coordinatc»  der  andern  Art  zu  setzen. 
Drikfct  man  auf  diese  Weise  alle  senkrechten  CoonGnatcn  in  schieren  aas,  so  stdsst  man  auf  ^'"^  • 
eine  Gleichung  von  der  Fora  ^=0,  und  dritokt  nan  alle  schiefen  in  senkrechten  aus,  so 

stosst  man  auf  eine  Gleichung  von  der  Form  i/'o=:0,  und  dit-sc  gvht  in  jcno  urirr  ji'no  in 
diese  über,  wenn  man  für  u^  u',  u"  oder  fdr  x,  x',  x"  ihre  durch  die  Gleichungen  {91.  iL) 
gegebeiMii  Wertbe  «inwbi  '  ^  .  '  , 

Da  dieMB  Mch  «riHhM  dm  ■imi  "i  iwdiMiliii  CluitliiMgorf  «Ott  der  Farm  '^saO  «ad 

^'„  =  0,  wodurch  eine  Fläche  dargestellt  wird,  allo  jene  Beziehungen  olnvRllt  n,  welche  in  der 
EüikiUuig  zu  diesem  ,  Abschnitte  ($.  12.  Ar.  i20.J  als  zwischen  den  dQrtigea  Gletohiuigi»i| 
f^ssO  «mI  ^,=30  bariafcead  vofaaige«eM  «mtden  aind,  w>  mflaaen      .dort  •Aäjümn 

Mar  Mib  An  volto  QUUfjkäi  lieWIn,  «ana  ataa  ia  Fdga  .der'BaaandiriMtt 

CN.  O  V  ...,,| 

.  .  .  ^    %    w,    «r    •       ■•  "  ' 


1  »1  »  •  y*  dardi  0 ,  1  ,  cosW  ,  cosW , 
K  ,      ,       ,        4Hn;h  0  ,   caaW,  1  ,  cosW", 


M  me 


cneM.  DaAlrdt  mwilelii-aitli  dte  ai  a.  0.  aal^ldllni  (2Mckü«en  (M.  a.  nd  1».}  4b:  / 

fi8x=n+wi^, ;  er  »«'s«, + «rV'u",  er  *x"=«, +ii;'\?a'',/          c*^  »•> 

6Vx= 81+ ä"*<j' u",  (s; 5x'=  a;  +  21,"  t  u ,  (£;■  j  .v"=  a; + ar Vu",t 

ia  wdckan  aian  alle  GrOaien  ab  FaBcKimen  von  n  vad  a'  «maachea  bat,  and  dia  (St.  a.  aad  k.} 
gehen  Uber  in: 

a«=l+eo»W»V,      VVseoaW+aoaW^V,  iV=coaTr+*V,j  CM.«.) 

V'araüOfW+üaawVt*,  Vn'=i +cosirS«r  ,  W+Vx",) 
worin  alle  Grössen  als  Functionen  von  x  und  z^  anbafaiMn  snd '  Ferner  gfebea  dfa  &  a.  0. 
nilgelheUlen  Gleichungen  (30.  a.  und  b.}: 

— CO» W'-l-  'iu  '+  cos  W  Vu"  —  cos  \V"+  cos  W  '^*u"+ Vn" 

,       ..  ~  1— «aW'iDV— «aaW'aV       T  1— wW'bV— foeW"»«". 


dl"       iM"*i  fH"  >  •    ~    *  mir" 


tS%  Analytische  Geometrie.  Abach.  IIL 

UbA  dia  dail  «ujflBrunrfeBe  Giakbiiag  (3^       niuunt  hier  die  nachfolge«!«  GtfllRU  w: 

I«  tl  Ol"       it      Sl"      •<      M"  •.  . 

CM.ei)  [l-»ireosW'-*«''co.W"J[|,^»«'|-^Jx'|.]=sl. 

Xia'dUiie  «Hl  Ihnen  Terwandte'CIefchun^en  kmn  mm  mk  gendexa  «ns  denen  (91.  a.) 
kflÜM»  indem  man  diese  naili  x  uinJ  x'  oder  nach  H  md  u'  abletlet;  wir  hüben  sie  Mir 
wegen  aus  den  in  §.  12.  gegebenen  hervorgehen  lassen,  um  deren  Slelluni^  von  dt  n  ull^^cmeinslen 
GesichUpuncten  der  Ableitungsrechnung  ans  wahrnehmbar  zu  machen,  und  so  dem  minder 
gafMn  Uaer  eiiieB^dhn  UdtoUkfc  des-ginM  Gekte  ■ 

144)  Die  durch  die  Gleichungen  (ß^")  dargcslelUen  Bbenen  gehen  in  eine  nnd  diesdbe 
Ebene  über,  wenn  die  Gleichungen  (83.},  aus  denen  sie  hervorgegangen  sind,  einer  nnd  der* 
fdben  kroDimen  Fliehe  angehören,  d.  h.  combinirte  Gldchnngon  sind.  In  der  That  setzt  man 
ii'jme  Gleichongen  filr  x. ,  x; ,  xl'  and  Oti  viV  i«'  Ün»  wm  dn  QUiAmfim  (ßL)  aatnoB- 
Weribe  dn,  ^v(Mll:^th  sie  werden: 


und  bearhlct  innn,  dnss  dnn  ohcm  Gloichaogea  d.)  ^iir  Folge  an  der  in  Nr.  139.  henor- 
gebobenen  Stelle  0  der  Fläche,  deren  CoonümleQ  £ ,  f  und  n  >  n't  s>im1>  ^«  folgenden 
Rohlionen  statt  finden: 

'•  ,     —  cosW'+ bi;"+cos\V  öj;  '       .        '     —  cos  W+cosW^i/'+'d«" 
öf  =  r?  jT—  «nd  oS=  sr- » 

1  — cosW^fl*— co»W*V  1— cosW^i/'— cosW"*ir 

10  Ol 

so  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (92w  k),  wenn  man  in  ihr  Ar  9 1"  und  b^'  deren  hier 
ffqgdMM  WeitiM  sent,  die  naehMlMBde  Gcntail  «: 

jT-^+Cj^-IQcMir+Cx— ö  «>iW=  [x— I +(]f-f3oqsw+Cjr-.r)«wir|  «V 

und  diese  geht  nun  sogleirh  in  die  zweite  der  Gleichungen  (92.  b.)  über,  wenn  man  crw8gt| 
dass  die  auf  erster  Zeile  sl<'benden  Gleichungen  (Ol.  a.)  iiiif  den  Punct  0  angewandt  geben: 

j;  =  1  +  l'ros  W  -}-  r'cos  W  ,     »;'=  f  cos  W  +  ^'-f  r'.'os  \\  \     ,/'=  t  cos  W'+  l'cos  W"+  T» 

also,  wenn  man  diese  mit  denen  verbindet,  von  welchen  sie  herstammen,  zu  erkennen  geben, 


0  —   =  X  —  I  +  (x  —  r)  cos  W  +  (x"—  r)  cos  W , 
...     u'  — i,'  =  (x-|)cosW  +  .x'-r  +  (v"-n^'Os\V",  • 

u"— ti"=  (x - -f) cos  W 4- (x  —  O cos  W'H- r 
ist  Aehnlich  iHsst  sich  auch  mit  Zuziehung  der  auf  zweiter  Zeile  stehenden  Gleichungen  (91.  l.) 
die  zweite  der  Gleichungen  (92.  a.}  in  die  erste  Qberillbren,  und  jede  dieser  l'ebcr 
liefert  den  Beweis,  dnss  die  Glerchiingrn  (91.  n.)  «iNe  Und  dieseÄe  Ebene  dSTSleUen, 
die.  (83.}  combinirte  Gleichungen  der  Flüche  sind. 

Die  Antii  d»e  der  GMdhungcn  (86.)  oder  (92.  a.)  gegebene  Ebene  nennt  man  die 
BerUhrungsebene  oder  die  Tangentialebene  der  durch  die  Gleichungen  (BS.)  darge- 
stellten krnmmen  Fläche  an  den  Puncto  0,  dessen  Coordnialen.-^,         nnd  9,  <|  4" 
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um 


'sind.  Man  kann  den  tileiebungcn  der  Tan^ntUlebene  noch  eine  andere  Gestalt  geben,  die  ik 
kcliBen  gut  ü/L  Dk-iMMi  lln  b  f.  IS.  ailgelMHe«  Oeiehangen  (6.  «.}  zor  Folge,  weik 
'niB  ile  Inf  dte-NMl'O  ik  AmwMlBtf  hi^^- -        •  -i.-:  •  -i 
■  ' •        •      II.  .1*  "•     -'  ^-  '       • ' 

•  tf,  ■■■■  ■■  ■  t»,  »••••«■»> 

ist  in  Geuiiissheil  der  Gleichung  ^^=0,  and  eb«n  so  in  Gemässhcit  der  Gleichung  tp^-=0 

Ist,  ao  T«hrhiiiidii       <le  faiBldm^ni  (Hl  t.>  idtdmk;  diki  min  In  lie  lttr '»r»  t^r 
Zif,  Zif  ihre  hier  gegebene»  Werihn  eiiMlit,  Mt 

und  ^  f  \  

C"'w')'^V,+c«w)Vv»,+cu-i»)'iiV,==jo.)   f.i«.c«> 

und  zeigen  so,        die  RIeichBng  der  z»i  dem  belii-bigen  Punclo  0  gt>hftris"en  Tnng^entialebene 
uninillelliar  aus  jeder  der  coinbioirten  Gleichungen  (03.}  der  Fiäehe  pefunflen  werden  kann. 

145}  Man  kann  die  Gleichengen  der  Tangentialebene  einer  krumiuen  Fluche  auch  auf  eine 
Art  mfimdien,  wdehe  der  analog  lat,  wie  w&r  in  vociteii  Paragraphen  (Niv*iS7>>  dit  VMsenlp 
einer  ehenen  CBr\'e  gerurulen  Indien.  Lej^t  man  näinlich  durch  den  liL'lielu;;  |ilt\  orirL'huIicnen 
PnncI  0  der  Fläche,  dessen  schiefe  und  senkrechte.  Coordiqaten  an.  den  ursprünglichen  Axen 
AX,  AX',  AX"  r.  r  vnd  «'>  fl"  «ind,  dcai  nene;Axcn  0^,  OX',  OX",  welche  den 
vorigen  [mrullol  und  gleichläufig  sind,  und  bezcictmen  x«' ,  x« ,  und  u, ,  u^ ,  ul'  die  st  liieren 
und  senkrechten  Coordhutcn  an  den  neuen  Axcn  von  irgend  einem  Pnncte  0'  der  Pläclie,  der 
an  den  ursprünglichen  Axen  die  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  gab,  so  dass  zwischen  diesen  Grössen 
:die  .ht  Nr.  189.  anfiBeetelUeo  Gleichungen  (84.) ;  und  (85.  «.  nnd  Jl)  statt  finden.  Denkt  man 
eich  hierauf  durch  den  hervorgehobenen  Piinrt  0  eine  erst  spHler  zu  bestimmende  Ebene  (relegf, 
und  lieieichnet  man  durch  p ,  p',  p"  und  p ,  )>',  p"  die  schiefen  und  seakref^hlen  Projections- 
laMen,  welche  eine  von»den  swei  Ridihmgett  der  nf.  dieser  Ehens  wnmni  ^leihenden  Gemlen 
an  den  .\xrn  A  .Y ,  AX',  AX"  oder  an  den  diesen  parallelen  und  ijleichläiifigen  OX,  OX",  OX" 
giebt,  so  hissen  sich  (bigende  Beziehungen  zwischen  einer  solchen  Ebenq  an^  den  Puncten  der 
hniBHien  FMdie  feilslritoiL 

Bi^i  ichnel  R  den  Abstand  des  beliebig  in  der  krummen  Flidie  anfgelhs^  Punctes 
von  t^u  bestimnil  in  flu;  hervorgehobenen  0,  so  ist  (Abschn.  L  $.  Si.  GleiclL  IT,}: 

R*  =  x«u«+x;u;  +  x;'u".  (M.a.) 

Fällt  man  von  dem  Pnnele  (T  anf  die  durch  0  gelegte,  noch  nicht  weiter  beeümnte  Bbene  ein 
leifli,  wednnh  dthse  Elteiie  fln  Vnncle  S  fMchnllMI  wlri,'  nnd  sMi  iian  -f»  4»  tlbmk  die 

Gerade  OS,  so  bildet  O'OS  ein  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck,  in  welchem  0  0'  die  Lange  R 
liat,  und  whr  die  Seiten  (XS  and  OS  durch  £  nnd  ZT  beieicfanen  woHea  Der  sfttie  Winkel 


f. 


AMi.  in» 


OO'S,  don  in  dieoem  Dreiecke  die  Seiten  00'  und  O'S  einschlienen,  Ut  lentweto  der,  des 
dfo  von  0  aadi  0'  himidende  Richtung  mit  der  bildet,  dem  adiiefe  und  Mnkrechte  Projec- 
tiOBSXthlen  lO  eben  durch  p  ,  p'.  p"  und  p  ,  p',  Tf"  bezeichnet  worden  sind,  welchen  Winkel 
wir  dnrdi  B  vorstellen  werden,  uder  es  ist  der  Winkel  OO  S  der  Nebenwinkel  von  dem  hier 
dmch  0  voffMidllm;  nilUi  iit    jedM  Vda: 

wo  von  den  doppellen  Vorzeichen  das  obere  oder  unlere  zu  nchnun  ist,  je  nachdem  0  ein 
spitzer  oder  siuinpfer  Winkel  ist,  und  es  ist  den  im  ersten  AbschniH  J.  2.  aufgeslellten  Glei- 
diungen  (iSJ)  zur  Folge ,  wenn  man  sie  auf  die  neuen  Axcn  0  X ,  0  X',  0  X"  in  Anwendung 

briut:  . 

CM.  R  cos  0  ^  »>  X.  +  P'<  +  1>"x;'=  p  u.  +      +  p"u;' . 

Setzt  nian  in,  diese  letzte  Zeüe  Atr  x^'  iiad  u^'  ihn  durch  die  Gleichiuigea  a.  und  b.}  gege- 
benen WaÜe,  M  findet  man: 

!R  cos  0= [)>  +>"  «V'j  X,  +  [p'+  p"  b  n  x; 
und 
R  OOS  e=  tp+f"ÄVj       [P'+  P"  < 
+ FW    »Vn.«; +Vv' ; 

tämt  Man  di»  Ctoidnwigon  (B5w  i.  «Ml  h.yt 

I  II  *  1  10  Ol 

+  tb^x.+Vr^x;]  [V./'^  +  'dVu.u;+V,''gj 
+pV"^+»Vn;]£ibV*j+Vr«^x;+Vr§i+  

vnd  soM  man  diäten  Worth  von  xS,'«?  In  die  Gleidinnf  (98.  a.),  so  verwandelt  ildi  dioielbe  in: 

-i-  [*Vn,+V,''ii3  [Vrä+V«i«;+VrSi +  

tt'sleDi'JS  oder  ^RoosO  den  imriifeehlen  Abstand  efaies  bdidtigen'  Foncles  (V  der 

kninimcn  Fläche  von  der  durch  0  neleg^len  Hbcm'  vnr;  snl!  nun  iHcsp  F.hnnc  in  trriisster  Jfähe 
(■•  .i  »:>  lings  lun  den  Punct  0  herum  den  Punclen  der  krummen  Fiücbe  iui>glich«l  nahe  liegen,  so  ist 
damit  nidito  andeno  gonft,  als  daio  Roooe  IIb-  aBe  den^Aaren  in  grOaMer  IROm^  0  Ii»» 
tuenden  Puncte  4or  Inanpan  FHiobe  bei  der  so  dcGnirlen  TanganUalcbcne  einen  mi^gUchst  kleinen 
Werth  aiuiehmea  niuss.  Da  nun  aber  alle  zunächst  bei  0  liegende  Punclc  der  krununon  Flüdio 
für  X,  und    oder  für  u«  und  u^  Wertbe  lierern,  die  kleiner,  «pd,  als  di^s  sie  sich  durch  oodUdio 
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und  wirkliebe  Zahlen  aiudrilcken  tiessen,  fUr  solche  Warthe  von  x»,  oder  u«,  i4  Iber  die 
Glieder  der  hühem  Dimensionen  in  Bezug  auf  diese  GrAisen  in  den  Reihen  (93.  d.}  neliM 
denen  der  niedem  Dimensionen,  wonn  diese  nirht  völlig  null  sind,  gum  und  gar  verschwöuha, 
so  iihiTzi-Ufft  itiHH  sirli,  dass  R  cos  <->  Tür  alle  l'unclc  der  knnnrncii  Kliiclif,  welche  in  eriissler 
Kaiic  ringü  uiu  0  herum  liegen,  uiügliclist  kleiue  Werllic  annelinien  werde,  wenn  miui  es  so 
•inrichtsl,  Ihm  m  viele  Glieder  der  niedrigHea  UieinioncB  in  Beny  aar  and  4  eder  n, 
und  it:,  wie  mVgBdi  in  den  BeflMi  (93.  d.}  streiife  ndl  werden.  Dieis  gMt  nvOrdenl  die 
Bedingung: 

Qf + *>"  n  ^ + ci>'+  r  '<>  n  = o 

oder 

Cp+p"'>O".+Cp'+p''^V)»;=0, 

md  dl  diese  Bedingung  für  alle  in  mügliclislcr  Nähe  rings  vm  O  herum  liegende  Puncte  der 
knimmen  Flache,  d.  h.  fiir  iilli-  dcnklmrca  VeriiMiiniMe  zwiscben  X»  Und  X,  Oder  0*  und  lu  be- 
stehen bleiben  niuss,  so  zeriulil  sie  in: 

eder 

p  +  p"^'»;"=0  nnd  p'+p"V'»;"=0, 
welche  Bedingui^sptare  sich  auch  in  die  ntchsteheode  tiesUil  bringen  lasstin: 

^-t      ^»  =  1  :  —  b'rs  — oder  p":  p*:  p  =  1  :  —»V:  -  C««*  ^'^ 

iUeidawih  werden  nun  die  Verfaüllnisse  der  Projecttonszahlen  )> ,  p"  oder  p ,  p',  p"  zu  ein- 
ander, somit  muh  (Abschn.  I.  2.  !Vr.  31.)  die  Richtung,  nnf  welche  dieselben  sich  beziehen, 
gänzlich  bestiuuul,  und  da  diese  Richtung  normal  zu  der  durch  0  geleglcn  Ebene  steht,  so  ist 
durch  die  Bedhignigen  (§3.  V)  die  dunsh  0  gele^  Ebene,  wtiehe  fleh  ninitehel'  an  dinier 
Stelle  am  meisten  an  die  runcte  der  kruiniiu  ti  Flüche  anschniiiirt ,  pepcbcn;  diese  Be- 

dingungen sind  daher  die  einzigen,  welche  uian  der  Tangentialebene  der  knuamen  FIttche  an 
der  Stelle  0  latiBriegen  hum;  sie  fühm  mch  ia  der  Thit  genden  wieder  stt  den  GM- 
«hmgen  (9t.')  hin. 

Die  Gleiehnv  O  liefert  R' ,  in  welcher  Entfernung  auch  der  Punct  0'  von  dem  0 
genommen  werden  mair,  und  die  (Ileirhunfjen  (93.  d.)  geben,  weil  Rcosß  — ist,  den 
senkrechten  Abstund  dieses  Puiicles  U'  von  der  durch  0  gelegten  £bcnc,  nie  auch  diese  Ebene 
sein  mag;  item  man  sidl  Aar  nater  (f  Mos  mSgUehit  nahe  n  0  liegende  Pancte  vor^  so  hat 
man  in  jenen  Reihen  die  Clieder  di  r  luihem  Dimensionen  in  Beziip  nuf  X;  und  x',  oder  n«  und 
vi  gegen  die  der  oiedern  Dimensionen,  wenn  diese  nicht  völlig  null  sind,  zu  vemacblittigen, 
nnd  stellt  man  sieh  wter  der  doreh  0  gelegten  Ebene  Mos  die  Ttagealidebene  der  Fliehe  an 
der  Stelle  0  vor,  wo  dann,  den  Bedini:tiii>(cn  (93.  f)  zur  Folge,  die  Glieder  der  ersten  Dimcn- 
sien  in  Uezu^  auf  x.  und  x;  oder  u,  und  völlig  null  werden,  so  verwandeln  sich  die  Glei- 
chnng(<ii  [  m.  e.)  und  (93.  d.},  wenn  wir  R.  und  an  die  Stelle  von  R  nnd  £  MUen,  nm 
dadurch  anzudeuten,  iass  man  sich  0'  niüglii  li^i  ndie  bei  0  UcgCOd,  imd  die  dwch  0  gdegte 
Ebene  als  Tangeniialebeae  der  Flüche  xn  denken  habet  ^' 
L  37 
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und 

'I*       —1        tl  -HS 


in  wdoben  R»  den  Abälaiui  cina  mügliciist  nahe  bei  0  liegenden  Tuncleä  0'  von  dem  0 , 
aber  den  MBkrechten  Abstand  des  Fundes  0'  von  der  Tangentialebene  der  knunmen  Flicbe 

an  (Irr  Stelle  0  lu'zeiehiiet. 

14ö_)  Da  Taiigenlialehencn  lur  die  üntcrsuciiung  der  kruiuincn  Flachen  von  grosser  Wichtig- 
keit find,  so  wollen  wir  der  Enldedning  ilner  EigrABcliiinen  nucfa  einige  Anflnerksondieil  xu- 
weodon.  ni{'  Tiititreiili;ili'!)i'ne  einer  durch  coni1iiiiir(i>  fileifliuiisien  von  der  in  (^3-)  auTge- 
nihrten  Funu  gegebenen  krummen  Flttclio  wird  durch  Jede  der  Gleichungen  (BG.),  nümlich: 

(M.M.)  xr='iSrx.+Vrx:  and  vs!=iir%+'^rf'^ 

diirirestrlll,  wenn  x. ,  x', ,  x','  und  u, ,  u', ,  \i"  die  schiefen  und  senkreckles»  aof  die  neuen  Axen 
OXf  OX,  OX"  bezogenen  Cktonümiten  ihrer  Puocte  bezeichnen,  und  die  knunme  Flüche  selbtt 
wird  durA  jede  der  in  Q3&.  a.  und  k}  eadulieiieB  ffldchiiqgeB  ao  des  giejctaa  Asan  darge- 
stellt, wdcbe  6leidiang«n  sieb  so  schratben  lassen: 

x;'=V'rx.+'^rx+z  und  u;'='ic'»/'u,+V»/'ü;  +  3, 

wenn  nian  zur  Abkürzung 

setxt,  and  es  besdehnen  bi  diesen  letzte«  Gteicbnngen  x« ,  xi ,      und  n* ,    ,  tC'  die  auf  die 

neuen  Axen  0  \  .  0  \',  0  \"  l)ezov.'i  neii  srhipfi  !!  und  senkrechten  Coordinalen  der  zur  knimmen 
Fläche  gehörigen  Puncto.  Fassl  man  nun  in  dieser  krummen  Fläche  drei  belicbigei  «bor  be- 
stimmt hervorgehobene  Pnnde  O,,  0,,  0,  ins  Auge,  welche  avsseritdb  des  Ptmetes  Ö  und 

nicht  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so  sind  <Iio  Gleieiiungen  der  durch  die  drei  Puncto 
Oi)  Oat  0$  gelegten  Filiene  in  schiefen  luid  henkrechlen  Coordinulen  au.s^'eih'iu'kt: 


o=.|c.v;  - 

--Cxi' 

—  x;')Cx;— 

x;)jc.v.- 

—  x;')  (x,  — 

xOJC'xi- 

x.) 

+[C».- 

x.)](x;'- 

und 

o=[(u;- 

u,')  (ui' 

-uD 

-uDC"'.- 

u;)]  (u.  - 

"0 

-CC".- 

u,)  (u;' 

-K 

— «;')  C"»  ~ 

+  [C".- 

u.)  (u; 

-uij 

-  uO  C".- 
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der  im  ersten  Abschnitt  mügetheilteii  Gleichung  ( 1  (X).  d.)  gemäss,  wenn  x, ,  ,  x^'  und  u. ,  u^ ,  u^' 
die  sckieien  und  scnlircchlen  Coordinaten  von  jctit>ui  Puncte  dieser  Ebene,  so  wie  x, ,  xl,  xi'; 
X,,  x;,  x« ;  x;,  xt  die  mUbübb  ond  u,,  uj,  mI';  u,,  u;,  u;';  h«,  u;,  u;'  die  senlu-echl« 
anf  dir  neuen  Axen  boz eigenen  Coordinalcn  der  Puncie  0,,  0,,  O,  liiMleuten.  Wi'il  aber 
die  Puncie  0,,  0|,  0,  lo  der  durch  die  ülekhungen  (^94  b.}  dai^e«leUteu  liruinuien  Flüche 
l«f«i»  aHli  dte  CmriMn  d«r  M  Poad»  IHr  x.,  x;,  x;r  «der  n.,  iC  gmeM 
CaeidmnfBB  beAtaigeii  Bllisen,  m  gebm  diefe  der  Reib»  nadi: 


j[r=V*.+Vrx;+z.  ««d  orsVik+^Ux+a.; 
x:=:t6rx,H-*drx;+z,  «ad  «rnsi^V^t+i^Vx+ai; 

wo  Z,,  Zt,  Zt  «d  3i*  3t,  3*  das  bedevlen»  was  aw  Z  and  3  wird,  weaa  mao  fai  diesan  Xi 

nn<l  \\ ,  X,  tint!  \; .  \,  und  xj  tui  die  Stelle  von  x,  und  xl,  und  D,  aad  «7,  Dt  Und  u£,  VBd 
0^  an  die  SIcUü  vou  u,  und  u^  scizt;  und  hieraus  folgt  weiter: 

md     .  1 

xc-  or= V I "  («,  -  uo + V  rr  c»;  -  «o + 3.  -  3. , 

II  r  I 

u;'—  u;'=  <J  n"  (uj  —  i'ö  + 1  n"  {}h  —  "0  +  3a  —  3i , 
Mil  Mm  die  ÜBT  Ihr  i^'— xj',  x;'— xl'  und  u^'— ul'  und  u;'— ui'  erlialleneii  Werte  ia  die 
Ckiehaag«»  (Mk  d.)  eia,  so  findet  awa: 

-»-  rill      f  a  «"-I-  C".    "03.  — C".— "OSi  +  C".""»)  3.1 

Jede  der  swei  letzten  Gleichungm  slrllt  die  durch  die  drei  Puncto  0,,  0,,  0«  gelegte  Ebene 
dar,  wo  immer  auch  diese  Puncto  uuf  der  krummen  Flüche  liegen  mögen;  denkt  ninn  sich  nun 
diese  drei  Pimcle  stunnitlich  in  grOsstor  ^'iihe  bei  dem  0  liegend,  so  dass  x, ,  x| ,  \";  x., ,  \\ ,  x'/; 
X»,  Xt,  xS*  und  Vky  u!,  »7;  u,,  u^,  n.':  ii, ,  ul,  u7  kleiner  nls  jede  norh  .so  kleine  iingebbare 
GrtiSSO  werden,  so  versclnvinden  in  diu  Ausdriieken  Z, ,  Z, ,  Z,  und  3i »  3.  .  3:  f-Iiedcr 
VOB  einer  höhern  Diiuensiun  in  Bezu^^  auf  diese  unendlich  kleinen  Cuurdinnteniverllie  in  Ver- 
{fleidi  SO  SfAdien,  dte  von  «faier  niedern  Dimension  rind,  vorausflfesetzt,  dass  diese  Iditeni  aloht 
\ülUu  null  sintl.  Ist  daher  der  erste  Theil  in  Z,  oder  Z,  oder  Z.  nnd  in  3i  oder  3^  oder  3« 
nicht  völlig  null,  so  giebt  dieser  erste  Tbeil  alieia,  weicher  von  der  zweiten  Dimension  in  Besag 
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auf  die  unendiida  kleinen  Counlinatcnwcrthe  i«t,  den  Werüi  des  ganseii  Ansdraeks  her;  ist  «bor 
dioier  erste  Tlefl  strenge  null,  so  giebt  der  erale  ia  im  genmateM  AudrtebM  Toluntae 
Theil,  welcher  dunii  von  einer  hiiherii  als  der  zwcilen  Dimension  ist,  den  Werth  der  ganiM 
Ausdrücke  her.  Hieraus  folgt,  dass  jeder  von  den  Ausdrücken  Z, ,  Z, ,  Z,  ond  3i «  3«  >  3*  eines 
Werth  annimmt,  der  in  Bezug  auf  die  uneodUefa  kleinen  Grössen,  deren  GnuuUeichen  x, ,  x, , 
oder  n,  t  Ui ,  «t  i>l>  enlireder  vm  der  zweft«  oder  von  einer  noch  Uhem  Dimension  ist,  wcs- 

halb  die  in  den  eckigen  Klanunem  der  Gleichungen  (94  e.)  neben  nnd  ^q",  9^ 

stehenden  Quolienteu  in  Bezug  auf  dieselben  Grtissen  entweder  von  der  ersten  oder  von  einer 

■  •      < I  I  •  «1 

höliem  OiiiK^nsion  sind,  soiuicli  m^licn  "f         ^'  oder  (•»;",  V  r,"  ffimz  und  gar  verschwinden, 

wenn  lelzlere  irgend  uugebbarü  Werllie  haben.  Aus  diesem  Grunde  werden  die  Gleichungen 
(94  e.)  bei  drei  soidien  nnlohst  an  O  Hegenden  Pnneten: 

CM*  M    x;--  x:=  (x.  -  x.) 'e  r'+  c^;  -  xi) °6r  und  u;  -  u:'=  (u.  -  u.)  ^jf/'+  C"'.  -  «o*^  n", 

und  geben  duth  ilire  Fora  xu  eikennen  (AklLf.  IQLNr.  91.),  dass  die  durcb  drei  nnicbft  bd  0 
beAndUebe  Pnnete  gdegle  Ebene  mit  der  Tmgentialebctic  der  kramnen  FIücIm  an  der  Stella  0 

!•  •■  I«  •  I 

parallel  laufe.  Sogar  Wenn  Vi"  lind  t  ^'  oder  'c  tj"  und  ^t)"  gleichzeitig  null  würden,  bliebe 
die  so  eben  gesogene  Folgerung  doch  nocli  gUllig,  weil  dann  jedeofalls  x^' — xl'  oder  ttü — uT 
unvergleichlich  Hehler  ab  x«  — x,  und  x^  — x;  oder  u,  —  U|  und  n^  — nj  wilrde,  waa  sliahl 
schon  nach  sie  Ii  zi(<ht,  dass  die  bdden  genannten  Ebenen  keinen  Winkel  von  angebbarer  QrOne 

mit  einander  machen  können. 

Aus  dem  Umstände,  dass  jede  durch  drei  möglichst  nahe  an  0  liegende  Puncto  hindurck 
gehende  Ebene  mit  der  Tu^fenlhdebeno  an  dieser  SteHe  paraOel  Unft,  dass  also  die  krumme 

Flüche  dicht  um  0  hemm  keine  merklichen  Ein-  und  Ausbiegungen  hat,  in  Verbindung  mit  der 
aus  den  Gleichungen  (93.  g.)  zu  schöpfenden  Einsicht,  dass  die  Abstände  aller  so  nahe  bei  0 
liegender  Puncte  von  der  zu  dieser  Stelle  gehürigeu  1  angonlialebcno  unvergieidilich  kleiner 
als  daran  AbslSnde  von  dem  Puncto  0  sind,  lassen  sich  mn  mit  grttaster  LeicUigkait  ind 
Strenge  die  folgenden  sirei  Eigeoadmilea  der  TangentialdMaen  herieüen: 

a])  Wird  durch  Ebenen,  die  mit  ciiifr  nt'rnib'ii  piirallfl  I;mfi'n  oder  in  einem  Piincti'  sich 
schneiden,  und  die  mit  der  Tangenlialebciiu  lauter  endliche  Winkel  bilden,  ein  blück  so- 
woU  von  der  n  0  gehDrigen  Tangentialebene  ak  von  der  knunmen  FMche  selber  so 
abgeschnitten,  dass  die  Puncte  <lieser  zwei  Stücke  siiininllich  möglichst  nahe  nn  dem  0 
liegen,  so  unterscheiden  sich  die  Flldiengrüssen  dieser  beiden  Stücke  unter  sich  nicht 
um  eine  Grösse,  die  mit  diesen  Flichengrlfaseo  selbst  veigleiddMr  wire; 

b}  werden  de  eben  gedachten  mit  einer  Geraden  parallelen,  oder  in  einem  Puncto  misommen 

lanfonden  Ebenen  von  einer  neuen  Ebene  siiinmilich  diirchschniltcn,  und  liegen  alle  Puncto 
dieser  letztern  Ebene  in  endlicher  Eotfemong  von  dem  0 ,  so  unterscheideo  sich  die  beiden 
Kürpcrntume,  weldke  ehienaits  durch  diese  Ebenen  und  andw^eraefti  ibirdi  dkl  I^u^oa- 
tialcbcne  und  durch  die  kmmme  Fläche  bi'grenzt  werden,  unter  skdi  nicht  um  eine  Grösse^ 
die  mit  diesen  Kürperriiumen  selbst  vergleichbar  wire. 

Zu  den  vorstehenden  Eigenscluinen  der  Tangentialebenen  Tilgen  wir  n  i  Ii  dii'  folgenden 
hinzu;  Lauft  an  einem  gewissen  Puncte  Ü  der  krumwen  Flache  die  Tangenlialebcuc  paraUei 
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mit  einer  der  Grund-CoordiiMtenebenen,  x.  B.  Diit  der  X  A  X',  so  ninunt  die  sciiiefe  Coordinalen 
h  iicli  nÜMlniMde  GMchmg  Umn  Tangtotfalebaie  «He  Pom 

jT— r=0  CM*«*) 

an,  weldie  Gleichnng  fltr  die  Pniwto  der  TanfenUalebeiie  GUlligkeil  behalt;  die  whrtcM» 
Coordinalen  in  sich  aurnchnicndc  Gtcichung  der  Tuig6iiliald»eM  «ber  wird  anter  fokhen  Uu- 
UMiiden  (Abscbn.  L     2.  Gleich,  da  c): 

und  isl  ebenrnlls  für  alle  Puncto  der  Tam^entialebnif  jfiilliir  Brinjrt  mnn  ilii'sc  Glfi(  hinisri'n 
mit  denen  (92.  a.}  in  Verbindung,  wodurcii  die  Tungentiuieljciio  untur  ulleii  LuiiiUnUeii  liurge- 
ateOt  wird,  eo  gewinl  mm  die  JMbmwmgug^  dm  in  (Um  Teribgeoden  berandam  Fdle^  d.  h. 
wem  dte  Gmad-CooffdiMleneben  XkX  der  Tangcnlleldieiie  p«dlcl  llaft,  sefai 


sowohl,  als  auch 

I  B  Bf  •  I  fH' 

5iq"=-g  und  tn"--^.  (•».«.) 

und  ilic  Werthc  von     ,       V^'  ItthrBB  ZU  der  Binaidtt,  de»  die  letslen  beiden  Gleichnngen 

nur  in  deu  einen  Falle  in 

Vf/'=0   und  *i7"=0  (M.  e.) 

flbergeiien  küunen,  wenn  W  uml  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h.  wenn  die  Axc  AX"  inil  den 
beiden  andern  AX  and  AX*  ein  senkrechtes  Coordinatensyslem  bildeL  LiiiH  hingegen  z.  JL 
die  Polar -ronrdiiialeni'botii'  5  A  J'  parallel  mit  der  Tan|rentialcl)ene  der  kriiiiiiiion  Fl  iehe  an 
einem  gewissen  Puncto  0,  so  würde  die  Gleichung  der  Tangentialebene,  welche  senkrechte 
CoonHnalen  in       nfidnnnt,  weiden: 

U^-fl^sOi  CM.«.) 

die  dter,  weMie  aeliefe  Corndtnäm  cadilll,  wUrdevaler  fokhea  tMnden  CAbicln.L$.9LGLl&b.3: 

(x-OcoeW'+C«'— n«MW"+*^— r=0,  CM.».) 

und  beide  sind  Tür  alle  Punotc  der  Taiierntiiiirbcno  giillig.    Vcrijloicht  man  rlioio  beiden  filei-    •     •  , 
drangen  mit  denen  {92,        wodurch  diu  Tangenliakibene  unter  allen  ümslünden  dargestellt 
wird,  so  gewinnt  man  dto  Uebeneuguag,  daaa  in  Toiüagandan  Falle,  d  h.  wem  die  Peiaü- 
Coordinatenebene  nnt  der  Tangentialebene  m  0  pardlel  Unft,  sein  müsie: 

löV=0  md  »V=0  CM.«.) 

aoweU,  als  andi: 

\;r=  — cosW    und   Vr=  — <"osW",  '  CM.  dU) 

nnd  man  sieht,  dass  die  letzten  beiden  Gleichungen  nur  dann  in 

\-r=0  und  Vr=0  CM.«.) 

flbergehen  können,  wenn  W  und  W"  rechte  Winkel  sind,  d.  h.  wenn  die  Am  AX"  mit  den 
beiden  andern  AX  und  AX'  ein  seukrecbtes  Coordioalensyslera  bildet.  g 
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147j  Jüui  neuiil  die  (ierade,  \Yclclie  senkreclil  auf  der  zu  eiuem  l'unt4e  0  gehürigeii  Tao- 
gcnlialebene  «iaer  kranmea  FHube  atoht  md  dndi  0  UMhircli  gdit,-  4k  Nora*1«  d«r 

kill  III  mc  II  Fliichc  an  der  Sicllc  0.  Aus  den  in  Nr.  145.  angesIcIllLn  HelrHchlunpen  tT''''' 
unmittelbar  iier^ur,  dass  die  Lage  der  JS'oriualo  an  dem  Funde  0  der  knuiuiien  Fläche,  durcb 
die  Gleieliungen  (93.  f.). 


IM.  m.y  p":  p' :  p  =  1  :  —Vi":  —^^    oder    p":  p'  :  p  =  1  :  — 'ii/':  ~bf/' 

gegeben  werde,  wenn  p,  p',  p"  die  seivkicihlen,  p,  p',  p"  dagegen  die  schiefen  Trojcctions- 
nblen  vonlenen,  welcbe  die  Riclitung  der  Traglirlien  Nonnnle  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X" 
de.s  nr.spriin£Tlichen  Systems  oder  nsdi  an  dcMn  OX,  OX,  OX",  weldie  nrit  JcMB  pnraUel 
und  glcicidüulig  sind,  gicbt. 

Da  des  in  S.  18.  Nr.  liS.  eftaHm«  GMdnngen  (6^  a)  fpatm 

äx"=-.A^  und 

iil,  wenn  man  lidi  ]^  ab  die  dordi  da  Qeidiung  ifx=0  gegebow  Fwwtioa  voa  x  und 
vonteOt,  und  aiaa  nu  demadiien  Grande  andi 

■••  ^  •■• 

öu  = — iTT^  •"'•l  <3u= — irr^ 

ktt,  wenn  ami  aidi  anler  n"  die  ai»  der  Gleif^iang  tff^^p  keradiolendc  Function  von  u  und 
u'  denkt,  so  ist  nurh,  wenn  innn  diese  Gloichungep  nl^.dw         O^ipi^  C^fi^BSult^  j^t^^^ 
und^f  t)tif"  sind,  in  Anwendung  bringt:  ^  "  '  ^^     |  '| 


und  duKii  diese  Weidie  too  t^,        and  In",  Bif  verwandda  «ich  die  CHekHiaBgen 
[.        .  («7.  a.)ln: 

«■•  (»t  •!•  ■•• 

CmU  M  P":  \>'  :  y>  =  ^  (f  f  :     qn^  :  aad    p":  p' :  p  =  <J       :  *  V'y  I  B  xl>^  , 

welche  in  den  Stiuifi  setzen,  die  Itirhlnn^''  der  Nonnnle  einer  knimnx-ti  Fliiehe  an  ir<,'cnd  einem 
hervorgehobenen  i'unil  0  unmittelbar  aus  der  (jleichung,  wodurch  die  Flüche  gegeben  wird. 


Wir  haben  im  z\M'il('n  Alischnille  (§.  11.  \r.  94.}  gezeigt,  ilnss  si<  h  das  eine  HtTade  dar- 
slelicndü  Gleichungspaar  inuner  in  einer  der  dort  (22.  a.^  und  (22.  b.}  angegebenen  Funueu 
anfslenen  llsst,  und  in  der  daraaf  folgenden  Nnnnner  ist  daselbst  nachgewiesen  worden,  dass 
die  in  jenen  Formen  auflrelenden  rocmzienlcii  p  ,  ]»'.  [>"  oder  p ,  p*,  p"  immer  durch  drei 
solche  Zahlen  vertreten  werden  künnen,  %on  denen  man  weit«,  dass  sie  den  schiefen  oder 
senkrechten  Projectionmblen  der  Richtung  proportional  sind,  welche  der  durch  die  Gleichungen 
darzustellenden  Geraden  angehört.  Da  nun  nach  .\nssajre  der  vorsleiienden  Gleirhungen 
(97.  a.  und  b.)  die  schiefen  oder  senkrechten  rrojeeliunszidden  di  r  Aunnale  einer  durch  die 
Gleichiyig  H'v—^  gegebenen  kruoimcn  Flache  an  der  Melle  Ü,  deren  Coordioatcn 
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»♦  -      II  I* 
I,  l*,  I*  oder     V>  4*  Bnd»  sich  verhallen  wie  die  Zahlen  — '^'/',  1  oder 

— «I",  I ,  Hd  «Mh  «le  dia  Zahlen  %  ^  ^  1^,»'^  1%  ^^l"  ^  ^  l^e*  ^  V« >  ertKU 
nun  «u  Jeder  der  g^Mualm  Fwiaen  ein  diese  Mennde  dtfateBendee  CMdnmgipMr,  ireaa 

man  in  jene.Foraien  |,  1",  £"  oder  q,  f/'»  ii"  Ar  Xit  x^,      oder  n,^  n,,  «7,  vad  — ^rf*, 

•  I  !••  «I«  ••>  I«  «It 

— 'dq",  1  «der  9      b  fBr  p,  p',  p",  so trie  — tl|",  — %f  *  ^       ^  ^i»  t& 

•  •>  .  • 

t      iär  y ,  ^'t  p*  eiaeetet  Aaf  dien  Wein  kann  nan,  wo  es  ifewanscht  irtrd,  das  die  * 

Normale  darslL'Ueiulo  CBeichuiiesjiHar  in  scMrfcn  sowohl,  wie  in  sciikrcolitori  Cixirditialfn  von 
jeder  der  drei  bcMndefll  Formen  aufülellcii,  die  im  zweiten  Abschnitte,  da  wo  die  Gerade  im 
Sanne  betradtfet  irorden  iai,  aMAluttoli  boprochen  wordes  abid. 

1^  Da  die  Krämnwig  einer  Fliehe  an  ehiem  belieb^  In  ihr  hervorgehobenen  Punele  0 

nucli  viTSiIiic'dcru-n  Ricliliiiif^cn  hin  nufjfernssl  eine  sclir  M'rs<-liiiM!ent'  st'-in  kiiini,  so  spriri^rl  in 
die  Augen,  dass  weder  eine  Krei^-  noch  eine  Kugelkriiuiiiiung  im  Allgemeinen  die  Krüniiiiung 
dacr  FGiche  an  einer  ihrer  SteHen  anztnei^n  im  Stande  ist;  wohl  aber  Hast  afeh'  die  Krilnn 
nang  der  e!irin'ii  Ctirve,  in  wcldicr  dii'  Fliirlic  von  citiov  n;\i|i  Hi  hclicn  ilurL-li  ili-ti  Pmicl  0 
gdoglMl  Ebene  gcschaillen  wird,  an  der  Stelle  0  durch  eine  Krei»kriniinuing  angeben,  und  nian 
whrd  M  zu  einer  -lolblihidigen  Bricenntnisa  der  Natar  der  KrOmmunicr  der  Fliehe  hingeFührt 
werden,  wenn  man  an  jeder  flirer  Stellen  all<;  dir  K'i'iiMiniuni;i'u  luifzulinden  im  Stunde  ist,  welclic 
hier  dea  ebeaeo  Curvca  zukommen,  in  deuen  die  Fluche  an  der  bdrachteleu  'SlcUe  durvb  irgend 
Ebenen  geacliniUen  werden  utag.   Wie  dieäs  geschehen  kann,  soll  nun  gezeigt  werden. 

Stent 

<l(«-ö+<l'CxW)+^"C*"-n=0  «der  qCa-«)+q'C«'-«')+q"Cu"-O=0  (m.  n.) 

dte  In  Kcbleren  oder  senkreehten  aaf  die  Axcn  AX,  kXj  AX*  eines  beliebigen  Coordinalen- 
Syalems  Iiraogmen  Coordinülm  nusg^edrUrklt*  (jI('!<  !iuii[:  ctner  beliebi^ifen  durch  den  hcnorpe- 
hobencn  Punet  0  der  Flüche,  dessen  schiefe  und  senkrecbtc  Coordinaten  | ,  l",  |"  und  ,  t]\  ff" 
sind,  gelegten  Ebene  vor,  nnd  denkt  man  sidi  durch  diesen  Pnnct  drei  neue,  den  vorigen  pn« 
rallelc  und  gleithliinfige  Axcn  OX,  0  \',  0  .\ '  gelebt,  so  hnt  man,  wenn  x, ,  x', ,  \"  und 
.  u.,  vi,  u','  die  auC  diese  drei  neuen  Axen  bezogenen  scliiefen  und  senkrechten  Coordinaten 
von  einem  irgciulwo  im  Räume  gelegenen  Puncto  benidnen,  dessen  Coordinaten  an  den  nr- 
spittnglichen  Axcn  durch  x ,  x',  x"  und  n,  u',  u"  vorgesteUl  werden,  den  oben  CAbsdin.  L  $.  2.) 
gegebenen  Gleichungen  (7.)  gemüss: 

X=|4-  x„,    x'— ^'+x;  ,    x"— ^"-f-  \'„'    nnd    u  =  t;-\-u,,    u'— rj'+ u',  ,    u"=»/'+u',' ,   (M.  b.) 

wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  der  Puncl  im  itaumc  der  durch  die  Gleichungen  ([98.  a.^  dargc- 
stelUen  Ebene  oder  der  sn  nntemehenden  FUlche  angehört,  weldie  wir  ans  dürdi  ebie  Glei- 
cbnng  von  der  Fonn 

(jf,  =  ()    oder    i/'u  =  0  (M.  C.) 

gegeben  vorstellen.  Die  ebene  Curxc,  welche  aus  der  krummen  Fläche  (98.  cj  von  der  Ebene 
(Ha  a.)  heranegesdridtlen'  wird,  enihMt  aHe      fmut  in  Mi,  deren  CoorMulen  gMetaMHig 

den  beiden  ersten  oder  letzten  Gleichungen  (98.  a.)  nnd  c.')  genügen.  Da  hirrdurrh  ent- 
weder die  schiefen  oder  die  senkrechten  Coordinaten  der  Punctc,  wehshe  zu  dtcser  ebenen 
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Curve  gehören,  von  zwei  GleiL'huiigen  abhängig  gemacht  werden,  so  hai  man  «ch  zwei  von 
diesen  CotHrdimten  als  PmdioiieB  der  drillen  n  deidien;  ee  linden  abn»  iwiMlien  ikneii  die 
Bo7.irliniipr<  n  stall,  welche  in  $.  12.  dieses  Abschnitts  (Nr.  113.  und  Nr.  115.)  besprochen  worden 
sind.  I\iauen(lich  geben  die  dortigen  tiletchuogen  (9.  c.}  in  Beaug  anC  äifi  whieTffn  Coordi» 
nalen  aoIdMir  Pmcte 

U;=?^|x.+vi%*'^+....  und  x;'=»rA.+s'rä+---      .  •- 

CM»  «I.)   ^    und  in  Bezug  auf  deren  senkrechte  Coonüiuiten: 

^«;=Vn.+Vil'i^  +  ....  «ad  n:=«^ii,+Virg+.... 

Unkt  man  sieh  den  PuncI  0'  der  ebenen  Cur>°e,  dessen  Coordinatcn  an  den  neuen  Axen  durck 
X,,  .x'„ ,  x'ö  oiJcr  u, ,  11^,  uV  vorgeslellt  werden,  dem  0  so  nahe  rückend,  dass  sich  der  .\b- 
sland  zwischen  beiden  durch  kein  endliches  Maas  mehr  angeben  lüsst,  so  verschwinden  die  auf 
der  rechten  Seile  der  vorsiehenden  Gleicliangen  befiadUchen  Glieder,  welche  höhere  Polemen 
von  x„  oder  u,  in  sich  enthalten,  gegen  solche,  die  nie(lris,'<'ri"  Pdlrrizt'ti  flcrscHxMi  Girissrn  in 
sich  tragen,  wenn  diese  nicht  vül%  null  sind,  ganz  und  gar,  weshalb  die  vorstehenden  (ilei- 
ctangea  Itlr  aDe  soldw  In  griinler  NMie  bei  dem  0  Hegend«  Puncle  0*  tbetpeiMHi  In: 

welche  Gleichnngen  einer  Geraden  angehören,  die  nnlclist  am  Puncle  0  an  die  ebene  Curve 
sich  möglichst  genau  anschmiegt,  und  also  die  Tangente  dieser  Curve  an  der  Stelle  0  ist. 

Dass  diese  Gerade  die  Tanircnte  der  ebenen  Cunc  sei,  ffclil  zwar  schon  daraus  hervor, 
weil  wir  oben  gezeigt  haben,  dass  eine  Gerade,  die  nicht  in  der  Ebene  der  ebenen  Cune  liegt, 
steh  aodi  nicht  mügtkhst  geaan  an  dne  beirthnmle  Stelle  der  Gorve  snsdnniegiBO  Mme.  Bs 
iMsst  sich  indessen  noch  zum  rehcrnnssc  hier  wiedrr  spi  i  irll  durthun,  dass  die  Gerade  {9s.  e.) 
in  der  durch  die  Gleichungen  (i)H.  a.}  gegebenen  Ebene  liege,  womit  dann  alles  Bedenken,  ob 
sie  auch  wiiUich  die  Tangente  sei,  in  sieh  selbal  zerdUl.  Schrdbl  nun  niadich  die  Gleldungen 
(9a  c)  mit  Zmidning  derer  (98.  b.}  so: 

und  setzt  die  hier  fiir  x' — \" — ^"  und  ii' — t/,  u" — j"  frlialleiiiMi  M'itIIm-  irt  die  Glei- 
chungen (ß'b.  a.),  80  werden  diese  nach  \\'egwerfuiig  des  allen  ihren  Gliedern  gemeinschaniichen 
Factors  x—l  oder  v— 11 : 

und  dass  diesen  Bedingungen  fn  der  That  ein  Genii)rc  ^rcschieht,  welchen  Punct  der  Fläche  wm 
auch  zu  dein  O  jjcnoiniiien  haben  insifj.  iri'^'t  niis  dm  in  12.  \r.  113.  stelinidi  ii  Gleichungen 
(1.  a.)  geradezu  hi'r>or.  welche  zeigen,  liass  mau  au  jeder  Stelle  der  ebenen  Curve 

\>  +  cx'p'+'dx'Y=0  und  p  +  buy+*u"p"=0 

hat,  wie  man  aogteidi  einsieht,  wem  ouni  einmd  die  hi  der  Toideni)  ein  aadenwd  dte  fai  der 

hintern  Gleichung  (98.  a.)  stehende  linke  Seite  als  don  Ausdruck  sich  denkt,  welcher  a.  o.  a.  0. 
durch  «der  beseichael  worden  iai,  und  im  leUten  Falie  die  Veitadwiichea  x:',  sf' 
diroh  tt,     n"  ersetit. 
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Nftclideni  wir  so  die  Gnwissheit  erlangt  habon,  dass  dio  durch  die  Clcichunfrcn  (9^^.  f.) 
dargcslelite  Gerade  in  der  Ebene  liegt,  durch  welche  die  Car^'c  aus  der  kruiriincn  Fiiiclie  her- 
«Hfeiciiaillai  «ofdca  nd  Tmgeate  «Ueter  dbenen  Cnrve  m  der  8Mte  0  l8t,>selinll«i'  wir 
jetzt  zur  Beslfmmiinfjf  des  Krttmmmürshnlhmfsscrs  dioscr  rliom^n  Cim  <■  iin  diT  Stelle  0 .  Zu 
diesen  Zwecke  denken  wir  uns  durch  die  Spitze  A  des  ursprünglichen  Coordioatensystems  drei 
MD«  Axen  AZ,  AT,  AS"  g«Iegt,  vm  dnen  die  thk  AK  perelld  nit  der  TenfeHle  der 
cbennn  Curve  an  dm  Punole  0,  die  andere  AZ'  pamllel  mit  der  llbeno  diestr  Cnrve  Üiiin 
um!  mit  der  AZ  einen  recl^  Winkel  bildet^  «bo  parallel  zur  Normide  der  ebenen  Curve  an 
Pinde  O  ht,  die  drille  AZ*  endück  aaf  der  BkeM  der  Curr«  ieidtreohl  AeM  und  daher  iirir 
jeder  der  beiden  vorigen  einen  rechten  Winkel  bildet,  80  dMS  des  aw  den  Axen  A  Z ,  A  Z',  A  Z*^ 
rusammengesetete  Coordiaatensystem  ein  recbtwinklige«  IsL  Bezeichnen  wir  durch  s ,  a',  «"  ito 
auf  diese  Axea  bezogenen  Coordinaten  wn' Irgend  einem  Poncte  der  ebenen  Ciirve,  doreh 
£>  r>  •'p*  Pundes  0,  so  ist  in  Bezug  anf  allo  Punrte  der  ebenen  Curtc  z"=5"f 

w)m'1  die  Elirnc  der  CurAC  mit  der  Coordinalenebeae  ZAZ'  paoHel  liRh;  daher  wild  die  ebene 
Cune  dargcsteiU  durch  die  beiden  GJeichuogen  ..  ' 

P,!=0  und  «^=r',  ^  €••.••>' 

wdche  aas  denen  (99.      and  (9ß.  c)  dadordi  hervoiyehen  müssen,  dass  man  In  diese  für 

X,  \',  \"  odiT  u,  u',  u"  ihre  Ausdrilckc  in  z.  ■/.  uml  zupirich  Rir  |,  1*,  und  »/,  ij" 
ihre  Wi-rihe  in  ^,  {T»  einsetzt,  so  wie  umgekehrt  aus  denen  (pd.  a.^  wieder  die  (98.  a.} 
and  '(9S.  c.}  geronden  werden  kSnneii ,'  weiin  fn  erstere  Ar  z ,  z',  if  flire  Aasdrttdte  in 

X,  x',  x"  oder  u,  u',  n"  \ind  /.iigleich  fiir  ^,      T'  ''""c  Wertho  in  ^,      5"  oder  t;,  »/,  t/' 

gesetzt  werden.    Legt  man  in  der  Gleichung  F^  =  0  der  Coordinale  z"  ihren  durch  die  zweite    '"'*  '* 

Gleichung  (9^.  a.)  gegebenen  constanten  Werth  ^'  bei,  so  enthält  dann      nur  noch  die  beiden 

veränderlichen  Coordinaten  z  und  z'  in  sidi;  desshalb  steUl  sodann  die  Gleichung  F,=0,  (Dr 

sich  betraditel,  den  in  Nr.  139.'  des  gegenwartigen  l^angraphen  gegebenen  ErlKuteningen  aar 

Folge,  eine  Cylinderniiehe  dar,  deren  Seiten  senkrecht  anf  der  Coordinalenebene  ZAZ'  stehen, 
und  die  von  uns  betrachtete  ebene  Curve  wird  aus  dieser  Cylinderfliiche  durch  eine.  Ebene 
herausgeschnitten ,  die  .in  der  Skiiremung  mit  der  CoOfdinslanebene  Z  k  V  p'ambsl  llnft. 
Daher  ist  der  Durchsohnltt,  den  diese  Goordinatenebenn  bt  der  Cylinderiliiche  henrormit,  eine 
Curve,  welche  der  von  ons  betraclileten  ebenen  Cunc  congruent  ist,  und  es  eiilsprcchcn 
einerlei  Werthc  von  z  und  gJeicIdiegenden  Fuitclon  in  den  beiden  Curven,  so  dass  die  Krüiu- 
nnniir  des  von  der  GoordlnalenAene  ZAZ'  in  di^  Oylinderflkhe  fsmiciilen  SdnMei  an  der 

Stelle,  wo  7.  —  ^,  z'=C  und  z"— 0  ist,  die  gleiche  ist,  wie  die  an  der  Stelle  0  in  der  von 
uns  betrachteten  ebenen  Curve,  wo  z'=^',  z  '=:^"  ist.  Da  nun  die  Axen  AZ,  AZ',  AZ" 

ein  reditwiiddiges  Coonfimdensytleni  bIMen  and  deshalb  die  Axen  AZ  und  AZ'  in  BoEUff  anf 

din  vDn  der  Ebene  ZAZ'  geniarhlen  Schnitt  ein  ebenes  rnordinatensyslem,  so  ist,  wenn  q  die 

Lange  des  KrUiumungshalbuiessers  an  der  SteUo  dieses  Schnittes  vorstellt,  wo  z  =  ^  und  , .-.  -i.. 

ist,  der  in  $.  13.  dieses  Absdmüis  anfges teilten  GleichuDg  (72.  b.3  gemäss,  well  dm  Axe  AZ 

mit  der  Tangente  der  ebenen  Canre  ^n  0 ,  sonach  auch  mit  der  glciehUegenden  des  durdi  die 

Ebene  ZAZ'  in  die  Cylinderfliiclie  gemachten  Schnitics  an  der  Stelle,  WO  •=(  nnd  iTsfr  * 

ist,  parallel  IttuR: 

L  38 
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veon  C  tl»  FuncUon  voa  ^  aogeMiwa  wird,  und  dwse  Gkekhang  gi^  durch  f  mgteich  auch 
dm  KrOiiumragsh«aiiMfMr  der  ms  der  krmmm  Flldw  iMmMgeaehnllteaeii  «tieaen  Corv«  ui 
dar  StaUa  0  m  rrkennen. 

l'm  nun  die  Länge  dieses  KrUininungsbalbaeMcrs  ms  den  Gleichungen  (98,  cj,  wodurch  die 
krumiue  Fluche  gegeben  isl,  zu  erhallen,  seien  A,  A',  A";  A, ,  AI,  A";  A,,  A>,  Aä'  die 
achiffea,  »o  «rtaC,  C,  C";  C,,  C,%  C" ;  C, ,  C;,  C,'  die  senkrechten  ProjecUonszahlen,  welche 
die  neuen  Axcn  A  7. ,  A  7/,  A  Z"  der  Ordnung  nach  an  den  ursprunrrliclicn  A  .\ ,  A  \",  A  X" 
liefern;  ferner  sollea  B,  B',  B";  B,,  B^,  B|';  B«,  Bi  die  rrujcctiuDfizahkn  vurstellei^ 
weldM  die  Axen  AX,  AX*,  kXT  der  Ofdwniff  nadi  «  dea  Axea  AZ,  AZ',  AZf  febei^ 
wobei  sieh  srhii'fr  uml  senkrechte  Projcctionszahlcn  nicht  mohr  von  einander  nnlenclMidea 
kutpeo,  da  das  letztere  Coordinalensyateui  ein  rechtwiiikligett  ist;  dann  geben  die  dem  recM- 
vinU^IHi  CoQnÜDilamjfilinie  oignlUtadidieB,  kn  «nrten  Abechnille  mgeceigtee  auf  (Iii.  b.} 
fMfBodeB  GUkbamgmi  wem  maa  lie  mit  den  dorii; en  Gldchungen  (31.)  ii  Vobinduif  bringt: 

!B=D=:C,  B'=D'  =  C,  ,  B"— D':=C,, 
B.=D.=c',  b;=d:=:c;,  b;.^!);'— c;, 

Aiuserdein  hat  mau  lucli  Anleitung  der  Gleichungen  (65.  a.^  und  (_l>6.  a.},  weil  man  im  recht- 
wfnldigeii  CoonUnateiwyBlene  die  CoordiinleD  s,  sT,  s*  mwoU  eis  sdriefe,  wie  ab  fenkredita 
■BMbea  duf|  weaii  man  einmal  z,  z\  z"  Iilr  y,  y',  y",  ein  andermal  ftir  v,  v',  v"  setzt: 

(z=Bx+ii,x'+B,x",  »'=b'x+b;x'+b;ä",  »"=B"x+B;'xH-ai'*" 

(«=Aa+A'«'+A"a",  »'=A,u+A;a'+A;«",  a''=A,«  +  A;tt'+Ara". 
Diaw  lelilani  OleidNMg«R  geben  flir  i ,  iT,  »"  dte  AMdrtcka  ta  z ,  x'»  x!^  oder  v,  aT,  a*  aa 

die  Hand,  wclolic  man  in  die  Gleichunjjen  (99.  «.}  cinsftzi-n  niuss,  um  die  vordorn  odnr  hin- 
tern Gleichungen  {ßü.  a.}  und  (96.  c.}  zu  eihalten;  diese  letztem  Gleichungen  (98.  a.}  und 
(98.  c.)  bMngen  daher  mit  denen  (99.  a.)  vermitlelrt  der  Clejchnngen  (100.  b.)  gerade  lo 
zusammen,  wie  die  in  §.  12.  ilirsrs  .\l)Scliiiitlos  lietnuliti  Inn  (3C).  u.)  mit  (Icnon  (37.  a.)  durch 
die  (37.  c.^,  wcssbalb  alle  dort  erhaltenen  Residtate  nmtatit  mutatnivt  hier  wieder  ihre  Aa- 
wendmif  ladea.  Fant  mm  mvSrdent  Uof  die  «nten  bi  (SA  a.)  und  (98.  c.} 
GIcichungoB  h»  Ange,  ao  brt  maa  den  Bndialabea  a  mit  dem  %  vx  vertauschen  und 
dem  noch 

N=0  ,  »i^B  ,  >',=B,  ,  n=lli, 
✓.=0  ,  #:=B',  K=K,  i4=b;, 

*r=o ,  i<'=r,  v;'=Br, 

in  aaliea,  wodnroh  die  eni«  dortige  Gleichung  (38.  h.)  hier 
ißmm»  r.)  Sz  —  \\-\-  B,  ?  v -f  .x" 

wird,  und  die  dortigen  Gleichungen  (39.  c.)  hier  i;<'licn: 

/--«.-i  fe.-l±J?LH±2si£  B"+Br^.x'+B;^ir 

In  dirsen  Gleichungen  ist,  der  in  12.  ■ngoordneleii  Gebrauchsweise  gemäss,  die  dun  h  ?i  an- 
gezeigte Ableitung  nach  x  zu  nehmea;  die  durch  b  angezeigten  sind  auf  die  hinter  diesem 
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'Z«icben  stehenden  acrentlos  sn  HtlNMndeil  Bnokstaben  z«  bezieheli.  Ans  diesen  Formeln  ein- 
geben sirh  die,  welche  die  letsclen  in  (98u  tu)  lütä  (98.  c.)  enthaltenen  Gleirbirngen  angehört, 
man  den  ßiirlisiMbt  ii  u  an  die  SieUe  von  x  und  den  A  an  die  Stelle  von  B  setzt,  wobei 
detii  Buchsiiiben  u  dieselben  Accente  zu  pcluTi  luil,  die  bei  x  standen,  hinifegcn  dem  Buch- 
ben A  die  Zuhl  der  bei  B  stehenden  Accente  als  Index  anzuhängen  und  so  viel  Accente  bei- 
xnfllgen  bai,  aU  der  Index  von  B  besifl.  So  aUfll  mm  anatatt  der  Glafebov  C^Oa  dia: 

■nd  anrtatt  dar  GleicfaniigaB  (lOOi  i)  die:       '  '  i  .  »  i 


A+A'^B*-|-A''fff».  ■*'/l-A+A>vi-A"b«":' 

in  welchen  wieder  die  durch  5  angezeigte  Ableitung  nach  u  und  die  durch  t  angezeigten  nach 
den  ynler  dieaem  Zeiclusn  atehAnden,  aber  obM  Accenl  gtdaditoi^  Vertodorlicheo  xo 


U««.  f.) 


'  Da  bei  unserer  jetaigen  Betracfalnng  z"  den  constanten  Werth       hat  und  deswegen 

)s^=0  ist,  ao  vefwandeb  aM»  die  binlem  in  (tOa  d.}  and  (iWk  f.).  alehendan  GleiebmH 

gen  in*  <  ..  j  i 

B"+B;'»x  +  lirex"=:0  and  Jm-A;»n'+ A;'du"=0; 

nibniairt.nian  tbv  njVelat.dmar  Gieichwigan  dto-GcOawn.  jbx^  npd  ^oT  aa«  44«  GWbbmww 
ClOa.nO  nnd  (100^  ei),  a«  wi«  «m  den  voidam  C^Oa  4)  und  O^fK  £),  ^.flndat  inws  • 

BT  a»ÄBBr-B''B.  +  (B,Bt'-^B;'B01>  x", 


.  B'  Br  B"  b; + cb:  k-  Br  b;)  z 

A;'«  1 = A  A ^  A"  A,  +  ( A'  Ar—  A"  a;)  D  «', 
'■^-A  A?-A^X+&'ii-A''AÖ*n' 


od  dieae  Gleidungen  gehen  nillelat  einea  anf  die  im  enien  Abachnüle  aiMljsealelllen  Glei^ 
dmngiMi  (81.  a.^  gowwfeiien  Bücket  Ober  U:  ' 


'  .'1 

'■1.4 


JUIIet  Mui  jalit  di«  Unton  dar  Gteiehungen  (101.  b.}  naoh  x  und  «  ab,  m  >inMB  m 


wo  z  in  der  vonlem  die  Abicitimi:  von  z  ii;>eh  x  ,  in  der  biiiterri  nirirhiintr  diiei  jcn  die  Ab- 
iedaiig  von  z  nach  u  bedeutet,  wie  schon  in  den  vordem  mif  erster  und  xweticr  ZeHe  tftehen- 
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dm  Gleichungen  (101.  b.)*  M|it  «un  aber  die  aits  letolem  Okr  9»  tkk  ergebeoden  Werthe 
in  die  vonfgoa,  m  rtnmMn  ädk  ditw  iit 

«der  «ft  Rfldoiciht  nf  die  GlefelHingeii  (lOa  a.): 

^  C'y«'     fÄ|      .  A^yg'  [B] 


Wendet  man  jebct  dtew  flir  äte  Pkneln  dir  etaMi  Owe  gUlUgea  Gielitagea  nf  dm  Fmct 
0  n,  bei  weicheai  «'=4^  nd  fTssC      w  "Ult  bmi: 

X  c;"yr    [AI     .  A-gy  A 

die  Gleichaiv  (M.  Ii.)  jede  von  den  «ni  McfeHeheiriw  Fomkb  mi 


€i.i.<.>  ±5-CA.'-A,t>ry5]      ii-(Ci-C;*^»[5 ' 

welche  teigeU)  wie  tjch  der  Ertfannivu^iUDNneMer  der  ebenen  An^e  an  der  Sidie  0  eowoH 

mitlelst  der  aus  der  Gleichung  (fx  —  ^  Jcr  vordem  (98.  a.^  herzuholenden  Werthe 
und  als  audi  milldst  der  aus  der  Gteichmig  V'ii=^  ""^  hintern  (t>ä.  a.)  herxnho- 
lendeo  Werthe  und  finden  llait  Die  Gleidiungen  (101.  d.)  lehren  zugleich,  wie  ihA 
der  KrUnunungshalbtncsscr  einer  ebenen  Curve  an  einer  ihrer  Stdien  finden  lässt,  wenn  diese 
Car\'o  nicht  in  einer  der  Coordinatcncbcncn  liegt.  HieHiei  hat  man  noch  zu  beachten,  dan  der 
im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Gleichung  (84.  b.)  zur  Folge  hier 

fB|     "  [AI 

ist,  weil  unser  gegenwärtiges  neu  eingeführtes  Coordinalensystcm  ein  rechtwinkliges  und  also 
kal  iil,  weMwegen  nan  die  Gteidnutgen  (101.  d.)  «ndi  eo  edveiben  keint 

^i__cryr         ,  i_  h*Aryn' 

149)  Die  Gleichungen  (101.  c.)  haben  zwar  eine  sehr  einfache  Form,  aiier  die  in  ihnen 
vorkommenden  Projectionsz^ihlen  A,  und  Ai  oder  C|  und  Cj ,  welcJic  die  Riclilung  A  L'  oder 
dh  wom  linele  O  gehürige  Niimale  der  ebenen  Onrre  an  den  Aaen  AX  and  AX'  MhI» 
verlangen  selbst  noch  ihre  weitere  Bestimniuna;  durrl»  die  Gleirhiiiiffen  der  ebenen  Ciirve.  Kr- 
wigt  man,  dass  die  Axe  A2"  senkrecht  steht  auf  der  durch  die  Gleichungen  (98.  a.J  gege- 
benen  Ebene,  deren  Dnmbeehnill  nlt  der  kmaamen  Flldie  die  ebene  Oerre  liefert,  dass  also 
die  Projectionszahlen  A, ,  At ,  A"  und  f.,  ,  l"/ ,  welche  diese  Richtung  AZ"  an  den  Axcn 
AX,  AX',  AX"  giebt,  den  CoeSizienteo  q,  q',  q"  und  q,  q',  q",  welohe  in  den  Gleichangen 
(9».  a.3  vwhiMBen,  propoiliMMl       «ie  die  im  widhin  Ahn'trili 


CtM*  e.) 


« 
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(.4)  ac^lfikh  m  die  flud  geben,  m  äbeiMUgt  ntn  licli,  du«  ditM  CMfUzientoa  durch  jene 
«Htm  wendai  kflnea,  wai  mm  «mMh  oilall  dar  QUckui^en  (98,  a.}  dii 


Die  «ntc  dieser  G1cichung<Mi  slellt  in  Verbindung  mit  der  ersten  in  (98.  c.}  enthaltenen  die 
«bciW  Curve  in  sciüefen  Coordinaten  dar,  so  wie  die  zweiten  der  genannten  Gleichung«)  die 
«beno  Gonra  Im  feriovclilen  GoordiBaliii  dantdlea.  Jedes  «Reser  beideB  Gtekhmgfspave  be- 
ftidel  lidi  genanniter  den  im  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnitts  (AV.  ({3.)  angi-rührten  Um- 
attndea,  und  nu  htt  beim  enlen  Paare  nichts  weiter  in  Ihun,  um  alle  dortigen  Formeln  auf 
es  anwendfaer  n  mmimt  ab 


za  setzen,  und  aas  den  diesen  Paare  angehürigen  Resultaten  ergeben  sich  die  dem  andern 
]*aare  cogehürigen  analogeii  .flinANil  ^ducb,  dass  aaan  if)^  und  A  IM  dte  Siele  ^  waA  C 
aelKt,  alle  wriion^n  Absakhoi  aber  ebea  so  sdireiM.  Anf  dtase  Weise  |^  die  dei%e  «nie 
«aeidiang  (7.  k)  hiert  '         •  i  '  ' 

eder;  «ena  man  auch  hier  wieder  sar  Abklnang  •  .  ^ 

seist: 

Aas  des  Oeldmigen  (100;,  e.}  ladet  man  aber ,  dass 

K-A.t^=  *.ct^g.rC(A,y.+A:rB 

•     C  -fi  l>e^  ^'       ^  ^AT-^^lj^^'  ^"^"^ 

ist,  oder  wem  me  beadlte^  <bM  dteAsen  Ar  «nd  Ar  seidtredrt  esT  eiMMder  sM^ 
desswegen  den  obee  ib  ersten  AbsebBÜte  aidgestelilSB  Gleichnngen  (21.)  gemüs 

A;c+A;c;+Arcr=o  and  c;A.+c:A;+crA;'=o 

M,  «ad  der  KttlS«  halber 

a;'p, 

,  „  aaa  ü— uo«=— — 
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Ans  den  Glckhim^cn  002.  a.}  und  (102.  c)  erhiit  bmui,  «hb  ■■■  db  HiMi«  jmA  z, 
iSt  Mniere  nadi  n  dileitet,  x'  ili  FMcNomii  VM  x ,  ari     umI  ü»-9uMmeä 

von  u  betncbtcnd: 

lMM.a.)  '  C+(^tx'+crbx"=0  mi  A,  + a;<)u'+ a;' aB"=0 

md 

Vx'==^j^jl-^-j(c;-cr,«)bV+Ccr94-^^^ 

und  dicw  letaten  Gleidiungen  geben,  wenn  mm  ans  ihnen  und  %u"  nMldit  der  Caei> 
ehnngen  (101.  «.)  eliminirt  und  fUr  dx'  und  tu'  ihre  Werthe  bub  (102.  o.)  epiMlst: 

(iM.M^  +(c;-cr«y;')(L;>;-co*^Vi+(c;'s^-cO'V»s 
^  +CA;~A;>'i)(A;>i-A.)t&v<i+(Arv<i-AO' 

+(A5-ArO«'5V+(A5-Ar<KArvt-AO  » ^ . 

Die  Gloic1nin;]:on  (103.  a.  bis  c.)  haben  GUUfkeil  Mr  alle  Pundc  der  ob^^ncn  Cnrve;  wendet 
man  sie  auf  den  Puuct  0  an,  indem  man      jT,  |"  und      q',      an  die  Stelle  von  x,  x', 
'  '        •  und  n,  u't  n"  aelzt,  woduidi  den  GldelMsven  (108.  b.  und  d.)  lur  Folge 


•  I  * 

■  II 

I  •  • 


wM,  00  werden  die  Gleidniagen  (102.  e.^  an  diesem  Puncte: 
und  die  (103.  b.  und      geben  «n  demselben  Punde: 

ctM.«.)^  +(c;-c?9'p(c;>^-cosVi+(c;:9i-c./^V'< 
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+ (A'^ -  a;-  vpCAr ao  *i" + CA;'  - ao''^Vj  > 
+CA;-Ar^*rvj+cA;-ArvpcAr*;-Ao'Vv53.\ 

midtt  der  Glflidmncea  (MM.  cp  febea  mm  ilie.  (101.  eO  mm  fn: 

.1  (c;-cryiy,yr    ,  h'(A;-Ar^yyi^ 

*5= — ^         ±e=  ÄHf   t*»»--) 

0^,  warn  nn  in  dioM  Otr       omi  Vi;  Dm  Wcrihe  au  doMii  (104  d.}  uid  (104  O 


+(c;-crg»p(cr^^-c,yiV+(cr9i-c;/iVj  >  CMt.».) 

±i==^[CA;-A;vpc^v;-A;vgaV,+CA;v,-AOC^v^-A;v^^b'v^ 

+CA;~Ar^(irv^,-A.yiV,+(A:t;-A,)'V^  ^(im.«.> 

+(a;— a;-  v'^*'  ö*v»,+ (a;— a;'  y;}  tAi'  v,— ao  ^*v^  • 

Die  ri  rlitcn  Seiten  der  li'l/lcn  zwei  Cletchungen  vereinrichcn  sich  durch  Tolgondc  Belrach- 
tangen.  Bezeichnen  p ,  p',  p"  und  y ,  p',  p"  die  schiefen  und  scnlireelilen  Projeclionsziihlcn, 
welche  die  Richtung  der  zum  Punclu  0  gehörigen  Normale  der  krummen  Flidie  an  den  Axen 
AZ«  AX',  AX"  lierert  oder  eine  mit  dieser  Normale  durch  die  CooidiBtteOSpilte  A  pMlOet 
geiofae  Gende  AN,  so  ist  den  Glrichuqgeii  (97.  Ii.}  genlif t 

•  •I  «Ii  •••  tit  ■•• 

V:»':l>  =  IÖ9»^:By,:b^P|  and  p":  p':  p  =  »      J  »  yi^  :  »  Hjr^  , 

«der  dea  in  (104  a.)  einigdttbitea  Besefchaimgea  cntqireciienil: 

p  :     ^^^^  s  ff  »  1  "wJ  P  ^  f  J  t=^^  CM«. «.) 

•IdR  ferner  1  den  W&ftel  vor,  wtdebea  de  Rlcbla^gen  AN  und  AZ*  oder  dfe  Nomudcn  der 
krammen  FISche  und  der  aus  ihr  hemusgeadNltteaM  ebenen  fiirve,  beide  an  dem  Puncte  0 
genonmen,  mit  einander  bilden;  so  ist  den  in  enten  Absclinitie  aufgestellten  Gleichungen 
(9.  1.  ond     aar  Fdge: 

A.p+A.'y'+Airseosl  and  CpH-Ctp'+CVcscoil,  (!•«.».) 

oder  arena  aiaa  Hr  p,  p'  aad  Ar  p,  p'  ihre  Werthe  aas  den  Gleiehangen  (104  a.)  seM: 

A.y^+A;9'^+Ar='-^  und  c.v;;+c:v;+cr=^-^ ; 
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diese  Gleichungen  luaen  «ich  aber  den  in  (iOl.  b.}  eiqgefiArlea  Beieioluniiig««'  enl^rachend 
t|ich  80  schreiben: 

•  .«1  P=S^. 

*     P  '  P 

Weil  ferner  die  zwei  Uichlungen  AZ'  und  AZ"  senkrechl  auf  einander  stehen,  so  ist  den  im 
entan  Abadudtte  gegabeiMB  GMAnngea  (21.)  gienlM: 

A,c+A:c;+Arcr=o  wa  c;A,+c;A;+crA?=o. 

nul  cUnginirt  Mui  ms  diesen  Gteichongen  imd  deaen  (i<M.  b.)  die  GrOska  AT  nad  CT»  so 
erUdt  turnt 

c;  cos  X — A,  f  p  er  -  r  co  +  a;  (p-  c;  -  r  c;) 

•ad 

a;'  cos  = c,  (p  a;'  -  p"  ao  4-  '  i  f  p'    ~  i>"  a;) 

Uder,  vfuan  luan  in  diese  Tür  p,  );>'  and  p,  p'  ihre  uus  den  Gleichungen  (106.  a.}  ciilaoninieiien 


Werfhe  and  sa  gMdwr  Zeit  Air  oeel  seinen  «ns  der  ecstan  nnd  zweftea  deidranp  (106.  c.) 
sich  eigebenden  Werth  einsetzt: 

■  i  C  5^  =  A,  (("/ -  t'O  -  a;  er;  ^  (-;'.,';) 
 <  a;'  F,= c,  (a;>;-.  A,)  -  c;  ca;- A;>p . 

Da  die  ^'(>rll)illo  der  krummen  Fläche  an  der  Slcür  <'  scnkrcdit  auf  der  TiiHiriMiliiilrlM  iie  der 
krununeu  Flüche  an  derselben  Stelle  steht,  so  sieht  üie  auch  senkrecht  auf  der  in  dieser  Tao- 
'  '  fenliakbeae  Uzenden  Tangente  der  ebenen  Carve  an  der  Sielte  0 ;  es  bildet  daher  die  Rich^ 
long  AZ  mit  den  briilcn  iuid.-rn  A  Z"  und  AN  vechle  Winkel»  SO  daiB  znfolge  der  an  entea 
Abschnitte  erwiesenen  Gleicliungen  (23.)  ist: 

c;  p"—  c  p' :  c;  p  ^  r,  p" :    p'  -  c;  p  =  A  :  A'  :  A" 

aad 

A'.p"— A'/p':  A'/p      A.p":  A,p'— A;p=:C  :  C  :  (r, 

oder,  wenn  man  in  diese  Proportionen  für  p ,  p'  und  p ,  p'  ihre  Werthe  ans  den  Gleit^uuigen 
C106L  s.)  euselH: 

iC-Cr^iJ  :  Cr«p^-C  :  C9"-C;vi=A  :  A':  A" 
und 
a;-a;v<;  :  A^vi^-A. :  A.v«;-A;y,=c  ',C:cr,   

^  Dividirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  (106.  d.)  saooessive  mit  (",' ff  '^  —  C-. ,  (",  —  (^^'^t 

C,qp'^'  —  C^fp'f,  und  die  zweite  derselben  Gleicliungen  successive  mit  A, ,  Ai — A^^^« 

AcVy  —  AaV^i  80  erhält  man  mit  Z<iriehiing  der  Verhttilnissgleichiuigen  (10$. 

_A.A— a;a        %     _  A.  A'-  a;  a         ^£     _A,A  -a;a 
c;>^-c.~-   c;'A'    '  ü;-c;>^~    c;'a    '  i^^^-u^p^r  u'a" 

CM«.       (  und 

_c.c'— c;c        ^    _cc -c;c  _c.c'-c;c 
A?ip;~A.-T  Are    »  ißi^A^?*  7S^  ♦  a,v',;--a;v<;""  "ißrc""  * 
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wtü  Iber  des  Gleichungen  (100.  u.)  zur  Folge 

— —  =  — ip — jr  ST" 

Ut,  und  dn     «ntea  Absclinilte  gegebenen  lebten  Gleldmigeii  C^i.  ffWiM 


in,  M  gehen  hierdurch  die  Gleichungen  (107.  •>},  w«m  UM»  glekhieilig  alle  in 
iHNHBenden  Quotiealea  umkehrt,  Uber  in: 

und  N   HWU  h.y 

a;>;-a,_'  c'     a;-a;>;_  •  c     a,v/;--a;v/_    c"  l 
^    ~  A*       ^^'^^  TO  ' 

GicM  MM  jeHt  tn  der  GWcImmv  (105.  b.}  jedem  der  M  den  AMeiiinfeR  von  ^  and  9j| 

rtdiendcn  Faderen  eines  von  den  dni  In  Q  «■fliellenen  %^  lum  Nenner»  and  in  der  Oeidianf 

(IM.  cO  Jadeai  der  kel  den  Aliliiilnuiwi  von  ^  ort  i^  Hellenden  Vactoren  eines  von  den 

drei  in      enthaltenen      zorn  Nenner,  setzt  hierauf  an  die  Stelle  der  M  abgeänderten  Fae- 

torcn  deren  Werlhc  aus  den  Gleichungen  (107.  b.),  und  ftlr  das  eine  noch  znrUckgebliebaie 
B|  und      seinen  aus  der  Gleichung  (106.  c.)  entnommenen  Werth,  so  erbSlt  man,  wenn  man 

m  gleicher  Zeit  beeditet,  d|ge  den  im  errten  Aiiiclndlte  gngelwnen  Gleiduiogen  (84.  c)  ga- 
Utf  wO  BMB  im  nea  eingelUhrten  rechtwInUign  Goofdineieneyileme  k*ssl  Imi: 


i  1  cos  A= <)"  [A  A"*lö  V'^  +  A'  A'^itp'^  +  A  A'  (*iVi+'^V'i)  +  +  A'' Vy^J 


and  dieee  ISielehangeR  tOeon  die  Anfj^riM  der  Krtnnnnngibesiinmnng  einer  kranmen  fUche 

an  einer  ihr(  r  Strllrn  in  allgnmoinsler  Wri^n  Sif  Ii-hron  dnn  Krümmungshalbmesser  für  jfden 
aoter  einer  beliebigen  Neigui^  A  gegen  die  Nomiale  der  Fläche  gduhrtea  Schnitt  der  Fläche 
«n  dieeer  Siele,  «nd  für  Jede  Lege  der  Gereden,  in  wddier  dieeer  Sdudtt  der  TengcnUailebene 
der  Fliehe  begegnet,  unmittelbar  aus  der  Gleichung  finden,  durch  welche  die  krumme  Fläche 
gegeben  ist;  denn  die  Grössen  p"  und  p"  lassen  sich  mittelst  der  GleiGhuagen  (100.  a.^  ebes- 
falte  ans  der  Gleichung  der  krummen  Fläche  herleiten. 
L  3» 
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150)  Da  die  GrOssea  A ,  A',  A"  oder  C ,  C,  C"  der  tieradea  angehüren,  in  weicher  die 
ScimilleiMne  der  TcngentielebeM  der  krumoien  Fliehe  m  der  Stelle  Ol  begegnet,  and  äbo  ihm 
Werth  Diehl  Indem,  so  lan^o  diese  Gerade  diawibc  bleibt,  u.is  .mch  Übrigens  die  Nägmg  des 

Sriinittcs  gegen  die  Normale  der  Fliehe  an  dieser  Slclle ,  il.  b.  der  Winkel  A  sein  mag,  so 
lüsst  sich  aus  den  Gleichungen  (107.  c.)  ntrniHtetbnr  onlnelunen,  dass  von  allen  den  ScüinlUen, 
welche  die  Tangentialebene  in  derselben  Geraden  Irenen,  derjenige  den  grösslen  Krüniniiings- 

halbniesser  bei  ()  liut,  fiir  nelrlirti  cos/.  hl  isl,  also  der,  welcher  diirrli  die  Xornmle  der 

Flüche  an  der  Stelle  ü  hiadurcli  geführt  wird.  UiV-eichnct  diesen  grüJisteii  Kr(iiiiuiungahaU>- 
■lesser  fitr  irgend  eiMn  dnreh  die  Nonnale  der  Fliehe  hindurdi  gefllhflm  Sdnitt  wmI  9,  den, 
welcher  eiin-in  Srhnille  ati^'ehürl,  der  init  di  r  Noniiale  der  Fliehe  den  Winkel  ).  macht  und 
die  Tangentialebene  der  Fltichc  in  derselben  Geraden  Irilll,  wie  der  Schnitt,  dessen  Kriimmungs- 
üannoeMer  bei  0  sieh  de  g,  gezeigt  hat,  so  gehl  ans  Jcdei'  der  Gteiciuingen  (1Ü7.  c)  her- 

isl,  da^i  also  die  krutnnNiQgihalbmesser  zweier  Schnitte,  die  durch  tlicselbc  in  der  Tangential- 
.    .  elNHie  an  0  liegende  Gerade  Idndarch  gehen,  and  von  denen  die  dM  darch  die  su  0  gehö- 

rii^o  \(irniale  der  Flüche  hindurch  (h'<'  andere  aber  nicht,  stel;;  dasselbe  Verliällniss  zu 

einandt.4-  behalten,  was  auch  die  Gerade  sein  mag,  in  welcher  diese  beiden  Sciuütte  diu  Tan- 
genllalebeiie- an  0  treffen,  wem  aar  der  Winkel,  den  die  beiden  ScbnHlebeim  nit  domder 
bilden,  derselbe  bleibl.  W;ihrend  ,dle  Schnitlebene  bei  slels  r!i  ii  Ii  r  N'ei^,ning  gegen  die  Xor- 
maie  der  Fläche  sich  um  den  Puoct  0  herumdreht,  ändern  sich  die  Kriuiunnngshalbnesscr  der 
iMnUltcanren  an  dieser  Sldle  in  einer  Wdso  ab,  die  vod  der  Grösse  der  Neigung  des  SchniMei 
Igegen  die  IVomiale  günzlich  unabhiiiigif^  ist;  es  drüngl  sich  daher  hier  die  Frage  aaf,  bei  wel- 
cher Lage  der  Geraden,  worin  die  Scimittcbene  der  Tangentialebene  begegnel,  der  I{r(bnmung8- 
balbmesscr  einen  grrisstcn  oder  kleinsten  Werth  annimmt,  und  diese  Frage  lifuft  oOenbar  mit 
,der  andern  auf  Eins  hinaus :  Wie  niiissen  die  Grössen  A ,  A',  A"  oder  C ,  C,  C"  bescliafliea 
sein,  iliiiiiil  dii-  iiiif  dfT  reiltlen  Seile  diT  ersten  oder  zweiten  Gleieliunif  (107.  c")  stehenden 
Ausdrüclie  grusste  oder  kleinste  Werthe  annehmen?  I  m  diese  Untersuchung  in  der  rechten 
Weise  dnrddllhren  zu  können,  darf  man  nicht  ausser  Acht  lassen,  dass  die  Grossen  A  ,  A',  A" 
aodC,  C,  C"  keinesweirs  von  einander,  unabhiinr;iii  .-.ind:  denn  erjillich  Ix'.sielu'ii,  den  im  ersten 
Abscfanitte  erwie.scnen  Itehilionen  (l^-)  und  (47.  u. )  gemäss,  zwischen  iiinon  die  Gleichungen: 

!C =A  -f  A'cosW  +  A  'cos W,  C=  A  cosW  +  A'+  A  'cosW  ",  C  =  A  cosW -|-  A'cosW  "-j-^" 
«Asac+ii'c+.rc.  (KA'=ii,c+«;c+«r<r,  flGrA''=«,c+a;c+«:'(r, 

von  «rdchea  jedoch  die  drd  dnen  bhM  Umlbmningen  der  drei  andern  sind;  sodann  beslebt 
.xwiaoiran  ihnen  die  dort  snliseAuidene  BkAtmigsgleichung  (11,},  nlmlkh: 

OM.k.)  AC-hA'C'+A"C'=l; 

endlich  hnl  mnn  zu  diesen  (IIi'ii  hmiLreii,  weil  die  Gerade,  worin  die  Tüng<'nlifllebene  der  krum- 
men Fläche  von  der  Scimittcbene  getroflen  wird,  deren  Projectiunszahlen  eben  A,  A',  A"  und 
CfCfC  sind,  nil  der  Normale  der  kmaunen  FHiehe  an  0  einen  rechten  Winkel  bildet»  nodk 

dio  ' 

Ap-i- Ap  +  A"p"=0   oder  Cp  +  C'p'+ C"p"=:ü 

.1 
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UmmfllgM,  mttt  mu  muk  dev  CS|eMi^ai.(|l<W'  O  gwlni  dte 

,..Ajy^+A'9.J+A"=0  oder' C.;';+Cv^+r=0  ClM.«w> 

MiSCB  kam.  Hm  sieht  hieraus,  dass  die  sechs  Grössen  A,  A',  A"  und  C,  C\  C"  durch  fttaf 
Glcichunffen  von  cinHndiT  nhhiinirig  geiiuichl  werden,  dass  sonach  nur  eine  von  ihnnn  nach  Be- 
lieben gewählt  werden  iianii,  die  fünf  übrigen  dagegen  als  Fuuctiuncn  dieser  einen  ungesehen 
werden  nOMea- A^itfH  vm  ilMr  ftiir  vra  diesM  Grlifsea  als  Functionen  der  snchsten  vorzu- 
stclli  n,  werden  wir  alle  sechs  wie  Funclionen  einer  aussThnlb  ihnen  liegenden  Veränderlichen 
■Bselien,  um  «yiwaetrischere  Rcsulialo  zu  galten.  .Leitet  futfi  in  dicitcia  Sinne  dio  QieijcluiMgw 
04».;ftr.Mi  c)  üMli  dw  n«i  epgemiirtwi  md  ««»f  nbMlbnint  folai^cam.YMfMMlkibn 
di,iii  g^fi«.^«iinM  lü0ibei,dH  AfeWlw^iHn^  ,  -  . 

dC=dA  +  dA'fiosW+dA"cosW',  dC=:<i  A  rosW  +  dA''+dfA*coi1ir;j    ■•  ■ 

...        .    d(r=:dA«wW'+dA'cM.r'+dA'',    ....  ,  .,f 
oder  .  <  •   •  \  (IM* 

«dA=«dC+a'dr'+?t"dC",  (K;(lA  =  ?t,dr  +  9:dC+«rdC,  I 

(F;'dA"=si.d(;+«;dC'+?i;'dc/';  ' 

AdC  +  A'dC-trA'  dC'-f  CdA-}rC'dA'+G"dA"=0;       .   '  (MO.  l».> 

.dA9iJ+dA>J+dA''=0  oder  dCv^^y  +  dCyr^+dCsOi.   <tM. «.) 

Mm  kam  «Ich  aber  lekcht  Urarae^gn,  da»  Ada  • 

AdC+Ä'<C+A''dC»±=CdÄ+<J'dA'+<rdA''  '  '  .       *  (M»>  «•) 

kH;  dem  wdllpllcirt  mDi  die  drei  ersten  Gleicliungep  (110.  tü)  der.Reik^  Bach  mit  A,  A',  A" 
«od  aAfirt  die  drei  $9       eigebendea  ResulUite  za  einander,  so  uberzeugt  man  sich,  dass 

Add+A'dCr+ A''d(ri=:dÄCA+ A'lSef  W+A"««  W)  +  d  A'  (A  eos  W  +  A'+  A"<os  W"J 

4- d  A"  (A  cos  W'+ A'cns  W"+ A") 

ist,  und  diese  Gleichung  geht  mit  einem  Blick  auf  die  in  erster  Zeile  ste^ndeu  (^109.,a^.,ilpr 
gleicli  in  die  xu  erweisende  RulaUon  (110.  d.)  Uber.  Mitlelsl  dkeer  RciaÜpii  tm  «arWll  di» 
4a■ialn^|^(lla  b.)iin  die  awd  folgMNiMi: 

CdA+CdA'+(rdA''=:0  and  AdC+A'dC+A''d<r=0.  ClW>  •») 

Ans  den  vwdem  ffleidiungen  (UO.  'e.  nnd  a^)  indel  mäa*  dnreli  saeeetrive  kAndnatt^  von 
einer'ibrcr  AMoUangen: 

dA  :  d  A  :  dA"=:C'— C>;f  ;  CT C  :  C^pJ  — C^»^  / 

and  aaa  den  hintern  auf  die  gleiche  Weise   ^  )  ■'  tM*«  t») 

(1  (•  ;  (I  C  :  .1  C"r=A'— A"V."' :  A"i/»'  -  A  :  A  i/  "  —A'v'  ■  ) 

Setxt  man  nun,  um  zu  den  gewUnsehtep  grössten  und  kleinsten  Wcrthen  zu  gelangen,  die  Ab- 
leitoagen  der  anf  der  rechten  Se^  dler  Gleleliinigfen  (10T.  e.")  'dkdbenden  AvadAeke  in  dem 

Sinne  genommen,  dass  A ,  A',  A"  und  C,  C,  C"  Funclinnon  vun  einer  ausser  ihnen  liagapdan 

and  nidit  weiter  beiUnailen  YeiladarUehen  «iad,  der.  NuU  liieich,  so  findet. map:       ...  .  ,| 

39» 
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0 = (A  d  A-^-  A"  d  A)  b  V< + CA'  d  A"+  A"  d  A')**  'y? 
+(AdA'+A'  dA3ciV^H- »Vf)4  «A'dA'b* vJ+2AdA 

0 =s  (c  d  (r+  r  d    V, + cc  *     c"  d  CO  'i 
.  +CCdcr+rdC)('*^^+ bVp+»c'dC'**^+2Cdcrvi; , 

Ib  iceldieil  Gleidiangen  man  für  dA,  dA',  dA"  und  dC,  dC,  dC"  die  ihnen  propurtionulen 
Grossen  setzen  dorf,  welche  durch  die  Gleichvngen  (HO.  f.)  gegeben  sind.  Thut  num  diess 
und  vcrcinFaclit  man  die  SubsiiiiitionsergcbniBM  BdlHafe  der  GleidnnfW  009.  b.)  wd  (100.  c"), 

M  nehmen  sie  die  folgende  Korin  an: 

0==l2A(Cy;|~G'9y-Vj]Vyi+PA'(C9'^--C'»r^+yyiV« 


+  [2  A'  CC—  C>p  —  1 J  «     +  2  A  CC—  C"      ö  <p'^ 
.etil.   <  und 

I  ü  _    C  (A  tff;-  A>p  -         v;  +  [2  C  (A  v>;  -  A'v/ )  +  b 

+  |.2CCA'>;-A)  +  l]bV;  +  2C'CAV,-A)»V; 


Aus  diesen  Gleichungen  in  Verbiiiduiij;  mit  denen  (109.  a.  bis  c.^  Iial  umn  die  Werihe  von 

A,  A',  A"  und  T,  C,  C"  herzuholen,  vveUlie  in  die  lileicliunj^eii  (107.  c  ')  pesetzl  ^  cos  zu 

einem  Grösslen  oder  Kleinsten  machen.  Die  Aursucbung  dieser  Grüsen  auf  dem  hier  einge- 
tehligenen  Wege,  wo  in  die  Aeedrtcke  bkw  die  nmcttoBen  ^  nd  ^ 

sind,  slösst  indessen  auf  einige  Hindernisse,  wesswegcn  wir  im  Interease  des  1 
einfach  zum  Ziele  führende  Behandlungsweise  ausrührlich  angeben  werden. 

ZonSchsl  bemerken  wir,  daas,  wenn  9x=0  eine  Gleichung  ist,  welche  drei  VeniaderUclie 
Im  äA  enlhlb  und  >  vi  t^i*)  ibnat  io  dea  fiMdmigcn  (104.  u.}  gegebene  Bedeulwig  hdwB, 
■un  der  in  Pangnph      dieeee  Abediains  gegtbenM  GleiehiuBg  (6b  e.)  genüis  hat: 

tei  lot  Die  10* 

—  Ix  '0  f>'x  +  f  x  <^  f  X  +  0       —  =0  , 

und  aus  demselben  Grunde  ist  auch  nodi: 

setzt  man  daher  an  die  Stelle  der  allgemeinen  Coordinntcnwcrthc  x ,  x\  \"  und  ■ ,  die 
hesondeni  |,  £*,  |"  and  q,      4",  ao  werden  die  vorstehenden  Relationen: 
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Off.»»! 


Zieht  man  diese  GldclwMgwi  ftver  AnTeiMMkilUg«  Mdi  TOii  dnn  (III.  &)  d»  nd 

nit  2 ,  Sü  kommt : 

0 = cc  9^ — c    Ä*i '  + »»4 — C'  fl)^)     Vjf + CC'>i — Q  A  'i  V| 


••1 


+(AV,-A)(ry^+ (A'-A"^C iV^+(A'- A-^C^'v^;  • 

BinMrt  ■«  jebt  arfttdil  der  Gfeletaiig  (W.  k)  «m  der  voidem  GMahuff  (IM.  o)  «m- 
ccssiv«  dii-  GrOiMa  A ,  A',  A"  md  der  URlen  «Moenhre  die  GrQMen  C,  C",  m  er- 
hält man: 

A  (C  «jp^'-C^pP  _A"  (C'-C>P  =  «y'^   und       C  (A  v^-A'vg  -  C"(A'-A Vp  i 
-A'CCqp';-Cy^)+A'-(CVf-C)  =  7.'f    und    _C'(A,|/;_A>p  +  C'XA>;-A)=v/  (.t^^j 
—  A  (C"  (p^  —  C)  +  A'  (C—  C'V;)  —  1     und   —  C  iA  'v''^  ^  A)  +  C  (A'  —  A"      =1 ;  ) 

setzt  man  alter  in  die  ersten  Glieder  der  Gleichungen  (III.  c.}  Tut  A(C<f'^  —  ^  'f'f)  "»d 

^C^V*^  —  'A'Vy)  ersten  Gleichungen  (III.  d.}  entnommenen  Werthe,  sudann  in 

dem  sweile  Glieder  Ittr  A'CC^^— C^p  ud  C  (A     —  A>p  ihn  aas  dan  sweilenGlei^ 

ctangm  (Iii.  d.)  «ünoMiMiiM  Werfte,  Uetwr  h. derea  dritte  CHeder  Dir  A(Cr y^^Q  ud 

GCA'y,— A}  «nd  sdent  ia  derea  leMe  GUedw  flir  A'(C— C^p  vad  CCA'— A^yp 

lue  aas  den  dritten  GIciVhiinrrnn  (111.  rl.)  cnttioinnKMien  Wnrlhe,  so  findet  man,  nadideei  flOdl 
ZU  den  Rcsnltalcn  dieser  Substitution  die  Gleicliungen  (Iii.  b.)  addirt  worden  sind: 

ozz:(A'-A-,/;'p[c"'^'v';+  c'*bV;+c  V;]  +(:a'>;- A)(.c"*b  V;+c' BV;+c'bV;j- 

Dividirt  man  nun  diese  Gleichunir<  n  mit  A"C"  und  setzt  man 

^  -«     A        .      .  C  £  . 

*  r*""  *  er  * 


io  «aadda  de  sich  va  in: 


(Iii. 
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uod  ifie  Gleicbungeii  ()C)9.  c)  geben,  wenn  man  die  erste  mit  A",  die  zweite  mit  C"  difidirt: 
llM«  B»^         .  .  'P\  + if>"^  +  1=0   und    n  v',  +  n'  i/<'^'  +1=0; 

setzt  man  ahcr  die  ans  Aw^icn  hMztco  GkicbiiBgn  fiir  u'  und  q'  sich  •i;gebeildeB  Werike  !■ 

die  ([III.  f.J  ein,  so  erhält  man: 

weksiieii  Gieichangen  niiii  auch  die  nechitehende  Form  gdien  ktm: 
CIM.M  6nn-hHm+In+K=0  und  9nn+..^m+3a+t=0 ,      .   ,  .* 

Wem  Myi  der  BeqMmlicliitcil  halber  , 

Olt  Bit  IB« 


+ '/»p  (' v^V,  -  v';  V;p  -  «i^,       -  v;*^^  V;)  ==* 

Aus  den  Gleichuiiffen  (III.  h.}  findet  niHii  nun  oline  AIülic  filr  n  und  n  zwei  Paare  von 
Werlhcn,  Hi<?  wir  (iiin  Ii  m,  ,  11,  iitid  iti,  ,  n.  bt  zcicliiuMi  wnlli'H.  Dii'sc  zwi-i  PnHro  von  Werihrn 
enljipreciien  zweierlei  Kiclitungen  der  Schnittlinie,  in  welcher  die  Ebene  der  Curve  der  Tungen- 
liale^eiM  der  krtniaen  KilMh«  iM^agnet,  von  dene«  die  dne  a«r  JtWnilea,  die  «ndtre  mt 
f^ssten  Kriiniiiiiinjr  der  Fläche  bei  rinci  lr  i  Noiirim^  diT  Schnillcbene  ^{i'peti  die  Nonnale  der 
Flidie  an  dem  iteryorgcbobcneor  Nioclc  U  hinTülul   Bezeichnen  a, ,  ai ,  a,"  und  c, ,  c| ,  ci'  die 
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üUefen  tmd  senkrechten  ProJecliQnsnhIen,  irdchc  die  eine  von  <iieseii  zwei  RicIrtangM  Ml 
in-Aim  AX,  AX',  AX"  giebt,  so  wie  a,,  i',,  >«  und  e,,  c;,  r'/  die,  VNMtb  tt«  inthn 
Biehtung  «n  den  gleichen  Axcn  liefert,  so  lassen  sich  diese  Grössen  aus  den  Wertiicn  in,,  n, 
and  m,,  D,  wie  folgt  Gnden.  Es  ist  namUoii  iitn  amilte)ixur  hiirier  den  Gleidiuqgen  (III.  &}(..' 
eingeführten  Bezeichnungen  gemSss: 

^=«1,  imd  ^=n,  sowie  ^^=:nH  iuid  ^=«t't    '  C1M>«*> 

und  die  für  jede  in  der  Tan^r,<ritialebene  iin  0  lißi^ende  Rtrhlung^  jfiiltigen  (ileichoagea  (109.  c.)  f         j' ; 
get^en,  wenn  man  in  sie  Tür  A,  A',  A"  und  C,  C,  C"  einmal  a^,  aj,  a|'  und  Oi,      «T  und 
'a,,  t't,  af  und  c, ,  c\,  c"  einsetzt: 


WM*»») 


^n-i-r^»i+i=o  und  ^v;,+^,v;;+i=o, 
J»i+^vj+i=o  '-d  ^,vv+:f/v+i=io.,  ^ 

,  die  Gleichungen  (112.  a.)  berncksichligcnd,  findet: 

^y^  =  -Cl+m.spy   und  '^^^=-ii+u,y,'^  , 

hieraus  und  aus  den  Glotchungcn  (112.  a.}  folgt  aher: 
sowie 

i-f-nHf'l                        -      *               l  +  n»^ 
1,  :     :  i^^s      :  r»— ^  s  *   «•*  e,  :  ci  :  c5r=  :  

n  % 

man  kennt  also  Zahlen,  welche  den  Projeciioiiszahlen  der  gesuchten  Richtungen  proportional 
iMi  M*  te«  wm  somdi  diese  Plrq|ectioisnUea  sdbel  berechiM»  hno,  wie  ob«  in  entan  ,  .  . 
Ahsdnille  (Nr.  21.*)  gezeigt  wonInn  ist. 

151)  Die  beiden  in  voriger  Nununer  bestiiamtca  Riclitung«n  der  grässten  und  kleinsten 
KrtlmBWUg  einer  füefae  en  eine«  ihrer  Pmde  O  beiÜMB  einipi»  nwrlBiHrdige  Eigonsehillsa, 
die  wir  jetzt  an(|feben  werden.  Dabei  werden  wir  voraussetzen,  dass  die  Axe  AX"  in  der 
Normale  der  Fläche  m%  dem  ^uuele  0  .liege  und  die  beiden. andern  A X  oi^l  AX'  mit  der  Tan- 
genlialehene  der  FlHche  an  dn  Ftancte  O  snsammenlUllen,  wodurch  «He  Betrachtungen  viel  ein-  •  ^> 
facher  werden,  ohne  dSM  die  «US  ihnen  zu  seliiipfcndcn  Resultate  darunter,  Notfa  leiden  künnen, 
da  die  >'Htur  der  Krümmunj?  einer  Fliii'lie  ufFt  nliHr  in  keiner  Abhängigkeit  zn  dem  hosondem 
Coordinatensyütcnie  steht,  an  weleiiein  die  Uulcrsuchung  derüelben  vorgenoia^uin  wird  Au  die^ 
sen  besondön  CoonÜnslensyBteHie  wird  erstlich 

wenn  p"  und  p"  wie  in  den  (ileicliungcn  (107.  c.)  die  Projectionszahlen  vorstellen,  welche  die 
zur  SlcUe  0  gehörige  Aoruiale  der  kruuuoen  FiAche  an  der  Axe  AX"  giebl»  weil  j«(2t  die 
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Nomde^li  «HeMr  Azt  Mlber  liegt  WaB  ftniMr  in  ämm  lnWHuhni  OMvOMteMfaUnM  4b 
Ebene  XAr  ail  der  Tangcnlielebeiie  der  FIMie  m  0  pndM  Itaft,  m  M  dM  filw^t^B« 
(9b.  gentti: 

cii«.k.)  '^*r=o  und  V'r=o, 

und  da  zudem  die  Axe  A  X"  mit  den  beiden  andern  A  X  und  A  X'  rechte  Winkel  bildet,  m  ist 
toA  loch  znrolge  der  Caeidumgen  (95.  e.): 

(ilS.  «w)  ^'f7"=0   und   Vt/'— 0. 

Aus  (ii>n  niiMchunijcn  ff,  —  «)  und  v'n  =  0  f'häli  man  aber  den  im  Paragraph  12.  dieaes  Ab-^ 

Schnitts  iiiilgetheilten  Gleichungen  {6.  a.}  zur  Folge 

■•t  •!•  ■••  fit 

1&x"=— yvr-^,   <)x"=-m-i   und    Ca"=-j7r^,   Su"=— y7r-= 

*9e  *Va 

oder  den  in  (104.  a.}  eingeltlhrten  Bezeichnungen  geuäM: 

»V=-^ ,  ?>V=-^  ud  VV=-^ ,  «1*=-^ 

nd  aar  dn  Poet  0 

If  Ol  i  V  t  I 

^{"=— »/>^  ,    »r=  — V'f    und    bt/'=  — v'  ,    'dTj  — —  v;'  ; 


ea  iat  daher  bei  dtaaeai  beaoademCoordiiMteaajaieme  nach  Anaaage  derflielchwigen  (lia.h.n.c}: 

In  dieaen  hemadem  Pale  veriieren  die  GMofanagen  (III.  k)  ihre  Braadheifceil,  wdl  dte 
(100.  e.)  k  Folge  der  hi  (113.  d.}  g^gdieneii  Wcrdie  äA 


CiM.«.)  ^"=0  od  (r=o, 


aooaeb  dte  Ualar  den  Cneidnnigcn  (III.  e.)  votyrne— lenen  DhriaioM  Mit  A'  md  CT  m- 
ataMMlk  alid.  Mtar  gehe«  jetot  dieae  Gieiebm^Een  dem  (114  e.)  xv  Fa^  «her  las 


(  0=C'(A'  »  v^+A  *  y^)  — CCA  <3  9>^  +  A  b 

CMA.  M  \  aad 

(0=A'(C  «  v^^+C  *         Ä(C  *  *  ^)  . 

Die  Relaliunen  (111.  b.}  zeigen,  dass  im  gcgenwärligcn  Falle 

•t*      II«  ■•• 
CUA.0.)  Bf^ss^f)^  ond  %V)^aB^ 

lal,  im  fldMge  dl»  OMalMman  (114      liob  anah  ao 
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•=    - ' + r-j^^-r^j      •=  irr  - '  -  f-jv/*"?;^ '    '  ' 

und  diese  geben  durdi  SeUnclioa: 


1 1  •       I  0  t 


oder,  wem  iww  wr  AJikünntg 


•  I»  IVO  tot 


Sem  ma  den  htenuf  fltr  ^  eich  eigdienden  Werth  fn  die  «nie  CMdnnv        d.)  md  den 

A' 

filr  ^  sich  ergebenden  in  die  zweite  Gleiciningr,  so  kommt; 


UM.  ff.) 


woDen,  vnd  ei>ett  eo  lür     swei  Werllie,  die  wir  dnrch  ^  und     beseidUen  weiden,  webei 


Diece  letalen  xwd  Gleidiunycn  Bofeni  flir  ^  nwei  Wedlie,  äa  wir  dnrdi 

■  er .  ...  „.,_       c;  c; 

a,,  <  and  c,  c;,  80  wie  ai,  a;  «od  Ca,  ei  die  ednefen  vnd  eenkiedilen  Fvojecliomndden 

A'  C 

▼orsteOen,  welche  die  den  fedden  Werthen  von  ^  und  ^  entsprodieiiden  swei  Richiongen  an 

den  Axcn  AX  und  KX  geben.  Schon  die  Ponn  der  Gleichungen  (114.  T.)  giebl  zu  erkcn^  (  •'  •* 
nen,  dan 

•-^'=:-J  und  ^-^  =  -8 
iit,  nnd  ans  der  CUeiobang  (114  e.)  fulgt,  dae» 

5l=^«   und  ^=i?i8 

Ol  •  «1  «.    e,  » 

'ittj.eDoibiirt  man  aber  ans  diesen  nnd  den  vorigen  Qlddwngen  die  GrOsae  8,  so  iiidet  man:' 

«nk  SkCi       .  . 
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welche  letzten  beiden  Gtoichuni^en  in  der  Aussag-c  fibemnsdmMllt  dass  die  Richtan^cit,  deren 
Projectioiuzahlen  bei  der  einen  a, ,  u,  und  c, ,  c| ,  bei  der  andom  a* ,  «t  und  c» ,  sind,  etnen 
rechten  Winkel  mit  einander  bfldai;  die  swei  Riehtiagen  der  grVtitei  ind  kleiaitea 
Krümmung  an  jeder  Stelle  einer  krnmmen  Fliehe  ateken  mithin  senkrecht  avf 

einander. 

An  dem  besondem  Coordinatcnsysteme,  anf  das  wir  unsere  letzten  BetmchUMfet  gestützt 
haben,  ndunen  die  Glddmngen  (107.  In  Folge  der  Dir  dtesec  Syatem  gttUgen  BeMoMB 
(113.       (114.  a.)  nnd  (114.  e.)  die  folgende  Geatatt  an: 

Citt.    J  and 

'  +  itoal=sOt>\-  +  2  C  C 'i'yj"  +  C'^'i)\p''  , 

und  geben  an  diesem  besondL-ni  Systcinr  die  Griisse  di-r  Krümmung  an  der  Stelle  0  zu  er- 
kennen, welche  dem  Schnitt  der  Flache  angehört,  der  mit  der  Nonnale  der  Fläche  an  dem 
Fände  0  den  Winkel  X  nacht,  nnd  der  die  nr  gleidien  Sidle  gdiörigo  TangenKahtene  der 
Fliehe  in  einer  Richtung  schneidet,  die  mit  den  Axen  AX  und  AX'  die  schieren  Projections- 
verhiltnisse  A  und  A'  oder  die  senkrechten  C  und  C  cingehL  Diese  Gleichungen  liefern  die 
grSssle  und  kleinste  KrOinmung,  wenn  man  an  die  Steile  von  A,  A'  oder  C,  C  die  so  dwn 
gcrundcnen  und  durch  a, ,  a',  oder  c, ,  c|  und  a, ,  a,  oder  Ci ,  c^  bezeichneten  Werthe  aetlL 
Bezeichnen  wir  durch  q,  und  q,  dio  zu  diesen  Iclzicrn  Richtungen  gehörigen  Krümmungshalb- 
messer, von  welchen  der  eine  den  gross ten,  der  andere  den  kleinsten  Werth  liefert  bei  einer 
I,  lieb  niaiit  IndenMien  GrOsae  dea  WinlMls  2.,  m  ist  dienern  nadi: 

' +i  co«i= a?  '°ö°(p'^  -j-  2  a,  ai'  ^<Pf  +  ar'iVjf 
und 

i±l  cosi=ej'bV;+2cc;'Vv;H-crVv/;; , 

CliÄ»  •»)••*••••••••••••••••  \  sowie 

1+^  coaA=:aS%v^+3«ii£9«;+«P 


j  i«t  •••  «II 

•t*  ooeX=c!»<+2e,c5»vC+«? 

Zieht  man  das  Coordünatensyslem,  an  welchem  diese  Gleichungen  gültig  sind,  dadurch  noch 
■afar  inf  Befondeie,  daaa  man  die  beiden  Axen  AX  nnd  AX*,  wdehe  in  der  an  0  gehBrigea 

Flörhe  lirgnn,  mit  den  zwei  Richtungen  zusammenfallen  lüssl,  deren  Pro- 
Axen  a,,  «1  oder  C|,  ti  nnd  a«,  a^  oder  c,,      waren,  so  wird  das 
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recht  anf  der  dritten  A  ve  A  X "  sl(>!irn,  oin  roclitwinklijjos,  in  welchem  sich  die  senkrechten 
und  schiefen  Pro|eclioii2>iUiiüen  suwuhl  als  Coordinaten  nicht  mehr  von  einuiider  unterscheiden, 


tk=€t ,  <=e{ ;  «issc, ,  i;ssc; ;  A=C  ,  A'ssC 

x=n,  r=r{  |=f ,  fs^,  r=^ 

wd  ta  fttg9  dewn  «Mb 

ist   Ans  diesem  Grande  ziehen  sich  je  xwei  voa  den  Gleichungen  (113.  a.}  and  (115.  b.}, 
welche  schiefen  und  .senkrerhten  Formen  flnsohoren,  an  dOB  jaillC» 
eine  einzige  zusammen,  und  da  an  diesem  Systeme 

t,  =  c,  =  l  ,   •!  =  c|=0  nad   a,=:c,=0  ,   a;  =  c;  =  l 

iM,  ml  die  Ana  AX  «ad  AX'  ia  dea  BicUangen  liegen,  aaf  «riche  tUk  ' 
Firojectibanddea  iieiieken,  aad  zadeai 

A=C=CMf; ,  A'saCTscMf* 

wird,  wenn  0,  und  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  in  der  Tangentialebene  liegende  Richtung 
fliaes  belifling  in  die  FlAche  geinachlai  Schniltes  mä  den  fiidtungea  der  grössten  und  kleinsten 

dto  tbtMVdgmg  gegen  dteHonMls  dcrlllclw  Mm, 
jetzigen  CMfdtataajstente  die  QkUkmgtm       &)  ■  dfe  «tot 


j:-co«Jlsc«rd',  9fi{f+2oo«4k<!M^%^+co^^«9i^  ,  fiitr  9,y 

80  wie  die  (,113.  b.}  in  die  zwei 

«k^f  J«dock(  (^«awlri^g«Q  OooidlailcnfjricBio 

stets  ^  (f'^  =  0  sein  muss.  b  dar  That  ziehen  sich  die  beiden  Gleichungen  (114  t)  jeH^  «• 
9t=¥^  tnd  9t=iy^i  ist,  WM  «ar  Fi^ge  IhI,  dMS  S=sl  wild,  ia  dfe  ciae 


nssBimea,  m«  «fdcher  aick  dia  beidea  Wonslwvrthe-  «ad  ~  «dar  ^  aad  ^,  wakiw  Var 

I  oad  1  liad,  aqaboa  aiOüeB.'  Die  AalliMniv  dar  wistaMa»  CScidHiag  KaTert  am 
Miaa  Wanala  ta  dea  aawl  Panaan 


•I«  It*  ■/  •■• 


40' 
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1  '1* 

womit  MM  soglekb  enieht,  dm  der  eiae  toh  ftneo  nur  dna  ^  idn  ktna,  wem  o  ^"=0 
ist;  die  anden  j  eriillt  man  sodinn  ina  den  vonlebendea  zwei  Poimcn  zwar  in  der  Geatall 

^,  iibrr  flio  Auswcrlhiing^  dieser  unlieslimriilen  GriisiSL'  in  der  gewiihnlichen  Weise  z<'i>(l,  dass 
sie  hier  den  hestiiiimlen  Werth  0  annimmt.  Da  hiernuch  an  dem  jelzigcn  Cuurdinuleiuysteine 
b  f)|=0  sein  muss,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (115.  c.}  an  ihm  in: 

welche  Gteidmiy,  nlt  denen  (115.  d.)  veigUehen,  welffi,  dan 

CtM.)  +i  =  -cos'<?,+  ^  cos'<», 

Q     Q>  Qt 

ist  Diese  letzte  Gleichung,  in  welcher  sich  eine  einfache  Relation  zwischen  den  HMlhmcsseni 
der  gröiisten  und  Meinslen  Kriimroung  und  dem  Krümmungshalbmesser  eines  beliebigen  andern 
Schnittes,  dcüscn  Stellung  zu  jenen  beiden  Schnitten  bekannt  ist,  ausapriehl,  gtebt  in  Verbindung 
mit  dem  Satze,  dass  die  Schnitte  der  trriissti  n  und  kleinsten  Kriimniutig  senkrerhl  auf  einander 
Stehen  und  in  Veriündung  mit  dem  durch  die  Gleichuog  ausgesprochenen  Satze  alles  an 

din  Hand,  wm  akk  fei  algemainer  Wdse  lAer  die  Nalnr  der  KitWMnf  «taer  PHaiw  Mgca 
lüsst.  Diese  allcrenuMnen  Eic;en.schanen  Inssen  sich  auch  atn  scliicfwinklisren  rnordinatensysteme 
in  der  Weise  entwickeln,  wie  es  von  Cunchy  im  rechtwinkligen  Systeme  geschehen  ist;  idi 
Inbe  iadewen  den  voriiegenden  Gang  vorgezogen,  einmal,  wefl  er  der  direetere  ist,  «ad  «hna 
hauptsächlich  desswegen,  weil  er  mehr  Geiepcnhi  il  ^nh,  das  Reclinen  mit  den  Formen  des 
schiefwildüigen  Systems  vor  Augen  zu  legen.  Die  Aufgabe  der  Flächenlirilnimuqg  allein  scMiesst 
«tue  ganz«  Sanunfnng  Ton  einzelnen  Belipiden  in  Mk.  Sehr  elnfadi  Unk  sich  Obrigens  die 
Natur  der  Krümmung  einer  Fläche  an  den  durch  die  GIcidHnignn  (93w  g.}  gegebenen  Aus- 
drUdten  aufstellen,  wozu  die  Andeuliugcn  in  Hr.  131.  des  vfHfgea  Ftengn|ihen  unthaliw  sind. 
153)  Stellen  wie  im  Vorigen 
(CUVifl.)  ^=0  ond  ti'„  =  0 

die  eonbinlrten  Gleichangen  einer  krummen  PMche  tot,  wobei  man  sieh  ^  als  eine  Pnaeüon 

der  drei  srhirfrn  fonrdinalen  x  ,  x',  x",  Y'u  »'s  eine  Function  der  drei  senkretlilen  Coordinaten 
n,  u',  u"  zu  denken  bat,  die  ein  beliebiger  i'unct  0,  der  durch  die  vontehenden  Gleichungen 
dHfestelllen  Fllebo  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  A  X*  eines  beliebten  Coonh'natensyslems  lieTert; 
bk  femer  O  (Fig.  5.)  ein  in  dieser  Flache  unveränderlich  festgestellter  Punct,  durch  welchen 
zwei  Ebenen  parallel  mit  zweien  der  Coordinatencbenen ,  die  sowohl  dem  Grundsystcnic,  wie 
dem  Polarsysteme  angehören  können,  gelegt  werden,  welche  Ebenen  die  krumme  FUcho  in  den 
ebenen  Curvcn  0  07  und  £>C',',  die  dritte  Coordinatencbene  aber  to  den  Geraden  PPr  und 
PPT  schneiden;  nimmt  man  endlich  in  derselben  krummen  Flüche  einen  vervitulerlich  •gedachten 
Punct  0'  an,  durch  den  man  zwei  neue  mit  den  vorigen  parallele  Ebenen  legt,  von  welchen  die 
knMMW  PMclw  in  den  ebenen  Qwm  dTOi  wid  VfOl^  m  dritte  Coordinalenebono  dagegen 
in  den  Geraden  Q'K  und  Q'V,  gescbm'tten  wird,  so  hegrmzen  die  zwei  beweglich  gedachten 
Dnrcbschniltscurvea  O  D.  und  O'Di  in  Veriiiodung  mit  den  unverinderlidi  angenommenen  DfX 
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und  DÜ','  em  Sliick  O'O'.OCiO'  der  krummen  Fliehe,  de«seii  Grikssc  nur  mit  der  Ltgc  des 
Punctes  0"  sk-h  «bünderl,  aonitth  eine  Function  von  dieMr  L«gc,  oder  der  diese  Ldge  bestim- 
■SMlefi  Coordiniiten  dns  Punctn  0'  ist  Wir  bemiokiefl  die  Coordinaten  des  beliebigen  md 
vpründeriii  li  jfcdiichlcn  I'um  Ifs  «imch  x,  \',  x",  wenn  es  srliirTr  sind,  und  rftirrh  ii ,  u',  u", 
wenn  es  senkrechte  ijind,  und  iiiusseii  aus  eine  von  den  drei  Coordinaten  einer  jeden  Art  als 
it»  dneh  die  GI«ielniifeii'Ct1T.  a.)  gegebnen  Poielioneii  der  beidea  andern  denken.  Dini 

unsere  Ansrbauun^  in  dieser  Beziehiirnj  fesl/uslPÜfii,  wollen  wir  die  rni»rdinalenebenen,  denen  . 
paroUel  die  Curveii  OC*«  OD't  und  O  D',,  U'JC[  aus  der  krummen  Flache  ausgeschnitten 
werden,  dieXAX"  und  VATT  oder  SAS*  md  TAW  sein  lassen,  je  mehdem  die  Schnitte 
den  Orändeoordinatcnebonen  oder  den  Polarcoordinatcnebenen  parallel  gerührt  werden,  und  dann 
x"  oder  n"  eis  Functionen  von  x  und  x'  oder  u  und  n'  ansehen.  Unsere  g«genwlirlige  AuF- 
gabc  bestellt  mm  derlii,  die  not^  unbekannte  Punetton  von  x  und  x*  oder  von  u  und  uT  in  linden» 
durch  woli  he  bei  jeder  möglichen  Lage  des  Punctes  0'  jedesmal  die  Grösse  des  StUckei 
0'  D',Dü',0'  der  krummen  Fla<he  dart;eslellt  wird,  welclie  Function  wir  durch  oder  '5„  iin- 
zeigeii  werden,  je  nachdem  wir  sie  uns  aus  den  schiefen  oder  senkrechten  Coordinaten  zu- 
srninengeaefzt  vontelen. 

DeiAt  man  sich  in  Innern  dei  vMlig  begrenten  Flldieaalildv  tfCDSytO'  noch  einen 

belii'Iiiffen,  aluT  bestimriil  gedprhicn  Putut  0  der  Fläche  Ik  rvurirrbiiben  und  durch  ihn  zwei 
neue  den  vorigen  parallele  Ebenen  gelegt,  welche  die  kiunmie  Flache  iu  den  Curven  )DaOS. 
und  OiOS|  die  dritte  Coordinatenebene  dagegen  in  den  Geraden  P,T,  und  P,Ti  schneiden,  so 
wird  das  FUcbeosliu  k  0  C.  D  C,  0 ,  w  enn  J ,  ^,  |"  oder  i; ,  »/'  die  schiefen  oder  senk- 
rechten Coordinaten  des  Punctes  U  vdrslelien  durch       oder  3^  darffcslellt ,  weil  der  Punct  0 

eine  von  den  Lagen  inne  liat,  die  der  Punct  0'  annehmen  kann.  Legt  man  jetzt  durch  diesen 
PnaelO  drei  neooAxenOX,  OX*,  OX^,  «ddie  de«  ursprlngSehen  AX,  AX*,  AX*  parailei 
und  gleichliiufirr  sind,  und  br/richiirt  ni;in  durch  \^ ,  ,  x','  und  O,,  So,  u"  die  auf  diese 
Denen  Axon  bezogeaea  schiefen  und  senkrechten  Coordinaten  von  demselben  verMnderlichen 
SiMto  0*,  dar  «I  d«i  «nf  rvagUch»  Axm  die  x ,  x*,  x"  und  u «  n',  u"  gab,  ao  ist  dm  in 
enten  AbaMle  enriaaawp  OleMhnqgm  (7.)  inr  Folff  > ; 

«'=r+«i,  »"^r+xT  ■nd  u=i|+*,  u'=i^'+u;,  u''=i»''+nr,CMf.M 

nnd  den  in  Paniijrnfdi  12.  di<'.ses  Abschnittes  niedcryclecten  (Ileithiiriflreti  {'.i.  b.")  LT'^miiss  hal 

■an,  weil  $x        8«  *^  Function  der  beiden  unabhängig  Vcnindcriichen  x  und  x'  oder 
■  und  u*  gedadit  wird: 

oder  >  

w<^ei  wir  auf  der  linken  Seile  an  das  Fuootionsxeidiea  8  aar  beaaen  Unterscheidung  der  in  dieser 
Function  auftretenden  Verinderllctien  die  beiden  in  ihr  TOihandenen  Unabhängigen  x ,  x*  und  | ,  ^ 
oder  u,  o'  und  t j ,  angehaiiffl  haben,  wu  wir  sonst  nur  deren  erste  anzuhängen  pflegen. 
Die  DilTercnz  g   ,  —  g,  -  oder  g     — g      hal  unter  allen  Umstanden  die  Grösse  des  Flü- 

chensittcka  0O.Oi0'O;O|0  annueigen,  wo.  audi  der  Punct  0*  in  der  krummen  Fläcbe  an> 
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genommen  wcrdea  mag,  falls  derselbe  nur  zur  Uervomifang  eines  völlig  begTeutea  Flttchea- 
attekfl  gedgaet  iiL  LKHt  mm  den  b«wegliAni  Pmict  O'  tai  die  Stolle  8,  rldtm,  wo 
und     =  0  oder  u'=  tj'  und  u'o  =  0  wird ,  x  und      oder  U  aei  Ut  iImT  ttve  VOl|fei  Wcillw 
behalten,  so  verwandeln  sich  die  vorigen  Gieichiuigea  in: 

Cufi «.)  <  odw 

(  ««.^  -  «wf  =  *X  + *   13  **■ — » 
imd  in  diesen  deidMiigen  stdM  %^-.%^^  oder  f^^— 9^^,'  des  FlIdMiulfedi  0C^C3(SkO 
dar;  Usst  mn  hingegen  den  beweglichen  Punct  0'  in  die  Stelle  S,  rücken,  wo  \  =  |  und 
z,=0  oder  li=q  Ud  a,=0  wird,  x'  und      oder  n'  und     aber  ihre  vorigen  WcrUte  be- 
1,  «1  Tenfinida  rieb  die  Gleichungen  (117.  c.)  In: 

^    ,  X—  W = J5«  *i + 8*  ä  + . . . . 

oder 

und  hierin  stellt  die  Differenz      ,  -        oder        —  S.w-  das  Flächenslück  OD.C'.S.O  dar. 

Zieht  num  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  (117.  d.  und  e.}  ausgedrückten  Flächen- 
illeke  von  den  durA  die  Gkichnng  (117.  c)  vorgeatdikn  ib,  so  etfeiOt  man  des  Flildiea- 
Mek  OSiCrSiO;  es  ist  also  entweder 

md  tfese  beiden  Gkichungon  gehen,  wenn  man  «n  dto  Mb  der  Ii  ftaen  sdlwlsudsi  DÜi- 
flve  doKb  die  ffleiehniigen  (117.  ol  Ms  e.)  gegdwe»  Wertke  seilt,  über  ia: 

0  s,  0*  8, 0 = 8   X,  x; + ^  V  5^  xj  x; + ^  '^a  8^  X, + . . . . 

(ilf  •  f»)  ••••••••••••••  (  oder 

0  s,  0'  s,  0 ='<5  u,  u; + 1 1   ui  u; + ^'(ö   u,  u;'  +  


Nachdem  diese  Grösse  liestimnil  wnrdm  ist,  denke  man  sich  die  zum  Puncto  0  gehörige 
Tangeotialebcno  an  die  Flüche  gelegt  und  die  durch  die  Puncto  0  und  0'  gehenden  Ebeoea, 
wodurch  das  Stade  08,VSiO  ras  der  Fttdie  herrasgesduMen  weiden  ist,  näthigcnfMb  ver- 
längert, hin  sie  dieser  Tangentialebene  begegnen,  so  schneiden  die  genannten  Ebenen  aus  der 
Tangcntialchenc  ein  geradliniges  Viereck  heraus,  dessen  Projection  auf  die  dritte  Coor- 
dinalencbene ,  unter  welcher  wir  uns  immer  die  XAX'  vorstellen  weiden,  das  dnrdi 
dieselben  Ebenen  aus  dieser  dritten  Coordinatencbene  herausgcsdnÜtaM  FOrallelogrannB 
0  T„  Q'  T,  0  ist.  Die  Grösse  dieses  PHrallelogramins  ist  x„  \,  sin  W  ,  wenn  es  durch  den 
Grundcoordinatenebcnon  XAX"  und  X'AX"  parallolo  £b«nen  aus  der  Grundcoordinateo- 


Digitized  by  Google 


f.  14.  Mr.  MS.  Knnuiie  nidM.  Sit 

sibeM  XAX  augvidyiiltflii  worden  la^  uhI  wem  ei  durch  den  PotarcoordimteiMbciieD 

i  A  K"  lind  BT  A  X"  parallele  Ebenen  aus  derselben  Grandcoordinatencbene  X  A  X'  msgoscbniUcn 
worden  ist,  wie  imn  sogleicli  daran  eriieiuit,  das»  im  ersten  Falle  die  in  der  Ebene  XAX' 
fdiUdeten  DorcluchmtUliaieB  den  Axen  AX  und  AX"  parallel  lanfen,  im  andern  Falle  hingegea 
micrecht  auf  diesen  Axen  stehen ,  und  darum  das  Parallelogranan  Q  T,  {)'  T,  Q  in  bcid« 
Pillen  dieselben  Winkel  in  sich  aufnimml,  doi  XAX'  ninlich  und  seinen  Nebenwinkel,  n 


seinen  Seäm  aber  in  jenem  FaJle  x.  md  x^,  in  dieaen  U^gcfen        und        ^  ^ 

der  Grösse  dieses  Parnllclorjrfliniiis  liisst  sirh  aber  loicht  die  Grüsse  des  eben  erwähniM  Mt 
der  Tangentialebene  ausgeschnittenen  Vierecks,  weiche  Grüsse  wir  durch  V  bezeichnen  wevdeMi 
•ndea,  da  jenen  PnndMngnanni  Projedfon  dea  Viereelu  aaf  die  Eben»  X  AX*  M,  and  nnui 
daher  auf  sie  den  im  ersten  Absehnitt  aufgestellten  Satz  (2.  a.  oder  b.)  in  Anwendung  bringen 
kann.  Im  ersten  Falle  nämlich,  wo  die  nuschneidenden  Ebenen  den  Coordinateuebenen  XAX"  , 
nd  ICAX"  parallel  lanfen,  atehen  die  projieirenden  Lbrien  aenloredrt  anf  der  Pohrcoonünatan* 
dlMne  XAX',  und  es  ist  der  Winkel,  den  die  Ebenen  XAX'  und  SAT  mit  einander  bilden^ 
dem  gleidi,  welchen  die  auf  diesen  Ebenen  senkrechten  Axen  A3i'  und  AX"  cinschliessen, 
dessen  Kosinns  mithin  QFV  ist,  wenn  Ü^'  die  diesem  Zeichen  im  ersten  Abschnitte  gegebene 
Bedeutung  behält;  sodann  ist  der  Winkel,  den  die  Tangentialebene  an  0  mit  der  Polarooordi- 
nntciicliene  XAS'  liildil,  dem  gleich,  welchen  die  Normale  an  0,  die  senkrecht  auf  der  Tan- 
gentialebene steht,  mit  der  Axe  AX",  welche  seniirccht  auf  der  Pularcoordinatcncbene  £A£' 
ataM^  etaaeUiMSi,  nnd  den  «irnll  «  benkhaen  woBen.  Daran  hat  nun  den  ^Absehn.  L  S.  1.} 
nÜBetteilten  Satie  (9,  k)  fentti: 

Vxeo««=:a;'flinWx.x;, 

wenn  Vi  die  Grösse  des  durch  Ebenen,  welche  mit  den  Gnindcnordinatencbenen  XAX"  und 
X'AX"  parallel  laufen,  ausgeschnittenen  Vierecks  vorstellt,  und  hieraus  findet  man  mit  Bei- 
liehnvr  dar  oUgen  (JÜmUm,  IL  f.  9l)  MHmi  GMchni«  (41.): 

cose  ' 

Im  andern  Falle^  wo  die  ausschneidenden  Ebenen  den  Polarcoordinatcnelu  ncn  f  A  3E"  und  J'  A  3E" 
parallel  laufen,  stehen  die  projieirenden  Linien  senkrecht  auf  der  Grundcoordinatenebene  XAX' 
und  dieie  Bben»  MUet  nrit  dar  TaafeUiiaMwnn  an  0  dnen  Winkel,  der  den  gleieh  iat,  wel- 
chen  die  auf  XA\"  senkrecht  stehende  Polaraxe  AI"  mit  der  auf  der  Tnnpen!ial<'bene  senk- 
recht stehenden  ^'o^Ilalc  an  0  einschliessl,  und  den  wir  durch  a  bezeichnen  wollen.  Deswegen 
iat  den  (Ahacfen.  I.  $.  1.)  inilgeÜMillen  Sitae  QL  a)  nr  Folg« 

wenn  Vq  die  Grüsse  den  duich  Ebenen,  die  mit  den  Polarcoordittalea  EAV  nd  JTAS*  pa- 
rallel laufen,  auageachaittenen  Vierecka  vonteilt,  and  Ucnna  ladet  nm: 

sinWMa?  ' 
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LüMt  inaii  nun  den  bcwrglicticn  I'uiu  t  0'  dorn  beliebigen  aber  unverinderlich  gedachten  0 
State  niber  rOeken,  bi«  die  GrSaMn  x, ,     wml  a, ,  v»  so  klein  werden,  dnss  sieh  diemlben  donh 

kein  ciullii  lirs  Miias  HMIv  tllgcben  hissm.  sd  srhniicjfen  sirh  nl!e  in  solchiT  Naho  bei  0  lie- 
genden runde  0'  der  knunncn  Fiäclic  der  TangenÜalebene  an  dieser  SteUe  inögiichsl  an,  imd 
die  StBeke,  welehe  von  parallelen  Ebenen,  «Be  dnreh  solche  Pnacte  gehen  nnd  ehwr  md  der- 
selben Gt'nidcn  pamlli  l  sind,  aus  der  krummen  Flüche  und  ihrer  Tangentialebene  an  der  Stelle 
O  ansgeschnilten  werden,  unterscheiden  sieb,  nach  Aussage  des  in  Nr.  146.  aqgeieiflen  SetMB 
■3,  von  einander  nm  keine  Grösse,  die  mit  ihrer  eignen  Griisse  vergleichbar  wftre.  Ans  dte- 
seffi  Grunde  nehineii  für  so  kleine  M'erthe  von  x, ,  x',  oder  ii, ,  ui  die  auf  der  rechten  Seile  der 
Glcirhiinircii  (117.  I.)  und  (11h.  n.  iiml  hO  slchcriil<'ii  \ii.<ilnu  kc,  sowohl  die,  welche  x,  und  , 
als  die,  weli  hu  u,  und  ui,  in  sicli  enthalten  um!  die  t-  iuilii-ngrusse  \ün  Stücken  liefcm,  die  durck 
dteselbMi  Ebenen  au  der  kmmmen  Fliehe  and  ihrer  Tmgenlfadehene  an  0  ansgeseknüten  ynt- 
den.  >Verlhe  an,  dii*  sirh  von  <in;nultT  um  keine  Griisse  unterschoiden,  die  mit  ihrer  eigenen 
Grüsse  vergleichbar  wäre,  und  in  Folge  dessen  hat  man  dem  im  Paragraph  12.  dieses  Abscknil- 
lee  erwhiMnm  Sntte  C^i.  «.  und  gemüss: 


Diesi-  Cli-ii  !iiiii£T(  n  Ijczichcn  sii:h  zwar  aul'  den  unveriinrliTlirh  gedaclilen  Piinrl  O  ,  dessen  schirfe 
und  senkrec'ble  Cuordiimlen  | ,  ^'  und  q ,  ij',  i}"  sind ;  da  man  indessen  hierzu  jeden  bclie> 
bigen  Punct  der  FUche^  der  eine  vdDige  Begreionng  des  PUckenstBdis  dnrdi  Ebenen  der  an- 
gezeifflen  Art  ziiliissl,  nehmen  darf,  so  k;inn  iiinn  in  ilincn  die  foordiniilon  ^,  und  t),  i',  r" 
durcli  X ,  x',  x"  und  u ,  u',  u"  crseUen,  und  diese  dann  wieder  als  dum  veränderlichen  l'uncte 
V  angchdrig  lidi  TOntalleD,  nnr  nniss  dann  nDei,  was  sich  in  jenen  deichungeo  auf  den  Fonot 
0  b(v.i<  lit,  in  den  neno«  «f  eine  beaiunnle  Lage  des  bewagfidisH  Fondea  Ht  boogen  werden. 
So  erkMU.nuw:     ,! , 

Ctl».d.)  ■  •    -      .  i'  ii'g  ==J^  und  2>'g„—  ..^  , 

^  '  cos«  eosesmn 

wenn  inHM  Iiier  nnler  i  und  i'  die  Winkel  verstflil.  wckhe  die  A\en  A  X"  und  .\  f '  niil  der 
zum  beweglichen  Puncle  0'  gehörigen  Normale  d<!r  krummen  Flüche  bildet.  Desshalb  wird  die 
Grosse  cos«  oder  cos/  ta  den  Gleiehnngen  (118.  d.)  Im  AOgemefaMn  eine  Function  von  x,  tI 

oder  n,  n'  wcrdini,  wclrlir  dif  zwcili-  AMi'itiinij  von  St  "'l*''"  ^a-^  einm;d  n;ir1i  \  oder  n  und 
das  zweite  Mal  nach  x'  oder  n'  genommen,  hcrglebt,  nnd  aus  welcher  man  daher  durch  dop« 
pcite  Integration,  ebnnat  nach  x  oder  n  nnd  das  «weite  lU  nach  j[  oder  it',  die  gesadUn 
Function  ix  Sa  indrt;  es  bt  nftnlich  der  oben  {%.  13.  Iffr.  135^^  erwühnlen  Beieiehnangs- 
weise  nadi: 

153}  Nun  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  sich  die  in  den  Gleichungen  (llN  d.)  ent- 
haltenen Grössen  cose  and  cose'  als  Functionen  von  x  und  x'  oder  von  u  und  n'  darstellen 
lassen.   Bezeichnen  wir  durch  p ,  p',  p"  und    ,  p',  p"  die  schiefen  nnd  senkrechlen  Projee- 

tionszahlen,  welche  die  Normale  der  Flüche  an  dem  l'uncte  0',  dessen  Coordinaien  x,  x',  x" 
und  u ,  u',  u"  sind,  mit  den  Axen  .\  \' .  \  \',  A  \"  eingeht,  nnd  beachtet  man,  dass  die  Gnind- 
axe  AX"  an  denselben  Axen  die  schiefen  Projectionszahlen  0,  U,  1  giebt,  während  die  Po- 
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Unxe  AS"  an  diesen  Axen  die  senkreohlen  Projedioimahlen  0,  0,  Q^'  liefert,  so  geben  die 
oben  (Abschn.  I.  $.  2.)  initgetbeiUea  flfcwwhnge«  (9.  o.  uod  !>.}  xo^ekh  an  die  Hand,  weil  « 
md  «'  die  Winkel  sind,  welche  <te  lMit)lMgM  AXT  wmi  AST  d«  HoMle  der  niete  m 
des  Pmete  0'  liildea,  daii 

C08«  =  p"   und   cose'=6;'p"  I.a  .♦»■;» 

ist  Da  nun  nach  Aussage  der  in  Nr.  147.  für  die  Normale  einer  kmninen  Fläche  gelieferten 
Gleichungen  (97.  a.),  wenn  man  in  ihnen  den  belieb^  hervorgehobenen  Punct  0  durch  den 
bewciglkh  geduMoi  0*  emm, 

p  if':  p"=^x''l%J^'t  — und    p  :  p':  p"=  ^V:  ViT:  —  I  ' 

■M,  Mi  itak  «w  den  hier  gegebea«  VtrWUMMnUra  fib-  ^ ,  and  p ,  p',  p"  dies«  GrOssM 
'mAw  nr  die  «tan  (AMm.  L  f.  I.)  ib  Ir.  U.  i^dgle  Weise  ÜDden  Immm,  ib  «iMII 

'mm  BUS  den  dortignr 6leidHng«ii  CML^  und  (26.      indMi  nan  ^n^'Va"»     1  tbr  b,  n',  m* 

uMl  »V,  Vx",  —  1  rdrn,  n',  n"  ««M  ud  die  Bwshilte  «"  nd.^  ■»  dNM  p"  «od 
verteaicht,  auf  di>r  Stelle: 

„_,/  W'+ Vu"co8W  — cosW   ,     „1/  fBu"+*?)a"cosW  — cosW')- 

«ekle  liqh  «dl  Xoiielwiy  der  «ntw  GUdn«  C*i  A)  Mich  • 


^„    C*— ^n^cosW— WcosW")'       .    „    (1  — Bu'cosW'— ^«"eosTT)  ♦ 
»=''■  ..   TT— 71  f-   «ad  P  =  ^^ — n— TS  n— TT  1 — •  • 

Cöx"Zu"+Zx"Zu'-\- 1)4  (*x*tu"+bx"?)u"4-  ly 

Mittelst  dieser  Werihe  verwandeln  sich  nun  die  Gleichungen  (118.  d.)  in:  ' 

V«      V    ('^x"'^u"+\)x"Vu"+0*          V«       *      r'«x"'(5u"4- Vx"'du"+ 0^ 

•fc='»  Ti  n—  — r»  j,  si  1  (ll«ba*l 

(1— ?)Ü"C0SW'-^U"C0SW"}»  .       "n— *0"C»«W'— Ätt"«08W'0~*  .... 

«ad  et  ict  der  Gleicbiuig  (91.  e.)  gendlM: 

(1  — ^n-coiW—^ef'cotWO  (g— «»"l  — |;  J  =1  •  .  . 

Da  den  in  Paragraph  13.  dieses  Abschnitts  (Nr.  112.}  gcgebonce  Aoscinaedtnrselxuagen  ' 

JfW"*"" 

fTi^-l  und     0U=—  yy^,     ^u=—  y^jj^, 

«der  nwM  lan  euoh  Uer  wieder  die  hi  CtOS.  h.)  etagcAdUtai  Beieietangte  htilhiMIt 

^  x'=  — ,    'ex'  =— r/x    und    be"=~V'ii  »  tü"=—rf>'i 

so  kann  man  der  ersten  der  Gleichung  (119.  a.}  auch  die  folgende  Gestalt  gei>en: 
l  41 
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H»)  l  ^  «iwilw 

I»»-—  (y»V'ü  +  y"x  Vu  +  ^)^ 

Sind  nun  die  Ausdrilcke  und  von  sültlu  r  Art,  dass  t/'„  unmillelbar  ans  rf^  hervorgeht, 
wenn  man  in  diesem  flir  x ,  x',  x"  ihre  durch  die  Gleichungen  (^48.  a.  Al>sch.  L}  gegebenen 
Warthe  «lueM^  iMd^iu^,wmiMnfeihMm«,  ^  ta  x',  iT  iriHdfl dv Oei- 
dmngcn  (15.  a.  Absch.  L)  ausdrückt,  in  welchem  Falle  wir  die  rombinirfm  nipirhunjrpn  r/-,  ^0 
und  yf^=0  nächste  combinirtc  nennen  werdet^  ähniicb,  wie  wir  diesä  üchon  unler  densel- 
ben Ihostioden  bei  den  COeicInnigen  der  Ebene  und  der  Genutan  geth»  haben,  lo  iat  den  Re- 
geln der  AbMtangmdtaniv  genAM: 


oder  mi  Zmiebung  der  in  (102.  b.)  ciignfllhrlen  Beieichnangen: 
•  •1  ••> 

B  M_         'ti  ••■        *fl  t/r  **■  **■  ••■ 

^=^in+^  nnd  .  fr^  =5»i*x+^*x'+ «  jT- 

^  t/'a  ^ 

Aus  den  Gleichungen  (91.  a.^  findet  nun  aber 

•  «I  »ti  Ml  ••■       «"     t<i       at"     ••■  tp' 

<n=eofW,  ««r=OMiW",  ffn^ssl  nnd  »x=|- ,  '*'=:^*  ^ 
nnd  dweh  dteie  Werdw  fehen  die  vorigen  beiden  Gleichnngen  llbv  in: 

^  =  l  +  v^oo.W'+^;eo«W"  und  ^  =  U+9^^+<p»^ , 

nnd  «•  gehen  adHelit  der  ReMionen  (119.  die  Gleichungen  (119.  b.j  in  die  naehfolgenden 
■her: 

wckhe  eich  andi  ao  aehreiban  lanens 

III  L  II«     I»*  ti*  •«!  * 

Cil«i  «*)  l  und 
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hierdurch  aber  lassen  sirh  die  GrOssrn  )i      und         mrnriMhr  Mll  «tal  gVfalMMII 
cotubinirten  Gleichungen  der  krwmnen  FUcke  eabiehmen. 
•  mr  woIm  M  «Mer  OntigieJleil  m«K  «Um«  ▼«rtbelf  giiartiiwi,  de«  4er  Oeiwiiiili  vm' 

nifchsten  i-oinbinirton  Gleicbungfon  in  sfch  schliesst   Es  Ist  nümlich  iius  dem  durz  tq 
gegebenes  Gninde,  wenn  9^=0  und  1^0  =  0  nüchstc  ronibinirtc  Gleichungen  sind: 

t  ?  V  u      "  +      V'u      u'  4-  ?!  V'u 

••I  «Ol  •■•        •*■  .*l  ••■ 

oder,  veitt  nni  in  die  Sidle  der  dnni  9  angedeuteten  Ableitaugen  ihre  Werthe  febl: 

Itfl  II«  •!• 

•  •■  ■•■  ••■ 


«ad  ei  ffdiM  dieee  Gleietengc«  Uta'  jeden  Pnel  der  ImMM«  PlIdM,  dvMi  wdMh  «ad 

senkrechte  Coordinatcn  x ,  x',  .\"  und  u  ,  u',  u"  sind ;  multipliriii  man  aber  di<;  erste  dieser 
Caeichwigpn  nül  die  zweit«  mit  x\  die  dritte  uiit  x"  und  addirt  die  4rei  so  sieb  ergebenden 
Bendlele  n  ciMndcc^  w  indel  neii.  mÜ  Tiiilalwm'  ^  OWiiliiiagea  (19^  »  Abmk»  L)  mT  4» 


ist  in  Bpzujr  auf  jeden  Punct  der  Itrumuien  Klrtche.  Sicllen  nun  l',  und  »j,  ij',  if'  die 
schiefen  und  senkrechten  Coordin^ten  von  irgend  einem  besliuuut  hervorgehobeuen  Puncle  der- 
ielbeii  loruMnea  Ittdie  veff  «o  iai  datier 

■••  »10  a«i  ttl 

Gehl  uiaii  jeUt  auf  die  Gleichungen  (92.  b.}  zurück,  woduieb  die  Taogeutialebcoe  der  knuuiueQ 
Ittdie  an  der  fcervrgdiofceaeit  SMaMe  daigvaleilt  wM,  ao  leigl  die  voratdicnde  Rdalion»  daia 

die  consliiriton  Glieil<'r  in  den  lu'iden  nicii  hmi'ii'n  (!>2.  b.}  einerlei  Oriissc  annehmen,  <l;iss  also 
diese  beiden  Gleichungen  der  Tangcnliaiebenu  in  der  ihnen  eigeolbitnilichcu  Form  iiolhweudig 
nÜElnte  eoatliinirte  werden,  wen  die  der  knBunm  FUdM  ae  abid,  nnd  die  Tmage.  bedliei, 
welche  wir  im  zweiten  Abadnitle  M  comliimrln,  eine  Ebene  danldhndea  deielnivni  anf- 
gefunden  haben. 

1543  L'm  den  Kürperinhalt  eines  Stücks  des  Raumes  zu  finden,  das  Iheils  von  einer  gege^ 
hmm  Imnnmen  nidM  md  ttaia  m  lban«i,  die  Mit  den  Caaidlnntennbenin  paariM  hnkm, 

riaffflum  Töllip  begrrenrt  wird,  hat  man  ein  Verfahren  einzuhalten,  welches  dem  bei  der  Be- 
atiaimung  des  Fläcfaeniahalls  eines  Sticks  der  tbettweise  von  einer  ebenen  Cunre  und  Ikeilweiso 
■ftm  OerädeR,  die  mit  de»  Aaen  dea  m  dtoaer  Onrre  gebMge«  ebenen  CeordfeMteneyateaM 

pnralle!  laufen,  begrenzten  Coonünatencbene  gehniuchten  iihnhch  ist,  und  in  Fol^rcndein  bestchL 
Denken  wir  uns  «ivörderst  eineii  veriwlerlidiea  Ponot  0'  im  Ramne  (Fig.  dJ)  uBfl  dank  ihn 

AA,  AX,  AJr 
41  • 
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CoaHbMeasjtlum  pamUei  drei  Ebene  a  gelegt,  welche  die  knimme  Fiikdie  ia 

Stück  CDIC^D'  der  krummen  Flüche  den  Raum  völlig  begrenzen,  so  ändert  sich  die  Grosse 
des  so  begrenzten  Köiperrauois  offeabsr  nur  mit  der  Lage  des  Puoctes  0'  ab,  ist  also  sine 
FnelibB  ynm,  diesar  Li^  oder  von  den  bestinwaid«  CoordiMm  dM  Puiflii  (K.  Wdl, 
Iber  der  Punct  0"  im  Allgemeinen  nicht  in  der  krummen  FMohn  Hitffl,  und  desswcgen  cwiscben 
sebien  Coordinaten  nicht  die  Gleichung  statt  findet,  wodnmii  die  Fände  der  kninunen  Fläche 
dargestellt  werden,  viehnehr  die  drei  Coordinatcn  des  Panctes  (K,  insofern  er  nnr  einen  völlig 
begrenzten  Raum  zu  liercm  im  Stande  ist,  ganz  nach  Belieben  genommen  werden  können,  and 
daher  als  völlig  unabliänjfig  von  i-inandtT  ^a-dathl  werden  niUssen,  SO  hat  man  sich  die  Grösse 
des  zu  suchenden  Kürpcrinhalts  als  eine  Function  der  drei  Coordinaten  des  i'unctes  0'  vorzu> 
tIellM.  netten  wir  bd  iddefen  Coordbuilen  sieben  nnd  beniehnen  z,  x',  die  des  Pnotes 
0'  an  den  Axcn  AX,  AX',  AX"  dos  Coordinatensyslems ,  so  hat  man  sich  unter  dem  frag- 
lichen Körperinhalt  eine  Function  der  drei  Unabhängigen  x,  x\  x"  zu  denken,  die  wir  darcb 
Itx  beteklHieR  wollen. 

Nehmen  wir  im  Innern  des  zu  bestimmenden  Kurperrauuu»  irgendwo  noch  einen  zweiten 
Pnnct  O  an,  der  iwar  eben  so  bdieMg  wie  der  0'  ist,  den  wfar  in»  «bor  niebt  wto  diesen  b»- 

weglicli,  sondern  in  «nverttndcrlicher  Weise  hervorirclmbi  ti  vorsli  lli-n.  und  dessen  schiere  Coor- 
finaten  wir  durch  £,  ^'  anzeigen  werden,  und  legen  wir  durch  diesen  Punct  0  drei  neue 
Amt  OX,  OX,  OX",  w«Me  den  nrsprtngliehen itanlld  and  gleicbliiifig  dnd,  so  ihiden,  w«nn 
X, ,  ,  xl'  die  schiefen  Coordinaten  des  Punctes  0'  an  diesen  nenen  Auen  vonidleni  »wiiclien 
«fiesen  nnd  den  vorigen  Coordinaten  die  Gleichungen 

stfltt,  di-n  im  ersten  Abschnitte  anfijeriindenen  Gloioliungcn  (7.)  geinnss  I.eirt  man  auch  durch 
diesen  funct  0  drei  Ebenen,  welche  den  durch  0'  gelegten  parallel  laufen  und  die  krumme 
nebe  ta  den  ebenen  Comn  ^OD,%,  ^DD,%,  %D,0,!lfi  schneiden,  so  MbBessen 

diese  Ebenen  in  Verbindung  mit  dem  Stück  DO,  D,D  der  krummen  Fläche  einen  villlig  be- 
grenzten Raum  ein,  dessen  GrOsse  St^  ist,  weil  der  Punct  0  einer  von  denen  ist,  die  der  0' 

einnehmen  kann,  und  es  ist  nach  Analogie  der  im  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  angezeigten 
GIddiuigen  (3.  i.  «d  b.}: 


wo  wir  cur  bessern  Unterscheidung  auf  der  linken  Seile  dem  FnncUonszeichen  die  drei 
Coordinaten  x ,  x,  x"  oder  ,  f*,  ^ ",  welche  in  der  Function  auftreten,  angehttngt  haben,  Wik» 
rend  die  von  uns  eingefllhrte  ßezeichaungsweise  gewöhnlich  nur  die  erste  von  ihnen  anbiagl, 
wie  oneh  nl  der  redrten  SeHo  dieser  Gleiebmif  gcsohehen  ist  Bs  Helt  bieifcei 
den  zwischen  doi  beiden  vorhin  genannten  pyramidalischen  Räumen  ^deren  Spitzen  0'  und  0 
nnd  deren  Grundflächen  D'  Ol  O't  D'  und  O  O,  O,  D  waren)  und  der  krummen  FUche  li^cndea 
Raom  vor,  wddier  aus  folgenden  sieben  Theilen  zusammengesetst  ist: 
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1}  den  Parallelepiped ,  welches  von  den  ParaUdograiniiien  OTP;P,  und  OP'P.P^, 
Orff?,  und  OP;P,P;,  0'P.P;P,  and  OFFP;  begraist  wild,  und  dessen  Inkidt  darck 
R  VOTiÜMk  «Hdn  «idl; 

S}  aus  di-n  drei  prisrnaU.schtMi  RUiimon  S,  S',  S",  von  welchen  der  S  donh  die  Fliehen 
OP;PP'  und  O^O  '4^'  und  durch  die  mit  der  Axe  AX  pmllelen  Seilen  ?D\  V,^, 
r^;00  begremt  wird,  —  der  zweite  S'  dnreh  die  Flachen  OP^P.F,  md  D,^^o;>^ 
und  durch  die  mit  der  Axe  AX'  parallelen  Seiten  OD,,  Pl^l,  P,0;,  P;^,  —  der  dritte 
S"  durch  die  Fläcbi-n  OP'  P,p;  und  jD.'4^0;!|i;  and  dnrch  di«  lait  der  Am  AX'  punl-  . 
Iclen  Seilen  ü  C, ,  V     ,  1',  D', ,  P',  % ; 

33  aus  den  drei  keilTöruiigen  Räumen  T,  T',  T",  von  weldiea  der  T  die  Gerade  OF,  tnr 
Schneide  und  das  SUkck  D,0,$,  ^<^D,  der  krummen  Fläche  zum  Rücken  hat,       lii  r  T 

die  Gcnide  0?"  zur  Schneide  und  das  Stiirk  OD/i',  H^'D  zutri  Rücken  —  der  T"  die 
Gen<<l(>  OF,'  zur  Schneide  und  das  Stuck  DOiHiiHSO  der  krummen  FUcbe  znm  Hucken. 

hs  ist  diesen  Bezeichnungen  gemäss: 

*f  ,f  .r = R + s  +  s'+ S"+ T + T'+ r, 

oder  der  Gleichung  (120.  b.)  zur  Folge: 

R+S+S'+  S"+  T  +  T'+  T"='i'Ä^x.  x;+°i'Ä^x;' 

It*  _1         II*  —1  ■  •  I  •  I  I  •  •  *  w"* 

+  *  ft|g+  *        « «|^+  ^  «,«iir+ » ^      +....  c«^ 

«id  dfe  Thefl»  St  S',  S"  und  T,  T',  r'  lassen  sich  auf  die  jetzt  lUgende  Weise  darstellen. 

Denkt  man  sieh  den  bewe^rjiihen  Punct  0'  in  den  P',  gerilrkt,  wo  x'  in  ^  und  x"  in  |" 
Übergegangen  ist,  x  dagegen  seinen  vorigen  Werth  behält,  so  verwandelt  sich  rür  diese  Lage 
dM  Pndef  O*,  bei  wddMr  3i;=0  wi  x^sO  fit,  die  GMctang  (iaa  b.)  in: 

K^r  -   ,r.r  =      x.  +  »    ^| + • .  •  • ; 

es  stellt  aber  ^  f  —  ^ff'f  ^^'^  Unterschied  zwisehen  den  zwei  pyrainidenfönnigen  RSumen 
vor,  welche  die  Puncto  P',  und  0  zur  Spitze  und  die  Stücke  D  %  H-S  und  C  O,  0,  D  der 
kraunn  Flldie  ar  Gtondflldia  bdiea,  Md  dieaar  Unlendiied  fil  aidila  aaden^  als  der  keil- 
IBnnig«  Thel  T,  denen  Sduelde  ar,  mi  Rllckan  0,0bl|^9;Cb  iel,  lo  den  m«  bat: 

Eben  so  findet  man,  wenn  man  den  Fond     avocesaiTe  in  die  Pancto  f  wni  V,  rOckeB  llaat, ' 

weil  beim  ersten  x,  =  0  und  x;'=0,  beim  andern  x,  =  0  und  xl=:0  wird,  und  die  auf  der 
lioken  Seite  der  Gleichung  (120.  b.)  stehende  Differenz  in  den  bei<len  Füllen  T  und  wird: 

r=Vjrjx;+*i5«^§+....  «nd  rs=*<«^i:+')5>^§+   cm*.«.) 

Llaal  num  ferner  den  beweglteben  Ptind  0'  In  dn  P  Ibergnhen,  w»  je  in  |  rieb  ver* 

wandelt,  x'  und  x"  aber  ihre  alten  Werllie  beibehallen,  so  ninuiit  fOr  diese  Lage  dea  PnOdei 
0',  bei  welcher  x.  =  0  wird,  die  Gleichung  (120.  b.)  die  folgende  Geslrit  an: 
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in  welcher  die  Dübnib  ft^,,',^— ^j^,^  ■iofatf  amlert  ll^  dl  iir  IfiilMscUed  zwischen  den 

zwei  pyniinidenfönnigon  Riiumrn,  deren  Spillen  P  und  0  sind  und  welche  die  Stücke  D'  %  5$,  D' 
und  JOD, 0,0  der  kruMinen  FJüche  «1  ihren  GrundiUcben  haben;  der  Unterschied  «wischen 
dieMn  toUfea  Btanoi  fil  aber  nu  den  TheilM  8,  T  wd  T"  suMMWigeielil,  m  düf  ■« 

ctM.  i:>       8+r+r=;ft       b  «1«;'+  «  «,^+  »  «1»;«;'+  *  *«i3-+  

Eben  so  findet  uian,  wenn  man  den  Punct  0'  sucocssivo  in  die  Funde  P|  und  P,  rücken  lisst, 
weil  beim  ersten  \;  =  0  und  beim  zweiten  x;'=0  ist  und  die  auf  der  Unken  Seile  der  CUei« 
chung  (120.  h.)  sichende  Dilleienz  in  den  beiden  Fällen  S'+T  +  T"  und  S"+T  +  T  wM: 

und 

adil  man  J^t  von  der  Sanne  der  CHeidiungee  O»-  e-)»  0^      nad  (120.  e.)  dh 
Smune  der  Gleidnmgen  O^O.  Q  und  (120.  g.)  ab,  so  erfaill  man: 

•  III  «II        w*  **■  «'*  .  «"* 

oder  weil  das  Pandlclepipcd  R  die  LSivcn  x.,    ,  xT  so  lenHi  Seilen  Int  «ed  dieee  dieeeibea 
Winkel  mit  einander  bilden,  wie'die  Axen  AX,  AT»  AX*,  Moeoh 

CiM*  M  R=fcÄiJi;x? 

M,  wenn  Ii  die  Crössc  vorstellt,  welche  im  ersten  Absehnill  dureli  die  Glcii  luiniren  (40.)  oder 
(42.}  dcfinirt  worden  ist,  und  die  den  Inladt  eines  über  den  Coordinatenaxcn  beschriebenen 
Bbonbeeden  bergicbt,  deaeen  Seilen  aiinMBilich  der  LHngeneiabeit  gleidi  aind,  ao  kam  nun  die 
vorige  Gielclnnig  auch  ao  aetureiben: 

h  X.  <  ='  5t^  X.  x;  <  +^    ^  x;  x;- + x.  g  x;'  +  't    x.  x.  ^L* + . . , 

ans  der  ak;h  folgern  lüsst,  dass 
CiM.  tt.)  'i'«|=b  nnd  »'«|=:0  ,  '1' «^=0  ,  b'«|S=0  ,  n.  a.  t 

ist,  welche  Gleichangen  rieh  indessen  almmttich  auf  deren  erste  xnrllekiichtnt  da  alle  übrigen 

(in,  niilliwendiiie  Fidge  von  dieser  sind.  Es  sind  zwar  die  Glelchnnfen  (i2i.  a.)  für  den 
unveränderlichen  Puncl  ü  ,  dessen  schiefe  Coordinaten  | ,  f ,  f '  sind,  aufgelunden  worden,  weil 
jedech  jeder  in  dem  vttltig  bcgremten  Ranme  der  Fig.'A.  Hegende  Pnnct  an  dem  0  genenmien 
mttiea  kann,  so  bleiben  jene  Glcirhunj^cn  wahr,  wcklu  in  \on  diesen  Puncten  die  Coonlinaten 
{,  I"  auch  angehören  mügen;  iiian  darf  sich  daher  unter  dem  Puncto  0  jeden  vorstctleo,  , 
der  zu  einem  völlig  bcgrcuxlan  Bunne  Getagwheil  dfriiielel,  nnd  in  diesen  Sinne  bnn  man 
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s»j|-pn,  dnss  die  C^ordinntcn  f ,  f"  so  ■veründprHch  sind,  wie  die  x,  x',  x".  Setzt 
man,  nm  dieas  augennUiger  sa  machen,  in  die  Gleidiungen  (I2i.  a.}  x,  x',  x"  m  die  Stelle 
^  it  I»  ft  *A  wenhn  ile,  ««ni  mm  Hm  «dT  im»  ante  Rtdufakl  wimmitt 

Am  ßuKpkMkng  hat  nan  oon  durch  eiae  dreifache  InlegnUion,  jedeantal  »ach  eiaer  anden 
der  dni'VeiliMieriidMii  z,  i^,  iT  gaMMUMO,  dto  FmimÜoii  fl^  aibiunidiea. 

Die  vorslclieiition  Betntchtungen  indem  sich  nicht  und  man  wird  wieder  n  dawdben  Re- 
ndtaten  hiageTührt,  wenn  die  durch  den  Punct  0'  gehenden,  di>n  zu  sucfaendeo  KSrpenaun 
begwaeedcB  Bhcoeo,  ehe  sie  die  hnunme  Fliehe  erreichen,  neuen,  jedoch  unverllnderlicheii 
BegWBWgWlWien  begegnen,  die  mit  einer  der  Cüordinalenebenen  parallel  lauren.  Solche  Ab- 
ünderungen  hiiben  auf  die  Gleichungen  (121.  a.  und  b.)  keinen  Einfluss,  sie  machen  blos,  dauu 
die  Grenzbeüliiiiiiiun^H'u  wahrend  des  Inlegrirens  iti  aiulerer  Weise  ijescheheii  müssen. 

135}  Wenn  die  durch  U'  gelegten,  den  zu  findenden  Kürperraum  begrenzenden  Ebenen 
■Idil  im  Gnaid-CeonKMiaMbeiNii,  aendera  das  Palar-GoaidhMlaiiabaBee  paraBel  balSni,  ao 

lassen  sich  die  Grenzliestiintinintjen  nur  durch  senkrechte  rddrditnili'n  cinfHch  nusdriickeri.  In 
einem  solchen  Falle  hat  man  sich  den  gesuchten  Kürperraum  als  eine  Fundiun  der  seukrecblen 
Ceefdinalee  « ,  v*,  iT  dea  Pnnelea  <y  au  denken,  welche  wfr  durch  Jt^  heeekhiien  woOeu,  «mI 
nun  auf  diese  alle  Betrachtungen  der  Norig-en  Nummer  in  Anwendung  zu  bringen.  Versinnlicht 
inaa  den  jetzigen  Fall  wieder  durch  die  Fig.  6.,  indem  man  sich  in  ihr  die  Begrenzungsebenen 
dem  foliMiooinKMMMbeneii  parallel  vontellt,  so  gelangt  man  9AM  wm  Mrilt  gan  wie  la- 
vor  tu  der  Glelehnaf : 

tu  all     -«  III        „'■>  III 

■  »=*»,a,«;ar4.»ir,i!|u;«;'+b«^u.jLu;'+ <)«^o.u;^4-....,  cim.«.) 

wenn  q,  ti,  ri"  die  senlirechteo  Coordinatcn  eines  zweiten  besümuil  hervorgehobenen  Punctes 
0  venlaiMi  «mI  tf(t  ■»  iaafcwahle»  Ceevdbwlan  dea  Puaeles  0^  aa  d«  aeun  Aam 
OXt  Or,  Or*  beMiebiii»,  a»  dau 

Im,  und  es  bedeutet  wieder  H  den  Inhalt  des  durch  die  Parallelogramme  0'  P  P;  P,  und  0  P'  P,  P; , 
OTP'P,  und  OP^P.P;,  0'P,P;P,  und  OP'PP^  begrenzten  Parallelepipeds ,  nur  mit  dem  Un- 
terschiede, dass  diese  begrenzenden  Ebenen  jetzt  den  Polar  -  Coordinatcnebenen  parallel  laufen.  *.' 
Der  Inhalt  dieses  ParBlIclepipeds  lässl  sich  aber  am  einrachsten  auf  folgende  Weise  finden.  Da 
.DiuUch  dieses  Panillel«yiped  in  Bezug  auf  das  aus  den  Pularaxea  gebihiete  System  genau  das 
iit,  waa  das  in  Twiger  Nuhmt  hi  Beng  anf  daa  aaa  daa  Gfaadaxaa  gaMdeie  Syitem  wart 
fo  wM  hier  naeh  Aaatogie  dar  Gleichung  (iW.  h.): 

R=(h)(x.)(x;)fC),  CmM 

wenn  (x.) ,  (x',) ,  fx")  die  Coordinaten  des  Punctes  0'  an  den  Poiaraxen  des  neuen  Systems 
bezeichnen  und  (h)  in  Bezug  auf  diese  Poiaraxen  daa  vorstellt,  was  h  in  Bezug  auf  die  Gruod- 
«Kca,  «ad  BMM  hat  dea  ha  eialea  Abaelaille  adtgeHwltea  Glaktaagaa  (07.  k}  aaalaf : 

(>^ts|,  (x;)=^,  w=jß,. 
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wobei  et  gleichgültig  ist,  ob  ■■■  di*  GrOMea  C,  (K,  4P  nf  du  nrae  oder  nf  du  ursprüng- 
liche System  beriehti  da  diese  beiden  Systeme  panliele  uad  gleichläufige  Axea  haben,  wes&halb 
beide  nicht  nur  itt  einerlei  Werthen  von  6,  (K,  (i^',  sondern  auch  i>  demiellM|i  Wer^i  W 
(h)  hinführea.  Aus  diesem  Grunde  wird  auch  (Abschn.  L  $.  2.  Gleich.  42.): 

(h)=:sinn'iiBarsiaW 

und  nun  geht  die  fflefdMwiy  OZL  b.)  init  ROdisicbt  auf  die  dortigen  Gletdiui^ea  01.)  Sber 
ia: 

sin'WsinW'sinW'sinSsinSB" 

oder  mit  noehoMliger  ZosIAiiiig  der  dort^en  CMdbiaag  (42.")  ia: 

R=^u.u;n;'. 
Dadurch  verwandelt  sieh  die  Gleichung  (122.  a.)  in: 

4  III  ttl        aal  III  a/*  ■••  „"l 


und  liefert  aebeii  ndeni  ndt  die  Gleioinifea: 

III  t  Kl  4 

(IM.  c)  ?i  jr^=  i  oder  aucb  'd  Ä,=  i 

woraus  man  durch  eine  dreifache  Integration  die  Function  St^  aufzusuchen  baL 

156}  Hinsichtlich  der  beim  Integriren  der  in  den  Gleichungen  (119.  e.}  vorkommenden 
AnadrOcke  erforderüdien  Greazbeslinunnngen  ist  aBes  das  wieder  anwendbar,  was  ba  vorigoi 
Paragraphen  in  Bfzusr  «uf  die  Grcnzbeslimmnngen  hei  dopppitcn  Intogmlcn  pcsHgt  wor- 
den ist,  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  die  Grenzslcllen  hier  nicht  wie  dort  in  der  Ebene, 
floadera  im  Raome  Be^fen,  was  indessen  anch  bei  dea  dreffacbea  Integtdea  der  Fsl  iai,  m 
weldien  die  G!oichuiii^L>n  (12!.  b.")  oilcr  (122  i  ■)  aufTordern,  wcsshalb  wir  bei  diesen  letztem 
iteiiea  bleiben  können.  Um  aber  die  cigcnthünilichen  Grenzbestimmungen,  weiche  beim  Inte- 
ipriren  soleber  AuaAltGiie,  wie  die  bi  dea  CSeiobaegen  (121.  h.)  oder  (122.  c.)  gegdwaea 
sind,  vorkommen,  vor  Augen  legen  in  kOaaea,  wollea  wir  In  allfemetaenr  Weise  vorm- 
setsen,  dass  man 

habe,  wobei  und  Functionen  der  drei  schieren  Coordinalcn  x ,  x',  x"  vorstellen,  und  dass 
dar  Am dkack  St^  mf  eiaea  limn  bcsehrihikl  werde,  der  aed  obmr  8eie  hbi  dmh  «Im  FMm^ 
den»  GMdmig  fai  ed^ipellMer  Geslilt 

ist,  (wobei  tp^  ebw  FtoMlioa  von  x  «ad  x'  vorstelit,  nad  r ,  r',  x"  die  Coordiaalea  der  Pnade 

dieser  FMohe  vea  derMlbea  Art,  wie  dto  x,  x',  x"  sbrf,  m  bedealea  haben),  aad  aach  den 

iibrij^en  Seilen  hin  durch  Ebenen  heureiii'.f  ^vir<l,  welche  mit  <len  Coordinatencbcoen  parallel 
durch  den  beweglichen  Puoct  0'  biadorch  gehen.  Uieriwi  iuum  die  Gletchusig  der  Flüche  lür 
je  swei  Weiihe  von  x  and  aar  ein  ehmigeä  Ergebaiii  ihr  ^  Uefeia,  weliAea  geschieht,  wann 
9y  aar  ebie  elniige  Form  n  skh  emfalOtf  oder  sie  kmia  Ar  je  awü  Warthe,  die  ima  doa 
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Grössen  t  uad  beilegeo  mag,  für  t"  mehrere  Ucsultate  licrern;  im  ersten  Falle  dehnt  sich 
«e  mche  in  iar  Wdilnif  der  Ebene  XAX'  stete  eiollMb  aas;  im  andern  ndle  btagegen 

bilrfft  sii^,  in  dieser  Richdincr  niiri^'^erit'-st.  jrleirhriMliß-  iiiolirere  FIiSclienzil;jo,  deren  Anzahl  von 
der  Zahl  der  in  (p^  pnlhaiteneri  Füittu-ii  abliangl  Wir  werden  7.untichst  blos  den  F'hII  ins  Auge 

fassen,  wo  t"  durch  (p^  nur  in  einer  einzigen  Gestalt  gegeben  wird,  und  spüter  den  Fpll  fol- 

fsa  lacsen,  wo  ^-  durch     in  neliren»  Gestellen  gegeben  wird. 
III  II* 
Ba  b  JTx  <)>c  Ableitang  von  ^  St^  nach  if"  Ist  Ulf  je  in*«i  beliebige  Werflie  x  and  V,  die 

JMock-ab  während  des  Ableitens  sich  nicht  Kndcmd  angenommen  werden  müssen,  so  ei^ttk 

man  umgekehrt  ans  der  Gleichung  (133.  a.^  mittelst  der  Inlegrabeduinng  auf  die  Weiso'  wie 

in  Mr.  135.  geneigt  worden  ist: 


»I« 


wenn  x'„'  den  Werth  von  x"  anzeig-t,  unterhalb  nelrliein  mnn  si<-h  die  Eigensrhnrt  nis  nicht 
mehr  an  dem  liaume  haftend  vursteUl  bei  jeglichen  Wcrihen  x  und  x,  welche  man  sich  in  der 
deicimnf  (^123.  c;)  vorinnden  denken  mag,  wonadi  ake  die  Bedeidnag'  Tep  Uer  gani  ver- 
schicili  II  \(in  der  ist,  welclic  wir  diesem  Zeichen  in  den  vorangegangenen  Betrachtungen  bei- 
gelegt haben.  Envügt  man  nun,  dass  bei  unserer  gegenwirligen  Untersuchung  in  Folge  der 
der  E^easdiaft  vorgcscbriebenen  Begreanrag,  was  mA  die  Werthe  Ton  x  and  xf  sein*  '  '  " 
migmt  Mr  ■elohe  Stellen  des  Baumes  als  mit  dac'i^gfMMiMft)^  t^bt  gedacht  werden  kön-r 
ncn,  welche  xwischen  der  begrenzenden,  durch  die  Gleidiung  (123.  tk,}  gegebenen  Fläche  und 
«wischen  der  durch  den  beweglichen  Punct  0'  mit  der  Coordinatenebcne  XAX'  parallelen  Ebene 
liefen,  deren  zur  Ave  A.\"  giliurige  CoonUnale  durch  x"  vorgeslellt  wird,  so  sieht  man  so- 
gleich ein ,  (luss  die  Slelle  der  begrenzenden  Flüche,  welche  den  beliebig  in  jener  Gleichung 
angcDounucnen  Cuordinalciisvcrtlion  x  und  x  entspricht,  den  Werth  von  x^'  hersnigeben  habe, 
CS  wird  nündich  xJT  das     der  CSteidnmg  ^"^c*"  mntüt^  dieser  x  und.  i^,  tm,  die 

Stelle  von  r  und  r'  setet,  SO  dass  nwn  also  x«=9k  m  nehaMn  liai,  wednrdi  die  Gietehmf 
(123.  c.)  übergeht  in:      '   "   '   "  "  - 

I  •  III        rt**  ' 

CM**} 

ti(  >  ' 

und  es  giebt  c)  St^  nach  den  Erörterungen  der  eben  erwihnlen  Nr.  135.  des  gegenwirligmi  AIh 

Schnitts  die  Ober  den  voriresihriebcnen  Raum  von  der  Flürtie  bis  zu  der  durch  den  beweglichen 

Punct  0'  mit  X  A  X'  parallel  gelegten  Ebene  verbreiteten  Eigenschaft,  in  so  weit  sie  zu  Puncteo 

fcMfl,  isfen  Coeribalen  en  den  Axen  AX  and  AX'  das  m  Grande  gelegten  CoordinalensT- 

stcins  X  und  x'  sind,  zti  erkennen,  und  stwar  mit  dem  Vorzeichen  +  oder  —  genommen,  je 

■acbdem  x^'  kleiner  oder  gri>aser  als  x"  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Puncto  der  Flüche  ooterhalb 

«der  aiasfcnft:  doa  PÜnotan  dar.  dmch  0^  oril  X AX'  parallel  gdegteü  Bbeae  Ks^en.  Aof  sobKe 

Wetoe  hat  man  Ar  T>  ft^  eineFMction  von  x,  x',  x"  geTnnden,  and  am  «n  dieser  St^  n  ei^ 

halten,  hat  man  den  Regeln  der  Inlegndrechnung  gemäss  diese  Function  nach  x  und  x^  n  inl- 

tegriren,  wobei  man  x"  als  eine  beliebige  conslanle  Grösse  anzusehen  hat;  es  ist  daher  von 
•  I» 

M  A  t.2gi  wie  einp  Fiuctioa.dor  swei  Veränderlichen  x  «ad  x-  la  hehandelaj  die.  wir  dank 
FvYoalallw.imlIn».i»       dw  GUohung  (123.  d.)  wMt 
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worin  Stfi  seine  vorige  Bedeutung  völlig  unveriindert  beibehält,  nur  dass  nun  voa  der  Veriin- 
derlichkeit  dos  in  ihm  vorkonmenden  x"  ginzlich  aluieht,  obgleich  man  diese  Grösse  noch 
teiner  als  eine  völlig  beliebige  von  deneq,  welche  eine  ToUstSndige  BcgrenEung  möglich  machen, 
Bnmsehen  hat.  ^un  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  erstreckt  sich  entweder  die  durch 
den  beweglichen  Puncl  0'  gelegte,  mit  XAX'  parallele  Begrenzungsebcno  bis  zur  Fläche  hin, 
ohae  diMr  Moen  feüen Begienaf.n  begegMn;  tea  gtabi  die  Chrv«,  in  wddier  die  VMdm 
von  dieser  Bcffrenzuntjsebene  geidUlillen  wird,  in  VerbinJung^  mit  den  zwei  Gcritdcn,  in  wel- 
chen diese  Begreozungscbcoe  von  den  zwei  andern  Bcgrenzuogsebenen,  welche  den  Coordina- 
tenebeaen  XAJT  md  X'AX"  |wr«Dei  dorcli  den  bewegUchen  Fand  0*  gelegt  werden,  din 
Grenzen  an,  z^  isdien  >vilrhen  die  Werihe  von  x  und  x'  eingeschlossen  sind,  wo  man  sich  den 
Raum  als  mit  der  Jugeoschaft  begabt  zu  denken  bat.  Da  nun  die  Curve,  in  welcher  die 
fllehs  von  der  Vit  XAX'  parallelen  Begrenzungsebene  geMfadtlen  wird^  dnrdi  di«  Gleicfaung 


gegeben  ist,  wein  3^  den  Toibln  Beniebnelen  bdldi^en,  aber  oomtml  fedadlen  W«i1h  to^ 
•leBt,  nnd  dieeo  Gteicboag  neeh  f  aargel6fll  die  Foim 


nMMbmen  wird»  irobd  Ben  gidi  Y't     VhboUob  der  daea  Vcaladeriiehen  r  an  deil»  ha^ 

80  ist  milliin  unsere  AiifgHbe  dnrauf  zurückgeriihrl,  den  Bclruir  der  iiber  eine  Ebene  verbrci- 
letea  Eigenschaft  zu  finden,  welche  einerseits  durch  die  ebene  Curvu  der  Gleichung  (^123.  t) 
and  mderm^la  dnrA  die  zwei  Geraden  begrenzt  wird,  weldw  dordi  den  nur  noch  fai  dieser 
Sbene  beweglich  gedabhtcn  Punct  0'  parallel  mit  den  Axen  AX  and  AX'  laufen.  Diese  Auf- 
gebe ist  aber  genau  die  in  Nr.  136.  behandelte,  und  daram  feaehicht  die  weilen  Behand- 
lung hier  ganz  so,  wie  dort  gezeigt  worden  ist. 

Begegnet  aber  die  durch  den  beweglichen  Punct  0'  gelegte,  mit  XAX'  paraDele  Begren- 
zungsebene ausser  der  bisher  l>etracbleteD  Flilche  und  bevor  sie  diese  Irifn,  noch  einer  neuen 
;  feiten  Begrenzung  und  bildet  diese  eine  Cylinderflüchc,  deren  Seilen  mit  der  Coordinateaaxa 
AX"  pardlel  laufen,  so  dass  in  ihrer  Gleichung  die  Coordinale  x"  gar  nMt  mm  Voraehetn 
kommt,  so  bleibt  noch  Alles  wie  zuvor,  nur  dass  die  Ebene,  auf  welche  die  Eigenschaft  F, 
beschränkt  wird,  neben  den  Geraden,  die  ddrch  den  in  ihr  beweglichen  Pnm  t  ()'  parallel  mit 
den  Axen  AX  und  AX'  gelegt  werden,  und  neben  der  zur  festen  Bcgreiuuug  genommenen 
■Cnwe,  denn  fflcidaaig  (1S8.  C)  kt,  mtdk  aoch  die  Garv«  all  ciaai  Thai  der  jeaer  Bbaaa 
angewiesenen  festen  Bejirenzunsj  erhielt,  in  welcher  die  hier  erwähnte  Cylinderfliiche  von  der 
mit  XAX'  parallelen  Begrenzungsebenc  geschnitten  wird,  welche  CyUnderfiichti  an  allen  nit 
•XAK*  paraVeien  Bbeaen  den  glelehen  Durebfehnilt  nefert.  biBtr  aber  wird  die  weitere  Be- 
handlung nnsri'iT  jetzigen  Aufgabe  noch  nach  der  in  Nr.  136.  oder  \r.  137.  anr^ezeig- 
ten  Weise  geschehen  können,  da  dort  gezeigt  worden  ist,  wie  sich  der  Betrag  einer  Uber 
(dne  bdiebig  wie  begrenzte  Ebene  avagfebreitetcn  Eigenschaft  ennilleln  iVssL  Ist  hingegen 
die  neu  hinzugekommene  Begrenzung  keine  Cylinderfliiche,  oder,  wenn  auch,  doch  keine  solche, 
deren  Seiten  mit  der  Axe  AX"  parallel  laufen,  so  wird  man  doch  fanmer  die  Aulgabe  in  der 
dort  angezeigten  Weise  dadurch  zu  Ende  fUhren  kSnnen,  dass  man  den  vergesohriebenen  Raa« 


cm  ff.) 
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liorch  CjfiMutUtiieu^  4enn  Setln  mä.iiet  €oofdin«l««Mt  AX"  pwraMiaofeD,  ia  mfliireire  Thflü« 
M^Bgt,-  TM  dwM  jidar  mt  liie  d«r  nfelmni  Vlltobeii  !■  ikli  Mfainml,  mi  im  ml  jedm 
MklMII  IktO  koomeiriM  Btftnf  für  sieb  aafsucht.  ,  i 

iST)  Wir  k«lraciil««  jeltl  noch  den  FuU,  wo  die  Gieichuiii^  (123.  b/)i  die  der  zur  (etl&a 
fi«gr6itzui|g' .  genommenen  Flüche  iingüfaürl,  i"  in  mehrern  Foruea  giebt.  In  der  Beg«l  wird 
•Mui  DM  hier  Bwar  dtrauf  «agewiMM  sein,  aus  den  neiu«m  Vomm  lINjeiril«.  hnfWMriMkMi 
welche  dem  oinfa<lH'n  Flttchpiizusjf  anL'obiirt,  iler  dem  Raumo  zur  fcsicn  Bpirrf^nzuiiff  difiicn 
soll,  und  dann  sind  «ur  dk^se  eine  Furm  die  vorsdiiudeneu  üi  der  vorigen  iNuutnicr  angezciglca 
4)pMliMM  ta  AnrMdmg  w-  brliifM.  M  oMlufiMsiMi- flichMRtlgM  Ihm  es  joMt  mA 
HfMchehen,  dMV  dBr  Kön'*^''''"'»"  l'i'liHmiolt  werden  soll,  wciclior  vuri  zwei  rntu'rtn'tiirL-srt7len 
Seften  her  xwd  solclie  Fluchenzüge  als  feste  Grenzen,  und  von  den  ölMigcn  tw^ten  piil  den 
Coordlmteiwbenen  XAX"  Md  AX"  pvaOflle  Ebenen  als  feile  oder  bewegKelte  Grencen  aii- 
gewiesi  n  bckonimf,  ni>d  dann  treten  Wer  wieder  idlc  die  6olrachtun(^en  ein,  >ve1eho  denen  in 
Mr.  137.  bei  FlKchenriuuien  Mler  ihalichen  Unwiihiden  n^pgebenen  analog  sind.  Denkt  mm 
•(oh  nladidi  «hie  luHXAlT  futMäWtme  kgmäivo  gelegt,  wdehe  die  der  Axe  AX"  parri- 


.1 


and  1"=^; 


die  ersten  Integrale  in  Bertig  fiiif  die  zwei  Rttuino,  von  denen  jeder  einen  der  zwei  PlHclien- 
zUge  zur  festen  Grenze  hat,  und  ausserdem  noch  von  den,  mit  den  drei  Coordinatenebenen 
lienflelen  Ebenen  cfngvMMosaen  wird.  Jedes  «Hfeser  beiden  iMegnile'  nmss  nvh'  üodi  sewobl 
nach  x'  als  nach  x  inlegrirt  werden,  und  diese  letzten  Integrale  sind  bei  beiden  Riiimien  z>vi- 
schen  denselben  Grenzen  zu  nehmen,  weil  alle  ebenen  Grenzen  bei  beiden  dieselben  sind;  daher 
linfeni  diese  dreilhdieii  Integrrie  dm  Betrag  der  über  Are  Maihe  vert>reifa!^''fcgeiwchtft  Mi 
diwriej  Vorzeichen,  wenn  die  untern  Grenzen  «jri  und  tf'^  der  ersten  Integi'ale  beide  zffglcid^ 
grösser  oder  kleiner  als  deren  obere  Grenze  x"  ist,  hingegen  mit  enfgi-gengeselzten  Vorzcichclj, 
wenn  die  eine  untere  Grenze  grosser,  die  andere  kleiner  als  die  obere  ist,  d.  h.  die  dreifachen 
Itiqinle  fdH«  den  Betrag  der  Eigenschaft  adt  «nHigmgmcWst  oder  arit  einerlei  VonMiehoi 
je  mehdeiii  x"  zwischen  tf^  "nd  'Ix  «der  «uf  einer  Seile  von  ihnen  liegt.  Eben  liesswegea 
«■hüll  mui  aber,  wo  aupt  sich  audi  die  mit  XA.X  (taraUele  Begreazangsebcoc  hindenken  mag, 
dm  Bemg  der  EigemdHH,-  soweit  sio  tUMr.dm  swiscliai  dm  I«Mm  Ftashenillfm  md  Bwt- 
schen  den  Cou;r(<nzungs<>I)eaM  fiogeadm  BmH  JtMuit^  «dt  dsn  VoOMidim  +  «hr  -^t 
wem  UMA  von  der  biSanm 


das  doppelte  Integral  nach  x  und  midi  sw^hm  denselben  Grenzeil  idnnnt;  ^cse  mOieveiis 
bisst  sich  aber  auch  so  schreibm:  •.  ••»••  

.   I     •      -•  t 
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wd  wäfH  kl  dfwer  Getlait,  dass  «tu  der  gesucblen  Fnaction  x"  verschwindet  aad  sie  daiwr 
mr  WM*  tfe  iwei  YeilMlRfidMi  x  vmi  itlm  riA  Mgt  AHm  dk«  irt  gMS  «i-wie  ab« 

bei  begrenzten  Flächcnräumen ;  wo  aber  dort  dfo  Grenzen  von  x  in  Pnncte  gelegt  worden  sind, 
in  denen  sich  zwei  Zweige  begegneten,  dt  aritMen  hier  Cyiinderflächen  genommen  werden, 
deren  Seiten  mit  den  Coordinstenaxen  panrilel  durch  üe  DnrAscbniltsIinien  der  beiden  FUkAeii^ 
sOge  hindurch  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  Cylinderfliichen  ergeben  sich  aus  den  GleichlingeB 
der  beiden  FlächcniOge  durch  Eliiiiinution  derjenigen  Coordinato,  die  der  Ave  anffchürt,  mit 
welcher  die  Seiten  der  Cyiinderflikhc  parallel  laufen.  Auch  darf  mau  hier  den  Hauiu  nicht 
MMHobNÜn.  dar  swiwbeB  twdl  Mlehm  mniHelbir  mt  ciander  fMcenden  CvladeilldM 
h>icrt,  and  eben  wcniir  daif  iMiettailb  dei  SB  borifauMBdeii  RauMi  eiiie  Wxvumg  vM'smi 
Cylinderflüchcn  slaltfioden. 

Alles,  was  hier  von  zwei  Zügen,  die  einer  und  derselben  Flüche  nniyehirren,  gesagt  worden 
ist»  gi't  eben  so,  wenn  amsUtl  dieser  beiden  Flächenzüge  die  Zuge  genuinuien  werden, 

«eiche  «ireiea  eiaaader  gm»  fir«ndea  Fttidm  tageUMB;  ja  Mlbat,  wm  dto  e>e—  ait 
Coordinntenehenen  parallelen  Begrenzungen  durch  krumme  Flrichon  oder  anders  liegende  Eln-nea 
oder  auch  durch  eine  Verbindung  von  mchrern  solchen  ersetzt  werden,  ist  es  inuuer  möglich, 
de«  m  begrenzten  Rann  mittelst  Cyfinderflichefl ,  deren  Sdten  mit  den  CoordiBatenazen 
parallel  laufen,  in  mehr  oder  weniger  Theile  zu  zeriegen,  von  denen  sich  jeder  auf  die  bisher 
beschriebene  Weise  bebandehi  und  bestimmen  iässt,  so  dass  man  dergleichen  Unlersuchungea 
ab  in  jeden  nSgUAen  Falle  aDsAktbar  n  eraditen  hat  Die  ganze  Schwierigkeit  beitakt  iieli 
darin,  eine  Fnndioa  voo  einer  Verinderiichen  zu  flndcn,  deren  AMeititng  als  Function  iMUHum. 
VetiwIttUchAii  fegeken  iai,  wdckes  Geachift  der  latqpraliwkMiy  angeki^it 

Noch  mag  hier  die  Bemerkung  stehen,  dass  Alles,  was  Uber  die  Bestimmung  der  Grenzen 
ia  ^ipehriiachen  Inlegraiea  gesagt  wordeq  ist,  ganz  ^eich  wahr  bleibt,  die  Gleichungen  der  Cur- 
Tcn  oder  FiSchen  mOgen  b  aeUefeB  oder  tat  aenkiedilen  Coordhiaten  gegeben  sein,  w«m  na« 
kn  letztem  Falle  die  ebenen  Begrenzungen  den  Polar -Coordinatcnekawa  parallel  htufeiid 
nimmt.  L'nigekehrt  hat  man  je  nach  der  .Xuliir  dieser  ebenen  netrrenziin2<'n  jene  Gleichungen 
in  schiefen  oder  ücnkrcchten  Coordinalen  ausgedruckt  sich  zu  «erschalleu,  um  in  jedem  beson- 

deni  Falle  aof  die  ctehchsle  Weiae  vm  Zide  n  gehngea.  Aiick  kana  aian^  wo,  wie  kei.der 

III  III 

Sestimninng  eines  KürpetiBkalla  %9x  sowohl  als  constaote  Gr&Me  ist,  diesen  Kör» 

perinhnit  gleich  von  vom  herein  durch  ein  doiipclles  Inleeral  danteUea,  ähnlich  wie  oben 
13.  Ar.  13b.)  der  Fiücheninhalt  durch  ein  einfaches  integral  angegfkea  worden  ist  Man  hat 
n  dieam  Bade  aar  ekiea  der  drei  prisaiatiackea  Riane  S,  8^,  kv  Ai^  aa  faaaw,  dana 
Grössen  sich  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  x,  ,  x, ,  xi'  fortlaufen,  mittelsl  der  Gleichongen 
(120.  d.  bis  g.j  ausdrucken  lassen;  hierauf  die  in  ihm  vorkonuneade  knuaaie  Begreazaagaflkche 
dorek  enie  ebene  n  enelaen,  weicke  einen  Tkeil  der  la  ekier  ftrer  Siellea  gehörigen  Deilk- 
rungsebene  der  krummen  Fläche  ausmacht  und  auch  den  hkalt  dieses  neuen  rri>ma's  in  x,,  x\,  x" 
jaasgedriickt  darzoslellcn,  welches  immer  auf  eleaieotare«  Wege  geschehen  kann;  zuletzt  hat 
Biaii  eich  die  Grdssen  x, ,  x;,  x"  unendlich  klein  zu  denken,  wo  dann  der  fakak  diea  ekiea 
Prisma  mit  kmnimer  Begrenzungsflächc  von  dem  des  andern  Prisma  mit  ebener  BBgreaaaagt 
fläche  sich  nur  noch  um  eine  Grosse  unterscheiden  kann,  die,  mit  ihrer  eigenen  vergÜcben, 
verschwindend  klein  wird,  worauf  der  Satz  (_41.   a.  und  b.J  sogleich  eine  der  Functionen 
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%  iTx«    i^i  %  i'x  Kn  die  Hand  ^'ebt,  wdAe  zur  Auffindung  von  Xx  Mos  eine  doppelle  h- 

legnlioa  erfordern.  Eine  gans  gieiobe  BewiMlIniss  hat  es  auch  mit  der  Fmctioa  St^. 

$.  19. 

Ihm     im^  f  lihrtiii  uy»  tii 


IM)  Wem  di»  beiden  aaf  die  M  MilieM  CoerdfaMlen  x ,  x',     w  fMen  heiefcM« 


(^,=0   und    ^»x  =  0, 

oder  wenn  die  beiden  auf  die  drei  senkrechten  Coordinalen  u,  u,  u"  von  Funden  bezogenen 
deieinnigeii 

V/„=0  und  y.=0 

zwei  von  einander  versihiedene  Flärhen  darstellen  und  man  fasst  hios  diejenijyen  Puncte  ins 
Auge,  deren  Coordinatcn  gleichzeitig  jeder  Gleichung  eines  solchen  i'aares  genügen,  so  sind 
diess  eolcbe  Ptwele,  «raMe  ta  jeder  der  zwei  von  einander  TerscUedeoen  fHchea  liegen;  ea 
sti  Hi  ri  <]nhiT  so  aiifiriTiissle  Gleichnngspaarc  den  Durchschnitt  der  beiden  pfüchen  dar,  welche 
durch  jede  Gleichung  des  Paares  einzeln  genommen  gegeben  änd.  Die  diesem  DwcbschniUe 
n^gekSf^ieB  Puncle  werden  fai  der  Rcgrf  nfcM  in  einer  und  deraetten  Bbene  Uegwb  und  dann 

nennen  wir  ihn  eine  unebene  fnrve  oder  eine  doppelt  trek  riini  m  t  e  Linie.  Auch  hier, 
wie  idion  oben  bei  der  Geraden,  werden  wir  ein  Gleichungspaar  mit  genteinschaflüchea  Ver- 
ündeifichen,  in  weMen  Hoe  idGitt  Wertlw  der  Terlnderihlien  tngdUaen  werden  seien,  dl» 
beiden  Gleichungen  des  Piares  gleichzeitig  genügen,  dadurch  «usserlich  kund  geben,  dass  wk 
das  Wörtchen  mit  zwischen  seine  beiden  Gleichungen  setzen,  so  dass  sisu  im  AlIgfHwhMW 
eine  anebene  Cnrve  in  folgender  Weise  dargestellt  wird: 

7x=:0   nil   t'x—^  (194«  a.) 

je  nachdem  deren  Puncle  durch  schiefe  oder  senkrechte  Coordinatcn  vorgestellt  werden. 

In  besondem  Fällen  kann  ein  »oichc^  Gleuliungspiiar  blos  eine  ebene  Curve  oder  einen 
Tcrein  tou  ebenen  4>amn  danteUenL  BnlkUt  eine  von  den  GMohnngen  des  Paares  nur  eine 

einzige  der  drei  Coordinalen,  so  wird  diese  Coerdiaate  durrh  die  Gleiihunir  völli?  besliinnil : 
die  GieichuBg  achreibl  der  Coordinaie  entweder  einen  oder  mehrert;  ausser  einander  liegende 
Wertbe  Ter,  und  stall  dann  eben  so  viele,  tob  einander  gslrannte,  mit  einer  der  Gtrund-  oder 

Polar- Coordinatenehenen  paral  ele  Ebenen  dar,  als  solcher  Werihe  vurlies^en,  die  in  Verbindung 
mit  der  sweüea  Gleichung  lauter  ebene  Carmen  in  derselben  Anzahl  liefern,  welche  ebene  Corven, 
w««i  dto  iwuita  flieicbung  selbur  wieder  nioUs  ds  Bkenn  dsntallt,  teude  wwdsn.  Bt  M 
dlMS  nur  ein  Imwisr»  Mi  das  Mton  ^(%.i4.1ltt.  l»)  md^ellimn  Us 

WUWS.& 

^      ^  ■unsfcilinlf»  n  0 

X,  iCf  iT,  wddw  den  einen  w  MuH  mdMu^  den  «adem  nidit  tuf  ifie  Fom  ^  oder  ^  bringen, 
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man  das  durch  die  Gleichung  <pz  —  ^  UargestclUe  Gebilde  immer  all  einen  Yereio  der  zwei 
dnreh  die  GMdmgtm 

9-;  =  0   und   tfZ  =  0 

dargeslcllli'ti  imd  snn  rinHiidiT  vulliu  iinaMUiniriiT  Mi-ibcndcii  fTi-hilrlo  ansehen  kana  Der  hier 
in  seiner  cinfHi:hsli:a  Ueälall  uii^i-gebciie  Salz  lüi>üt  sich  nanthch  allgemein  so  geben:  Ist 
^=ztf^q^^ ....  und  shid^,  ^g,  ^»....lOleliePaeloraii^  dm  die  Wcrtl«  voa     x*,  jT, 

tt  0 

wMb»  dM  ebm  von  Onoi  nNaBwMlwB,  kdMHi der andem «T die Fom  ^  «dar  ^  Mngcn, 
to  ist  die  Gleidiiinflr  Vi=0  aicUf  anden,  ah  ein  Terehi  dar  Gteidmageii 

94=0»  ^=0.,  9^=0,  «.«.t, 

«dehe  gleichzeitig  neben  einander  und  völlig  unabhängig  von  einander  bestehen.  Hieraus  fulgl 
nünilich,  dass  man  jedesmal,  wo  sirh  dor  Ausdruck  von  einer  der  Gleichuntren  in  giuizlich  >on 
einander  unabbtingigo  Facloren  zerlegen  liissl,  nur  zu  untersudicn  braucht,  was  die  einzelnen 
der  NvH  gleidi  geseixten  Factoraa  in  Veridadeng  atU  der  xwe&ea  GlddMmg  lieAm  INe  Sonne 
aller  dieser  besondon  Btvebniaee  iat  du  vonsHUidige,  in  den  luiprlqgUdeB  GWehu^gapeaffe 
eniJuiUeoe  Gebilde.* 

De  aidi  naeh  den  Regeln  der  Algebra  alatl  sweier  GteidniBgeo  arit  drei  Uobekannten  eine 

Menge  anderer  Pnnrc  \<iii  Clcii  hiini:(  n  angeben  lassen,  welche  in  Bezug  auf  diese  rnbcVannlen 
au4  jenen  von  völlig  eioerlci  Inhalt  »ind,  so  siebt  man  sogleich  oin|  diss,  wenn  uoler  allen 
dtow  Fairen  eine«  sieh  vefflndel,  desaen  eine  Gleichung  einer  Ebene  angebifrt,  oder  anf  die 
ao  eben  angezeigte  Weise  In  lasier  Ebenen  sich  auflösen  lii.ssl,  siiuuntliche  Glcichungspaare 
eine  ebene  Cunc  oder  einen  Verein  von  ebenen  Cunen  darstellen  werden,  die  unter  Umständen 
Gerade  werden  können.  Die  Mer  erwähnte  Subslitutiun  von  äquivalenten  Gleichungspaaren  kann 
auch  dazu  bentitzt  werden,  das  Gleichungspaar,  wodurch  eine  unebene  Cnnre  dargestellt  win^ 
in  sokher  Weise  umzuformen,  dass  in  jeder  seiner  Gleirliungen  nur  z.vvei  von  den  drei  Coor- 
dinaten  vurkonunen.  Man  erreicht  diesen  Zweck  jedesnml  dadurch,  daas  uuin  aus  den  zwei 
Gleichnngen  eines  gegebenen  Pawes,.das  nicbl  achen  die  gewlnedite  GealaH  besttst,  iwei  neae 

GIrii  lMmtrcn  ableitet,  eine  durch  Elimination  von  einer  der  drei  Veränderlichen,  und  eine  zweüe 
durch  Elimination  von  eiuer  andern  dieser  drei  Veränderlichen.  Weil  aber  oben  ($.  14.  Nr.  13i).} 
geeeigt  worden  ist»  daaa  eine  aof  eto  kVrperiicbee  Coordinalensysleni  bexogene  Gleichnng,  die 
nnr  zwei  CoonÜnalnn  derselben  Art  in  sieh  Iriii;t,  immer  eine  CyliiKlerfliiche  darstelll,  deren 
Seiten  nit  einer  der  Grund -Coordinalanaxen  purallel  lauCen,  wenn  die  GleichHig  in  schiefen 
Goordinaten  gegeben  ist,  oder  deren  Sehen  mit  einer  der  Piriar^onttialanaxen  pardM  buifen, 
wenn  die  Gleichung  in  soikrechlen  Coordinalen  gegeben  ist,  so  folgt,  das.s  man  unter  allen 
rmsliinden  berechtigt  ist.  die  unehi'uc  Curve  tds  den  Durciiiichnitt  zweier  CylinderÜMchen  auf- 
xuiassen,  deren  Seiten  entweder  mit  zweien  Grunda.\on  oder  mit  sweieu  l'oiaraxca  paraliol 
tanlin,  and  diess  sagt  in  Grunde  nichla  andern»  als  dass  nun  die  nnabane  Onrve  inner  als 
den  Durchschnitt  zweier  Cylinderfläclien  sidi  vorrtaHen  Inan»  deiaa  Seiten  adt  tvrvi  beUeUffln 
nicht  parallelen  Geraden  parallel  laufen. 

159)  Weil  die  zu  Puncten  einer  nacbenen  Oarve  irehürigen  schieren  oder  senfcreclitett 
•drei  Goordinaten  stets  von  zwei  GleicbnngeB»  wie  die  (124.  n  )  oder  (124.  b.)  sind,  abhängt 
gemacht  werden,  und  man  daher  zwei  von  ihnen  jederzeit  aU  Functionen  der  dritten  anzusehen 
bat»  so  ist  den  in  Paragraph  12.  dieses  Abschnitts  ^'r.  113.}  aufgeslelllen  Gleichungen 
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Dop^k  gekrüniBite  Cnrve. 


(9.  c.)  sor  F<%e,  wem  j,  $*•  T  scWofen  oder  ij,  ij',  n"  die  senkrechlen  CoordinHlen 
VOM  iifcM-fliMm  PwKt  .0  8er  unebenen  Curve  Tonlcttea,  und  man  sieb  durcli  diesen  funct 
drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX"  den  urspriingUclM  AZ,  AZ',  AX*  pMM  «i  ^dflUhlg 

gel(^  denkt,  s«  dasü  (Abschn.  L  Gleich.  7.} 

X— jt+  x„,  x'-r+x-;,  x"=r4-x;'  oder  u +   ,  u'— v+n;,  u"=»j"+ii;' u»».> 

wird,  vursusgeiicUt,  das«  x, ,  x; ,  x;'  die  schiefen  oder  o, ,  u; ,  u;'  die  senkrechten  Coordinatcn 
voB  irgend  «inem  ndem  Pnaeto  V  der  nnobenan  Cinnr«  in  den  amn  Ann  vonteliea,  wihrend 
X ,  x%  x"  die  schieren  oder  n ,  u',  u"  db  MukncfetM  Coovdniilaa  dieiei  nmilai  PUMtei  w 
den  ur^ränglichen  Axen  bescichnen: 

Diese  Rlf'iVliimjTspnnre  enlhsltni  wieder  ebenso  wie  die  (124.  a.)  und  (124.  b.")  alK-  Punt  lc  tlor 
unebenen  Curve  in  sich,  nur  mit  dem  ünterscliiede,  dass  die  Coordinaten  dieser  l'uru-le  liier  aal' 
die  naoen,  doreh  ejm*  Pnnel  O  der  Com  geteg^ten^Axen  OX,  OX',  OX"  bezogen  werden, 
wahrend  dort  die  Coordinatcn  derselben  I'uncte  auf  die  ganr  beliebig  angenooiinenen . ursprQng» 
liehen  Axen  A  X ,  A  X',  A  X"  bexogen  worden  sind,  lleakt  man  sich  nun  nnler  dem  veründer- 
ficben  PluKte  0*  dir  Gurv«  statt  alter  nagüdien  mir  Mkhe,  «ikhe  dem  i«rmr  beliebigen,  aber 
doch  bestimmt  hervorgehobenen  0  so  nahe  liegen,  dass  sieh  der  zu  ihnen  gahOrige  Werth  von 
3C,  oder  n«  darcb  keta  endliches  Ustss  mehr  ««geben  liss^  ao  vencltwindel,  voiwugefetzl,  das« 
41«  Grössen 

oder 

^ift  Viff.*..  nnd  tif't  Viff"' 
simintlicb  endlich  darstellbare  und  bestimmte  Wcrthc  Iiuben,  auf  der  rechten  Seite  der  CUn- 
dimigea  (126.  a.)  oder  (126.  b.)  jedes  später  folgende  Glied  neben  einem  wirklich  vorhande- 
nen Mhem  ganx  nnd  gar,  so,  dass  man  Tür  jeden  so  äusserst  nahe  bei  dem  0  liegenden  Puricl 
0*  bat: 

ji;=t>fx,  mit  x?=«rxt  cm»*) 

oder 

u;  =  ?if;'u.    mit    u"  = r/'u„ .  (IMb  »»> 

Jedes  dieser  Gleicbuagspaare  stellt  aber  eine  Gerade  dar;  beide  vereinigen  sieb  sonach  in  der 
Ansaage,  daaa  aleh  die  Pmiele  einer  andieaen  Oane  an  joder  ikiar  StaHen,  anf  eine  anend- 

lieh  kleine  Stracke  weit,  wie  die  einer  geraden  Linie  an  tinander  reSben,  dass  Hbcr  dit 
Ricblaag,  in  wekhcr  die  Punctc  sieb  neben  einander  lagern,  an  Jeder  andern  Stelle  der  Curve, 
deren  Abstand  von  der  vorigen  0  ein  endlich  ai^ebbarer,  wenn  noch  noch  so  kleiner  ist,  eine 
andere  sein  kam,  weil  die  Werihe  "6^  nnd  %|"  oder  <>ii'  und  c  >/',  von  welchen  dieae  Bich 
tung  abhänfrt  an  jeder  aFiHi^rn  Stelle  beliebig  andere,  durch  tiaü  jodcsiiialiuc  GleirhimtrspBar  ge- 
gebene werden  können.    In  den  hier  ausgesprochenen  Eigenscballcn  isi  der  ailgenieioste  Clia- 

Die  bis  jet7.t  niis  einem  QMdmngspesre,  das  entweder  die  drei  schieren  oder  die  drei 
mkrecbten,  auf  ein  beliebigaa  hUipariichcs  Goordiaatensystem  beaogeaen  Coordinsteu  in  sich 
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aufnhnint,  abgeleilelen  Schlüsse  undurn  sich  nicht,  weiui  eine  oder  mehrere  der  Grdssen 

Vf,  Vi,...:  nd  Vr,  Vr,....  Vn,'  und  Vfi'%  Vu",....  mtä  werden. 

Ja  sogarwcnn  von  den  GriissiTi  oilor         >^j,"  eini>  oilor  aurh  jede  null  wird.  Meibt 

doch  alles  vorhin  Gesagte  noch  ganz  eben  so  wahr;  denn  obgleich  es  z.  B.  »cheiuea  nuidilei 
dMf  tum,  wen  &  B.-%fs=0  wir»,  ao  die  Skß/»  der  enten  GleidM«g  (137.  a.)  die 

am  der  enten  GMckanf  (IMi  a.)  sich  ergebende  zu  setzen  hille,  oder  wohl  gar,  wenn  auch 
norh  ?i'^rrO  wMro,  einem  noch  sptd^'r  folj^eiidrii  (üieilc  di-r 'rcrliti'ii  Seile  der  zulclzt  an- 
gerührten Gleichung  gleich  zu  nehmen  wäre,  so  überziugt  man  sich  duch  bald,  6»s»  selbst  in 
dieaen  PaUe  die  dordi  die  ente  Gleicinnv  (IST.  a.),  welche  Jelst  xl=:0  würde»  daiyesleaie 
Ebem>  inunor  wieder  die  ist,  welchem  zur  Beslitnniunjr  der  I.ajfeningsriohlun^  der  Piinrle  der 
Cur^e  an  der  hervorgehobenen  Stelle  O  genommen  werden  muss.  In  der  That  wollte  nan 
anter  soldiea  UnsMiuieR  dem  GKede  ^V^xl  oder  einem  der  apWer  fotgenden,  worin  x,  in 
einer  noch  höheni  Polenz  auririll,  gleich  nehmen,  erhielte  man  für  \[  einen  Wi-rlh,  der  nn- 
vergleidiiich  kleiner  als  x*  selbst  wäre,  and  schon  dieeorwegen  Itönnte  dio  durch  die  Gleichtue 
xl=0  dargcslellttf  Bbene  ven  der,  wddie  dnreh  den  Fnet  O  «ad  efae  mendÜeli  Mdw  M 
ihm  liefjende  Seile  der  durch  die  Gleichung  x^^^t*!*!;  daiffostefiti  ii  rylimlerflüche  gehl,  nicht 
in  einer  endlich  darstellbaren  Weise  verschieden  sein,  so  dass  dies«  beiden  Bbeneil  hct  eild> 
liehen  BesUnunungen  mit  einander  verwechselt  werden  könneB. 

WIewoM  nnn  aber  die  Pille,  wo  eines  oder  mehrere  der  rordenlen  auf  einander  folgen- 
den niii  der  der  Gleichungen  (126.  a.)  oder  (126.  b.)  null  >\  erdi  ti,  den  allgcmeinslen  Characler 
einer  unebenen  Cur^-e  nicht  abündcm,  so  gicbl  es  doch  andere  Ausnahmen  von  der  Regel,  von 
denen  man  Kennlniss  nehmen  muss,  weil  erst  sie  volles  Licht  iUier  den  vorgeführten  Gegenstand 
TOiiliiBilaa.  Wenn  wir  ans  einen  der  Gleichongspaare  (IM.)  dnrdi  das  Auflösen  ihrer  Glei- 
chungen zwei  der  in  ihnen  vorkomnienilon  Coordinalen  als  ZusHmniensetzuntfen  der  drilten  auf- 
suchen, indem  wir  Jene  beiden  Grossen  als  Unbekannte,  diese  dagegen  als  Bekannte  ansehen, 
so  werden  sich  erslere  hiafig  ab  aiehrfSrmige  Ansdrttdce  von  dieser  lebstem  sa  erkennen 

pebrn,  so  dass  ninti  itti  Aügenieincii  zu  jedem  für  v  odrr  Ii  gewiililteti  Wcrlli  so  viele  zu  x' 
und  x"  oder  zu  u  und  u"  gehörige  einzelne  Darsicllungcn  erhalten  wird,  als  verschiedene 
Ponnen  in  den  Itr  sie  eriialtenen  aDgenetnea  Ansdrüdten  Torfconnnen.  Je  swel  eolehe  ein- 
sclnc  zu  einander  gehörige  Darslollungon  können  aber  fUr  sich  allein  »ie  ein  Gleichun^fspaar 
aufgerasst  werden,  in  weichem  die  Coordinaten  x,  x',  x"  oder  n,  u',  u"  auftreten,  und  auf 
welches  sich  dann  alles  vorhin  Gesagte  wieder  unmittelbar  anwenden  lüsst  In  der  Thal,  da 
wir  bei  den  vorhin  au.sgeführlen  Betrachlungen  die  Grtissen  ^,  J*,  |"  oder  ij,  tf,  i)"  nur  anf 
einen  einitipeM  der  unebenen  Curve  antri  höriirtn  l'unct  bezoeeii  haben,  und  dieser  in  der  Hrjfpl 
nur  einer  von  den  niehrem  Formen  eulspreclien  wird,  so  leuchtet  von  selber  ein,  dass  jede 
der  nebrem  Ponnen  Ar  ritk  m  einem  besondem  GdMIde  UnfHbren  werde,  das  die  Notar  einer 
onebenen  fiirse  in  sich  trägt,  und  das  wir  einen  Zweig  der  mohrfmhen  iitiebenen  Curve  nennen 
werden,  in  besondem  Fällen  können  jedoch  zwei  oder  mehr  von  den  neben  einander  liegenden 
Ponnen  tttr  denaelben  Werlk  von  x  oder  «  «ineriei  Wertke  für  iind  oder  fihr  «nd  «"  ' 
liefern,  was  an  solchen  Stellen  geschehen  wird,  durch  welche  zwei  oder  mehrere  Zweige  der 
mehrfachen  Gurre  iiindurch  gehen  und  hier  zu  Pundcn  Anlaas  geben,,  von  denen  aus  die  linieo- 
«rMoe  YetkoÜnir  dir  Nncte  In  miiifnuliii  Wetoo  iMI  findet   (IIitIw  Aor.iün  aobh« 
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Doppelt  g^ekrünunte  Curve. 


SteHen  onispredieMleii  Werthe  Ton  x ,  x',  x"  oder  n ,  u',  u"  f  letdudti^ 
Fomeo  igdWtrwi;  bo  kann  es  dodi  geschehen,  dau  die  deaselben  ätelien  eMiprechehdoL 
Werth«  V«  b^,  h^'  oder  "bif,  ^q"  an  dieser  SteUo  ife  Bezog  uif  die  verachiedcncn  durA 
sie  hindurch  (fpheriden  Zweitre  vprschieden  aosbllen;  dann  durchschneiden  sich  «Un  Zweis^R  an 
der  liervurgcliobeaen  Steilo  in  R^jChtOngeii ,  die  Winkel  von  etxlUcber  Gnüsne  :  mit  eipaador 
UMen,  mä  die  niltdit  ihr  deidmgeii  (1S70  Ittr  aoldte  StoBei  mh  den  BebreiM  PomcB 
sich  prj?<!licii(]L'ri  üentden  decken  die  Art  und  Weise  auf,  wie  sich  dlR  mehrfm  Zwnig«  an  die- 
len Steilen  durchkreuiea  Sokshe  Zweige,  welche  an  dergleichen  Sicttea  aaeh  ao^  lUr 
Md-^r  «d^'ftr'tiK  «lad  t$r  «iieiW  Werth«  ieailiM,  .hittai  Milit  .ui  -ämm  |MlM  ata« 

gemeirisaiiu'  Richtnn^,  welche  durch  (iic  ilincn  ffcmcinsdNfliWl  «ügeiliMiga^  fln  LagOmglMlM. 
daedbst  beieiolueMl«  Gend«  ausgeaprochen  wird.  -  ')  •   •  <         •••>;•.■  . 

AumrdaB  fielt  ch  aaeh  iMlareUiiialiiida^'Wddh«  MMhan  Ürnien»  daai  dav.VnUi  avB-i 

fctaw  «IlgeiDeine  Bau  einer  durch  Gleicfaingipaare,  wie  die  C^^}        dwycalallQp  waltaidrt 

Gorve  an  einzelnen  Sielion  eine  Modificalidn  eileideL   Dieaa  geschieht  nnmentüch  da,  wo  eine 

•der  mehrere  der  üpcciniisirten  Ableitungen       ts*^',  und        b*^',  oder  "dri',  b't;',  

,  _  «0 
und  er",  ^i'f/', ....  die  Fiinii      (ider     annehmen,  und  elu'ti  diiilmvli  7.11  \  11  slrlini  i^ilirii.  Jitss 

an  der  bervwgehobenco  Stelle  die  ßethen  (^12t>.  a.}  oder  ^124».  b.}  ihre  Anwcntlbaitcit  vorlioren. 
Fir  fold»  Siellea,  wakli«  taner  nar  eiaielae  Aaaoahiiien  T«aMlerlafal  hldak,.iallM«i- darin» 

auf  die  ;rlciche  Wcia«,  «i«  achon  in  der  [.ehre  vom  r.ri'issten  und  Kleinsirn  tinicr  iihnürhen 
Umstünden  geschieh!,  beBOBdere  diesen  exceplioncllcji  Steilen  angemessene  Ent Wickelungen  auf-« 
gafMftl  nd  aa  die  ^elle  der  Reihen  (126.  a.)  oder  (126.  b.)  geseilt  werden,  ans  danea  aun 
aodana  die  EigenthiiailicbkeH  der  upebencn  Curvo  an  dergleichen  Stellen  zu  enlziflern  haL  Ge^ 
■eiohin  seigt  ea  aich  dabei,  daaa  da,  wo  eine  oder  mehrere  der  specialisirten  Ableitungen  die 
cf  0 

Form  ^  oder  ^  annehmen,  diess  entweder  das  plötzliche  Aufhören  eines  Zweiges,  das  durch 

den  lJeber£r:iti;,r  ilcr  Cnordinatenwerlhe  vom  Reellen  ins  Imsiginüre  bewirkt  wird,  oder  eine  plrtta« 
ImIm  Ricblungsanderung  von  einem  endlichen  Betrage,  uder  sonst  eme  (k>Dtinuilatsunt«rbrecb««^ 

angewtthnUchen  Bigenadialten  einer  durch  ein  fileichimgfspaar  geg^ebenen  uTiebenen  Curve  die 
Discnssion  dieses  Gleichungspaares  zu  oeaoea.  Die  Discussiou  eines  GteicbnagspaaFe^ 
deaMaVerttodHliehe  iiaa  aliOo«rdhMlMiftniPvelan  MtanlHMa  M  liWM  v«llig  die  gMi*e^ 
man  mag  diese  CnBidiaMan  «Bf  «ii  rftihliahitligai  «dar-wf  '«ia  «chiafaHUIgia. Oaa^diaalenfy- 
atem  beuchen.  '  ■<  • 

Daa  enie  unebene  €«nre  daratedende  Glekhungspaar  ist  entweder  gcgdlea,  and  ea  aollea 
aus  ihm  die  Eigenschaften  der  Cvtre  hergeleildt  wefdaa,  oder  es  wird  dia^naaliene  Curve  durch 
sie  voltetündig  characterisirende  Bigooschaftien  gegeben,  gemüBs  wdche»  aan  das  Gleiohanga-^ 
paar,  welche«  die  unebene  Cnrve  mit  den  verlangten  Eigeascliaften  in  alch  aäßrinnnt,  aufzn-» 
aachen  hat.  Beim  Aufsoohea  eines  Gieiohangapaaras  nan  bat  man  keineswegs  besonders  daraaf 
zu  sehen,  dass  es  lauter  schirfe  oder  lanter  sonkrerhie  fnordinaten  in  sich  Hiifnehme,  \ielinehr 
wird  man  in  der  R<^el  besser  liwn,  gleichzeitig  sritiefe  und  senkrechte  Coordüsaten  in  Betraob- 
Mng  aa  alehaa,  wfo  <«  gtoad«  da^  .«hrfhihrten  Bhilalliaw  atia  der  OMiingui  ftedaal  mblf 
da  eine  sidrhc  sremiüehle  Gleichung  völlif^  gleichen  Werth  mit  der  hsl,  in  welcher  die  Coordi«' 
naten  getrennt  auftfelen;  denn  erstlidi  kann  man  immer  da,  wo  gleicliseitig  acUef«- tind ' 
L  43 
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AM.  ni; 


rechte  Coordmaten  voriHuniBeB,  «t««dv  dto  cinea  oder  iie  mdern  nnttdat  d«r  zwischen  ii»- 
dM  htMmim  in  Mraten  AhicteilM  iwilgtfteMliw  Behüdwi  ellnlrinR  «nd  w  ein  gcmiadUM 
GldchungspMr  nf  jede  der  in  (124.  a.)  und  (124.  b.)  angenominenen  Formen  zurilrktühren, 
sodann  kann  mn  eber  midi  die  gemischte  Gldcliang  lu  fernem  Zwecken  benutzen,  in  ihaiiclicr 
Weise,  wie  in  $.  14.  Nr.  140.  bis  Nr.  142.  an  einigen  Beispielen  gezeigt  worden  ist 

160)  Zur  Dsrslcllnng  einer  nnehcnnn  CiiiTf  rHcht  eines  der  in  (124.  n.~)  oder  (124,  h.') 
aofgeslellten  Gleichungspaare,  von  welchem  da^  eine  bkis  schiefe,  das  andere  blos  senkrechte 
GoerÜMtflB  der  Pmcle  in  lidi  aafUmart,  veHioniiM  auf.  Bf  kOmMi  jedoch  aneh  swei  GW- 

cMngipHrf^  v<irhnnden  sein,  wrU-hc  licide  cinr'  und  (ücselbc  unebene  fiine  darstellen,  dann 
Manen  wir  diese  beiden  Gleichuiigspaare ,  wie  schon  bei  der  Geraden  gescliebcn  ist,  conbi- 
nirto  Gleiehnngspaare,  md  iiliÄeeoiidere  «erden  wir  nns  dieeer  Benenauif  M  salchen 
GInichung.spnarcn  bedienen,  vun  welchen  das  eine  blos  schiefe,  das  andere  blos  senkrechte 
Coordioilen  in  sich  Mifgeaommen  hat,  von  weicber  Art  die  (124.  a.^  und  (124.  b.}  sind.  D« 
*  von  ivei  eombiiiffleB  deühungspaaren  das  eine  dieselben  Pmeie  dnslbltt  wie  du  andere,  w 
kam  nUUI  die  in  ihnen  vurkommenden  Veränderlichen  x ,  x',  x"  und  u  ,  u',  u"  immer  als  die 
zu  einem  und  demselben  Punele  gehörigen  schiefen  und  senkrechten  Coordiniiteu  nnschcn,  und 
dann  finden  zwischen  ihnen  die  i«  ersten  Abschnitte  nütgclbeiltcn  Relationen  (15.  a.}  und 
Oda     mm,  denen  gortn  irt: 

!u=z+^oiwW+jC^cmW',  b's3Xoo«W+x'+x*cosW%  n''s:zGMW'+x'cosW"4.x" 
und  ... 
8xs=«i  +  irtf+rir,  v,j^=%n  +  %ie+9r^i  «rx*sr«,ii+«Ä'+fri''. 

Sowie  die  Torrtehenden  RehlioneB  eleto  swiielNa  den  fai  eombinifleB  Gteichnngipnien  ToritoB- 

mendcn  fDordinalcn  statt  finden,  so  können  sie  auch  dnzii  dienen,  wenn  nur  ein  Gleicbungs^ 
paar  voriumdea  ist,  andere  an  finden,  wdohe  m  diesem  oondiiwrto  sind;  aian  Iwt  n  dieae« 
Ende  mir  In  das  fogebeno  GMdningipaar  anaHtt  einer  oder  nwtiBrer  Goordinaten  der  einea 

Art  ihre  durch  die  vorstehenden  Relationen  gegebenen  .\u8drUcke  in  Goordinaten  der  aadeni 
Art  zu  setzen.  Drückt  man  auf  solche  M'eise  .die  senkrechten  Courdinaten  in  schiefen  aus,  so 
gelangt  man  zu  dem  in  (124.  a.}  aulgetukrteu  Gleicbuiigspuare ;  drückt  man  hingegen  alle 
aehiafeB  Caoidinalea  ia  aatahMi  ana,  m  gdm^fl  ana  an  dem  ia  (191  wgtmMm 

Gleirhnncr.spiinre,  wesswegen  man  immer  jene  iNidM  di  T^pW  dw  ettaMMeO  OUUkKIglfUn 

den  betrachtungen  zum  Grunde  legen  kann. 

Selbst  die  combinirlen  (Heii  hunpspaare  (121.  a.}  und  (124.  b.)  besitzen  die  Eigenschaft, 
daas  ersteres  in  letzteres  ubergeht,  wenn  man  in  jenem  an  die  Stelle  von  x',  x"  ihre  durch 
die  naieiB  OebAnngea  (128.  a.)  gegebenen  Weifte  tebt»  nnd  leMera«  fallt  In  anlerea  (ftar, 
wenn  man  in  jenem  fnr  u,  u',  u"  ihre  durch  die  obem  Gleichungen  (128.  a.)  gegetwaea 
Weitlie  setzt;  ea  finden  mithin  zwischen  dieaen  Gleichungapaaren  alle  jene  Bezinhungea  statt, 
wdobe  wir  avrisdMin  den  im  Paragraph  12.  dieses  AbschnAts  Si.  121.  betrachteten  ivrei 
CMahnagspaaren  olnMÜlOB  Uessen,  wesswegen  alle  dort  eritaltcnen  Reauliate  hier  wieder  ihm 
Anwendung  finden,  warn  wn  de«  abfaindBrten  BeMMdmnafBB  fnalw  folgende  fWulilBliona» 
eiotreten  liart: 
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a'  t" 

f*»  —  "  ) 

1  • 

,  a. 
''■"«; 

a;     ,  «:' 

f=l .      ■  • 

r.=0  , 

I',  =  cos  W ,  »»  x:  ct>s  >V"  , 

i.;=i  ,  »;=cosw:'> 

I 


.lieli  die  dqitifea  Gleidutn^n  (38.  »0  in ; 

und  die  (38.  b.)  werden:  }  (*»••  M 

att=:l+r<i.s\V?x'+cos\V'bx",    ;Tu'=:cosW+Vx'+cosW'bx',    5u";=CMW>H>9isW'^x'-^  J 
T  geben  die  dortigen  üleicbangea  (39.  a.  bis  c.}  über  ia:  >  .  :.  • 

_  ,    cmW+^x'+cosW"<5x"        -    cMW+cosW'^x'+tx"  \ 

dir  ■Q^hungcri  (^i2ä.  b.)  «iick  SO  geschririMMv«mlM-hMiew.t- '' -lo  -i  ■•" 

,  !.  I.  ■    .•    « •<   ;•■  .\.  •  ..  ■.:  ./ 

md  M  lisMa  lidi  aach  noch  die  iweHen  AMeitmgen  der  Coordiutai  aw  ob^  RwidMM 

hfrhdlen.    Wir  bemerken  jedoch  hirrhei,  dnss  wir  die  in  (12«  b.yupd  (128.  c.)  gegebenen 

BesulUte  nur  deMwegen  aus  den  oben  gegebenen  allgeuiciacn  bergeleitet  baben,  um  deren  (.2»  .c-«! 

Stenmig  so  den  abttnetei^  Veteadriong««  dar  AUdtaogsrecksvBg  r«cbt\aiigenftnig  ni  machen; 

sie  lassen  sirli  sünimilich  aus  driirn  (128.  a.)  uniiiittrlliHr  erhallen,  indem  man  flii-sn  nnch  x 

94dt  II  ableitet  und  die  Bvgetauise  Mit  ainander  in  derselben  .Weifs  verbindet,  wie  obea  ge~ 

fldMMl  IM.     •  •  ••«        •    •  • .  .t,  •,  .  ' 

.  In,  den  vorslcbenden  Formeln  immer'  entweder  x  'o^'n  m'viml^^ 
Igauntmui  worden,  und  die  fUnf  übrigen  Cdordinaten  mUssen  däitn  dsThnctionen  dieser  einen 
angesehen  werden.  Man  kann  nber  auch  alle  sechs  Coordimiten  ab  abUngig  von  einer  ausser 
ihnen  liegenden  beliebigen  Grüsse  aafTasaen,  die  aoan  mcht  weiter  zt  beytjinnen  .lmidbtiidKini 
hMali  ilelf  üaK'iMiPaHsehph'-llt  (Nr..  gegebenen  Erörtemogea  gcMMi»«  di&.i|i#K 
tangnn  nach  x  o<ler  «  durrh  die  ,\bk>iltirnreti  nach  <lcr  ncoen  Verändertitihen  WiaJCMMOt  '^WW 
liat  ninüich  nach  Aussage  der  dortigen  (jlciehmgen  (13.  b.^  oder  (11».  c}f  n  .. J  ^  i.. 
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MO 


I*,-«"«      Ä,^*^      Ä^-^*"  Ä-'-*"'  ü«"-*"^ 

**^jnr«  ^^^^sr»  *'^=J7' 
oder 

,       du      _  ,     du'      ,  „     du"  _  ,     dx"      -  „     d  x" 
dx  *           dx  '         .  dx  '  dx  '  dx 

wenn  din  Ableitungen  iiR<  h  Hor  neuen  Veninderliehen  durch  das  ZetebM  d 
UierduTCfa  verwandeln  sich  aber  die  Gleicliungün  (12.s.  b.)  in: 

«dx=«du+ ad u-f- a " d u ",  e: d x'=  a, d u + a; d a'+  k d u", 

C'  dx"3=«.dtt+ Kda'+If;'  do" 

099»   (und 

d«=dx+co«Wdj<'+«d»W'di%  da's=:eteWdx-|-dx'+«oiird«", 

\        V  d«"=mwdx+«»irdx'+dir, 

yrodurcfc  fioh  .Ae  AtMlungea  tob  dm  CoordiiMlea  der  emen  und  der  andern  Art  ia  ebnnder 

ßherfiiliren  lassen.  Vcrglcielit  man  diese  letztem  Gleiehunpen  mit  denen  fl2^.  a  "),  so  wird 
man  gewahr,  dass  in  den  jelzigea  dx,  dx',  dx"  und  du,  du',  du"  steht,  wo  in  den  vorigea 
X,  if,  X*  and  a,  n',  n*  iland,  woran  weiter  folgt,  diso  es  innner  o|ien  Pwel  In  Ronu 

pinlit.  dessen  srhiefe  und  senkrechte  foordinateri  diirrh  d  \- ,  d  x',  d  x"  und  du,  du',  du"  vor- 
gestellt werden  können,  und  da«»  folglich  von  diesen  ürüsscn  alles  das  gilt,  was  von  den  Coor- 
«rf ,  I  dtaotea  elmg  bdiflirigan  PbmIm  in  Bmum  mlv  bt'  80  iit  iMMwafflnh  web  Aiusage  der  ta 
ontao  AbMUHB  nlgollM»»  GMciwiir  '  ' 

CiM.  Ob)  '     '  .  .'  xdv.+ar.4«'+<di^odx^«'dxf+«''dx"» 


riA!  mA  m  4MMi  («9.  k.)      Z«sielMi«  derar  (im  a.) 

Dividirt  man  dioM  letttc  Gleichung  einmal  mit  du,  ein  andermal  mit  d  x ,  jedesmal  an  die  Stelle 
I  •  .'•:■)  der  Quotienten  zwischen  zwei  AUettaag^n  >hro  durch  die  fileichnii|{en  (128.  &^  gegei>enfla 
Werihe  setzend,  so  findet  man: 

!x  +  .x"d«'+x"<)u"=u3x  +  u'*x'+n"*x"        .  ^ 
und  ' 
x  ^  u  +  X' Ä  u'+ x- »^=tt +V«  X' +  o"  «  X", 

wekbe  Gleidmagen  in  Bezug  auf  die  Uaahhingigen  u  and  x  das  sind,  was  die  (.128.  c}  ia 
Ben«  loT  eine  beliel^e  aassefbrib  der  Coordinalea  Hefendo  UaabhiBg^  iiL  Die  aolelil  «r> 

haltcnen  Gleichungen  treten  nur  dcsswegen  in  einer  weniger  symmetrischen  Form  auf,  weil  die 
Ableilong  der  in  ihnen  zur  unabhängig  Veränderlichen  genommenen  Grüsse  1  wird,  und  so  dem 
Aiige  adi  entyiehL 

•     Ia  der  «eichang  (129.  c.)  spricht  äoh  dMÜir  dM  toUeAatnUige  CoonliMiaMiitaB  hMMl 

wichtige  Eigenschaft  aas,  die  sich  noch  wettBf  Mi^iinnea  lissL  Letlet  man  nämlich  die  Glei- 
chnni^en  (129.  b.)  noch  einmal  nach  der  ausser  den  Gaitdiartm  l»>|fiadwi  Bttd  Vitttiff  WB|mh 
stimmt  gelassenen  Veränderlichen  ab,  so  erhüt  .  . 
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f*  II.  Kr;  III.  gBtolitwlc  Om.  Iii 

.  «'d*»a=«d'B4-si'd'u'+ia"d^r,  (i;d»x'=a.d'u-fa;d'u-Ha;'d'u", 

'  '  •'  '      (r;'d'x"=i?l.d'u  +  M;d'u'-|-«;'d'u" 


>  I 


f  a = d* X H-  d*  x'coa  W  +  d'  x\'o$  W  ,    d'  11'=  d'  x  cos  W  +  *•      4» jt"«i«  W", 

d'  u"=  d'  X  ais  W'-f  d'  x'cos  >V"-f-  d'  x", 

und  am  dem  fleidien  Baue  dieser  Gleichupgen  und  der  (12ö.  a.}  geht  hervor,  dum  es  etaen 
Pmel  te  RmuM  gidit,  d«fsen  loUefe  «nd  leakrechite  CoonliBikn  dor^  d*x,  d*!',  d*x*  wd 

d*  u  ,  d^  u',  d*  u"  ausf^cdrilckt  werden  künnen,  und  da  ÜBU  Mch  von  den  Grössen  d  x  ,  d  x',  d  x" 
da,  du',  da"  in  Bezug  «uf  eia&n  mdern  Punct  des  Raumes  gilt,  m  xiebt  die  so  ebeo  , 
im  «Mtaa  AkfdflMB  ti«eMite  Gktc^ug  (160  >»ch  su^>  ißmm 

dxd*n+dx'd*u'+dx"d*ir=dnd*z+dm'd*x'+da'd*x"  (i««.  i;) 

mllMe.   Diete  Beinclitungea  rortoetiend  gelangt  hhi  s«  dOB  algeiaetneii  AMukale,  da«» 


d-xd"o  +  drx'd»a'+«Px^a»«r=d*«d'x+d-u'd'ji'+d*ii''d'ir   •  (iM.s.> 

,  w«M  ii  vM  11 11M  MMdf*  gm*  «od  foMv«  Zdte  kedevMn, 

161)  Die  beidm  Gläclfangspaare  (127.  a.)  and  (12V.  bi)  gMnm  dner  ud  donellMi 

Geraden  an,  wenn  die  ihnen  znni  Grunde  liecr'ndi'n  Rtcii  hnnijsptarc  (124  }  Hner  und  dersi'Ilieti 
onebeaen  Curre  angehüren,  d.  ii.  coaü>inirte  Uleidiungspaare  sind.  Diess  liegt  schon  im  Gange 
dar  BelrtBldwgai,  nu  weldm  li»  hnvtiftgngM  äaA$  mm  lam  riife  weh  Uorvon 
noch  direct  auf  die  nachstehende  Weise  Uberzeugen.  Mm  eilrilt  ainliah  M^Mch  «■•  Am 
CUekiNiagSiMiare  (127.  a.}  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

x,  +  x;cosW  +  x;cosW'  =  x.(l  +  brco8W  +  »r<»»WO  .   .  .-. 

X,  CO»  W  +  x;+x;'  008  W"=  X,  (cos  W  +  2>  f  +  *  fcoo  W'O 

i^«MW'+x;eMir+ir8s«.C«Mir+»roMir+«r) 

* 

oder,  wem  nm  erwigt,  dan  mn  in  den  OMehnngen  (128.  a.)  auch  x, ,  x^,  xIT  m  die  SMle 

von  X,  x',  x"  «nd  u, ,  u'. ,  an  die  Stello  von  u,  u',  u"  scUen  kann,  da  die  neuen  Axen 
0  X ,  0  X',  0  X",  welche  den  ursprünglichen  panllel  und  gletchläoGg  sind,  ebeofaUs  die  Winkel 
W ,  W,  W"  Bit  eintuider  bBdea: 

u, = X,  (1  +  »  f  cos  W  +  ^  fco»  W) 
divWKrt  nun  deber  dte  leMe«  svei  vm 


_     cosW  +  ^      ^  r'cos  W" 


+  'dj  cos  W  -pc  I"  cosW 
«ad  dioM  fete  ana  irftMtt  ia  latem  COeicbangen  (128.  c.},  moa  mn  kWei»  auf  de^ 
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Mt  AadytlMhs  gwttrl»-^  ■  AMeh..II|. 

hervorgdiobenea  Punct  0,  dessen  Coordinaten  |',  |"  und  tj ,  «i',  »ind,  in  Aowendung 
bringt,  iB  4af  fiMdmgiipnnr  (IST.  bO  iber.  to  gnni  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  da« 
Oetehu^paar  (127.  b.)  in  das  (127.  a.)  Ubermhrf>n,  und  jede  solche  Uebermhnng  Uefeit  ^lM 
,  daat  beide  GUÜduiagspMre  eine  und  dieselbe  Gerade  dai-slellen.         ■  ' 

SeUt  nun  in  die  Gleichungspaare  (127.  a.  und  Ii.)  Tür  .\„ ,  x'. ,  x"  und  u. ,  u', ,  o^'  I 
(125k3  gegcb«nen  Werthe,  so  nehmen  sie  die  folgende  Form  an: 


(iM>  «•!   {  ond 

u  — ij'=(n— n)^»?*       vr—n"=Ca—v)tf}",  • 

und  jedes  dieser  Glcicfaungspaare  stellt  an  den  ursprunglichen  Axen  dieselbe  Gerade  dar,  welche 
von  den  Gleichungspaaren  (127.  a.)  und  (127.  b.)  an  im  vmm  Axam  dMfartsOt  wirf.  Ifai 
Bf«  die  durch  jedes  solche  Gleichunpfspaar  dargestellte  Gerade,  welche,  wie  wir  gesehen  ha- 
bflo,  die  Richtung  anzeigt,  in  der  sich  die  Puncte  der  unebenen  Ciirve,  welche  zunächst  bei  dem 
'  bervolvehobencn  Puacl  0  liegen,  an  einander  reihen,  die  Tangente  der  uiiebcnen  Curve 
an  der  Stelle  O.  De  «iab  die  AbMtaiBgM  tj^  und  tiT  oder  lu'  und  %u",  den  im  Pa- 
mgraph  12.  dii  sc.s  .\bsihnilts  gegebenen  Nachweisungen  zur  Folge,  durch  di>'  Ausdrücke  qp, 
und  0x  oder  und  'i'^,  welche  die  Gleichungspaarc  (124.  «u  oder  b.}  bilden,  angebcu  liUry 
den  doit^  Oeicbungen  (7.  b.)  fenln  bat: 

  ...  ...  't^'  "  ■'  ■  '■ 

(ß9^  fe.)  oder  anch  auf  die  gleiche  Weise: 

0"=  ^  m  fTT-*l    »■  —  ..«'  *i.  „  ' 

V,«^  «  Vn  y.^lPW 


nnd  diese,  mf  den  Pimet  0,  denen  CeonRnMleii  |,      T  «'  4t  «V     «M>  «ngewandli 


II«         001  Id.           ..I                                         «It         («t                   »l»  lit                                 •  ' 

m    rr,  TTi     TT»     t   ^f*—             _      •••  ••• 

 /oder 

'efl^yn — TT«  yn    rr«     »  w««— ..i    •■»        »*>  .i.  > 

so  kann  man  dadurch  den  Gleiehungspaaren  (130.  a.)  eine  ncnc  ncstnll  geben,  da.ss  man  in 

dieselben  für       und  d|"  oder  l&q'  und  bq"  ihre  hier  gegebenen  Werthe  setzt,  wodurch  sie 

werden:  ,  •  •  .     •         .'  .  .-.ii  •.  " 
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S.  Ik  Hr.  1«.  Dapfdt  nulul—li  Cw*e.  SIS 

•  •■        tl*  «tl'        •■*  «1*        <■•  •■• 


(IM.«.) 


DieM  letzten  Gleklniige|Mam  setgea,  wie  eieh  de  TugeBle  der  iiiidMiMi  Gnve  an  jeder  / 

Stelle  unmittelbar  aus  den  Gleichnngen  dieser  Curvf  nurfindcn  liissf.  IVberdiess  gehl  aus  dem, 
was  im  zweiten  Abschnitte       11.  Nr.  95.3  Garnde  gesagt  worden  ist,  hervur,  dass 

lieh  mdi  die  ProjecUoBnaUeR,  weldw  ebw  nit  der  Tangente  maamnenfaDeade  Richtnng  an 
den  Axea  giebl,  aunindcn  lassen ;  bezeichnen  ttbnlidi  p ,  p',  p"  die  schieren,  p ,  p"  die  senk- 
rechlen  Projectionszahlen,  welche  die  aar  Stelle  0  gehörige  Taiig<  nle  der  unebenen  Curve  an 
den  Axen  AX,  A.X',  AX"  giebt,  ao  iit  den  dorijgen  Gleidiungeii  (^25.)  zur  Fulgc: 

p  :  p':  p"=  1  :       :  %r   •*»   »  :  p' :         i  :  tn'i  .    (M«,  «.) 

wafMf  aM  die  GrUafen  p>  -f*     and  ^,  y*,  ^'  Inden  btaen,  nnd  aaeh  dieaen  GMehnngm 

kann  nan  mit  Zuziehung;  derer  (130.  c.)  ein  Hb^reündcrtcs  Ansehen  iirljcn. 

102}  Wir  wollen  noch  eine  andere  Art,  die  Tangente  einer  unebenen  Curve  zu  beslinunen, 
■atbeOen,  dardi  dte  man  m  der  Bedeutang  von  Auadriteken  UngpftOrt  wM,  wehte  in  qiitem 
Untersuchungen  ölters  zum  Vorschein  kouuncn.  Ist  nüuilich  die  unebene  Cimre  darch  die  com- 
binirten  Gleichungspaare  (124  a.  und  bj  gegeben,  von  welchen  daa  eine  die  aduefen  Coordi- 
naten  x ,  x',  x",  das  andere  die  senkrechten  Coordinaten  u ,  u',  u"  von  jedem  Piincle  der  Curve 
in  fleh  trägt,  und  legen  wir  durch  einen  belitbigen ,  aber  bestiniml  !it  rvorgehobencn  Punct  0 
der  Curve,  dessen  schiefe  und  scnltrcchto  Coordinaten  |,  ^,  ^'  und  »; ,  ;/'  sind,  drei  neue 
mit  den  ursprunglichen  parallc;^e  und  gleichläufige  Axen  OX,  OX',  OX"  so  dass,  wenn 
i;,  xT  nnd  a»,  «Ii,  oT  die  acMefen  vad  aenkrechten  CocnBaalen  an  den  nenen  Aaan  von 
demjenigen  beweglichen  Puncte  0'  der  Curve  bezeichnen,  der  an  den  ursprünglichen  Axen  die 
X ,  x',  x"  und  u  ,  u',  u"  halte,  auch  hier  wieder  sowohl  die  Gleichungen  ^^25.}  als  die  (126.  a.} 
«nd  (126.  b.}  vidle  Golligteil  beMlen,  a»  kann  man  anch  aaf  fblgenden  Wege  lar  KcantaiaB 
der  zum  Puncte  0  gehörigen  Tangente  gelangen. 

Stellt  R  den  Abstand  des  beweglichen  Punctes  0'  von  dem  unveründcrlich  gedachten  0 
V«r,  W»  iit  infolge  der  oben  (AbaAik  L  $.  2.}  nütgetheilten  Gküolinng  (17.}:  '  i  . 

]|*ssj[^n.+x;iC+<ii:,  ÜM.«.) 

and  lagt  OHn  darch  den  Pnaet  0  eine  vorMnilg  noch  gani  nnbeallnnil  bleibende  Gerade,  welche 
dWdt  akl  vom  Puncte  0'  aus  auf  sie  fri  fiilltes  Lolh  im  Puncto  S  gesrhnilton  wird,  so  ist  O'SO 
eil  bei  S  rechtwinkliges  Dreieck,  und  man  hat,  wenn  die  Linge  OS  durch  7/,  sowie  der 
WhdMl  CrOB  dnnh  9  beaekhnel  wM: 

Bezeichnen  nun  p ,  p',  p"  die  schiefen,  p ,  p',  p"  die  senkrechten  Projectionszahlen,  welche  die 
von  0  nach  S  hinzielende  Richtung  an  den  Axen  des  ursprünglichen  sowohl  wie  des 
Sytiems  giebt,  so  iit  dtn  oben  (Abachn.  L  $.  2.}  gegebenen  Ghichnngcn  (13.}  geaalM: 
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CiM*«.)  Rcos©=//=»>.T.+j>'x;+j>"x;'=pB,4-p'ii+p''iC 
md  hienui  folgt  durch  Multiplicaiion: 

OM* «.)  TT = (p  X.  4-    +  p"x;')  o  u. + p'u;  +  p'u;') . 

Bezeichnet  iiiaii  nucli  die  Lauge  O'S  durch  K,  so  hat  man,  weil  O'SO  ein  bei  S  rechtwink- 
Ws  Dnieck  kt: 

()'S'  =  ()'0'  — OS'    oder    IS'rzrR'  — 7^, 
und  ditW  giebt  in  Folge  der  Gleichungen  (^131.  a.  und  d.): 

CtM.  = ^. +  u;  +  x;'  u;  —  (p  x,  +  px;  -f-  p"xn  (p  +  p'"n  +  p"u;') . 

Erwägt  uian  jetzt,  dn&s  E'  das  Ouadral  des  Abslandcs  des  beweglichen  Cunenpunctes  0'  von 
der  dnreli  0  gelegten  oml  noch  nicht  weiter  heitiinmten  Geraden  tot,  imd  dui  sich  h  Aetero 

Otindnilt!  cÜL-  ahsoltilc  Entfcrminrf  iIcs  Puncics  0'  von  (lio>;rr  Geraden  abspiegelt,  so  üln-rzrugt 
man  sich,  dass  nur  die  Gerade  die  Lagerungsweise  der  Curvenpuncle  an  der  Stelle  0  zu  er- 
kflDBen  gdien  und  ans  iBesein  Grande  die  Tangente  dieser  Corve  an  dem  Pnncte  0  sein  wird, 
wdche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  zunächst  bei  0  liejrende  Puncte  der  Curve  ihr  so  nahe 
wie  müglich  zu  liegen  kommen,  oder  mit  andern  Worten,  dass  alle  solche  Puncte  0'  die  mög- 
Uchst  kleinsten  Werthe  von  E*  in  Bczui,'  uuf  diese  Gerade  Hefern. 

Um  die  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  zu  erhalten,  setze  man  in  die  vorstehenden 
Gleidinngen  fllr  4>  und  ni,  <  An  dnrdi  die  COeidknqgen  (126.  a.  and  b.)  gegebenm 
Wertho  ein,  denen  gemlss 

«;n;=x,«,C»f  ÄV+ f  y*f  Vif«. 

jcnr=x.u.pr*ir+ivvrx.+j»m''«. 

ist,  so  verwanden  sich  ersUich  die  Gleichung  (131.  a.)  in: 

R« = X.  u.  [1  + 1>  r  'd ,/+  b  r'     1 X.  c%  u'  V  r+ ^ »/'  ^'  n + ^ ».  r  »/+ ?  r  v  c") 

sodann  lösen  sidi  die  GMdnngcn  (131.  tJ)  durch  die  gleiche  Snhaliintion  in  dh  iwei  fslgnn» 
den  auf: 

'  7/ = X.  [p + p'  b  r  +  p"  B  r'+  i  X.  (p'  r  +  v  ^'  n        "  " 

ir=u,l>+p'»,'+r*v''+fU,(p'v«'+F''VO 

-i-iu:cp'D'v+p"v«")+-..], 
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weldie  durch  Mu]ti|dication  geben:  ^ 

ir=x.u.[(p-ft>'&r+r^ncp+p'?>»?'+p"^o       '  •  • 
+J":c»>+»**r+r')n(p'Vfl'+p''vo+....i;  )(.,.t-.N 

auletzt  erhalt  man,  die  Gleichung  (132.  c.])  von  der  (132.  a.)  subtrahircnd : 

In  den  Qeichuoge^  Q^*^.  und  Ql^i-  o.^  sind  alle  Glieder  augeächriebea,  die  nichl  von 
der  fttpflen  oder  npck  Ubeni 'INmeasioa  in,Bei||f,  taf  ,^  siiHl,  .in,  den  Gletcbunf^ 

0132.' 1».)  uikI  (132.  d.)  hingegen. li^dn.dtejCaiedCT  dn.  yi^^ 

beiiiigUcb  dearselLon  Grüssen.  .  j 

Öa  nnn,  wenn  die  durch  0  gelegte  nnd  bis  jetzt  noch  nicht  weiter  bestimmte  Gerade  dfo 
Tangente  der  unebenen  Curre  an  dieser  SleHc  werden  soll,  der  Werth  von  F?  für  alle  znnlekat 
M  0  ifeetegenfe  Penete  der  Curvc,  (d.  h.  fUr  alle  solche  Pnticte,  zo  denen  so  kleine  WcriM 
X.  nnd  u,  ^'ehürfi»,  Aiss  sich  dii'ürlbt'ii  diinh  n'n  ondlirhes  Nimss  nirhl  darslelirn  lassen),  so 
klein  wie  möglich ,  werden  niusü,  und  unter  solchen  Umslandea  diu  Gliader  jttjaor  hühem  Diuien- 
lion  neben  dänen  efner  niedrigem  Dinien«kni  In  Jener  Reibe  Terfdnrinden,  eo  inDaeen-anf  der 
rechten  Seile  <lcr  Glcii  liun^r  (132.  <i )  so  viele  Glieder  der  niedrigsten  Pimcnsion,  als  sich  über- 
haupt Ihun  l^st,  durch  die  zu  lindendc  Tangente  vernichtet  werden,  jllan  hat  sonach  /uvörderst 
•B.die  TapgeqlQ  die  pachstehei^de  Bedingung  zu  stellen: ','  '      '  .  '.       '       '  ' 

wekher  Bwiilga^g  mm  dmbr  WegsdMffng'  dr-Klwiin  dto>  «ii«w€eeMil  geben  Inans 
Bedenlit.man  abV(  da»  aa.GanMeit  dar  iim.eml«n.MaohalHo/a|if9aateUlan  lUd^^ 

«*iwg  (MO  •       1. •  .•  '      •■  ■    •     •  '  i'-i  •  •''     -v      .  /::/.'•' 

IrzpV+pV+pV  ;  ... 

ist,  und  das«  man  daher  aq  die.^dlle  dcjr  DiVercMen  1  —  p p ,  1  —  f'p',  t  —  lf"p"-  ^  ^       f.a  .%r.») 
rigen  Gleichung  die  Summen  pY+pV*  Pl>-|~P"P">  PP~f^py  setzen  kann,  so  Wird  man, 
nachdnai  idiess  geschehen  ist,  der  .vontchcndan  Bedhiguag  die  Toigedde  Form  gebea  itönneoe  f 

Cp^r-p')Cp^'?'-P')+(pBr-  p")(p'<JV'-p")+(p"»r-p'5^ncp"5ir/~p"di,'')=o.  o»». 
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.t;  t 

rpbr-p^o,  pbr'-p''=o,  p"<)r--p'»r=o,        •  • 

ClM.*.)  j   otowwi  ,      .  ,         .      .      .  .  ,     ^  . 

täftmä  ^  it»  drille  Glekhmir    1^  ^^"^  s***!  Bethen  eehon  ■■•  den  Widen'enlen  f«|g^ 

"      so  braucht  innn  Mos  t^ßkBUtmgn'yoaiBfiK  Bx^  Vmp 
aber,  sie  so  tu  schreiben: 

Uaa.        .  P  :  P':  P"=  1  :     ^  ■  BT    oder    p  :  Tf' :  p"=  1  :  ^t/:  tff',  '  ' 

WO  lie  nun  mit  den  Gleichungen  (.130.  c.)  zusauimcnrallan.  Da  durch  die  Gleichungeo  (i33.  c.) 
die  Projectionssahlen  p ,  p',  p"  oder  p ,  |^',  p"  TdDig  besliimnt  werden  (Abscha  L  Nr.  21.} 
und  durch  diese  die  Richtung  der  durch  0  zu  lebenden  Tangente  gegeben  ist,  so  ist  diese 
'Tangente  selber  vUiUg  bestimmt,  und  inan  kann  daher  Uber  keine  folgenden  Glieder  auf  der 
<  •  •  rechten  Seile  der  Gletehung  (132.  d.)  sur  weiteren  Beethnrnmif  dei*  Tlutgenle  mukr  nMgm, 
so  dass  die  Bedlngeiwen  (13^1  iflw  sv  «VW-r^g  der  Tai^e^  Bibrdeilc^  in  «ich 
fassen. 

Wer  es  bodonklich  finden  wollte,  tliiss  wir  die  Bedingrung  (133.  n.)  in  die  Bediti^nffen' 
(133.  b.^  aurgelüst  haben,  da  ja  eine  Summe  null  geben  kann,  ohne  dass  ihre  einzelnen  Sum- 
■mden  mdt  in  eein  liWKiien,  der  Itann  HA  ton  der  BeAlninigfceit  unseres  Verfahrens  noch 
besonders  auf  die  foltrcnclc  Art  ülierzeugen.  Man  kann  nömlirh  die  drei  Z!ili!<'n  1  ,  ?  J',  'd  J" 
iimner  als  die  drei  schiefen  Coordinatcn  an  den  Ajtcn  A  X ,  A  X',  A  X"  eiges  Functes  r  im 
rnNhen,  nnd  den  wlenien  Gkidniagea  (128.  e.)  nr  FeJge,  wenn  nen 
I  Pwel  Of  deean  .GoonBrntn        £"  und  n,  n\     ömI,  in  Anwendimg 

-  .    cosW-f  ^r+tosW'^ir  eeeW+eeeW"?^  r+ 

tnek 

t  ♦+eeiW«r+ewir»r:  co«W +*r+  enWl^z  •oeW+  coeW»f +»r 

iel^  dte  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  steltenJi  ti  Glieder  in  diesen  Verhältnissen 
aber  ihrer  Ordnung  nach  die  senkrechten  Coordinatcn  des  Punctes  P  an  den  Axen  A  X ,  A  X',  AX" 
sind,  den  im  ersten  Abachnil^  gegebenen  Gleichungen  (15.  a.}  getnSss,  weil  f ,  DI*,  die 
echkifeu  i  DofdinateB  dieses  Punctes  «in^  ao  sieht  mae  ein,  dass  die  Grössen  1 ,  d<|'t  V  <ien 
senkrechten  Coordinatcn  des  Punctes  P  proportional  sind,  dass  also  diese  Coordiiiaten  selber 
durch  s,  sbf/,  slbij"  vorgestellt  werden  können.  Nennt  man  nun  r  die  Entfernung  des  Punctes 
P  von  der'GOordlnalenipilM  nnd  beielclmen  e,  e',  e"  die  MMefen,  e,  cf,  cT*  die  eeelt- 
recKten  Proj«>ctions7,«Wcn ,  welche  d«c  von  A  nach  P  hinsiclendc  Richtung  nn  den  Axen 
AX,  AX',  AX"  giebt,  so  ist  den  im  ersten  Abschnitte  inilgelheilten  Gleichungen  (ßJ)  lur 
Folge: 

'  r  r'r  r*r  'r 


HeMplisirt  anan  jelat  dio  Bedinguagea  (133.  a}  mit  p,  so  venr angele  sich  dieselben  arittehrt 
'■>  •       der  Gfeicfaangen  (134.  a.)  in; 
IIM.  fc.)      (p«'-p'«)(|?c'-p'c}  +  (pa''-p''a)(pc''-p''«)  +  (pV--pV')(p'V-p'O  =  0  ; 
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-et  ist  aber  nach  Anleitung  der  im  ersten  Abschnitte  gegebenen  Cleichunsren  (jt6.'): 

(p  a'  -  p'  a  )  h'  =  (p  c'    p  c)  +     "c  —  f  c'^  cos  W"4-  (p'c"—  p  c'}  cos  W,  ' 

Cp*«  —  p  a"3    = c  —  p'c)  cos  W^-  (p^'c-- p  c")  +  (p'c "-  p  "c)  coa  W ,  (.•»••  ^ 

Cp'b"— pV)tf.8a:<>V%^^'«3fM.W'H»0»*«<^»O«*)><1l^'4'(»'^'^»^^  •  ^=  - 
und  setzt  man  die  Hir  p  a  —  p'a ,  J|ir«.^pjir«  pV^-^V- ffgebeoM  Wcrlhe  Ii  iBo  CHetehnv 
f  134. fo  geht  diese  Uber  te: 

und  da  1^  nie  naB  Min  kenn,  itf  «ird^dleie^aeioing  nkr  ddhrcfc  befriedig^  dm  der  in  dm 

eckigen  Klemmern  stehende  Factor  null  wird.  Nun  tlellt  ibrr  dit-ser  Pabtbr,  der  tm  ersteh 
Abschnitte  ^^ebenen  Gleicining  (S3.)  gcmti^s,  das  Onadrak  der  Eiitl(;ranng  eines  Foncles,  des- 
WlMlMre'Citiordinaten  «idisd  Axc«  AX,  Ar.^A'iXl'ddMi  v c  -  p"e',yc— pc",  pe  — p'c 
vurgestellt  werden,  von  der  CoordiiiHteiiüpitze  A  vWt  Md  da  die  P^ntremung  einM'Pkneles  von 

der  Coürdimil<'ns]Mlze  nur  dann  null  werden  kann,  nenn  dessen  lirii  ConnliiiHlen  sämmtlieh  null 
isindi  so  Icinn  die  zulctzl  iing«!>ciiriulK'ne  Gleichung  nur  dann  erfüllt  wcnlen,  wenn  gleifiluuiiltg. 

pc'— p'c=0,    p"c  — pc''=0,    p'c"-p'c=:0   *'  •'  "(IM.«.) 

Jak  tffttt  min.  mok  fn  diM#  ftsd^gungen.  «Mar  ftf,  c,  .c*,     ijto.  Wtttk«  .iW  den^OIpb- 
dainffen  034.  a.!  ein,  so  werden  sie:  •  '  f 

.  '    .    ;  p?),'-p'=o .  p"-pt9"=9 . '  V 

und  dh>se  sind 'keine  andcm  isIs  die  untern  (_\1^.h.')  Auf  eine  uHni  ühnliefie  Welie  könn  rtan 
aber  auch^xM  den  qbcrn  Gleu;bkM^«^  (,jl3iV  ,b.J  g^ia^goi,  .npd  ,vrif)WO^,m/<'i» 
Beweise  kürzere  gesetzt  werden  können,  aö  sind  a^  dodi  aller  Beachtung  werlh,  da  sio  ludg 
'nft  der  Nat\ir  des  schiqfwinldigen  Coordinati^nsysb^ns  /.iisammeiätttnge«.  ' 

163^  .Bevor  wir  weiter  gebef ,  wollen  wir  den  bis  jetzt  vorgekommenen  Aiudrttcken  eini 
yirgMnäeH^  CTerfalt  gdi»^  '  Me' Ölungen  (133.  b.)  oder  (133.  c.)  geben:  j 

.....   ,         »'=?p|)r,  p"=p^r  und  p^p^V.  P"-P>i»";,  ,. 
setzt  ninn  Hber  diese  WeMhe'  votf  pV  ^"  imd  p',  )>"  in'di«  liieichjuijreir  (132.  5.  md 

jr= X.  p  [1+  ^  r  ? « r'  ^  v"+  l^ov'^'  5'+  n"  b'  n + ^  x^c^ '/-v^r +^c-;"b'r')+....] .  ^  ^ 


1"'"  »"  "-4  .Iii  ' .«  .**  •  )  ■•  *f»  i«'»/  •,  m.i'ii      MM.  1-!.  -i»  'tV.  'l,\!iJ  •;].»  ii.iii  ■..'•>• 
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Dieselben  Werthe.Ton  p',  p"  und  p',  p"  v« 
tuiigsglcichiing  Izzpp+P'P'+P  y 

ud  dt  dei  te  «riln  AbfAidIt  H^eiMllfln  CleMiiigwi  (18.)* 

«dar  Mit  Rttckaioht  Mrf  die  GleidMngen  085.  «.): 

bl»  di«  gtf  dM  Fmol  0  i^|«wMdle  «nie  «of  swdier  Zefle  Mtmä»  QMtkam  0^  ^) 
Xetel,  wodurch  die  v<m^ 

p  =  p5»2 

«dar  «wdi,  mfl  dar  «iT  de«  Pnot  0  ngeimdtai  mtai  Glefchwiff        O  ■«  ^«li* 

p=pai 

wird,  so  lasten  sidi  hieraus  und  aus  der  Gleichung  (i3b.  c.}  die  Werthe  p  und  p  und  dum 
■odi  mmMt  der  COetahngeii  (iK.  e.)  dte  p',  p"  wd  p',  p"  wto  folgt  uvebea: 

( p"=  ^  r'   c* + ^     « f"?)  •)"}]  - «  und  p"=   L<j  Kl + ^  »2'+  r'^ »?":)] "  * , 

«nd  dnrch  dieie  Werthe  nehmen  die  COeidnaigen  (135.  b.}  <&e  folgende  Gcst«dt  an : 


M  am  die  lebte  ZT  dentellende  GMdw^r  ^  (132.  a.)  ab,  ae  eridOl  Man,  mä 
£*sR«— IT  Mi 


Digitized  by  Google 


$.  15.  Nr.  IM.  Doppdt  gekranrnte  Cwrwe,  BÜ 

welche^  zeigt,  dass  in  der  Reihe  (133.  d,}  durch  die  Annullining  ihres  ersten  Gliedes,  welches 
TOB  der  zweiteo  Dimension  in  Besug  auf  x,  und  u,  war,  zu^IekA  meh  das  folgende  di»  dritte 


.  .  .. 

ieW,  nd  nder        «e  taeli«  tm  z  od  «  vaHeht,  in  welcte  i+l^tlvf+liTl^ 

•bergsU,  W9m  mmZit  mdli^'  A  dito  PhkHomb  tm  z  «wUlit,  ra  dam  dMCadehMg«- 

pnar  (124.  a.)  hinfuhrt,  und  ebenso  ?u'  und  ^u"  als  diejenigen  Functionen  von  u,  zu  denen 
das  Gleichungspaar  (124  b.^  hinfahrt  Leitet  man  in  diesem  Sinne  die  Gleichung  (136.  a.j 
z  md  ein  ändernd  nndi  n  ab,  M  eiMt  mm: 


l'x'(3u'+^'x"^u"=\^/^  „    und  t^x'  f'u"=c/,  ^  (t««.  b.) 

und  durch  nochmaliges  Ableiten  einer  jeden  dieser  beiden  Gleichungen  in  derselben  Weise 


^  .t'^'u'+^x"^'u"=V;r^  „  ,  S  ' 

welche  Gleichungen,  wenn  man  sie  «ul  dea  fuoct  0 »  deaseo  Coordinaten  £ ,  S'  B^d  i}\  ^" 
«ad,  m  Aaweuduag  bringt,  ge^Mlt  iniidi  • 


Hndil  dar  k  (m,  d.)  ÜMlgeMlitM  BcMtehnang  hüM  ikh  an 
'Ci3At      M  Mbnibea: 


1 

sodann  nimntf  aMt  der  BdationcQ  (^36.  d.  Iiis  Q  die  ffleiduuy  ^132.  nachfolgeade 
Gestalt  «n: 

dw  Gleidningen  (13&.  e.j  gehen  nitlelst  dersdbea  Relationen  über  in:     . , 
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■  .  ./  ir  [iiiij  /  11)1/ 

die  GlekltttiiK.C135w  f.!  endligii  wird:  ., 


j^jgy  -flil.l    )1':irr.  ,  i,     if.  .i.tl 


■1  vt.^X—^X^X 


CiM.«.)  , 

und  OHdi  kam  dieae  Rdhea  te  derselbeB  Weite  forlselseB,  soweit  nu«  wffl. 

Die  B^en  (137.  b.  !)is  d")  «ji  bm  den  Al).slnrul  R  l  iin's  joden  beliebigen  Puncles  0'  der 

•  *  ••  ■    .  uoebeiea  Cirve  von  dem  bcstinitut  btnorgehobi-iu-n  0  der  gleichen  Curve;  die  Länge  E  des 

Ton  dem  Pun^e  0*  rof  die  dorch  0  gelegte  Tangente  gerüUlen  Lothes,  oder  den  senlnrecbtea 
Abstand  Jenes  rundes  von  dieser  Tangente;  so  wie  auch  das  von  0  bis  zu  diesem  Lothe  rei- 
chende Stfiek  77  dieser  Tangente.  Fesst  itoan  aber  von  allen  mögfiolieii  Punctea  O'  der  onebeaen 

•  Curve  nur  solche  ins  Auge,  welche  dem  0  so  itahe  liegen,  dass  sidi  die  diesen 'Pönetea  av- 
|.l>  .*•:-'  )  liomincndcn  Werlhe  von  x.  und  u,  durch  ein  endliches  Maass  nicht  mehr  aussprechen  lassen,  und 

desswejreii  nllc  -^iiidT  kDinmcndcn  Glieder  iti  jenrn  Rfilirii,  fitlls  diese  RcihiMi  iibcrli;iti|il  zuiiissijr 


f.-»  •■:<.«. 


sind,  gegen  ein  Irulieres  ^auz  und  gar  verschwinden,  so  ziehen  sich  jene  lieihen  saaiiulhch 
mä  üir  eratefl  Glied  nrildt,  viA  ^dteat  «eon  nm  Itcn^t,  dass  jt{/ttf=l  fit: 


wobei  wir  den  Buchstaben  Ii ,  JI  und  K  den  Index  0  beigegeben  hüben ,  zum  Zeichen ,  dass 
sie  sidi  anr  nOgUchst  ludie  l>ei  de«  O  liegende  Fmele  0*  iMii^lwn.  Die  Gleicliangtii  (iZ^!) 
geben  zu  erkennen,  diiss  die  Enlfernungr  so  naher  Piincte  0'  von  dem  0  gleich  wird  dem 
Stücke  der  zu  letzterem  Fanclc  gehörigen  Tangente,  welches  zwischen  0  und  dem  Cothe  liegt, 
;  Aft-yod-Hnreii  uir  diese  Tangente  gefklh  wird.  '< 
l('n  I'ie  Tangi'nten  der  unebenen  Curven  haben  mit  dene'n  der  ebenen  fiirven  alle  jene 
Eigenschaflen  gemein,  wejflic  io  diesem  Abs^hnille  13i  Nr.,i2$.3  angezeigt  worden  sind, 
wie  jetzt  noc^  d«rgetltan  wcfden  aolL  Npch  denn  |>islier  VoigelmiclUea  wipd  dfe  Tangente  e,ia«r 
ueifeiiea  Curve  an  den  l^unote  0  donSü  die  Oeicbungren  (itt,  t.)'ofier  (127.  t.},  buinlieh^ 


riM.«.)  ,       .   J^^H^^  x:=F*rx.   oder  ii;=^*fl'iir,  <=«9''ii. 

vöIli|T  bestimmt,  wilurend  die  unroene  Curve  selber  duridi  die  6l^iolrthgeo  (126.  a}.  oder 
(126.  b.),  uümlidi:     ^-i  '     >•  -'i'-  l  .        :•  :      •  »•  .j  <j  j^.«*    :jj  .--...-i.  :» 
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gegeben  ist,  wobei  wir  zur  Abkürzung  '  - 

feialit  habea  Di«  Oeiohuigen  (138.  a.)  Uefmn  (fer  jedes  WcMk  tob  x,  oder  v«  die  la  äm^ 

Ser  einen  Coordinale  gcbüri^ren  zwei  andern  x^,  x«'  oder  u', ,  u','  von  einem  in  der  TangenM 

an  0  lief^endcn  Punctc,  die  (13Ü.  b.)  hingegen  lieft-rn  für  jfdvn  Werth  von  x,  oder  u,  die 

dieser  einen  Cuordinale  gehörigen  beiden  andern  x^,  x^'  oder  u^,  u^'  von  einem  in  der  uuebu-  t     .-  ; 

nen  Gttrve  Uegeadea  Paaet«.  DMtt:  itea  tUi  nm  M  der  aadMaea.Oirra  swei  von  dem  0 

vtTSi  hiL'dinii.'  Pimde  0,  und  0,  aasgewähll,  und  bezeichne!  nun  die  schiefen  und  senkrcchtea 

Coordin^leu,  welche  diese  Functe  an  den  Axen  ÜX,  OX',  OX"  liefern,  durch  x,,  x^,  xT-» 

«at  3^»  Xi  «ad  ai)  al,  tiT  aad  lUt  v6».iii!>  »  hd  am  ia  Btng  tat  dea  Panct  O,: 

a:=«|'«.+«i  ,  «r=*r*.+«?  ad«.  afsitt^i^+B: ,  <«s:V'«»+3r  i 

aad  bi  Besaif  nf  tfoa  Paacf  0«:  -  -  l  ""'  ^*** 

.  >;=«r«»+z;.  Ji^tr^^+K  oder  i<=:Va,+3;.     Vih+a: ) 

tel  Gleichungen  (139.  b.)  prcmüss,  wenn  7.;,  7",  3;,  3",  sowie  z; ,  Z;',  3',,  3;'  das  bedeuten, 
WM  Ml  Z',  Z"}  3'»  3"  wird,  wem  in  die  (iUeichuagca  (138.  c.^  x.  oder  Ut ,  sowie  x,  oder  u, 
Ar  z.  oder  a,  geaelit  wird.  Zieht  aMHi  die  Iber  eiamder  etduadea  CSeichungen  (138.  d.) 
voB  idMadiT  id»i  «o  eridOl  naa: 

at-i:=vC".-»o+3;-3i,  «är-ar=«<"c«i-iO+3r-3r, 

dnea  bub  eadi  dio  blgande  Gestell  gebea  kann: 

bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  andere  Form: 

oder         '  ■  >  C««^ 

aad  «rwügt  man,  doM  sirfolge  der  Beaeidiaimgea  (139.  c.)  Z*  aad  I*  oder  0*  aad  3*  Aaa- 

drücke  sind,  welche  x, ,  x,  oder  u, ,  u,  von  der  zweiten  und  höhem  Dimension  enthalten,  nad 
demgemäss  z;  — Z;  und  Z"— Z;'  oder  3;  — 3;  und  37—3!'  Ausdrücke  von  nindeeicaB  der 
aw^itea  Dineasien  ia  Bezug  auf  x,  and  x,  oder  u.  aad     «od,  M  OlMaeagt  mm  äA,  diaa 


t 


Digitized  by  Google 


jjidjiilMlwi  OHaiiilitoL  '  ..  lAtachi  inu 

^— z:  ^  I!hzM  oder  lud  dodi  inner  noch  Audiftefce  von  miwleiteiii 

—  Xt  —  Xt  «I  — «i  0,  — 0. 

der  erslen  Dimension  in  Bezug  auf  x,  und  x,  oder  u,  Und  u,  sind;  l;issl  man  daher  die  lu  idin 
Punclc  0,  und  0,  den  0.  so  nahe  riiekon,  da«  dio  ihnen  enlspredicpd^  >ViMlho  von  x,  und 
X,  oder  u,  und  n,  durch  hein  eikHieheo  Maus  nehr  angezeigt  werden  hdnnen,  ao  verachwindai^ 

'die  Werihe  der  zuletzt  genannten  Ausdrücke  in  Vergleich  zu  den  in  den  plnhln^gto  (139.  0.) 

nebi'n '  ihnen  stehenden  (iiiissen  'cf  .     ^'  oder  welche  weder  x, ,  x,  noch  o, ,  u, 

enlhollen;  für  so  nahe  an  ü  gulegene  l'uncte  0,  und  0,  rerwandeln  sich  daher  jene  Cileicbungea 

fx,-x.  :a;-x;;«;'-j(i'=l  :  «r:^r.  ■   .  ... 

CIS«.  r.)  <     oder  .  .  > 

(.«,-■,  :  n;-i<  :               1          ^V-  '  ' 

'  &  veriunen '  alch'  aber  die  CoonUnatcnonterschiede  x«— x^,    — x',  x" — xT  öder  u,  —  n, , 

ö',  _  ji|  ^  li'j' — u;'  rlen  itn  ersten  ^^Sl  lln!tte  jrepebenen  nieithurijren  (3.)  zur  Folge,  wie  dio 
schiefen  oder  senkrechten  Projccliunszahlen  einer  durch  die  Punctc  0|  und  0,  hindurch  gehenden 
BichUng:,"  alao  ntt-MMM  ml  S»  GWttnnfdn-  (t9(K>«.)  forado  ao.  iHe  .^o'^er  Blahtmy, 
welche  mit  der  Tangente  an  0  ilbereinslimmt,  w«ir:ius  reriitT  MuU  diiss  ilii'  ilnirli  z^^ei  so  nahe 
an  ü  gelegene  Puncle  Oi  und  0«  hindurch  gehende  Gerade  parallel  läuA  niil  der  zu  0  gehö- 
rigen Tangente,  urid  dien  beweist',  dass  die  vneb'ene  CHrvb  ad  jede  nneädlieb  Meine  fltredte 
eine  und  dieselbe  Rirliliing  einhält  iiiiJ  niif  eine^^o  geringe  Ausdehnung,  wenigstens  so  langO 
die  Gleicluingaa  026.  oder  ^i;^.  b.^  auf  aie  anwindbar  bloiben,  zu  keiaeui  ZtduaokiAn» 
läse  giebu  .• .  - 

Ans  dieser  der  anebenen  Cnrve  vtaididrten  Bfgenadialt  Hast  aidi  nan  mtt  toller  Sirenge 
nnd  grosser  LeiehttgMt'aehon  dnich  din  eWadialen  SOM  dp»  Eleinoalar-fionaMlKe  der  fol- 
gende Salz  herleiten: 

Geht  in  grüssler  Xiihe  eines  Puncles  0  der  unebenen  Curve  eine  Ge- 
rade vorbei,  welche  die  Lurve,  so  wie  auch  deren  dem  Puncle  0  ongehü- 
rig«  Tangenl^  nnt^r  ninnfn  ondUchen  V^inket  ochneidel,  ao  unterscheiden 

sii'h  die  von  0  nus  bis  zu  dieser  Gern  den  gen  o  in  in  e  neu  Lünffen  der  Curve 
und  der  Tangente  nicht  uui  eine  Grösse  von  einander,  die  mit  diesen  Lin- 
geii'B<|flbst  vergleichbar  vtr'a 

»        '   ,  ■  •  • 

ha  Gefolge  der  Eigenschaften  ehier  die  nnebene  Corvo  an  ehier  ihrer  Pnneto  0  berth- 

renden  Geraden  zeigt  sich  noch  eine  nmlcre  Eigcnschnfl,  die  in  Folgendem  besieht:  Läuft  niiui- 
lirh  eine  der  CoordinatonaxeD  AX,  A.V,  AX"  &  B.  die  AX. nüt  der  laqgente  ffl  dem  Puncte 
0  parallel,  s6  sind  die  schiefen  und  senkrechten  ProjectfamainUen,  wdche  eine  Ton  den  beiden 
'  '"  '^  ^RüBhliingen  der  Tangenlo  an  den  genannlen  Coordinateaaxen  giobl 

'  '  '.  •       •  iwi'  tr'  owW  ,  eoaV  ..  . 

und  du  diese  Projeetionszahlen  nadi  AuiwagO  de«  durch  die  Glekhttng  (IS(X  fe)  ausgespro- 
chenen Salzes  auch  den  Zahlen     '  '  ■  •      '  • 

.  .  1  ,    ir    und    i  ,    tri,  ^'J" 

|VQ^rtion«l  sind,  wenn     i,  S'  un^      *S  ?  */'  die  Coonünatcn  des  Puiotes  0  YorsleUeny  <ao> 
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folgt,  dasB  diese  besondere  SteUang  der  zb  0  gehörigen  Tangente  gegen  des  Coontantensj- 


wA  sich  zieht;  steht         Mch  IherM  die  Am  AX  fMdaedil  mT  den  bddn  aadani 

AX'  «nd  AX^,  #»  dass  ^V  und  W  rechte  Winkel  werden,  so  ist 

L8nfl  hingegen  eine  der  Polaraxcn  Ai',  A£"  z.  B.  die  A£  mit  der  zu  0  gehörigen 
Tangente  parallel,  so  sind  die  schieTen  und  scakrechtea  Pnjedhinsnhlenf  weldi»  eine  von 
den  bcidca  Riehlnngwi  dar  fangenle  an  dan  Axen  AX,  Ar,  AXT  giabi: 

ff ,        IT  md  (K ,  0 ,  0 , 

•nd  da  diean  Fkojectionanlden,  irie  so  Am  angmeigC  worden  ist,  auch  den  ZaUan 

i  ,  und    1  ,  ^»7', 

proportional  sind,  so  fol^t,  dass  diese  l)esondere  Steliung  der  Tangenia  gegen  das  CotmUat- 

len^yslcm  die  Gleichungen 


nadi  sich  zielii ;  weil  alier  den  im  ersten  AbsdtalUe  gegdienen  CBeMnuigen  (45.  a.}  nr  Folge 
ff'    sin  W  cos  SB    8t'' _  Bin  W  cos  SB'    ^         ^  «-«-j^  jj.  o*i-^ 

axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden  andeni  AS*  md  AX*  stcM,  üi  wekbem  F«Be  S  md  fB* 
redite  Winiiel  sind,  man  haben  werde : 

^^=0,    ?r=0    und    'df/=0  ,    ?r;"=0  .  (IM.«.) 

Die  Gietcbwgea  (i4ß.  d.)  sind  dieselben  wie  die  (140.  b.^,  was  daher  kommt,  dass  wenn 
tt  md  V  n<Ale  Winkel  riad,  Mth  V  md  W'  ei  weidm,  «nd  daher  jener 
ininier  wieder  dem  bcsondeni  8|ileai  Mgehdil,  wo  ile  Am  AX 
AX' and  AX' stahl 


146}  Ibn  nennt  die  durch  einen  beliebig  hervorgelMtbenett  Punct  0  der  unebenen  Curvo 
gehende  Ebern,  welche  senlurecht  auf  der  deuseibea  Pimcte  angehiirigen  Tangente  steht,  die 
Nornalebeae  der  vncbenen  Curvc  an  der  Stelle  0.  Da  dieser  DefinMon  der  Normal- 
ebene  zofolge  die  schieren  oder  senkrechten  ProjecUonszahlen  einer  uuT  der  iXonnalebenc  seolt- 
rcchtcn  Richtung  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  dieselben  sind,  wie  die  einer  Riditiinsr,  welche 
mit  der  Tangente  an  der  gleichen  Steile  zusammen  Hdlt,  und  sich  daher  za  cinamter  verhaKon 
«ledfeZridM 

1  ,  nJ'^r    1  ,  tri', 

andererseits  aber  im  zweiten  Abschnitt  ($.  10.  Nr.  86.)  erwiesen  worden  ist,  dass  sich  in  der 
6le{ehnng"efner  Bbflie  zwischen  den  schiefen  Coordinalen  x,  x',  x''  ihrer  Pnnoto  ffe  zn  die» 

Ben  Coordiiiafen  gehörijren  Coeffizienlen  2u  einander  verhalten,  wie  die  senkrechten  Projec- 
tionszahlen  einer  auf  der  Ebene  senkrechten  Richtung,  und  wie  die  schiefen  Projertions^ahlon 
dieser  Ricblang,  wenn  die  Glciduuig  der  £bonc  zwischen  den  senivoobtea  Coordinateo  u,  u  u" 
L  45 
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ibrer  Piuiclo  vorUegt,  »o  folgt  »oglcicli,  (la«s  die  Gkkttßg  der  I^uruiulebeae  au  dem  Puncte  0 
Jede  TOB  dm  swei  lÜfeade«  iat: 

in  welchen  x,  x',  x"  die  schiefen,  oder  u,  u',  u"  die  senkredilen  Coordinateo  von  jode» 
beliebigen  Puncte  der  Nomiaiebene  vorstellen.  Diesen  Gleichungen  kann  nuui  dadurch,  dasi 
in  sie  an  die  Stelle  von  ttf  oder  ^1*,  ihre  in  den  Gleichungen  (7.  b.}  ausge- 
Wwfiw  seW,  die  uMMgtndo  Gestalt  geben 


oder 

•  fl  t*l        •■•  ■••        ••■  I»*  «Ol 

(  b    b  0^  -  b      tf^  i^-  v')+C  b    b    -  b  *^  b     C"'  - »/ ) 

+C  -*»    V  v,)C«''-i»'0=o, 

und  zeiiTcn  so,  wie  niHii  die  GMdnmg  der  Normalebene  unadttdber  aof  jedem  der  bt  (124  a.) 

oder  (^124.  b.J  gcjji  lx  ncn  Glelchunjfspaarc  erhalten  kann. 

166)  Bis  hierher  Ueren  die  Betrachtungen  an  uaebcncn  und  an  ebenen  Curven  vollkommen 
pmMd  neben  etamder  Tort;  von  jeixt  m  eher,  wo  wir  jene  B^entli&ndicUeilen  der  anebenen 
Car>c,  welche  die  Art  ihres  KmmaMeine  ngeken,  zur  Sprache  bringen  werden,  wird  «fieser 
Paralleiismus  grosscntheils  verschwinden ,  und  eine  Behandlung  eintreten,  die  sowohl  von  jener 
bei  ebenen  Curven  als  von  der  bei  krummen  Flüchen  angewandten  verschieden  ist.  Die  un« 
ebene  Curvc  liegt  in  dieser  Bestdumg  in  der  Mitte  zwischen  der  dienen  Ctarve  und  der  krun- 
nien  Flürlirv  Wo  bei  der  ebenen  Curve  die  Riihlungsünderungen  an  den  verschiedenslen  Stellen 
ateis  in  einer  und  derselben  Ebene  geschehen  und  bei  der  knuaaicn  Fläcäe  an  einer  und  der- 
nsAen  Stelle  sehen  in  den  versdiiedenslen  Ifeenen  vorMlen,  dt  gesdMlMn  ele  bei  der  «Mta- 
nen  Curve  an  verschiedenen  Stellen  in  verschiedenen  Ebenen,  an  einer  Stelle  ober  in  einer 
und  derselben  Ebene.  Das  natürlichste  Haass  TOr  die  lülimmung  einer  unebenen  Curve  bietet 
der  Kreiseylinder  dar,  dessen  OberiÜdie  in  den  anf  sebier  Axe  senkredilen  Ebenen  wieder 
nur  die  Kreiskrümmung  anfweisst,  diese  aber  zu  beiden  Seiten  der  Axe  parallel  ausgebreitet, 
wodwroh  sie  eben  Adujg  wird,  die  aus  einer  £5ene  heraustretenden  Riefala^ajinderungen  der 
nnebenen  Carve  yon  venolriedenen  Seilen  lier  an  sieli  beraacnsMien  «nd  ndt  sidin  fsiglei" 
ebea  Die  naWriichn  Berechtigung  des  Kreiscylinders,  nun  Ifaais  der  Krttmmung  einer  undM» 
nen  Curve  sich  aufzawerfen,  geht  vielleicht  noch  klarer  aus  folgender  Betrachtung  hervor. 
Wir  haben  in  Nummer  ibii.  diei.cs  Abschoitia  angezeigt,  wie  sich  jode  anebene  Curve 
inaner  als  der  Dorchseluill  sweier  CylinderilMchen  betrsehten  Hast,  deren  Seilen  nüt  sweien 
Axen  des  Coonlinatensystems  pRrallel  laufen,  oder  Überhaupt  mit  zweien  Geraden,  die  einen 
Winkel  von  eadliciier  Grösse  etnsciiliessen,  da  lUese  immer  als  zwei  von  den  drei  Axen  eines 
beUeUgen  CoewHnatanfyUws  angesehen  werden  tHanm  Mnn  llsst  sich  die  KsVnnnnnf  eher 
beliebigen  Cylinderfläche  an  jeder  ihrer  Stellea  mit  der  einer  Kreiscytinderfläcbo ,  wenn  die 
Seiten  beider  aüt  einander  parallel  lanfeUi  gerade  so  veigleiciiea  wie  die  Krttmmung  einer  be- 
M%ai  abM  Gm  alt  der  ctar  MlWa,  wefl  jene  Veigieichnng  awb  nnr  nf  die  V«h 
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gMobung  zweier  wf  den  Seitea  der  Cylindcrflücben  seakrocbten  Scbwtte  beruht,-  voa  wdchen 
i»  ckM  CnMMe  i«.  Die  MMitnir  der  CyüMHote,  ta  trakb«  «0  waOmm  Canb 
Hagt,  iteer  anf  ihren  Seiten  senkrechten  Ebene  betraehlfll,  giebt  aber  zaflaich  auch  die 
KtVnmnmg  der  luiebenon  Curvo  auf  diese  Ebene  bezogen  zn  erkennen,  oder  die  Stärke  der 
Biegung,  welche  die  uoebene  Curve  mit  der  Cylinderfläciie  zugleich  eingeht,  nnd  man  sieht 
bioM  ein,  dasi  die  eigentliche  Krünuimng  der  unebenen  Cvrve  aus  den  beiden  Biegungen  her- 
vorjfehl,  die  «Ion  beiden  CylinderflBcben  cigcnthiiinlirh  sind,  deren  I>iirrhsrlmin  sie  ist.  Weil 
aber  die  Stilcnricbtiuigcn  der  beiden  Cyiinderfliichen,  deren  Uurclisclinill  eine  gegeben«  unebene 
Gunre  werden  aollt  gras  nach  B^eben  gewVMt  wefden  ItSnnMi,  to  ist  m  nidit  swefMhnft,  '  ^  > 
dass  iiiini  die  RichtmijT  dor  Scitoti  oder  der  Axe  d(»s  Kroiscylinilcru  mit  dessen  BiVfiinjj  die 
Biegung  der  unebenen  Curven  verglichen  werden  soll,  ganz  nach  \V  illktthr  vorschreiben  k^e, 
ttid  ao  wie  did  wdNne  Cvrre  dorcli  swel  Mk  MiuwMeMle  bellebigo  CytindeittdiM  gcgobw 
ilt,  fO  Hut  ridi  deren  Kriimmung  aus  den  beiden  Riegungen  dicker  CylindtTfliichcn  nii  jeder  ■  1 
Stefle  erkennen.  Wir  nennen  nun  denjenigen  Kreiscylinder  mit  vorgeschriebener  Axenrichluog^ 
«Q  dessen  Oberfläche  sich  die  in  grOsster  IWie  bd  einer  besthnintcn  Stelle  Hegenden  Ponde 
der  unel)tneii  Cur^e  besser  anschmiegen,  als  an  die  Oberfläche  irgend  eines  andern  Kreiscj- 
lindiTs  VOM  diTSiIbiM  Axenrichiung,  den  dieser  Axenrichlung  entsprechenden  Bic- 
gungscyiindcr  der  unebenen  Curve  an  der  aus  ihr  hervorgehobenen  Stelle.  Die 
vorgeschriebene  Axenrichlung  des  .Biegangscylmders  werden  wir  auch  die  Bicgungsricli« 
Iiing  nt'nni'n ,  nnd  nnliT  di'rii  einer  pcffdienen  Cieiriinsrürk'filuti;^  entsproeln^ndcn  BiegrungS— 
halbiuesser  der  unebenen  Curve  an  der  aus  ihr  bcrvorgcbubencu  Stelle  werden 
wir  den  Radios  des  Kreiaschnittes  verstehen,  der  dem  dieser  Btegnngaridilniig  und  SteDe  ent- 
sprechenden Bi^fongsoylinder  oigiäiiri  i  f  ) 

167}  Uli  im  elnar  vdrgeochrtelMBen  Bi«gnngBricbtang  cnlspreeiietf  aa  BiogimsradiM  ■  *  > 

un^enen  Curve.  an  einer  aus  ihr  hervorgehobenen  Stelle  O  zu  linden,  stellen  wir  uns  die  un- 
ebene Curve  durch  die  in  (124.  a.)  und  (iZL  b.}  angezeii^h n  eouüiinirtcn  Gl^buqgspaar« 
gegeben  vor,  in  deren  einem  dio  schiefen  Coordinaten  x,  \  ,  \  ,  wio  in.  deren  mdem  die 
seukreclilen  Coordinaten  u,  u',  u"  vorkommen,  welche  irgend  ein  llpiltet  Q'  der  Cur^'e  an  ded 
Aiten  AX,  A  X',  A\"  eines  beliebigen  Co()r(!iti;i!iii.syslems  giebt;  femer  denken  wir  uns  durch 
den  hervorgehobenen  l'untt  0,  dessen  schiefe  und  senkrechte  Coordinaten  durch  |,  |" 
«ad  ,  if  V'  beseiehnel  werden,  drei  neue  Axen  OX,  OX',  OX"  gelegt,  welche  den  vori^ 
gen  parnllel  nnd  gleieliUinfltr  sind,  und  bezeiehnen  dureli  ,  x, ,  x','  die  schiefen,  durch 
U(,  Ut».u^'  die  senkrechten  Coordinaten,  welche  der  beliebige  und  beweglich  gedachte  Punct 
O'  ifiesen  neuen  Axen  giebt-  Dann  ttden  iwisehen  ^  Mfaieriei  GeordMton  eineB.jqi<lB  ■  -'  'O 
Puneics  0'  wieder  die  Gleichungen  C^25.)  stntt,  und  die  Gleichunfren  (12R.  a  ")  und  (126.  h,) 
stellen  die  combinirtea  Gleichungspaare  der  unebenen  Curve  an  den  neuen  Axen  vor  in  so 
ferii  die  Form  dieser  'Gleiebangon  an  'der 'bcslunmt  Kervoigehobenen  SleOe  ndissig  isL  Denkt 
man  sich  nun  durch  die  hervorgehobene  Stelle  0  einen  Kreiscylindcr  von  gegebener  Axen- 
richlung, aber  ^  noch  unbestimmten  Krcisscimittc  gelegt,  und  verlangt  man  von' i||^cin  kreis- 
eylinder,  dais  e^  der  Biegimgscylindcr  der  unebenen  Cunc  an  der  Stellt  0  werde«  s6  tmA 
die  noch  nnbcstrmnitcn  Elemente  jenes 'Kretsschm'ltcs  der  Definition  iles  Örcgungscylinders  gc- 
»  niiis.s  sn  zu  besÜnimrn ,  d  is.s  -illc  zunüelivt  m  0  creleirenen  Punele  der  unebenen  Cvnt  toHg- i'"  •»  *  ■  ^ 
liehst  nahü  mi  der  Uberfliiclte  <ies  zu  besUaanenden  Kreiscylindcrs  anliegen. 

45* 
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Stellt  Q  die  nodi  niibdunnl«  Ling«  Yom  Baditu  des  KreiMchnUtes  vor,  der  senkrecht  «uf 
im  Am  4m  imA  O  fdegtai  Breiiejlindm  tiehl,  Mi  keadalnMi  r,     X*  md  H,  if,  iT 

die  «if  die  Axen  0  X ,  0  \',  0  X"  bezogenen  schiefen  und  senkrcchlen  Coordinaten  vom  Mit- 
te^^UDCt  dieses  Kreissduiittes  vor;  stellen  femer  q,  qf«  qf'  und  q,  q',  q"  die  schiefea  und 
hojMÜoiisntileD  tot,  wdcbe  die  gegcbeoB  Asutandbug  det  dordi  O  Uadwcih 
Ereiscyiiaders  sowohl  an  den  neuen  wie  an  den  alten  Axen  giebl:  so  hat  mtn  in 
der  in  eniea  Absduitte  erwieseaeii  auf  dss  neu  CooidiMilew|slen  lUMtgvln^ 
-  (W.): 

CIM.  n.)  Q*=tu + t'u'+  r"u", 

■nd  weil  die  von  dem  hervorgehobenen  Poncte  0  nach  dem  Mittelpunde  des  enrühnten  Kreis- 
•cknitles  gesogeae  Gerade  senkrecht  auf  der  gegebenen  Axenrichtung  des  durch  0  gelegtes 
KniMjlilulais  M,  «o  hst  au  noch  ia  GHwbsil  4ar  dort  Mfgwteiimn  CBsiehiig«!  (la): 

CM«.».)  itx+<x'+q^rs0  nd  qn+q'ir+iTtt^srO. 

Denken  wir  uns  jetzt  irgend  einen  Punct  0'  der  unebenen  Cune,  dessen  uuf  die  neuen  Axen 
bezogene  Coordioateo  Z||  zi,  x^'  und  u,,  v',,  sind,  so  liegt  nach  den  weiter  vom  im 
Paragraph  14  dieies  AlMdinlttB  (Nr.  142.)  gefundenen  EigenscMlen  der  KreiseylindetfliAe 
der  kleinste  Abstand  des  Pnnctes  0'  von  der  durch  0  hindurch  gdegten  Krei-^cylindciillfGho  in 
der  Richtung,  die  man  sich  von  0'  senkrecht  g(^en  die  Axe  dieser  Cylindcrlliiche  gezogen 
vorstellt;  bezeichnet  man  daher  dnich  91  die  senkrechte  Entfernung  des  Puncles  0'  von  der 
genannten  Axe,  so  ist  auf  dieselbe  Weifs  wie  so  dm  den  in  allen  Abndmilta  Bi^;fAa3tan 
GleidHUgen  (20.)  und  (la)  gemäss: 

fo  wie 

wenn  x.,  fit  tT*  nnd  «i,  ll^,  ni'  die  MUeTen  und  senkrediten  Coordinaten  an  den  Axn 

0  X ,  0  X',  0  X"  von  demjenigen  Puncte  anzeigen ,  in  welchem  die  von  0'  aus  senkrecht  ge- 
gen die  Axe  der  Krciscylindcrflächo  gezogene  Gerade  diese  Axe  thlD.  Da  die  beiden  Puncte, 
Coordbiaten  f,f,fmit,,fiff^  oder  tt,  u\  vT  nnd  «T,  «r  sind,  in  der  Axe 
tu  bestimmenden  Ereiscylinders  liegen,  und  die  schiefen  und  senkrechten  rroji'ctionszHlilen 
Axe  durch  q,  f*,  und  q,  q',  q"  voi^gesteUt  worden  sind,  so  hat  man,  wenn  r  den 
A|istand  der  gedacMen  Pnnete  Ton  einnader  banidnat,  naoh  AdeÜnng  der  iai  «rslen  Ab* 
Gleichungan  : 


-5=-'.  ±<^i=i.  ±*fe^  -  ±*=üf5.  ±<='«=^.  ±<^"-^". 


■nd  es  sind  in  alen  dhaen  Gieidunfa«  antweder  nar  dia  abem  «dar  aar  dfo  nnlan  Yonai- 

dan  2U  nahmen.  Dabei  zeigt  r  offenbar  den  Abstand  der  beiden  durch  die  Puncte  0  und  0'  ge- 
kaaden  und  senkrecht  auf  der  Axe  des  Itreiscylinders  stehenden  £l>eaen  von  eixumder  an,  d.  h. 
4an  Abstand  der  baidan  Kdssdmina  dieaas  Oylinders,  weldto  darA  die  Pmele  0  «d  O'' 

gehen.  Setzt  man  die  aus  den  Gleichungen  (142  e.)  fiir  r, ,  r',  x','  und  u, ,  uj,  iC  liA  ab- 
gebenden Werthe  in  die  Gleichungen  (142,  c.)  und  (142.  d.),  so  erhüll  man: 

(lAs.«.)  »'=[«.-(j±qOji:u.--CH±<JOJ+[«i-Ci'+<r'0][u;-(u'±q'r)] 

+K-  (r"±q"0]K-(«"±q"r3] , 
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•0  " 


q[u.-C«±qOJ+q  W-C«'+q'0]+q"K-(«"±q"0]^o-  , 

BeMMet  •»»,  im  4ie  BUhngigladiung  q  q  +  q'  q'+  q"  q"=  1  giebt,  so  irifd  mm  bewogen 
di«  ]i«i4»]fUn  GMcInig«»  w  IQ  tetantibeiit 

wi  ikhl  an  dtoM  von  denen  Q\42.  b.)  der  Ordmuy  naeii  ab,  so  erfailt  man  mcIi: 

±T=c\x,  +  <iX  +  q'X'   und  +r=:qu.  +  q'u;  +  q"u;', 

und  es  sind  in  allen  diesen  Gleichangen  entweder  nur  die  oben  oder  nur  die  untern  Vonei- 
chen zu  nehmen.   Giebt  man  Jetzt  der  Gleichung  (143.  a.}  die  Form : 

sp=(x.-o(«.~u)+c«;-xoC'';-''')+(«i'-o(«i'-uo+(q<!+4'<i'+<r)i» 

qFr[irC».-0+q'«-0+«rc<-0+fO'.-«3+«rW->0+qrCn£r-0]. 

flo  wthl  man      'ihr,  dass  aiB  in  Folg«  der  eben  «iwptoten  SkhlmgighiGbniif  md  der  GUlr- 
(143.  b.)  wird : 

= (x,  -  rK".  -  "D  +  (x;  - 1  )  (u;  -  «o + (x;-  -  n  C"'.'-  u")  -  r* ,         iu», «.) 

Webber  Gleichung  man  auch  unmittelbar  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  ge- 
rn. Aw  dieser  lebtai  GUUAmg  fladet  ami 

a-e=[C*.-oc«.-»)+c«i-ow-»':)+c«:-oc«i'-«")-r'j^-f. 

md  M  M  9t— 'Q  der  kleinste  Abstand  des  PnMtas  0'  tob  der  doroh  0  gelegten  Breiseylin- 

derflächc,  weil  91  dm  ünikri  <  hl«  n  Abstand  des  Puncles  0'  von  der  Axc  des  Kn-isi  ylinders 
vorstellt  i  soll  daher  dieser  Cylinder  der  Bicignngsoylinder  der  unebenen  Curve  an  der  Stelle 
0  werden,  so  ninss  der  goAmdene  Uetasle  Abslmd  Üt—Q  so  Tolbtiulig  wio  BügUA  hII 
werden  für  alle  zunächst  an  0  Uegende  Pnnel*  0*  der  ondieaeB  Cum.  INsss  gcsddebt  aber 
offenbar,  wenn  die  Gleichung 

(x,  _  r)  (u.  -  u)  +  C  x;  -  r  )  C«;  -  «0  +  (x;'-  r")  (u;  -  u")  -  r»  =  p«  (tSM,  •.) 

durch  alle  solche  Puncte  0'  so  genau  wie  mögUcb  wahr  gemacht  wird,  und  deshalb  sind  die 
Bedingungen  des  Biegw^iseflinden  ms  der  Mlmng  (IdSL  e.)  in  der  WelM  n  schSpfei^  . 
dass  alle  in  grüssler  NU»  bd  dem  0  liegende  Pneia'  der  mMbsmi  Cnnr»  si«  aagUcbst  gol 
befirietUgan 


Durch  Wegschaffung  der  KTammem  und  unter  Zuziehung-  der  In  (141k 
Belation  nimmt  die  Gleichung  (143.  e.)  die  folgende  Forni  an: 

» «. + r'o; + xx+  n  X. + u'*; + u'x-^  r'—   u. + «;  u; + x.x') =o , 

und  da 

ftl  Gemässhelt  der  im  ersten  Absdinitte  adjyesleltol  od  nf  dls  UMB  Axm 

so  wie  zufolge  derer  (143.  c.) 

r'=Cqx.+qx+<i"*;T  r'=cq"«+q«»i+q"'«i7 
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ist»  80  läMt  sich  die  zuletzt  eriudtcnc  Gleichung  auf  jede  der  zwei  nachfolgenden  Weisen 


UM*«.)  ^  wkr 


seilt  min  aber  ii  dte  «inzetaen  Tlielle  dieser  ffleidiapgsii  fb  md  xj!,  so  wi«  flir  vi  md 
u'.'  ihre  diirrh  flie  CHdcfaungeii  (IMi «.}  tud  (IMi  b.^  fegdieaea  AnsdrOdte  in  x«  «ad  «i,  sft 

findet  man,  daj>s 

2  (n  X.  +  u'  x:  +  u"xO  =  2  X.  (u  +  u'  r  +  u"  ^  ^0  +  -^2  C"'  ^*  r+  u"    I")  +  

2(r  m+t'u;+x"u;')=2<t+jc'^i»'+j"S«")+  u:cf  ;&v+t"d'0 +•...» 

iii  Femer  geben  dio  vonlcrti  Gleichaqgen  (ISSL  a.},  weBB  man  sie  anf  du  aeite  Coonüaa- 
teasjfSlein  in  Anwendung  bringt: 

ii„  —  X«  4-  -^i  ^os  W  +  xi'cos  W   und      x,  —  ?[  u„  +  Jl'ui  ~{  ?l  uü' , 

und  diese  werden  in  Folge  derselben  Ausdrücke  von  \',  und  x,',  so  wie  von      und  u«': 

u, =*♦  C*  +  ^  i'«»»  W  +  S  ä"cos  W)  -I-  ^    (b'  l'cos  W  +  'd'  fco«  W'J  -h .  • .  . 
und  ^ 

«x,=u.(?[ +r     rufl":) + ^  uj  ca'     + «-  V  o  -  •  • » 

welolM  aMi  dafacher  so  sdveiben  listen; 

CiM.«>>  „,  =  v„,^,,4- Jx;<^'»i+....  ""<!  x.  =  u.3|+ J«',irt  +  ...., 

weil  die  auf  flas  iicue  Coordiiinlensysteni  angewundlcn  vordem  Gleichungen  (^128.  b.^  gebeO:! 

«öx=a4-a'^a-|-Sl"^u"  und  au=l+ajt'co«W  +  *x"co»V 

nod  BHUi  aus  diesen  durdi  Abieilen  mcli  n  dnd  x  eriillt: 

««•xsWVu'+r'Vu*  und  ^as^^x'oosW+t^V'cosir, 

diese  Gleichungen  aber,  auf  den'  PiiioC'O,  dessien  Cooidinabn  |»  l*«  f  und  «7 ,  q*, 

t,  zeigen,  daas  i  ; 

6  A  I  =  a  +  r  ? »;+  91 "  ?i ',"    und    !\  r,-rA+V  t'ros  W  +  ^  ^^0»  W' ,  ' ' ; 
igb'i       .  V  n  -f  a "     »/"  und      n  =  ö'  I'  cos  W  tJ-     |"co8  W 
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iii      MilleUt  tlej'  Gleichung«»  (,144.  c}  kam  mm     u«  in  den  foigeiiden  xwei  Fointeo  tUr-r 
Hdtait  •  • 

and  dadurdi  iitauil  dto  le^te  Glekfamg^  (144.      Jede  der  zwei  folgenden  GotelleB  in  ': 

nnd  [  CM«. 

X.  u„  -f  x;  u;  +  x-iC'rr  u!  5  (1  +  <;  i'  t ,/+  ?  r'  ?  '/'+  . . .  0  ■  ) 

In  allen  diesen  Entwickeiungen  sind  bIot>  solche  Glieds  nicht  angeächrieben  worden,  die  von 
der  dritten  oder  einor  noch  hohen  Dimension  In  Bewag  enf     uid  n«  eind.  Dio  Gleicinnifen 

(144.  a.)  gehen,  wenn  man  statt  ihrer  Theile  dio  in  den  vier  ersten  Gleichungen  (144.  b.) 
Und  in  den  Gleichungen  (144.  d.)  dafiir  gegebenen  Entwickelungen  in  *ie  einsetzt,  über  in: 

oad  >  (144.  e.) 

b  welchen  wieder  nor  loldio  Glieder  nfeht  ugcichrieben  worden  find»  die  x«  oder  u,  in  der  dri^ 

tca  oder  einer  noch  hühcm  Potenz  cnthalleo.  Jede  dieser  beiden  GleJchnngea  ist  eine  blose  Um- 
fomung  der  Gleichung  (143.  e.^,  und  schliesat  daher  dio  Bedingungen  des  Bi^gungscylinders 
der  unebenen  Cur>'e  an  der  Stelle  0  in  sich,  so  zwar,  dass  nur  derjenige  Kwisclfliiider  e^ 
sein  kann,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dasa  alle  in  griLsslcr  NUiO  M  0  gdegencn  PUBCtO 

der  unebenen  Cune  jene  Glciiliuii^'cii  iiiiigliclist  genau  befriedigen. 

Uut  nun  aus  diesen  Gleichungen  die  Bedingungen  Hir  den  Bicgungscylinder  zu  erhalten, 
kat  man  ta  bedenken,  im  für  so  nahe  an  0  gelegene  Funde  V  die  Inien  ngehOiigen 

oder  u,  kleiner  werden,  als  dass  sie  sich  durch  ein  endUches  Kaass  darstellen  liessen,  und 
dass  dann  jedes  Glied  fier  Reiben  (141.  e.}«  welohos  eino  höhere  Potenz  von  x,  oder  u»  in 
sich  trügt,  neben  einem  solchen,  das  zn  einer  nfedrlgera  'Polenz  gehört,  ganz  und  gar  Ter» 
schwindet,  vorausgesetzt,  dass  die  Stelle  0  Entwickelungen  von  der  Form  wie  die  (126.  a.} 
oder  (126.  b.)  sind,  iTcstaltfl.  So  dicht  an  0  gelepene  Puncto  0'  erfüllen  mithin  die  Glei- 
chungen (144.  e.^  in  dem  Muassu  vollälundiger  als  mehr  Glieder  der  niedrigsten  Dimensionen 
ii  BafNC  anf  «der  n«  wahrinH  mA  werden.  Man  «ritflt  daher  nr  Bndfannwug  des  Bin* 
|nga6]^inden  an  der  Stelle  0  erstlich  die  Bedingung: 

ii+tt'«f+«"Äf  i=0  oder  x-|-jt'.«^'+jc"»fl^=:0,  (m* 

Ueianr  «Be 

(q + <i'«r+  q" ^ ¥7 + «f vr+«'' vr-«i70 +«r ««j'+^r ^0=0  ) 


Cl4M.fe.> 


(q  +  q'  ? »/+  q"  i ,/')'  + 1'  V ,/+  r"  V S^i v'l  =  0,) 

und  so  mUsste  man  die  Cocffizicnten  von  mehr  der  nächst  folgenden  Glieder  der  r^ull  gleich 
sebcn,  wenn  es  sich  nidit  zeigte,  dasa  der  Biegungscylinder  dnrch  die  in  (145.  a.)  und 
(145.  b.}  enthaltenen  Bedingungen  schon  vollständig  bestimmt  wird.  Stellen  A ,  A',  A"  nnd 
C,  C,  C"  dio  schiefen  und  senkrechten  Projectionszablen  vor,  welche  dio  von  0  aus  senk- 
recht gegen  die  Mo  des  Bieguagscylioders  laufende  ßicbtoiig  an  den  Axea  AX,  AX',  AX'' 
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oder  an  dcu  Axen  OX,  OX',  OX"  die  den  vorigen  parallel  und  gleichläufig  sind,  giebl,  so 
hat  mw,  wen  c,     X"  and  II,  II',     die  acMerai  lud  fenkrachlM  CoordiDalM  an  dea  mu» 

Axrn  von  dem  Puncto  sind,  in  welchem  die  ebengonannte  Richtung  die  Axe  de«  BiegtBgßef^ 
linders  schneidet,  und  q  die  Enlfernung  dieses  DurchäbniUspuncles  von  dem  0  ist : 

CtM.«.)  A=|,  A'=|.  AT^f  mA  C=H,  c^t  ,  C'^f 


od  sedt  nui  d|e  Uermi  kervoifdiendeB  Wertbe  von  r,  t',  t"  md  XL,  u',  u"  in  die 
chungen  (141  «.^  und  zugleich  für       VT  und  ^tj',  'dt}"  ihre  Werthe  ans  den  Glektolgc» 
(127.  a.  und  b.^  ein,  so  verwandelt  su  h  diu  Bedingung  (145.  a.)  in : 

b.)  pC-{-p'C'+p"C"=0   oder   pA  +  ^)' A'+1)"A"=0  ^ 

Jede  der  Bedingungen  (145.  a.)  sagt  also  nichts  anders  aus  als,  dais  die  toü  0  ans  senk- 
redit  auf  die  Axo  des  zu  diaiMr  Stelle  gehdrigen  Biegnngscylindcrs  gezogene  Gerade  mit  der 

Tanq^cnte  der  unebenen  Curve  an  0  einen  rechten  >Vink.>I  bildet,  .sonnch  in  der  zu  dieser 
Stelle  gehörigen  ^'onnalebcne  liegt  Man  sieht  hieraus,  dass  der  in  0  endigende  Biegungs> 
halHBeuer  nicht  aar  aenkredit  anf  dar  Am  dee  m  dfesor  Stdle  gehörigen  Biegangaeylinden, 
sondern  /iir  li'irh  niirli  senkrcrht  auf  «1er  zu  0  ^'ehörigcn  Tanprenle  der  iiiiclieticn  Cune  steht, 
dass  sich  also  die  Gerade  angeben  lasst,  worin  der  gedachte  Biegungshalbtnesser  liegt,  sobald 
die  Axe  des  zu  suchenden  Biegnngscyl&iders  gegeben  und  nicht  der  Tmfenle  an  0  parallel 
ist.  Zu  der  Bcdeuinng  der  in  (145.  b.")  cnlhaltcnen  Bedinpfiingen  gelanjjt  niiin  auf  die  nach- 
stehende Weise.  Setzt  man  in  die  ersten  Thcile  der  dortigen  Ausdrücke  für  D£"  oder 
ttl',  tii"  Owe  HU  den  CHadmagen  (127.  a.  md  b.)  aidi  eigelienden  Werth«,  io  tndel  maa; 

nd 

ist,  wMhfend  die  fn  «nicn  Abfchalll«  anfgealdlten  CRdduaigen  (V.  a.  nnd  In.}  nanagen,  im 

In,  wenn  0  den  WMtd  vonteHt,  den  dte  gegdiene  Axairiolituag  dee  Bfegangsifflinders  nril 

der  Tangente  an  0  macht,  weil  die  schiefen  tind  senkrechten  Projectionszahlen  p,  p',  p"  ond 
'  ,  ^*  Vi  P"  ^"^^  Tangente  an  0 ,  die  q ,  q',  q"  und  <| ,  q',  q"  der  Axe  des  zu  derselben  Stelle 

gdiBrijgen  Kegongscylinders  angehdran.  Es  ist  demnach: 

(<I  +  q'2>l'+q"*n'=*-y^  und  0i  +  q  ^';'+q"^O'=^ 
oder  wttUI  man  Ahr  p  und  ^  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (135.  d.}  einsetzt :    •  ' 

ClM.  e.)  <  und 

( (q+q'^'?'+q''V7=5Ki+^r'^'/+cri;Ocos'^;       ^  .  . 

in  Folge  dieser  Ausdrucke  aber  verwandelt  sich  die  Bcdiaguog  (145.  b.)  int  ■ 
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f.  Ii.  Nr.  107.  Doppelt  g^ekrümtnte  Curve. 

und  cff-ht,  wenn  mnn  Itlr  V*,      oi»  f,  f  Im  aat  dei  fliBkiafWI  (Mt. 


<  (IM.  «.) 

I 


Wcrthe  setzt,  über  in: 

oder  '  *•' 

woraus  man  findet:  '  ' 

^^"^   g--  AW-fAW   

ual  di  ist,  so  «bllt  nini  noch  dnrdi  Moltipliealkm  der  beidea  letstan  tiMidm^eiii 

Jede  der  Glriiliunirpn  (Ml!,  c")  und  (146.  f.)  ppbl  die  Liinpi"  p  des  Biogungsradius  an  die 
Hand,  und  da,  wie  wir  gesebca  habea,  die  Bedingnngea  (I4ä>.  a.^,  welclM  eias  mit  deoen  - 
(i46.  b.)  fiiMl,  die  Lage  dof  fai  0  «adifeiMiHi  Biegimgsnidfaa  TOrwfcrribt,  oo  «kd  dndh.  4km 
beiden  Angaben  der  xa  fladeade  Biegangsqrlinder  für  die  Stelle  0  der  anebenen  Cum,  WOi 
iHe  Lage  seiner  Axo  gegeben  ist,  vollkommen  beitinunL  Die  CSrAiaen  C,  C  and  A',  A? 
habe*  irir  awar  aichl  aU  oranittelbsr  gcgebea  vorauageselst,  dail.  aie  lama  sich,  w«m 
q,  q',  q"  und  q,  q',  q"  unmittelbar  gegeb«'n  sind,  aM  dbOOB  «id  dflV  Idf»  d«r  TiagH0bi,m 
O  mütaltt  der  deichoBgeo  (14Ö.  b.)  und  der  andern  < 

A4+AV+A'Y:=0  oder  Cq+Ctf+CTiCzsO  .  tfM*  »> 


108)  Da  t?  der  Whdtel  lit,  den  die  torgesdiriebeae  AxewricMung  der'BfeguigicyBnden  nR 

der  Tangente  an  0  macht,  so  zeigen  die  G!ii(  Innigen  f!1f).  e.}  und  (146.  Q,  dass  man  da, 
wo  die  Axenrichtung  des  Biegungscylinders  in  der  Nomialcbcno  an  0  liegend  and  also  mft 
der  Tangente  an  0  einen  rechtai  Vinkel  bildend  vonwsgeaelat  wird,  linfsl  n  wHimek 
habe.  Bezeichnet  nmn  die  Bedien  der  M  Iwadwilhien  Bi^gangaej^faider  durch  ^ ,  w  g^ei 

die  Gleichungen  (14<^>.  c.) :  '  ° 

ud  dio  Caeichnqg  Qm.  f.)  wild : 

ngleieh  aber  wird  in  dipsc  in  FaHc  die  Rkliliinf  dei  BiciWgiejlUini  heaekrUki^  fnden  deren 
VkojMliOBSZaUeD  jetzt  den  Gleichungen 

qp  +  <i'p'+q"p"=o       qp  +  qy+q"P"=0}  '       ;  ■  '" 
oder  }   «*•  CMfi ••> 

t  4S 
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unterworfen  sind.    Wir  worden  Bicgungscylinder,  dem  Axon  in  der  Nonnalebene  des 
<•'•        ^ iemAfriiobflnfla  Punctes  der  doppelt  gekrttnunten  Curve  liegen,  beiehrlakte  so  wie  die 

Radien  solcher  Biegtinjfsqlinder  beschrtinkto  Bioffunpshalbnicfiscr  nennen.  Während 
alao  bei  jedem  Bieguugscylinder  sein  in  0  endigender  Uiegungshalliinesser  in  der  zu  dieser 
Stelle  fehitrigwi  NorraalebeBe  liegt.  Hegt  nur  bei  dem  betdnfidrten  ■■ch  dessen  Aze  in  dieser 
Normalcbcnc  ;  die  Axen  von  nicht  beschränkten  Bii  iriinirscylindem  hingegen  können  die  \or- 
nalebeoe  onler  jedem  beliebigen  Winkel  durchschneiden,  je  mehr  sich  aber  dieser  Winkel 
efaiein  redrten  nlhert,  desto  kleiner  wird  der  Bicgangstudbawiier,  wekher  nietat  gAdlch 
verschwindet,  wenn  die  Axe  des  Biegungscylinders  senkrecht  «uf  der  Normalebene  steht,  «der 
parallel  mit  der  Tange»te  an  der  hervorgdiobencn  Stelle  liuO.  Es  ist  nimlich  immer 

vr.cm  (f  dm  Halbmesser  des  Biegungscylinders  vorstellt,  dessen  Axe  mit  der  Tangente  an  0 
den  Winkel  9  nadi^  nnd  ^  den  Halbnesser  desfenigen  bescfcrlnklen  Biegimgseyltoden,  deesen 

(.1  in  0  si\li  eodigeBder  Biegungshalbmesser  in  dieselbe  Gerade  Hillt,  wie  di  r  in  0  sich  cndigi'nilc 

Halbmesser  dM  vorigen  Biegangscylinders.  üiess  geht  unmittelbar  aus  deni  blosen  Zusammeii- 
Mten  der  GkidNingeu  {iU.  e.)  und  (147.  a.)  oder  der  (146.  Q  und  (147.  b.}  faenror. 

Obglekh  äb«r  die  Axen  der  beadMritlen  fNegungscyiinder  imner  in  der  Nonmbfeene  der 

Stelle,  deren  Biegung  sie  besliminen  sollen,  liegen,  so  giebt  es  doch  für  jede  Stdle  der 
isbenen  Curve  nnzulilieh  vio1(>  Im  si  lu  inktt-  liiegungscylinder ;  man  kann  daher  die  Fn^e  eof-* 
werfen,  welche  von  iluieu  zur  gros&leu  oder  kleinsten  Biegung  hinfUhren,  ihoikb  wie  bei  der 

Schnitten  die  anfgesucht  worden  sind,  welche  die  grösste  oder  kleinste  Krlimiminir  an  dieser 
Stelle  haben.  Die  Gleichung  (147.  d.}  giebt  sn  verstehen,  dass  die  in  0  sich  cndtgeuduu  Ka-> 
.  .  dien  von  Blegangscylindem ,  deren  Axen  efaie  onverlnderKcbe  Ncigong  gege*  ^  Tngeel«  nn 
0  behalten,  in  denselben  I.af'i  n  prössle  oder  kleiiKl'  AVirtlie  annehmen,  wo  es  die  zu  dem 
^escfarünktcn  Bi<^gungscyUndern  gehörigen  Ihun,  weshalb  es  bei  der  Aulsuchung  der  grüssten 
lind  idelnaten  Biegungshaibniesscr  gleichgültig  ist,  ob  man  dabei  Um  beechribikte  Biegoiige- 
eylindcr  oder  Bi<'gtingscylinder,  deren  Axen  sti-ls  die  gleiche  Regung  gegen  die  Tangente  be- 
haupten, zu  Grunde  legt.  Es  kommt  nämlich  bei  dieser  Untersuchung,  wo  die  der  Curve  an- 
gchorigen  Grössen  «yi,  5  ti  und  \ -^t^tti+t^'^  n"  als  nnveranderlick  angesehen  werden 
mUssen,  blos  darauf  an,  (nun  mag  dabei  von  den  Ausdrucken  (147.  a.)  oder  von  denen 
(146.  e.3  unter  der  Vomnsselzung  ausgehen ,  dass  ö  einen  nnveränderliidwn  Werth  lutO 
j..  .  •      bestimmen,  welche  Wcrthe  von  C,  C"  oder  ^uIl  A',  A"  den  Ausdruck 

C'^'I'+C'^T   oder  den   A' A"  1," 

ra  dnem  Kletneiiii  oder  GrOeilen  naAmi  wÜ  awn  eler  dnbd      den  Aaedrttdien  (147.  b.) 
(.Ä  ■-.     odt^r  C'46-  Q  eeigehen,  ao  het  mm  su  bestimmen,  weldie  Weiihe  von  C,  (T  and  A',  A" 
den  Ausdruck 

,      •  (C'c'i4-C"1&'nCA'^''/+A"S'0 
n  dnem  Kleinsten  oder  Grenten  macben.  In  jeden  dioaer  Filie  lul  men  die  noch  C, 

md  A',  A"  genonnneneii  Al  l«  ihmircn  des  belrelTenden  Ausdrucks  der  Null  gleich  zu  setzen, 
(.9    .  I  ]pd.aus  deo  so  sich  ergebenden  Gleichungen  die  Werthe  C,  C"  und  A',  A"  henubolen,  vie 
die  Lebve  von  Grösalea  «nd  K^oiiiitwi  m  veitant. 

.1 
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{.  IS.  Nr.  168.  Doppelt  ofekrummte  Carte. 

Bei  diMm  Geichifte  int  «n  sd  enrügen,  dass  die  GrOasen  C,  C,  C"  nnd  A ,  A',  A" 
■Idtt  nabhln^  von  dmuder.  rtid,  da  xwüclien  flmen  tridich  Ae  im  vorigen  Paragraphen 
angregebenen  Glcichunfi^cn  (109.  a.  nnd  b.)  bestehen,  weldic  indessen  blos  vier  von  einander 

unahhiinffiiTp  Glpichunjrpn  bilden,  (Ih  dif  nuf  prstor  und  zweiter  Zrilo  stehenden  (109.  a.}  sieh 
in  einander  iÜ)errühren  laüsen;  sudanri  aber  auch  norli  die  in  (146.  b.}  au^eführtcn,  nämlich 

'  •  pC  +  p'C4-p"C"=0   nnd   »)A  +  p'A'+»>"  A  "=0  '  ' 

oiiar,  wnn  mn  in  dtee  für  p',  \t"  und  p',  p"  Are  WerAe  auf  dm  deicfcni^en  (130.  c.} 


C  +  C  ()  ^-\-  C"  ?  r=  0    und    A  +  A'  'd       A"  1 7)"r=  0  ,  (IM.  •*) 

wdche  beide  Gleichungen  sich  wieder  in  einander  überführen  lassen  i^id  daher  nur  einer  ein- 
ligcii  glefaA  n  aehlai  iM,  wie  et  dort  ntt  des  ffletohngMi  C'^-  O  ^  '■'^ 
werden  also  hier  wie  dort  die  sechs  Grössen  A,  A',  A"  und  C,  C,  C"  durch  filnf  Gleicbun- 
gea  von  oinanikr  abbingig  gemacfat,  wessbalb  nur  eine  von  ihnen  nach  WiUlctthr  gewäUl  w^i)- 
4m  knM,  die  üMgen  tber  mu  dteter  «iam  dnch  die  wHia^km  ftBen  vorimdmen  Gtaichn»- 
gcn  bestimmt  werden  müssen.  Statt  aber  eine  von  diesen  sechs  Grüssen  zur  unabhiingig  Ver- 
ündcrlioheo  sni  machen,  und  die  übrigen  als  Functionen  dieser  einen  anzuseben,  kann  man  auch, 
wie  dort  geeeheben  ist,  alle  secha  von  ehMr  anawr  flnen  liegenden  GrOaie,  die  wUtt  wdier 
bestimmt  zu  werden  brauchli  attingig  machen.  Tbut  man  dicss  und  deutet  man  unserer  Ge- 
wohnheit gemttss  Ableitungen  von  A ,  A',  A"  und  C ,  C,  C",  nach  dieser  fremden  Unabhängi- 
gen genommen,  durch  das  AUeilwngszeicIien  d  an,  so  erhült  man  auf  dieselbe  Weise,  wie 
mm  ÜB  verifan  Tmgiqkm  n  dan  Cflciclwgen  (110.  •.  «ad  k}  gekonaw»  iai,  ndi  Uer 


d  C  =  d  A  -f  d  A'oos  W  +  d  A'  eos  W,  d  C=:  d  A  coe  W  +  d  A'+  d  A^coa  W, 
d  C"=  d  A  coa  W'+ d  A'cos  W"+ d  A" 

«dA=adC+a'dC-l-a"dC",  «:dA'=«,dC  +  «.'dC'+lirdC",     )  ....([t«».M 

c;'  d  A"=  H,  d  c  -H  a;  d  c+   d  c" 

A  d  C  4- A' d  C'+ A"  d  r-f  C  d A+ C d A'+ C"d  A''=50; 
■ad  es  lässt  sich  hier  wie  dort  erweisen,  dass 

AdC-f  A'dC'+A"dC"=CdA  +  CdA'-f-C"dA" 
ift,  M  dan  die  ndritt  geecbMeM  ffleiiimy  fa  die  mnI  wdiin  mflRl: 

AdC+A'd(r-|-A''dinsO  oad  CdA+CrdA'+(rdA''=0;  'CM«i»> 
•Mtatt  der  dorti<:en  Gleichungen  (lia  1k)  Cflitit  mm  dwr  Ider  ans  de«  Inn  voriier  nngCMig^ 
Im  tilekhngen  (148.  «.)  die : 

dC  +  %rdC+1)rd<r=0  «n«  dA+VdA'+9irdA''=0.  (IM»«*) 
Aus  den  vordem  Gleichungen  (14&  c.  nnd  d.)  IwM  IM  dwdi  ineceiifcw  Shthafta»  im 
bk  ihnen  enthaltenen  .Ableitungen,  dass 

dC  :  dC:  dC"=  A'lJ^'—M'lii  A'-AB^J  Ab^-A' 1 
im  Mriein  nf  die  gleidie  Weife,  den  >  CiM*  «0^ 

dÄ  s  dA':  dA''=  c*fl^— (r)ft<:  <r--qÄ«r:  QW— c) 
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AsalytiMbe  ItomMirle. 


*  ^^^^^^^^^ 


Vuo  gebra  aber  äie  Ableilungen  iet  Ausdiücke 

CrVr+C"Vi"  nd  A'Vij'+A"Vij", 

meb  der  froade«  Verindeilidien  genoonen  md  der  Noll  gleich  gesetal: 

dC'Vr+d<rvr=0  wd  dA'Vfl'+dA-V^sO, 

ud  diese  Gleichungen  gehen ,  wenn  man  für  d  C,  d  C"  und  d  A',  d  A"  ihre  in  d  A  und  d  C 
aasgedrUdtten,  ans  den  Gleichangeii  (,148.  e.3  «ich  ergebenden  Werihe  in  aie  dnielit 
Ober  in :  . 

SACörvr-^rvo-A'vr+A-vr^o 
nd 
CO«'  Vi»"— «n"  VV}— C*'ij"+  C"^'V=0. 

Diese  Glcichtmsffn  nun  gehen  in  VprWndunjr  mit  denen  (118.  a.)  und  der  Richtungsglei- 
chung  AC-|-A' C'-)- A"C"  =  1  die  dem  grüsslen  oder  kleinsten  Biügungshalbmewer  zogehö- 
rfgaa  WerAe  toh  A,  A',  A",  und  0,     C"»  «nd  dam  awli  di«*en  BtegimgriMdbiwier  aelber 

•a  die  Hnn(i,  wh'  in  der  niirhslcn  Nummer  g^ezeigt  werden  siA\. 

Bevor  wir  Jedoch  zu  diese«  Geschüne  übcrirehen,  will  ich  noch  vor  Angen  legen,  wie 
■NUI  M  den  gteicben  Bedingnngen  (148.  f.)  hingeführt  worden  wtre,  wen  nan  bei  dtanr 
Untersuchung,  anstatt  von  einer  der  Gleichungen  (146.  e.}  auszugehen  wd  dabei  einen  der 
Aosdrtickc  C'^*^+C^'^*§"  oder  A'l' A"^' t]"  zu  einem  Grössten  oder  KMMlen  n  me- 
chen,  die  Gleichung  (146.  f.)'zn  Grunde  gelegt  hatte,  wo  dann  der  Auadnsck 

(C    1-+ C'"o' n  CA' ^' »r+ A"  o 

IQ  einem  GiMaslen  oder  KleinaleB  m  naelien  gewenaa  Würau  Setat-nn  die  Abktaig  dieaee 

Ausdiurks  in  dem  Sinne  penoniiiien ,  rlnss  f,  C"  und  A'«  A"  ab  Tcrlndeiliche  GrOSHD  ange> 

sclic'ii  Weriiun,  der  Null  ^fleicli,  so  lindel  iiinii : 

1I4*.         (C  V  r 4-  C"  r  t")  (d  A-  <?'  f-+  d  A"  'c'  ,;  '3  -f  ( A' l  = ,/+  A"    7,'")  (<l  C 'd'  6-+  d  C"  V  ^'3  =  0 ; 

es  sollte  aber  schwer  halten,  aus  dieser  Gleichung  jene  Bedingungen  herzuleiten,  ohne  die 
folgende  Bigenaebaft  der  AudrOd»  CV^^CV^  und  A'^i^+A"«*«*  >■  kennen. 

Es  ist  oben  zu  Ende  der  Nr.  lÖOl  g»'zeii,M  weidni,  (!;iss  imni  immer  die  Alileiliini^'en  d'x, 
d'x',  d'x"  und  d'u,  d'u,  d'u"  ab  die  schiefen  und  senkrecliten  Ckiordinaten  eines  Punctes 
in  Räume  aneehen  IdMoe,  wen*  sieh  daa  AMeihmgmettbea  d  anf.dae  gladidi  nnboMlnHnl 
gelassene  Unabhlngig«  besieht,  lüfat  nan  x  dieee  Unabhingige  seui,  eo  verwandeln  akh  dieao 

/  .    ...  Grössen  in     .  ,       .  . 

^    •  .0,  tPx*,  VjT  und  a*« ,  a»»",  ^vT 

ud  ninunt  man  ■  nr  Dnabhlng^en,  so  verwanddn  aie  sich  bi 

««x,  ^xT,  ««jT  ud  0,  Vu',  V«";  . 

dioss  zieht  nber  s^urolge  der  im  ersten  Abschnitte  iiur;:eriindaDeB  ud  ftr  JodaA  fwkt  Mfld  jßtt 
Richtung  gültigen  Gleichung  (14.}  nach  sich,  dass  sowohl  '■.  '>• 

^       i  C  i;'x4-C"b'A"=A5'u  +  A'ä'u'+A"d»rf' 

 ;  ..;  |  aia  «ich  ,      .  '    ■    *  ' 

(A'Vtt'+A"»'tt''=c  *»x+c' a'ji'+C'a'xr 
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f.  II.  Xfc  ItH  IK^t  Ketartarata  Cmrin,  Mt 

ül,  wenn  A ,  A',  A"  und  C ,  C,  C"  die  sctiiufcn  and  senkrechten  rrojcctionsiahica  von  irgend 
«ter  iMfÜiHiln  Hidiliinf  vonlflBeB.  Die  Wer  «riMÜMMi  biOm  GldelMi««  gAm,  wwa 
man  beachtet ,  dass  Mudl  AlMlO|ie  4»  im  Fkrafnfh  12L 

chungen  (ii-  »-^ 

Sx'='d\'SXf   Sx"=tsx"Sx    unil    Ju^tu'^u,  du"=:(£u"dtt 
i»l,  woraus  man  durch  noehmaligc  Ableitung  nach  u  oder  x 

wmI 

«•u'sS'u'au'  +  'du'J^n  ,  ö'u"=B'a"äu'+du"5'u 

lüdet,  über  in : 

C^x'+C''Vx"=3'n(A4-A'^n'-fA"*u")  +  3n'(A'%'n'+A"b'u")    )  j 

vad .  \  tum,  «0 

A'  'd'  u -f  A"  ^j'  u"=    X  (C  +  C  ^  x'+  C"  l  x")  +  J  x'  (C  V  x'+  C"  V  x") .  ) 

Wendet  BHtn  diese  für  jeden  besliaunten  Pund  und  jede  bcstimiDtc  Richtung;  gültigen  dei- 
changen  auf  den  Punet  0  tn,  dessen  Coordinaten  1*,  ^'  und  q ,  tf,  i,"  sintl,  und  auf  die 
Richtung  des  in  0  sieb  endigenden  Halbmessers  des  beschrunklen  Bicgungscylinders,  so  wental 
sie  mit  Rücksichtsmhae  auf  üe-  flkr  diesen  Punct  und  diese  P'''**"Fy  Jiestefaendon  Gteidnn- 
gen  (148.  a.):  "        ■  ' 

und  >*<r> . ^.v  

von  wekiien  sich  die  eine  leicht  in  die  andere  UberlUhren  IümI.  Ninnnt  man  nun  von  diesen 

Gleichungen  die  Ableitungen  iii  Bezug  auf  die  rrrmde  VprUndcrliche,  von  welcher  die  Grttssen 

A',  A"  und  C,  C"  abhängig  gedacht  worcicii  sind ,  so  kommt :  i 

d  A'  V  ,1  +  Ii  A"  ö  r  (d  ("  ^'  ^+  d  C"  b'  r) 


d  C    r+  d  C"  l'       ,f  »/•  (d  A'  0'  >;+  d  A"  '0' ,/') 

und  durch  Uultiplication  dieser  mit  den  vorigen  und  berückstcliligend  daas  ö§Sf)=i  ist,  fin« 
del 


i:<ir»'r4-c*vnc*A'v<4-dA''Vij'o=(A'^'«j'+A''«*ocdc'**f'+<'c*ti'r).; 

in  Felge  dbMr  fiMchung  aber  aerfUft-  die  (U9-.  •>)  in  jode  dtor  swei  endem: 

(C         C"  IT)  C«I  A'         d  A"  S'»/")  =  0  und  QATtj'+  A'Vt)")  (d  C  Vr+  d  C"?T)  =  0 , 

in  welchen  wieder  die  zwei  Bedingungen  enlbaltcn  sind,  yvclcho  zu  den  Gleicliuagen  (_14Ö.  f.} 
gefUrt  hdien.  ^  " 

f.  t  t 

1693  Jflxt  machen  wir  ni^  an  die  Bestimmung  der  dem  grössten  oder  Ideinsten  in  O 
sidi  enÄgenden  Biegungshalbmesser  entsprechenden  Werllie  von  A,  A',  A"  nnd  C,  C,  HT; 
die  wir  zur  bessern  rnlcrschi-idung  durch  A, ,  AJ ,  A','  und  C, ,  C, ,  C','  bezeichnen  wollen. 
Zu  dieser  Bestimmung  haben  wir  ausser  den  Gleicltungen  (14t^..X.},  weiche  in  den  neuen  Zei-  (  :  .■   * » 
diea  so  aosidiea: 
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und 

OMwa.)  <c(»^vt''-««''vo— c;vir+Grv«'=o, 

noch  die  (1^  a.),  wdebe  in  den  neuen  Zeichen  so  aiui 

a.+a;*,'+A'.'^;)"=o  und  c.+(;<)r+r;'?r=o, 

UcfWU  findet  man  durch  sncccssive  Elimination  von  A','  und  A^  oder  C^'  und  C,,  dass 

:  « I"  Cd »/  'd'f -I-  tfi"        —  oT'  C*  +  'öj'  bis'+  b|" 

CiM.k.).<  and 

H»  kiim  dieM  letiten  C3eicfangen  nMelat  der  oben  in  Nr.  163.  dnteMlirlen  GrScse     „  sdir 

rinfarh  darstellen  ;  es  lassrn  sirh  näinlirh  in  Folge  der  doft  aagegdieneB  Rd>tfone»  (136.  ± 

bis  Q  die  Gleichungen  (150.  b.)  so  schreiben: 

ClM«   <  und 

I*  «1 


^A;yi/+Ayyfl''=^^*^y^^ftf~^^  ^*^a<» 

md  setzt  man  die  hier  fUr  C, «?' f-f  C7 |"  und  A',l^ii'+ K'V t"  erhaltenen  Aiisdriicke  an 
die  Stelle  von  C^*^+C"^'f  und  A'l*^'+A"Vn"  in  die  Gleichungen  (147.  a.  und  b.)  ein, 
10  Hefen  diMe  dn  guBHtaa  oder  hhinilen  m  den  hndb^tMm  Kegungscylindern  geltdrigen 
BiegnngghaIhneMer ;  bezeichnen  wir  daher  diesen  Ueinilea  oder  gfOfllm 
durch  ^  ao  iit  nit  Ruduicbt  auf  die  eingeOUirte  GrÜMe  x^^i 

9nxt^ix(„^  tSxfJix^^ 
ium,9*y  — Ti  —  0^  9»=n — -,  n — 
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%  .15.  Nr^  IM.  DofpiBlt  gcknUmtf;  Curve.  367 

GWahpiypi  050.,  c.^  und  (1^.     und  L)  ist  die  AoCguokuiy  4^  Grösse  ond 
Maflten  «der  grdMten  in  0  sidi  endigenden  6iegungi>r*dius  aif  die  zwei 


A.c.+A;r.+A;'c;'=i  * '* 

«.oder    .       .'  , 

irakk«  Glddiwig,  wenn  man  statt  der  in  ihr  vorkooineidett  QMÜflalM  derai  «M  dM*6lai» 
CISO.  e.)  gMchOpne  Wenko  wHI,  abergeht  in: 


diese  venraodell  lidi  all  BertcMdUigaiv  der  Relationen  (IM.  d.  U«  C)  ia: 


1  _^  . 

Fcner  hei  hm,  dea  im  entan  Abechiüla  anlgellieaiea  GtaidniBgen  (12.)  und  (47.  a)  lu 

C.  =  A,  +  A;t  üs\V  +  A;'cosW'    und      A.  =  51 C.  +  «' C.  +  St"  C  ;  '  ' 

dividirt  man  daher  die  erste  dies«-r  Gleiehungcn  mit  A, ,  die  zweite  mit  C,  und  setzt  Tür 
A'   A"        C  C" 

■T-*,  "ji  and  j?,  =i-  ihre  Werlhc  aus  den  Gleichangen  (ibO.  c.},  so  kouunt: 
A«   A«         Vt  Vi 


CIM>M 


Da  nn  den  ersten  (Jlcirlninc:en  b.}  gemäss: 

{F,5  x  =:«  -!-?[  ru  -t- 31"  <?u"    und    5 «=  1  +  ?  x'cos  W+ B*"co» W 
und  wenn  man  die  erste  nach  u ,  die  zweite  nach  x  ableitet : 

(S(r.x  =  Sl"o'u'+?l"(;'u"        und    ,Vuz=^*x'eosW  +  (;'x"cosW' 
ist,  ond  diese  auf  den  hervorgehobenen  Punct  ü  aiigewaodt  geinsn: 
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S68  Analjifsche  Oeemetrie.  Absdi.  IH. 

**  fiPi=^'V,f+%"l'rr   und  5',i=?«f«i»»W+8T««»W, 

M»  basn  sich  die  Gleichungen  (151.  Ik^  auch  so  schreibea: 

(Afti.  «.)  r= — ^^^-n  ^ —  ond  g-= — =8-77  — 

und  durch  MuilipiicaÜon  einer  Jeden  dieser  Gleichungen  mil  der  Qlöi.  a.}  findet  miin: 

Setzt  man  die  jetzt  gefundenen  Wcrthe  A«  und  C,  in  die  Gleichungen  (150.  e.  und  Q,  so 


und 

CAM.  f.)  •!= 


,  P»   10  1  II  I  •         •  I  1  » 

Ti  7  kl       ■    ik  ^  kl  T 


Der  leisten  an  sich  schon  sehr  cinrachen  Formel  kann  man  eine  noch  einfachero  GetUlt  auf 
folg«nde  Weite  pAen.  Beieidnet  nlnlioh  Log  ^  nUilidiH  tagntAam  4»r  fwüon 
jr. M  eridU  mm  mch  n  äUeileiul i 


5^ 


wd  MM  BM  dieie  ÜUkkmag  waA  x  ab,  so  wird: 


10  Ol 


woraus  folgt,  dass  man  die  Gleichung  (151.  f.)  auch  so  schreiben  kann 
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$.  1&.  Nr.  170.  Doj^cH  f  ekrüBiate  Cnric. 

«'^^Ll^fte-;'  V'  ^  •      •   '/  «•^•O 

^  f  . »  .«  .1) 

170)' 6bM|b(ni  diiräi       in  de^  vorigen  Ifanuner  ni(^|iB^d«lea  Fonneln*  die  \Riditini|p 

MNroll  ah  die  Länge  ies  kleinsten  oder  grüssten  in  0  sich  endigendea  Biegungshalbmessera 
gpi^ebtn  worden  ist,  so  wollen  wir  dorh,  bevor  wir  weiter  pihen,  einen  Bfick  «nf  die  dorti- 
gea  Krgebugse  luruckwerfea,  um  die  cigeBthünUchen  Vcrcnfadiungen  kenneii  zu  lemeu,  tu 
mUkm  0»  UiridlML  Da  atadieh  die  drei  bi  (^fti.ak)«id-OS^  t)  mMlkmak  OIMiAm^ 

offenbar  einen  nnd  denselben  Werth  Tilr  n,  liefern  müssen,  so  foljft  aus  der  Vergicichung  des 
in  (131.  Q  Tür     erhallenen  Ausdruckes  mit  den  beiden  in  (151.  a}  stehenden,  da^s  inan. 


In  Folge  dieser  Gleichungen  ziehen  sich  nninlich  die  Gleichungen  (151.  c.)  in  die  eine  (151.  t.y 
zurück ,  wie  die  Natur  der  Sache  verlangt ;  xugletdi  aber  dienen  -sie  zur  Yereinfacliiing  der  in 


(151.  dO  erhaltenen  Ausdrilcko  von  ~  um!      ialen  sie  acigen,  daw 


a'%  10  t  »I 

ist,  nnd  nan  k«nn  man  dis  PlN»jed2ounlilea  A«  nl  C»,  tuHdat^dtt  Giflaae  hMUr 
w»  folgt  audrOcken:,.  .       :      ,  ': 


Ferner  geben  die  Cleiehnn^en  (150.  r.)  in  Folge  der  in  (152.  «.). 
dir  A^,  A^'  und  €'„,  C,'  lolgende  Werlhe:  .  ,  , 

ml  •.  ':-    .  . 


nnd  man 

'in- 


\im  uA  iM  die  folgende  nocti  einfacliere  6e- 
l     '  47 
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m.  iw»ttMito-.e— twte*  ••  jifeMiu  Ulf 


f  '^,9  ■'f,i7  '^tl 


worin  ak  Pooctianen  von  |,  dij',  dq"  hiiig^ea  als  Functionen  von  q  aafittliMtea 


Die  Relationen  (152.  a.)  lassen  sich  dircctc  aus  den  CHdcIumgen  (ISi.  c;}  wte.fidgl  Ab- 
leiten. Zaent  geben  diese  Gletcitungen  dorcli  HuitipUcalion: 


•I 


und  nun  nach  WegschoiTung  der  Klauimera  und  Weglassung  des  aUen  nach  Benützung  der  Re- 
UdkMi  94^1=1  ttbrigbMb'endeo  Gffieden  gemeinadiafllidieii  Fadors  x^^i 

ans  welcher  Gleichung  sich  jene  Reintinnrn  sogleich  ergeben,  wenn  man  beachtet,  dass  nach 
Anleitung  der  iio  ersten  rurugraphen  dieses  Abschnills  milgelheilten  Gleichungen  (10. «.  undd.} 

*'fj5^+d'|fV,/  =  0   und   5'^5t)  +  S'vS^  =  0 

iat j  denn  setzt  man  einmal  — ifSS^*  flir  S'^S^  und  ein  aadenual  — S'^S'  ^  ^1^9  >  so  ciliMlt  man; 

nd  deee  gehen  ndltebt  deir  Refartion  8$Sri=i  ohne  weitere«  in  dfe  (152.  a.}  Sb«r. 

171}  Die  Gleichnngcn  (131.  c.}  oder  (151.  f.}  licrcm  für  (>,  nur  einen  einzigen  Werth, 
und  w  iat  lekkt  eiumsehea,  daee  dieser  mter  ribn  deradben  Stdle  angeMrigea  den  Ueinaten 

;  .  .  Bicgungshalbmcsser  hergiebf.  Die  Gleichungen  (117.  n.)  geben  nkmiich  zu  verstehen,  dnss 
düe  l>eschrinkten  Biegungshaljjincsscr  an  einer  und  derscUiea  Stdle,  wo  die  Zaltler  ihrer  recii- 
ten  Seiten  «tele  den  gleicben  Werdi  behalten,  um  so  grösser  ansMlea  Je  mekr  die  Neanor  in 
den  filr  q,  erhaltenen  Ausdrücken  abnehmen,  und  unendlich  gross  werden,  wenn  diese  Nennet 
null  werden,  was  stets  geschehen  kann.  Bezeichnet  man  die  bcsondem  Wertho  von  C, 
oder  A,  A  ,  A  ",  wdeiw  dietem  nonndüch  gnsien  BiegungshaBMaaner  entsprechen  ,  dirdi 
Cmt  et*  ^       Am,  au,  ÄStt  M  ImI  inm  m  dena'^BestfnHMn^:'  }  ~  ' 

.  (5.Vr+C&Vr=0  oder  Ai,Vif+K,Vrf'=0 . 

Man  kirn  iidi  leidl  Ubeiceugen,  de»  der  w^ndOeh  f^^neia  Q'.4di'«ndig«>>^  B>ei[«"^ 

halbmesser  senkrecht  steht  auf  dem  zu  derselben  Stelle  gehörigen  kleinsten,  dessen  Projections- 
sal^n  A«,  A;,  a;'  und  C,,  c;,  C  sind.  Die  fUr  diese  PwjfedioniHiiJijipn /n  den  Gkiduingeq 
(152,  c.)  und  (152.  d.)  erbaltenen  Wertl»  nämlich  liefen: 
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|L  IS;  Ifc  171.  Doppolt  ^rtin—ln  .OWtob 


A.CH+A;c;,+A;'c;;==?ll^iii(c^+cu»r+c;;^r)-^'(c-«'r4-c:.vn  • 

• <  t  '  .*  '  i  . 

^(^v  .   .  . 

und  d«  zufolge  der  einem  jeden  in  0  sich  endigenden  Biegungshalbmeiser  angciiOqgea  C^ei- 
ch^lM  (1461  a) 

§0  vti»  wMft  der  GleMmgen        O  \    •  ■  . 

.  i  .  »  • 

iltf  eo  Eeigen  die  vorigen  Gleichungen,  dass  .  '  *■.  l 

A«  c.  +  A'^  c;  +  a;'„  c';=  o  und  c„  Ao  +  c;,  a; + c  a;'=  o 

ifti  oder  dass  die  Richhugen  des  kleinsten  und  des  unendlich  grossen  Biegungshalbinessers« 
deren  sdiiefe  und  lenikraelte  ProjecUoosnUen  A« ,  A^ ,  ;  A«, ,  AU  i  AU  und  C« ,  ,  C ; 
C^,  CU,  CU  sind,  scnkrecfat  aofefaiander  stehen,  wenn  sie  beschränkten  BiegungscyRndem, 
d.  h.  solchen  angehören ,  deren  Axen  stets  die  gleiche  Neigung  zur  Tangente  an  0  einhalten. 
Da  die  Flüche  eines  Kreiscylinders,  dessen  Radios  unendlich  gross  wird,  in  eine  Ebene  flber- 
glBhft,  und  diese  die  gänzliche  Abwepenheit  efeier  Biegung  anzeigt,  so  ist  man  zu  der  Einsidil 
gelangt ,  dass  die  unebene  Cur',  c  ziinBchsl  nn  der  Skllc  0  von  der  Seile  her,  welche  durch 
die  Richtung  des  unendlich  grossen  i^iegungshalhmessers  gegeben  wird,  ohne  alle  Biegung  ist, 
diM  lUH.  alift  ulle-sntfdMt  bei  0  Oeg^idln  |aMto  der  unebeuM  Gnnru  df  li'4er  Ebew^  . 
liegend  anzusehen  iR-rf  hü^n  ist,  ^vi-lohe  -Mnll  4fen  Piincl  0  senkrecht  auf  die  Richtung  des 
bier  swh  endigenden  ui^dlicb  gto^pa  Mtf/tltA'fif'^mon  gelegt  wird,  .w^lfhe  fibeqq  stets 
dowb  'die  Tangente  und  dardi  den  bler  ildi  in>lifqB)|Mi  I|c|m<^  QiBgungshalhaeiaer 
geht,  da  wir  gezeigt  lipben,  dass  dieser  senkrecht  auf  dea  uneudlkli  glMMn  sieht  t^prinf^ 
In  die  Augen,  dMf  der  Uftinste  Biegungshalhm«piiiur  g»< lljdqil  Je(. «ll» •dcr,^Uuuawg«r 
halbmesser  Tilr  diese  in  genannter  Ebene  liegeode  mendlidi  Ueine  Strecke  der  unebenen  G«ir% 
Im  den  Sinne,  wie  er  in  $.  13.  dieses  Abschato  flr  ebene  Gunen  gefunden  uurdcii  ist;  daher 
nennen  wir  den  kleinsten  Bie^funffshülbmesscr  q,  on  jeder  Slello  der  unebenen  Curvo,  ihren 
dieser  Stelle  entsprechcndon  Krüminungshalliinesser ,  so  wie  wir  die  Ebene,  in 
jMlo^ar  die  mMH  bd  der  bervoqpelMbet^Q  Stell«.  Uegenden^  P«pcle  der  und>enen  Cwnp 

Uegen,  ihre  dieser  Stelle  entsiirechende  KrUmmungsebene  nennen  worden.  Da  diu  zu  einer 
bervoigehobenen  Stelle  0  gehörige  Kitinunungsebeie  senkrecht  auf  dem  in  0  sich  endigenden 
unendBch  groeaen  BieguBgshdbaMMer  deM,  so  wM  die  n  0  gditriige  KitannngfebeM  deu 
im  zweiten  Abschnitte  $.  10.  geeehehemi  BetoidMuqgen  nr  Po%i«  durch  Jude-idar  «MbdcMd* 

den  Gleichungen  dargestellt 

C«Cx-ö+CUC»'-l')  +  C;iC'"-i")=0  und  A„C"-»0+AU(u'-^'3+AU(u"-O=0.  U*«.  e.) 
ü  ndlelw  ii  r,  r-«ld  if ;  i^,  if'4i»  seUefea  und;  seribroehleB  Ce(Mfauaan  dtr  hervorgehen 
1)cncn  SteBe  0,  x,  x\      mi  n,  «V«'^  di|g(|[«B  db  ebne  bdiaMgba  PdMee  der  Krtto- 
«iDgsebeae  vontcieB.  ■     •'      •      r:-  ':•••':.<:.-..  j. 
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Zur  Bestiininung  der  Grössen  C„ ,  CU,       und  A«,»  AU«       diaieo  die  Gleichungen 
(iHt  K  nd'IiO  w  wddwn  ack  prgicbt,  da«  .  .  ^  .     -  ^    .  f, 

CiM.  «•!  I  und 


ist,  und  mittelft  dieMT  VttWUrtMMilibn  kam  ■in  dm  GldeMg«ii  (154  c}.die  mMilffini» 
Gestalt  geben :  .    .  ' 

(IM.  e.}  }     und  .  _  ^ 

f     r}'  V 12"-   v"    V)  C"  -  '0  -        C»'-     +  ^'    C""-  '/')  =  0 ,    ■  " 
TOn  denen  jede  die  zur  Stelle  0  gebOrige  KrttiniDung&ebcne  der  doppelt  gekrümmten  Linie 


Jkt  dndi  die  Gleickwig  (151.  f.)  gcgifleiie  Krlamrangshalbmesser  der  OMlbcnen  Oatfe 

an  der  Stelle  0  wird,  wenn  man  an  die  Stelle  von  Xf^^i  ^^(^*  ^^(^  ^""^^ 
ihre  in  Nr.  163.  durch  die  Gleichungen  (13&,  ei  nnd  C)  «ngBseigl|Sfl  Aequyelenle  -üshieil^,  anv 

der  nadisteJieudfU  Gleichung  gefunden:  •  '  , 

(IM.  ff.)     (1     v+  *ir*  V!)(*v  *T+*v      (W  **r+  V  ipd  (k|rifv+fcA"»o ' 

wekhe  nMt «iWii^  däiAiti^^  in: 


■Ii'  >;? 


173)  Der  Krümmunpshalbmesser  von  unebenen  Curven  lässl  sirh  ühnüch  wie  in  §.  1,1,  dieses 
Abschnitbi  Qit.  131.)  bei  ebenen  Curven  geschdien  ist,  durch  diu  Grussen  H,  und  E,  darstd- 
Ibd^  nf  wdAe  wir  in  diesem  Paragraphen  (Nr.  169.)  bd  der  Vestininmng  ihmr  TnseMen  ge^ 
stosson  sind.  Au  den  ift  Nr.  168.  «i^ealdlle»  Caefelmgen  (1881}  eniehr  mm  Mädk  se- 
gleich,  dass        ■    .  < 

M,  nid  dieses  Resnltat  vergKchen  mit  der  eben  eriialtencfl  Gleidrang  (151.  f.)  giebt  za  ver- 


M«  fwraM  MM  flndal 
CiM.  m.y  ^=^9*  > 


nrann  mm  nnler  jS.  und  ^ .  iasiMr  Mr  positive  Zahlen  steh  denkt.  I>8bei  bezeichnet  den  Ii 

Nr.  162.  eingerührte«  Bezeichnungen  gemäss  E  die  Länge  O'S,  wenn  0'  einen  beliebigen  Penet 
der  unebenen  Curve  vorstellt  und  S  den  Punct  in  der  zu  dem  hervorgeMieaen  Puuct  Q  fOr 
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f.  .lSw  Nr.  173.  Doppelt  gckrariimte  Co/ve.  t7S 

Urhren  Tanirento  anzeigt,  in  welchem  diese  von  einem  aus  0'  auf  sie  giefMIten  Lothe  getroCf 
fea  wird,  wuhreud  H  das  Stück  OS  dieser  Tangente  anzeigt,  welche  Grtesefi  io  Kt  und  J% 
üwgdiiett,  Iren  *«-  Met  O*  den  0  eo  naiw  knenit,  dw  dehidev-ittMk  beider,' «eMitr 
tSort  im  Allffemeinen  durch  R  bezeichnet  wOTden  ist,  durch  kein  endlidics  Maass  raehr  anjre^ 
bea  lüsst,  in  welchem  Falle  wir  ihn  doroh  .fi*  vorsleUea.  Liegt>  alter  der  Fmct  0'  »o  näM 
>ei  daa^e»  eo     h  ffiwli^rit  derdMaiiangm  (138.)  ■,gfcJ5r.j  aid  m  faan  dte 


JtA  -Ith  ma 


werien  jnag/^'tdBr>SI^ 


na  daa  IHriub.  den  di«  von  0  iMfiide  Ri^ifeng  «dt  der,  s«.  9.  cfliiii%B|^  IpiM^ 

bOdel,  wetdier  Wfaphel  aber  duroh  9  bezeiehäet  worden  iait  w.  di^p^ jnaq] 


•     *  ... 
Beieidmet  man  dorch      das  was  ans  B  wird,  wenn  JS  und  R  in  E,  und  K«  Obergehon, 
d.  h.  wenn  der  Absiaad  swiidiEB  0^^«id,9  darch  kein  «ndUdiM  Meaia  aiiA  mehr  angeben 
Hast,  80  iat 

jH^^amo«, 

in  Pcztig  auf  jeden  so  nahe  bei  dem  0  liegenden  Punct  0',  dem  die  Grössen       -Rii  0«  ail^ 
gelwreuj  miMe^^  dieser  Kelaüon  geht  aber  die  Gleichung  C^^^-  b.},Ul^  in:  .  „ 

Den  apjiMn  Winkel  6^,.  den  din  Tangente  an  0  mit  einer  Geraden  aiacht,  die  von  0  aas  ^ 
nach  einem  unendlich  nahen  Puncle  0'  der  unebenen  Curve  gehl,  werden  wir  den  der  Entfer-       '  '  ' 
Bung  00'  entsprechenden  KrUmuiungswinkel  der  nnobencn  Curve.      der  Stelle  0 
aeaaen.-  Deai  na  eiaer  Stele  der  aaebcnen  Oanre  geUMlien  IrikäannignviBlni  keanMa  aadi 

Aussage  diT  Gleidiungcn  (155.  c.)  die  fiilgemlcn  Eigenschaften  za: 
a}  da  B«  dio  unendlich  kleine  Entfernung  vorstellt,  um  welche  dei;  Punct  0'  von  dem  0 
abliegend  gedacht  wird,  so  ist  aa  jeder  Stelle.  0  der  nadbeaea  CWfB)  bei  «welGlier  f. 
nicht  selber  anendlich  klein  ist,  sind,  cinn  unb(<.stinimliiir  kleine  Grösse,  waawegen  Han 
in  der  Gleichnag  (155.  &)  auch  14$«  8«  setzen  kaaa»  wo  siäd,  steht;  .  , 

b)  der  Werth  sine,  findert  sich  bei  eiaer  beetmuatea  Corveastklle  O  adt  der  CMaae  B,, 

•  •  dar  er  proportional  ist,  «ü  aküts  anders  sagt,  als  dass  die  Neigungen  d^  von  0  aaa 

•  aaoh  verschiedenea,  deeeai  nncndlich  nahe  liegenden  Pancten  0'  der  unebenen  Curve 
geaogeaen  Geradea  gegna  die  zu  0  gebiMrige  Xaagenle  in  dcniseU)en  Verliiütaisse  lU- 
nebaen,  wie  die  Abailnde  dar  Paaete  y  w  deaa  0? 

e)  aber  (.Im  n  (Ii-swefrcn  Mcibt  das  Yerhültaiss  zwischen  jedem  solchen  Abstände  und  deaf  1  .'i'.-li 
dazu  gehörigen  lirummungswinkel  stets  das  gleidw  tmd  liefert  jedesmal  den  xa  0  ge- 
IrtbnamBgMbi 


118)  Es  findet  iwisdien  den  Biegungriialbroessem,  welche  Biegxingsrylinflem  angehöre^ 
dann  Axen  alela  eineriei  Ifeigang  gegen  die  Tangente  der  anebeoen  Corre  an  eiaer 
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karvoigehobenea  Stelle  behalten,  eine  eben  so  ciafache  Abhangigkett  statt,  wie  wir  aie  ia 
«Mgen  PiT^gruiliM  swbdieB  im  Eitmmui^Mtmumm  mfcigiiiiu—wi  lita»  iiaUi 

ebenen  Curvcn  angehören,  in  denen  eine  kronime  FIttche  an  einer  ihrer  Stellen  rfiirch  Ebenen 
fWihnHtffli  wird,  welche  ileU  die  gleiche  Neigung  g«gcn  die  Nonnale  der  kranuuen  Flioiw 
M  dcfffdlMii  flMe  beliaqitBa   Qn  dtaw  AUiängigkeit  ohw  WeMlaQgfcdtai  MOm  wkdktä 

n  können,  werden  wir  den  Axen  AX,  AX',  AX"  eine  bestinmte  SteBung  anweisen,  wai 
erlaubt  ist,  da  die  Eigenschaiten  eines  rSiunllchen  Gcgcnstandas  unbhfingig  iM  von  d«r  B«* 
,  ,f  , ;  Sonderheit  des  Coordinatensystems  auf  welches  der  Gegenstand  bezogen  wird.  Wr  isAm 
uns  die  Axe  AX  parallel  mit  der  zu  0  gehörigen  Tangente  der  unebenen  Curve,  die  Axen 
A  X'  und  AX"  parallel  mit  der  zum  Puiicle  0  gehörigen  Normalebene  der  doppi  U  ^ekriiniinlen 
Linie;  dann  steht  die  Axe  AX  senkrecht  auf  den  beiden  andern  AX'  und  AX  ,  so  da&s 
cmW  ='0  md  eMW=:0  iit  WäH  Ae  Axe  AX  pmlM  «11  ier  nngente  aa  0  llull  «nd 
•Mf  den  Axen  AIT  und  AX"  senkrecht  sieht,  so  ist  den  Gleichungen  (140l  h.}  gvnlSS 

^r=0,  ?ir=0  «ad  Ä«'=0,  »9"=0, 

md  in  Folge  dieser  Wertbe  ßndet  man 

«♦^=*  »  »^^«='<>  ' 

Cemr  wird  n  den  Jeliigeii  CoordiMtensyileiie 

irte  sogleich  nns  der  ersten  der  auf  zweiter  Zeile  slchendaa  Gleichungen  (128.  b.)  in  Verhin- 
ditng  mit  der  ersten  (128.  c.}  hervorgeht,  wenn  man  diese  auf  den  Punct  0  in  Anwendnqg 
bringt  md  beidilet,  dasi  coeWsO  md  cotWsO  isL  Kat  dfoser  benodeni  WeiOw  ge- 
ben die  CaeiAingeB  (147. 

flM.a.>'  i=CVr+C"Vr  md  - —k'Vrf+ArViT* 

woraus  sich  der  in  0  sich  endigende  bescliränklc  Biegungshalbmcsser  ^,  finden  lässt,  wenn 
dessen  d^irelk  die  Grdsaen  G^,  C  oder  A',  A'  bestfmmte  Mclilmig  gegeben  M  BeseiAnet  ^ 

die  Griisse  desjenigen  in  0  sich  i  ndi::yi  ndcn  Bicgunirsradiiis,  welcher  mit  der  Axe  AX'  paral- 
lel läun,  so  geht  ^1  in  den  Gleichungen  (156.  a.}  in  Qt  Über,  wenn  man  A=0,  A'=l| 
A''=0,  C=oo«90*,  Cs=1 ,  CTseosW  seht,  so  dass  man'  \M 

CM«.M  -  =  Vr+yrcosW"  und 

beseirhnet  ferner     die  Liinije  des  in  0  sich  endigenden  BiejEimg-srndins,  welcher  mit  der  Axe 
AX"  parallel  liuft,  so  crgiefot  Mch  diese  Grilssc  aus  den  Gleichungen  (läd.  a.}  wean  man 
<r,  C  dM  «nkW^  ieenW,  i  all  A;  A%  A"  d««h  ^0,  0,  1  aneM»  mm  Itriet^-dalMr: 

UM-e-}  ..-sVfMlW'+b'r   und   ~=Vn'\  ... 

Mulliplicirt  man  jetzt  die  Gleichungen  (156.  b.  und  c}  ihrer  Ordnung  nack  mit  den  l«  einen 
beUebigen  Biegnngsradins  gtehürigen  OrOeaen  A'  vsd  A"  uad  addirt  fovafcl  dte  rofdl«!  wie 
4Ue  lüntera  au  etnaader«  ao  koount .  <  '!•  •  •      •    '     ■  j 
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•    ?-  A  +  -  A"=Vf  (Ä'+ A''eoiW^+ V{*CA'oi»ir+ A"}=(rt^{'+C"Vf 

(IM.«.) 

"    1  A'+i  A*=  A'«»fl'+ A" 

weil  den  im  ersten  AlischniU  aufgestellten  Gleichungen  (i2.^  analog  hier,  wo  co5W  =  0  und 
«M  Ws=0  M 

C'=A'+A"cosW"   und   C"=A'co8  W"+ A" 

wird.    Die  beiden  Clcii  hiin>:^on  4>^  xieliea  fidi  abw  mit  ZiisielniQg .  der  doicliaiign 

(^156.  a.^  in  die  eine  zuiiaunucn 

ih'+L  A"=i  ,  («»•.  e.) 

P'       P>  P' 

welche  zeigt,  wie  sich  die  Gröno  eines  beliebten  beschrünktefi  Biegiinggiidiut  «is  zwei 
■adeni  p,  und     finden  lässt,  wenn  die  ProjeotiOBSiaUen  A'  and  A"  wetcbe  iBe  Richtung  von 

P)  an  den  Ridilungen  von  (i,  und  (>,  giebt,  gegeben  sind!  Denkt  man  &kh  die  Axvn  AX'  und  > .  i 
AX"  senkrecht  auf  einander  stehend,  so  wird  unser  jetziges  Coordinatcnsyslcm  ein  rechtwink- 
liges, in  welchem  die  schiefen  Projeclionszahlen  A'  und  A"  den  senkrechten  gleich  werden 
mA  dno  aidli  anders  sind,  als  die  Kosimise  der  Winkel,  welche  die  Kidilung  von  p,  mit 
denen  von  p,  und  p,  bildet;  iteill  daher  A  den  ^itnii  Winket  vor»  de«  die  Genulo  f,  adl 
der  Qt  bildet,  so  ist  . 

1  cesi  +  isinA=l  ,      ,  iu9,t.) 

md  ist  (7,  der  kleinste  Bicgangshatbmcsser,  oder  der  Krümmungshalbmesser,  welcher  vorhin 
Airch  p,  bezeichnet  worden  ist,  so  nfanmt  p,  einen  oaendlich  grossen  Werth  an,  weQ  beide 
inf  daander  aenkreeht  stehen,  es  wird  wnaA  ta  diese«  faDe 


■ad  Marin  ifrieht  sich  die  höchst  ein&Khe  Relation  aus,  wodwch  sich  jeder  Bicgungshäbi 
MT  M      IMhMMniriMiMMHer  tmi»  M,  mi  mm  im  WUUl'ltennt,  de«  Mdi  all 

:  .:■»•.  .1 


174)  Stellen  >vir  uns  eine  unclicrie  Cur^e  durch  die  combinirten  Gleichungspaare  (124.  a.)  (.t 
■nd  (124.  b.3  zwischen  dan  schiefen  Coordinnten  x,  x',  z"  oder  .Müt^echten  u,  u',  u"  ihrer 
Puncto  gegeben  vor,  nwt  nehmen  vnr  in  flkr.  einen  bclieli%Bn  Pttnct  jD  ab  feste  43r«s9  an^ 
so  wird  die  Länge  des  CurvensUicks ,  welche  zwischen  dem  festen  Puade  D  und  einem  kö» 
weglich  gedachten  »ndem  Puncte  0'  der  unebenen  Curve  liegt,  blos  von  der  Lage  diese« 
zweiten  Ponctes  0'  abhängig  sein ;  diese  LKnge  hat  man  sich  daher  als  eine  Function  von  der 
Leg«  dhe  ftneiei  &  edar  ton  den  dhne  liege  ipaieiiilMidfin  'CeofHaeiea  des  ^nactes  Or-  ««■«<• 
zustellen.  Weil  aber  durch  die  Gleichunpspaare  immer  zwei  ton  den  drei  Coordinatcn  einer 
|eden  Art  ans  der  dritten  gefunden,  und  zudem  die  Cpordinaten  der  einen  Art  aus  denen  der 
I  Art  nülalit'  imt  GMdlnngdn  (128.  c.)  hergdeSek  tverdn  Kinnen,  eoneci  Itaf  von  den 
eines  Punctes  der  unebenen  Cunc  nis  gegebene  Functionen  der  sechsten 
mitoen,  so  wird  man  sich  die  LiogB  des  finglichen  CeneMticfcs  als  Smfirt 
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tion  von  einer  def  CoordiiMt«n  .seines  ve^l^lderiiche^  Endpuovies  P'.  xa  denken •  hftbcn.  Wir 
wenMi  Ve  Liagfe  <iet  CummMdu  00'  dnrel  1^'  bflidehiiea^  wön  wir  «e.  vto  «Im 

(.1*  *  Function  von  x  vnrstenen,  und  durch  wenn  wir  sie  ds  P^Mlini  ▼on  u  aufTasscn.  WShlt 
nun  m  der  unebenen  Conre  iigend  wo  zwischen  D  und  0'  noch  einen  ande^^  ^  »jo^i  dessen 
•dUe»  und  Mnkredile  CoordUMten  dncfa  ^ ,  ^'  und  f; ,  t?',  ff  vorgestellt  veiätfi  «ollen, 
und  legt  man  durdi  diesen  nicht- wandelbar  gedachten  Punct  0  drei  neue  Axen  OX,  OX'^ 
OX",  welche  den  nrspriingh'chcn  A  X',  AX',  AX"  parallel  und  gleichläufig  sind,  so  finden, 
wenn  x, ,  ,  die  schiefen ,  u« ,  lü ,  u«  die  senkrechten  Coordinaten  des  beweglichen  Punc- 
i««  O*  m  dea  neuen  Axen  bezeichnen,  wahrend  x ,  x',  x"  und  u ,  u',  n"  die  deaniben  Ponc- 
les  an  deö  ursprüntrlichon  Axen  vorstellen,  zwischen  diesen  Coordinaten  zunächst  die  Glei- 
chungen (125.}  und  dann  auch  noch  als  Folge  die  (126.  a.  und  b.}  staU.  Auch  lässt  sich  die 

(  1  ,.v.  ;  in  Pangnpli  12  dieae«  Abadmüle«  Or  JegiidM  fvtcäm  aalj^eelellle  GMctaiv  (S.  a)  eif 
die  beiden  Fundionen  9x  und  ^  anwenden,  s6  daaa  naa  ia  Betreff  dieear  iieiden  aodi  m- 
bekannten  Functionen  hat:  ' 

wabd  i^-^if  oder  '^— 8y  die  Uage  des  Ganrenetoda  00'  «uejigL 

Da  die  m-  dtai  hefieigehifteaea  fattcfe-t)  gehörige  Tangente-  der  tmebeBen  Onve  dorcll 
die  CUeidnuigen  |  ■ 

i.i  dargestellt  wird,  den  oben  gefunden^  Gleichungen  ^127.  a.  und  b.}  gemias,  ao  wird  nuin  mit 

dena  Hflfe  jeden  Pnnct  der  Taageato  vollkennea  becUnaiea  kdnaea,  ao  «le  ann  «in«  eipi%^ 

von  den  ihm  ziigilmriiicn  rooniiuatcn  kennt  Stellen  nun  0,  und  0,  die  zwei  Puncle  der 
Tangente  vor,  in  welchen  diese  vpi^  den  zwei  Ebenen  gefichniUen  wird,  die  beide  duriJi  äfia 
bewegUehea  Fand  O*  Undorch  gdien,  und  voa  weldieR  di«  eine  parallel  mit  der  Coordimlen- 
l^.j  ..^dtene  X'OX"  läuft,  die  andere  dagegen  senkrecht  auf  der  Axc  OX  steht,  so  liefern  die 
Pnacte  0,  und  0'  einerlei  schiefe,  die  0,  und  0'  einerlei  senkrechte  Coordinaten  an  der  Axe 
OX,  aad  sind  x, ,  x,',  x,"  und  u,,  ui,  u^'  die  schiefra  und  senkrechten  Coordinatea  dea  Fune« 
teä  0,,  X,,  x;,  x;'  und  o«,  u;,  u;'  die  de«  Pflaeles  0.  aa  dn .Am  OZ,  OXT,  OlT,  aa 
liefern  die  Gleichungen  (157.  b.),  weil  x,=:x,  und  a,  =  n,  Ist:  .'■ 

ClM*  ••)  xl  =  S  ^x,  ,  x"=  l  ^"x„   und      =  ?  t/'u,  ,  ur=  B  f?"o, , 

wenn  x,  und  u,  die  zur  Axc  OX  gehörige  schiefe  und  senkrechte  Coordinate  des  Pnnctes 
vorsKiR.  trlgt^ntM  Äe  Cfldebongen  0^8.  a.)  auf  da«  neae  GbonBäaleaayaleai  Ibar,  aatf 
wendet  man  sodann  die  in  erster  Zeile  stehenden  anf  deB'  FSBCt     ,  die  in  Bwettfer'  ZeBe  'jile-' 
headen  auf  den  Punct  0,  an,  so  eihlUt  man: 

i^z»7|-x;ooaW-f  <«e«W,  «;?s:jt»«wW4-x:+if««tWt  iCs:jmaotirrhj4««aW!?+'2 

Mr.  ' 

(Ei.=«u,+r«;+ru;' ,  a;x;=sr.u,+a;u;+arur,  (s;:xr=s(,u.+ ^l;u;+«^u^• 
ode^,  wenn  mnt  für  x',  x','  nnd     ,  n','  ihre  durch  die  'GtaUngea  (157.  e,y 
Wertbe  so  «rie  auch  x,  l&r  Z|  und  u,  ftl;  u,  setst:  •■•  i  " 
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B,=j^Ci+*f«««w+sr'cosW') ,  u;=jt.(cosw+a{'+a|r(»iW")  ,  .v 

X.  (rns  W'+ ^  ^'cos  W"4- ?  r) 

g;'x;'=u.ca.+«;Bfl'+a;'^i7") , 

welclie  miUebt  dar  anf  dea  Punct  0  iüittgietnfamn  GlBicfaimgeo  (128.  bi}  mfdmf 


Ans  den  Coordinalcn  der  Punclo  0,  and  0,  Imn  sich  nun  deren  Eatfemiuigeii  von  der  Coor- 
dioatengpUzc  0  MlaelHiiea,  m  ist  nimlicb  der  im  «ntaa  Abschoitle  gegebeuii  Glaiq^iijif  (17.^ 
snr  Foke: 

(ooo«=*«.+«;ii{+afBr=«Jc»«+«r««*'+»r«o 

und 


Denkt  ninn  sieh  jetzt  <]n\  Piinet  0'  dem  0  stets  niihcrnd  bis  sich  zuletzt  der  Abstand  beider 
von  einander  durch  kein  endliches  Uaasts  mehr  angeben  Usst,  und  diess  dasselbe  dann  noth- 
wend^  aiieli  die  CMraen  x,  md-  v«  Irilll,  fo  lienln  'die  ipBem  tiiettar  -fo  den  ReOwa 
(157.  0.),  wndiirrh  flns  runenstihk  0  0'  dargestellt  wird,  unvergleirhlich  kleiner  nls  die  frU- 
kem,  und  da  sich  unter  den  gleichen  (JiofUlndea  4t9  liMtfe  des.  durch  dies4»  ^eibep  «t^rgeat^Ub: 
ten  GmreiisWeks  0(X  von  dep  Lii^eB  der  TutgaBtomncke  00|  oder  00«,  welche  im  den 
Gleichungen  (157.  e.}  eothelim  iMf  na  kelM  €MMm  unterscheidet,  die  init  diesen  LKngen  •  •> 
selbst  vergleichbar  wMre,  wfe  aas  den  in  Nr.  164.  besprochenen  Eigenschaften  der  Tangente  an 
einer  Stelle  der  unebenen  Curvo  hervorgeht,  so  hat  man  den  in  (.  12.  dioees  Abschnitts  nieder- 
gelegt« Satoe  (4a  •.  ud  tk) 


oder  weQ  der  hervorgehobene  Punct  0  jeder  Punct  der  Curre  sein  kanq,  teilt  derselbe  nur 

obno Bewegung  gedaeiit  wird,  so  luum  man  an  die  Stelle  der  bestnvalea  Coordinatcn  i,      ^  ,■  ^  ,  • 

und  r; ,  7;',  7;"  auch  die  iinbestimmlen  \,  x',  x"  und  ^f<^t       MIMÜ^  WÖdOidl  dttHjl  djo.  TOP- 

stehcndiMi  Gleiclmugen  die  andere  Fonn  annehmen :  '  I 

l^^  —  (Su  +  ''dx'Sii'+tx'Sii"y    und    ^?„  =  0yx  +  ?u'5x'+^u"afx")«.  (IMtk») 

Aus  diesen  Gleichungen,  welche  die  Ableitungen  der  gcsnchten  Curvenliingen  an  die  Hand  ge- 
ben, bar  tm  jMaimß  Mi  JnlfgnlioB  awh  x  odw  11  dte  haid«  ¥mMmm  it'9*» 
faflwt  aufzufinden.  HiwM.bal  niü  aUe  in  den  Kianuncni  der  vordem  Gleichung  stehendeii 
fhnüo  als  Functionen  von  x,  alle  in  den  Klammem  der  hintera  Gleichung  stehenden  Theüe 
alff  Fonoliqoen  von  u  darzustellen,  welches  sich  stets  mit  Hiire  dor  gegehesen  Gietcbungspaare 
nnd  der  in  Kr.  IfiO.  angewfgtaii.Rdalioii^n  bewerkstelligen  iVatt-  Mi<ttMMiL:.Oftchllle  «ind 
wieder  alle  Jene  Rücksichten  z«  nohiiw,  «eddi».  «hCB  M  jdOP ßJlll§aStMlkmmt[  Jnß 
Giavm  aag^g^tea  M'orden  «nd.  .      i  ,  ..Li;  .i.ü-ii  '. 

t  ,  46 


Digitized  by  Google 


fIB  Amiyflscbe  0«onetffe.  -AlMeh.  ID. 

Will  man  die  Lttnge  £  der  unebenen  Curve  nicht  als  Function  von  einer  der  Coordinaten 
s  oder  v  flow  bewegUehen  Em^NDWtes  <y  ftMicB,  «onden  ab  Vaadlkm  vom  bfead  eiaer  m- 

dem  Umililiiirnrigen,  wodurch  diese  Coordinaten  selber  erst  bestinimt  wenlen,  und  bezeichnet 
die  Ableituqg  dieser  neuen  Finolion  durch  d£,  so  ist  nach  den  in  $.  12.  Mr.  IIS.  ange- 
der 


d8=9^dx=«lBd« 

oder  wen  man  ftr  and  99.  Are  in  den  ddehnngen  (iSß.  b.)  eldienden  Anadrlklt« 
letal: 

d  «  =  d  X     u  4-  2  x'  Ö  n'+  %  x"  Ö  u")i  =  d  u    X  +   u  5  x'+ 1  u"  ö  x")^ 

wdiei  das  vor  x  und  u  stehende  Ableilongszeichen  d  sich  auf  dieselbe  neue  Vcnindertiche  be- 
sMiL  Sebl  man  in  dieso*  Gleidranf  anstatt  der  dnrdi  das  Zeichen  9  and  8  angezeigten  Ab- 
leitungen die  nach  der  neuen  Unabhängigen  genommen ,  wcirlio  durch  das  Zeichen  d  vorge- 
stellt werden,  welche«  nrittdst  der  a.  a.  0.  niedeigelegteii  Eelationea  stets  geschehen  luniif 
vermöge  welcher 

*^=H7»  *^=ar     *"»=n»  '•=n'»  ^•^inr 


9n'=J^.  l^r=p:  and  «x=      ,  *x'=  ^  ,  81^^^^^ 
du  '  du  du '  da  is 

ist,  so  findet  man  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle : 

(Mt.  •.")  d8  =  (dxdu  +  dx'du'+dx"du"3«, 

eine  Gleichung,  die  sich  durch  ihre  vollkommene  Symmetrie  ausKetchncL 

■an  bau  den  Gleklnngen  (iSB.  b.)  und  (158.  c)  dae  Gestalt  gd>en,  wobei  aiefc  Iv 
yrinsmer  Chaweter  beoier  ber— ildlt,  wenn  man  die  enteiii  oot 

di»  enden  w: 

UM.«.)  dSsdx^da^O+^x'tv'+ftxr^iO^ 

schreibt.  Diese  Iclztcm  Gk-ichungen  gestalti-n  aiirh  eine  Dürslellung  der  versdiiedenen  AMci- 
iongen  von  i ,  welche  blos  die  Functionen  9  und  y/  als  bekannt  voraussetzt ,  wie  ein  Hinblick 
nf  di«  bn  Paragraph  13l  dieiM  AbncUHe  ndigelheilen  Gleicbangen  (loa  b.)  oder  c.) 


iT5)  Die  vnmeBMr  vor  (IBA     nflgelhellen  IMaUonen  aelien  tai  den  MMd,  eiln  ta 

diesnm  Pnrngfnphon  nnter  der  Voraussetzung  erhaltenen  Resultate,  dass  x  oder  u  zur  unab- 
hängig Veränderlichen  genommen  wird,  in  andere  Uberzulragon ,  die  gOltig  bleiben,  was  anch 
die  nnslthingfg  Vorlnderliebo  eein  RMg*.  Kohmh  bi  den  onunfonnenden  Aosdrtleben  iMbera 
Abb'itunircn,  nach  x  oder  u  genommen,  vOTt  10  gelangt  man  zu  den  für  sie  zu  setsenden 
Wertben,  wenn  man  die  vor  (.158.  c}  stehenden  Gleidrangen  noch  Einmal  oder  mehrere  Mal« 
nach  der  neoen  onbestinunt  gehssenea  Unabblngigen  ableitet,  wie  scbon  im  Pmmgrapb  iM» 
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(Nr.  11&)  geiflift  wordoQ.  i»L.  So  ergdaeo  ticb  mch  eöiwUgo»  Ai>lw4ea  ^  fwtUm  AMj 
tungcii  wie  folgt:  ..  ,  ■■ 

 g^^-        ,   Dx_  jy-   , 

 iF — *  — jn?  •     =  — 7d?  

...  ,     dud'u'-du'd*u     ^,  „    dud*u'— du-'d^u 

^u=— —  '  nnr — 

Wendet  man  die  Glekbungen  vor  (1&8.  c.)  und  die  (159.  a.)  auf  den  Puncl  0  an,  indem  man 
I,  r  f  >  <l^>  V  m  di«  Stale  von  z,  V;  «i  b,  iT,  fl"  mM,  m  eiMt  nw 
br  10  für  ^f,       «T.  VtTvuilrf,       Vi?',  ?)'f?"  sich  ergcbcadn 


(IM.«.) 


I«  / 

:•  t 


und  non  liefert  die  Gleicbaiig  (154.  g.}  auf  der  Stelle:  '  •  t  ' 

(ilW'idrWxdwW'^^ 

wilrhp  den  zur  Stelle  0  gehörigen  KrümmungshallMmfMr  Uefeii  Pie  GleicfcwBgen  (154  d.}    '  ' 

geben  ilurch  die  gleichen  Substitutionen  Uber  in :         '  ' 

C«  :  CU  :  CU  =  d|'d'r— dr.d'r:  dr'd'f  — didT^  dld'^-drdT  ) 

mi  ,  >  CtM* 

wodndi  die  WohlHgr  de«  in  0  licli  endigenden  nnendUeh  greeiea  BiegangriMbnMiMil  f»^ 

geben  wird,  und  da  dieser  senkrecht  auf  der  Krüranrangsobenc  der  Cune  bei  0  steht,  eo  ilt 
damit  zugleich  auch  die  Lage  dieser  Jü-Ummongsebene  gegeben,  deren  Gleichoi^  man  ene  itt 
(154.  fr}  dnreli  die  ai«eMigten  SnlMliMionen  irie  iMgl  eiMli  .     i-  •. 

Cdrd'r-drd*oc«-«)+c<'rd'{-d|dPi;oc*'_o+c*w-*p<Pöc»"-n=o  i 

oder  >aMbai| 

Cdfl'd»^''— dn"d'u')  (u—fj) + (dif' d'ij  -  dni*ir)C^^'^+0^'i^'i'—^n'^'OQ^"-'n'l=0 . 1 

Es  verdient  hier  noch  der  rmstand  er>nihnl  zu  werden,  diiss  sich  die  Gleichung  (159.  c.) 
in  denselben  einfachen  Funnen  darsiellen  iassl,  weiche  oben  in  den  GleklMi^en  (i^i,  t)  lu^ 


0 
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(351.  ^0  vorc:chomnicn  sind;  man  kann  ninUdi  den  Nenur  d«s  anf  1km  rechlen  Seite  ste- 
henden l)u>*'i('i)'cn  auch  so  sclireiben : 

(d I d +  d I' d d r ' d vi (d' I d* f?  +   r d' f]'+  d' f  d' «")  . 

UM...)  dxd»+d«'dll'+di^dr=jt 

wrf  lielit  dx,  dx',  dx*  b  ;r  >l>  FtaMtfonen  ▼ob  einer  nkftt  weiter  berifandea  VerlnderiidMi 

z,  du,  du',  du"  hingegen  als  Fnnctiom'n  von  cini-r  andern  unbrstimniton  nnd  mit  der  z  in 
keiaen  Ziuunmenhiuig  gebrachten  Veränderiicfaen  s  «n,  wodarcb  man  sich  x  <ds  Function  der 
ukta.  TM  ionttder  «nllliig^eB  Tcrftadedicka  s  nd  i  vontd^  irakke  wir  durch  be- 

Mkimea  weiden,  so  eridOl  ms  mu  dar  votfifllMiiden  GUduagt  wmm  tum  ite  aidi  tfeeea 
Veitttdeilldwn  aUeilel,  nnd  dm  des  AldeiliuigMeichen  d  febnmdrt: 

Idjt^  sdPxd  11+  iPk'd  1^+  #x^d 
d  r    =  d  X  d'  u  +  d  x'  d'  u'-f  d  x"  d'  u", 
d;r^  =:d«xd»B+d'i^d'ii'+d'xr  d*r, 

wobei  CS  durchaus  nichts  zn  sagen  hat,  dass  das  Zeichen  d  in  den  zweiten  Ableitungen  der 
Coordinaten  in  eiaer  dojppelten  Bedeutung  gebraucht  worden  ist,  weil  die  zweite  Bedeutoag, 
aacfadem  in  flireni  fltan»  die  Saehning  dnrchgeftihrt  worden  ist ,  wieder  k  dl»  ente  fllmfefet 


S^zt  man  In  dtose«  Anidcttoken  and  4,  4^,  4^  für  z,  i"»  iT'  nd     vT,  m 


;r^=d|dfl+drd  v'+i  r'd  v", 
r«*^M=**^'*  fl  +  d*rd  fl'+dTd  n", 
l*d/M=*  ««■fl  +  i  rd'iJ'+i  r^iT. 

d  y  ,  =  d%t  d'  ,j  +  d«  r  d' .;'+  d'  r  d'V, 


in  welchen  man  sich  anter  z  und  s  die  bcsondem  Werthe  zu  denken  bat,  welche  diesen 
GrAnen  m  Fneto  0  ndUMOBen.  Hltdat  dioMr  AaattA»  ÜMt  «ieh  niB  der 
•0  foirdlMi: 

II        Ii  »1 


ud  ran  rinnt  dto  Glekbn«  (15«.  c.)  die  rackitiihimdo  fam 


II  10  Ol  ' 


welche  man  in  gleicher  WeiM  wie  «k«  bei  der  (151.  f.)  geMbekea  «uck  in  die  Miel» 
Geelalt  ttberfiihren  kara: 
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•  wobei  man  immer  unler  z  und  s  ihre  dorn  Punclc  0  zuktimmcndcn  besondern  Werllic  sich  zu 
denken  hau  Will  man  die  Ursache,  warum  die  Gleichungen  (151.  f.J  und  (IGO.  d.}  vOUig 
«iaeriei  PonpMi  Ubm,  noch  bewmdMts  cbuehm,  m»  knn  dieit  io  der  Mgmkn  Weise  j»- 
feheheB.  Am  den  deidupgen  wt  C^SS.  c.)  geht  hervor,  dass 

oder 

^  dxdu 

ist,  und  hieraus  Gndet  man  durch  successiYes  Ableiten  nach  z  und  s  •    - . . 


•'m~"-      d*'du  du'dx  - 


,,     _dudxd;c^— dnd'acdjir^  — dxd'jid/^  +  d'xd'B;^^  ' 

-^i,u<'^x,u-<'^i,u«^i,u—   d^^rg^?  *   - 

Gleichung  «her  nit  der  (161.  a.)  veitninden  zeigt,  dass 


ill,  wie  anch  die  GliHchungen  (15f.  f.)  und  (160.  d.)  aussagen. 

Die  TOmteheoden  Relalionen  (161.  e.  und  b,^  liefern  fener,  weil  dx:=dxda  nnd 

9x   d]^dn  8n   dn'dx  , 


"«Jb»  dx'du  * 

•  ■  d;r..  — d'u' ;|^- 
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und  mittelst  dieser  auf  den  Puncl  0  aji^cwandteu  L'ciierlragungcn  verwajidciu  nidi  die  Glei- 
CI5SL  «.  nd  4.}  b: 

A,_^|_y£Mjl£iiM       C,_^n  ix^-<P')  X^ 

^     '  W  0^7      '  e.- — G^^y  * 


r?:;?     »  ?.  t;Q'  • 

welchen  man  auch  die  folgomie  sehr  cinrachc  Gestalt  geben  kann: 

A.=_dcli),  ^=-äi^,  AT^jj^'j 

Q»  Xt^       Q*  X^       9*  X,^ 

(ISl*  ff>)  •.•••••>•••••  /  und 

'C.=^-4'C^),    ^=:-dcil').  ^=-d(4iL). 

iu  welchen  sümmllick  luau  unter  z,  s  ilire  dum  roncte  0  zuko^meaden  liesondern  Werthe 
lieb  ««naslellnt  lud.  Die  ProjeetionnaUen  A.,  Ai,  A7  md  C;,  Ci,  (7  vSMrtm  den  in  0 

sirh  eniligi'iKli'i)  Knimiminfrshallimcsscr ,»n,  tinri  m'^  ihnen  lassen  sich  durch  Miilti[i1iriilirm  mit 
die  schiefen  und  senkrechteo  Coordinaten  des  Krümmangsmittelpuncles  fiaden.  Muilipiicirt 
nm  die  imler  eimnder  rtafccadwi  ffletdrangea  (161.  f.)  omI  addirt  die  dni  lidk  te  ei^g^ebeii- 
dea  ReMdlate  n  eiantder,  te  «UH  awa,  iraQ  A,G;+A;G;4*i«  (7=1  bt 


17Q  ADe  la  der  verigea  Nianaer  «ndudtaiea  Awditoke  befüiea  ndten  Ürar  niiyeade 

■nteibrochenen  Symmetrie  ni»r!i  (!<'n  trrosseti  Yortheii,  dass  man  in  ihnen  was  man  %viU  zur 
(ig  Veränderiicheu  machen  darf.  Wir  wollen  hier  noch  snin  Beschlüsse  der  Uber  die 
Onrve  angestelllcn  üntenachungen  die  Fonaea  aaflrtalen,  ta  wddMa  sieh  die  Liefe 
and  Richtung  des  Kriiinmiinirshnlliniesverö  uussi^richl,  wenn  man  die  Länge  der  unebenen  Curve 
van  eiaer  völlig  bestimmten ,  wiewohl  on  sich  beli^igen  Stelle  aus  bis  zu  der  benroigehoite- 
■m  SidlB  hia  mr  aaebhängig  Vertaderiicftea  Bianll.  b  dleem  Fde  Iii  «Be  aadMag^  Ver- 
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»nderliche  dieselbe  Grösse,  welche  in  Nr.  174.  «hvch  S  besekhoet  worden  M,  md  in  BaMg 
•nf  welche  der  Gleichung  (iöü.  c.)  zur  Folge 

d8  =  (dxdu  +  dx'du'+dx''du'0* 

igt  Wird  oon  S  znr  Uiubhiiiig^gea  genommen,  m  ist  d8s=:l  oder 

md  «M  dteee  GMchng  msk  der  gmMkm  BniihlnKif  TeribMebe«  «tgdeiM,  lo  eiMI 

d*  X  d  o  +  d«  X*  d      d*    d  u '  +  d  X  d«  n  +  d  x' d' n'+ d  X*  d»  ir=  0 , 
weMic  Gleichung  in  Gemamheit  der  in  xMr.  IGU.  gtigcUt'Ucu  (12ä.  [,)  in  die  zwei  andern  zer- 

uni: 

d*xdn-hd'x'da'+d'x''da"=:0  ,  dzd*B+dx'd'a'+dx:'d*Hi"=0.  CM«*M 

Die  Caflidmngai  (lOlL  a.)  imd  (IfiS.  bO  «igen,  due  bei  der  Uer  gewUUtan  mabUhigig  Ter- 
Inderiidiea 

I  •  Ol 

Xt,B  =  ^    und   dx^  =  0   sowie   d/^  =  Ü 
wird,  weshalb  die  Gleichung  (160.  d.} 

giebt,  oder,  wenn  nun  ttr  AXaß  ^  leMen  CBeMwuig  (160.  c}  angcgelieneii 

^ ~  d'l -f  d' t' d' fj'+  d'l" d'V'  '  ***** 

Aus  dem  gleichen  Grunde  verwandeln  sich  bei  der  hier  angenommenen  Unabhängigen  die  Glei- 
chungeu  (161.  Q  fal: 

^=-dP{,  ^=-d'r.  ^'=-*r  »I  ^=-i»«,^=-d'r,^^=-«iN,'',ci«i.j 

fi  f>  Vi  9^  VI» 

weldia  Ausdrücke  sieb  sämmUich  durch  ihn  gram  IMwiWwit  vor  alen  lIidgMi 
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.AMlytiMhe  tteoMatile. 


AMcb.  IV. 


Vierter  AlwflmH». 

Tm  im  fmAMam  MalCoi  ier  Gldiliiga,  kt  inet  He  kruHMi  Urin 
•te  FlIdMi  dar  mitcn  Ordnung  an  verschiedem  GltrillulCBBysliM 


§•  16. 

Tn  dei  ebeicn  Cvveo  der  zwdtcfl  Ori>«g. 

177)  Beim  l'cbertrngcn  dor  Puncle  nus  pincm  ebenrn  Systomc  in  '"in  flndorcs  dcrsolben 
Ebene  angchürigcs  fiudcn  die  im.  ersten  Abschnille  $.  5.  aufgcsleUU.'»  Gleichungen  ihru  An- 
vmAmg,  voii  denen  «jr  fie  folfäiiden  rar  Bequenüdilwil  der  Hioweiniogen  Uer  amcireilm 
woDen : 

Ct.«.)      x=Ay+A,j',  x'sA'y+Aij'  and  öx=(B)t+(B')»',  (I:x'=(BJ*  +  (Ä)v' 
und 

Oi.M      tt=Cy+C,y',     u'=:C'y  +  C;y'   und      maBv+ITV,  «'=B,T+BIV. 

Di»  «taen  kttmeo  rar  Udierlregiiiig  der  MhleAm,  die  Indern  rar  Debertnignng  der  eenkred!- 

ten  Coordinntrn  ontwcdor  in  schiefe  oder  in  senkrechte  benutzt  werden.  Man  kann  den  beiden 
hintern  in  (l.  $u)  und  in  (i.  b.}  stehenden  Gleichungen  eine  etwa«  abgeänderte  Gestalt  geben, 
wodurch  sie  den  rordeni  ihnlloher  werden;  seist  mm  nimSeh  in  die  einen  fltr'die  frejeetfen»" 
nUen  n)il  drin  (Inind/eiciiMi  {B)  die  mit  den  Grundzeichen  {yi)  aus  den  im  ersten  Ab- 
eclinitlc  mitgelheilten  und,  wenn  man  x"=:v"=u"=0  setzt  auch  im  ebenen  Systeme  gOltigen 
Gkichungon  (87.^  etu,  und  in  die  andern  statt  der  Projeciionuahlen  mit  dem  Grundseioben  B 
die  nnl  dem  Grundseidien  (F)  nu  denselben  Gleicinngen,  m  gelten  sie  tli>er  in: 

Ct...)  x=-^v+^\,   x=yv  +  i^V   und   u=-^-'v  +  yv,   a=yv  +  yv. 

In  diesen  Chnchungen  bedeuten,  wie  immer,  A,  A'  und  C,  C  ilii'  sdiiifen  um!  senkrechten 
Projectionszalilea ,  welche  die  Axe  AY  des  neu  eingeführten  ebenen  Systems  un  den  Axcn 
AX,  AX*  den  wipillngldien  Systenui  giebk,  nnd  eben  so  Ai,  A'  nnd  d,  C;  dto  der  Am 
AY'  an  den  Axen  A  \' ,  A.V;  ferner  slellfri  i        i  /')  und  (F) ,  (F')  oder  {..f,}  und 

{r^f  (r,')  die  schiefen  und  senkrechten  Frojectiouszaldcn  der  neuen  Polaraxen  und  A|K 
SB  den  gleidien  Axen  AX,  AT  vor,  md  3),  3^  sind  die  Kosfanise  der  Winkel,  weHehe  die 
Ann  A Y  nnd  AS),  A Y'  nnd  A ^'  mit  einander  machen. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  a.  Ms  geben  in  allgemeinster  Weise  die  Beziehnngen 
n  eilcemien,  welche  zwischen  den  CoordinateB  ron  einem  und  demselben  Pmide  an  sireierisi 
«benen  Systemen  mit  i  iiierK  i  SpilM,  («dar  an  zwei  körperlichen  Systemen,  deren  dritte  anf 
den  SWei  andern  .scnkreihte  .Axen  man  sich  in  einiindcrlie^rcnd  zu  denken  hat)  statt  finden; 
mra  kann  indessen  diesen  Corrclalionsfüriueln  dadurch,  üass  man  einer  Axe  des  nen  einin- 
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fUhreaden  Systeou  eine  becondere  Lage  Torschreibl,  noch  allcrbond  andere  besondere  Gestal- 
ten geben.  So  mkmea  «e  nral  YOidan  rhlrti^f  C*.  a),  ««■  imb  «e  A»  Ar  ■« 
4«r  AX  niMMfillBi  Hot,  «ea  dann 

A,=0  md  A«'=sl 

y»ird»  die  folgeade  Geslalt  an: 

x  =  Ay    und    x=:A'y  +  y'  €*•••) 
und  ähnlich  nehmen  die  zwei  vordem  Gleichungen  (1.  c.}  wenn  man  die  Polaraxe  A  ^'  mit  der 
GruMlne  AX  nmnneaMea  lint,  «dl  dun 

(^0=0  owl  (uO=l 

wild,  «e  folgflode  Gwb*  «n: 

x=^ir  und  Jif-^g^^+jjV.  C«.».) 

Sbn  M  Tefinndalii  ifcli  dfo  tirei  voideni  CReiehiagea  (l..b.),  «mm  m  die  Axe  ATT  all 
der  Feien»  AX  ■etweiee  feBen  ftiet,  mB  dm 

C!;=0  nnd  Ci=fR 

wird,  in : 

und  ähnlich  verwandeln  sich  die  zwei  hintoni  Glcichnngen  ^1.         weOB  ewi  dto  Pohrett 
AS)'  luit  der  Polanue  Ai'  xusammcn  fallen  Idsst,  weil  dana  ' 

(r)=0  und  {r,}  =  (s: 

«bd,  in: 

.nd  n'=ffv  +  |v;  Ci.«.) 

Meibei  bedeutet  <C  den  KnIwm  dee  W&dtele,  welchen  lUe  swd  Axen  AT  md  AI'  nil  ein- 
ander machen.   Diew  beiondem  Gleichun^ren  haben  wir  aus  der  grossen  AmeU  eDer 
eben  bervorgeboben,  weil  wir -von  flinen  bild  Gd>iuch  w  mecben  vorbdieBb 


178)  Iii  eine  ebene  Corvo  bi  scUeTen  CoordinelBB  dmch  eine  Gldchmg  von  der  Fenn: 

oder  In  eeiduredden  Coordtaaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ju*+3'u"  +  2fun'=v  +  2Ju  +  2ru' 

fegeben,  worin  x,  x'  die  echiefen  oder  u,  u'  die  senk  rech  tcq  Coordiaaien  der  Cur\-enpunclo 
an  den  Axen  AX,  AX'  eines  beliebigen  ebenen  Systcn»  vorsMIen,  alle  übrigen  Buchstaben 
dagegen  beliebige  endlicbo  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen,  die  zum  grössten  Tbeil  anob 
null  sein  können,  bedeuten,  so  wird  (Ins  durch  eine  solche  Gleichim(r  ditrpeslelltc  Gebilde  eine 
ebene  Curve  zweiter  Ordnung  gejiumtt,  aus  dem  Grunde,  weil  diu  Gleichung  eineu  gan- 
•en  Awdrnck  in  alA  uMmmt^  der  bi  Benny  anf  die  beiden  Goovdinalen  vom  nweiten  Gtado  - 
ist.  In  allen  auf  den  linken  Seilen  stehenden  Gliedern  dieser  Gleichungen  treten  die  Coordina- 
ten  zweimal  hinteur  einander  al«  dopj^er  Factor  aof,  weswegen  wir  sie,  in  ihrer  Verbindung 
enljpbiBt,  den  Thoil  der  i wollen  Dlmoneion  dor  Gloiehnnf  nenoM  weidps  apf  der 
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ndAea  Seite  dieser  GkichuiiigeB  hingegeo  kooml  ein  Glied  vor,  das  gir  keine  Coordinale  in 
«ich  enihllt,  od      irir  an  diMMi  Onmie  dM  covtttiite  Glied  d«r  6l«idkB>f  mhm 

WOBen,  aber  ausserdem  stehen  auf  dieser  Seite  nur  noch  Glieder,  in  welchen  eine  der  Coor- 
dlnlen  ab  einfacher  Factor  auAhU,  die  wir  in  ibrer  Verbindung  aufgefasst  den  Theil  der 
crslen  Dimensfon  der  Gleichung  nennen  werden,  bt  nwn  wfllens  die  ebene  Onrre, 
welfhe  ihiri  li  eine  Gleichung  VOQ  der  in  (  .'!  ü.)  oder  (3.  b.)  niedergelegten  Form  an  den 
Axen  AX,  A\'  eines  ebenen  Syalens  dargeslclll  wird,  an  den  Axen  AY,  AY'  eines  neu 
enrafUhrendcn  ebenen  Systems  nüt  derselben  Spilxe  und  derselben  Ebene  angchürig  darzasld- 
lea,  so  darf  man  nur  in  die  iregeltene  GMchmg  lllr  x'  oder  n»  u'  ihre  in  den  Gleichun- 
gen (1.  a.  bis  e.)  gegelienen  Werllif  cin-^elzen ,  um  die  Gleirhuncr  zwischen  den  Cucirdinaten 
y,  y'  oder  v'  derselben  Curse  uii  den  neuen  A\ea  zu  erhallen,  wobei  man  allen  Zeicbca 
die  ihnen  dort  suhonnneado  Bedentmv  bewehren  mum.  In  dem  Mb  wo  etaer  Axe  des  mm 
eiuunihreniliTi  Systems  eine  besondere  Lage  vor^escliriehen  wird,  hat  man  anslalt  jener  al|gO- 
nietaen  GleicUungeu  besondere  n  nehnen,  wie  die  (2.  a.  bis  d.}  sind;  weil  aber  alle  sokho 
Uebertf  mungefonneh ,  so  bmge  die  beiden  ebenen  SyMeme  eine  gemetaednOliche  SpSie  he- 
ben, immer  hoiiio^^ene  Gleicbuiiircn  des  enlM  Grades  bleiben,  su  giebt  bei  jeder  möglichen 
solchen  rcbcrtnigung  der  TbcU  von  einer  IwsÜnuBlen  Dimension  immer  wieder  einen  Theil  von 
der  gleichen  Dtnemion  in  der  neu  gebildeten  Gleichnng  her,  und  das  cons taute  Glied  Meiht  ■ 
der  ggfebenen  und  ta  der  ani  ihr  ibgeieilelen  Gleichiinf  mnageselBl  das  gleidw. 

M'enn  man  aber  die  ebene  Curve  der  zweiten  Ordnung  an  einem  andern  in  der  gloichoa 
Ebene  gewühlten  Coordinatenoyilom  darsteUen  will,  das  eine  andere  Spitze  0  Im),  deren  fchielis 
and  seahrecUe  CooWKmrten  an  den  Axen  AX,  AI'  darch  |,  |'  und  v,  r,'  \<>rgesidlt  wer- 
den, und  dessen  Axen  den  vorigen  parallel  und  gleiddMalg  gedacht  werden,  wesshalb  wir  sie 
durch  0  X  und  0  X'  vorsteilen  werden ,  so  bat  man ,  wenn  x, ,  und  u, ,  u^  die  schiefen  und 
senkrechten  Coordinaten  der  Curvenpunctc  an  diesen  neuen  Axen  bezeichnen,  den  im  ersten 
Abschnitte  mitgelheaten  Gleichungen  (7.)  sur  Folge,  wenn  man  der  Natur  des  ebenen  Systemf 
gCmiSS,  die  auf  die  dritte  A\c  sich  beziehenden  Comrdtaaten  null  sein  lüssl, 

x  =  J-f  X.  ,   x'=|'+x;    oder   u  =  fj  +  ii,  ,  u'=i/+u; 

in  Selxen ,  wobei  man  sich  die  Grössen  ^ ,  ^  und  q ,  y'^  wodurch  die  schiefen  und  senkrech- 
ten Coordinaten  der  neuen  Spitze  0  angezeigt  werden,  ab  eonslante  Grossen  vorsustellen  hat, 

welche  l'rsaclic  werden,  dass  ans  dem  Theile  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Glei- 
chung nidit  Mos  wieder  ein  Theü  der  zweiten  Dimension  in  der  aus  jener  abjeleileten  Glei- 
chung hervor  geht,  sundern  neben  diesem  nocb  Glieder  erscheinen,  die  zu  dem  Theüe  der 
ersten  Dbnensfon  und  in  dem  coMfamlen  Gliede  geschlagen  werden  müssen,  und  ebenso  giebt 

der  Theil  der  ersten  Dimension  in  diesem  nenen  Systeme  nehen  den  Gliedern,  die  in  den  Theil 
der  ersten  Dimension  gehören,  noch  andere  her,  die  zu  dem  cunstauten  Gtiede  geschbigea 
werden  müssen.  Wenn  also  die  SpRae  des  nenen  Ceordtaatensyslems  nidrt  ta  der  SyÜae  dst 
Orsprilnglichen  liegen  bleibt,  so  triebt  ni» 'it  melir  der  Thril  von  ein  r  bestimmten  Dimension 
wieder  Mos  einen  Theil  von  der  gleichen  Dimension,  wie  da  wo  die  beiden  Systeme  eine  ge- 
meinschallKohe  SpHie  haben ;  well  aber  die  Gleichungen  (4.^  sümmlHch  nnr  vom  entan  Gnda 
sfaid,  so  irnnmt  dte  neue  Gleichung  doch  auch  hier  wieder  nur  einen  Ausdruck  desselben  Gra- 
des wie  die  gegebene  in  sich  auf,  nnd  Merni  liegt  die  HeckUertigHiig  für  die  Beacnnang: 
,ebene  Cnrra  iweüer  Ordnung.* 


f.  lib  Kr.  tif.  n«M  OwTM  «wlUr  OfAianfr. 


In  den  nüduteii  ItiuBimai  werden  wir  ausMMeialicii  our  auf  die  Yecttndeningcn  unser 
Aafeaaerii  UarkhtM,  wiMw  in  <Im  Thrie  der  swefeea  DinaMiM  v«rflAea,  wMraid  «Im 

Giekdiung:  >ün  einer  der  in  ('.l  »')  oder  (3.  b.")  »npcjrclH-ni'ii  Finnen  nuü  cinoin  Cdordinalen- 
lytleoM  in  ein  anderes  Ubergelngen  wird,  deswegen  werden  wir  dabei  xux  Ai>kurzuQg  der 

f,  +  2rx+2rJi^=iM  und   v-\-2;u  +  2;:a  —  N 
Mlin,  wodNreh  die  eben  »ngpflthrten  Gleirliungen  in  Tolgender  Art  sich  sebreillM  bUMM: 

a  x'  +  «'x"4-  2  ß  \  x  =  M    luul    A  u'  -f  <rn"+  2 1  u  u'=  .V.  {ß,  fc.) 

Die  Tbeile  M  und  A'  verwandeln  sich  bei  jeder  Uebcrtragung  der  Gleicbnng  aus  einam  Sj» 
steine  in  en  anderes,  das  mit  dem  ersten  eine  gemelnsdudUiohe  Sptee  bat,  ans  den  ia  dieser 

Nasuncr  angezeigten  Gründen  in  amlcre,  die  wir  durch  M,  und  N,  bezeichnen  werden,  wekte 
danelbe  constantc  Glied  und  ausserdem  noch  den  Tfaeil  der  ersten  Dimension  bezOglich  der 
neuen  Coordinaten  in  sich  auTnelunea,  der  aus  dem  der  gegebenen  Gleidm^g  durch  die  bd 
Sbut  UuNrtngwV  vomaduMad»  SvbtlitilioMn  orlmlleii  wird. 

i79)  Wir  dMlmi  «w  juM  AiKh  di«  Spiha  A  der  ebenen  CoordiiialensyslenB,  un  w«l- 
chem  die  ebene  Cnrve  swetter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (5.  h.')  siehen- 
den Formen  gegeben  ist,  zwei  neue  Axcn  AY,  AV  gelegt,  welche  in  (lersclhcii  El)cnc  wie 
die  ursprünglichen  AX,  AX'  liegen  bleiben,  und  von  denen  «lie  eine  AY'  mit  der  A\'  zn- 
msaaMuenräUl ,  so  dass  Cdr  dieiM  neue  System  die  Relationen  (2.  a.}  bestehen,  wenn  die  ge- 
gebcno  Gleichung  von  der  ersten  in  (5.  b  )  rathaltenen  Form  ist  und  itian  eine  Glfiihntisf  in 
schiefen  Coordinaten  am  neuen  Systeme  erhalten  will.  Dann  erhalten  wir  diu  verlungte  Glei- 
dnug»  wenn  wir  ia  die  gegAeao  l&r  x,  zT  tlirB  ans  den  ReialioRen  (2.  tu)  gcfebenen  Werihe 
aiaselMn;  Umt  aum  dien,  so  geht  die  gegeibene  Gleidiaug  über  ia: 

(•A*+«'A-+2/»AA0j»+i^I-+»C«'A'+Wiy'=».»  €•.••> 

wo  Id,  das  bedeutet,  was  ans  M  durcli  die  gleiche  Substitution  hcnorgebt,  and  in  M,  und 
Jtf  ein  uad  duMelbe  constante  Glied  eulinltea  isL  WiUt  man  uaa  die  andere  »ene  Axe  AV, 
so  daas 

iTA'+^Assp  C«>  M 

wird,  10  verwandelt  aldi  die  vorstehende  Gleichung  in 

A(«A  +  />A')y«  +  «'r=W,, 

in  welcher  das  QIM  vom  Theile  der  zweiten  Dimension  vorschwanden  ist,  worin  das  Prodaet 

yy'  der  beiden  Ceordinalen  als  Factor  vorkonnat,  so  dass  vom  Theile  der  zweiten  Dinensioa 

blos  diejenigen  Glieder  zurück  bleiben,  welche  das  Quadrat  von  jeder  der  neuen  Coordinaten 

in  sich  enthalten.    Setzt  man  in  die  Gleichung  (€>.  c.^  fUr  A'  seiaea  Wcrdi  aUB  der  (jk  h.)  ,  .-.^ 

ein,  so  lässt  sich  dieselbe  in  der  folgenden  Gestalt  iiutstellen : 

A'5^^^^j»  +  Ä'r=«i.  €••*> 

Hierbei  ist  n  banaita,  im  die  Bedtagaag  (&     Mi  «Hh  Ii  aankalehaada  PiOfMliik 

aafUiaen  Uart: 

A  :  A'asd':  — •  (•.«.) 
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welche  aussagt,  das»  sich  die  ProjcctionsEiddea  A ,  A'  der  Richtung  A  Y  zu  einander 
■Im,  wie  die  Mden  gefebflocB  endHeheo  vad  ntXem  Zdden  tf  wd  —ß.  Ihm  IlMt  äek 

dem  im  ersten  Abschnitte  (Nr.  32.')  Gesagten  immer  eine  Rirhtiinff  nuffinden ,  deren 
oder  seakrechto  ProjecUonsxablca  sich  zu  ebtander  wie  gegebene  endliche  und  reell« 
■bUen  verhalteii,  lo  diss  also  tob  dieser  Seilo  her  den  GeUngen  sor  Gleidinig  (6.  b.)  iii« 
Hindemisse  in  den  Weg  gelegt  werden,  und  diese  daher  auf  dein  von  uas  belrelOMll  Wege 
jedesmal  enüelt  werden  zu  können  scheint.  Man  darf  jedoch  nicht  übersehen ,  dass  wenn  jene 
Gleichung  einen  Sinn  in  sich  tragen  soll,  die  beiden  Richtungen  AY  und  AY'  die  Axcn  eines 
ebenen  Coordinalensystems  bflden  milssea,  und  dass  hierzu  erTordert  wird,  dasa  jene  beiden 
Riclitunffcn  nicht  in  einer  Geraden  liejreti ;  dessweticn  wird  zur  MöijHchkeil  der  Gleiehnnff  ver- 
langt, dass  die  Projcclionszahl  A  nicht  wie  die  A,  null  werde,  weil  sonst  die  Richtungen  AT 
unI  AT*  in  eher  and  derselben  Qenden  liegen  wdrden.  Bi  wird  aber  der  Propoitlen  (SL  e.} 
zur  Folnfo  nur  dann  A— ;0,  wenn  «'=0  ist,  niilliiti  ist  der  einzige  Fall,  wo  innti  die  Curve 
zweiter  Ordnung  auf  dem  von  uns  betretenen  Wege  nicht  dnrch  eine  ffleicfaung  von  der  Form 
(6.  c)  darstellen  kmin,  dn  roriumden,  wo  es  sieh  se^,  dass  in  der  gegebenen  CHeichmig 
a'=0  ist.  Man  überzeugt  sich  indi-üsen  leicht,  dass  selbst  wenn  «'=0,  nicht  aber  zti^rleich 
auch  0=0  ist,  derselbe  Zweck  sich  iuuncr  noch  dadurch  erreichen  iSsst,  dass  man,  anstatt 
die  Axe  AT*  mit  der  AT  zusamnenfallen  za  lassen,  die  AT  mit  der  AX  vereinigt,  wodnrdi 
nan  zn  Resultaten  gel\ihrt  wird,  die  sich  aus  denen  {G.  b.  und  d.}  ergeben,  wenn  man 
mit  ((  und  A ,  \'  mit  A, ,  a;  veriaaschl,  SO  dass  jetzt  die  Bcsliaunnog  der  Projedionszahlcn 
A,  und  A|  von  der  Proportion 

abliiingt,  welche,  wenn  a  nicht  null  ist,  fiir  AY'  iininer  eine  andere  Riclitung  b1:s  die  fiir  AY 
genommene  linden  lüsst,  so  dass  an  diesem  neuen  Systeme  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Oeidnng  von  der  Form  (6.  c.}  wiridkh  darstellbar  ist 


Ans  den  vorstdienden  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  man  eine  Curve  zweiter  Ordnung, 
Mk  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (5.  b.)  enthaltenen  Form  gngdwu  ist,  immer 
an  einem  neuen  foordinalrnsysleme,  das  mit  dem  ursprünglichen  eine  Axe  gemein  hat,  durch 
eine  Gleichung  darstellen  kann,  deren  iheil  der  zweiten  Dimension  nur  solche  Glieder  in  sich 
anfUnm,  wdcho  die  Oaadhnte  iar  Cooolnatao  als  Factor  In  sich  tragen,  ndl  Ausnahme  des 
gan  besondem  FaDes,  wo  ghicbsdllg 

«  =  0   und  «'=0 

ist,  d.  h.  wo  der  Thcil  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  blos  das  eine  Glied 
in  sich  aufgenonmiett  hat,  welches  das  Prodnot  der  bdden  Coordinalen  in  sich  enthält.  In 
ümm  Fal»  aber  nhont  die  CMohn«  (9.  a.)  dto  CMt 

nn,  wobei  ß  nie  null  sein  kann,  weil  man  es  sonst  mit  keiner  Cursc  der  z^veiten  Ordnung  zu 
thun  hätte,  und  zeigt  so,  dass  man,  wühreod  die  eine  Axe  AY'  des  neu  einzufahrenden  in 
der  einen  Axe  des  ursprünglichen  Systens  liegen  bleibt,  der  andern  Axe  AT  unBlblidi  viele 
Lagen  anweisen  kann,  wo  in  der  an  dem  neuen  Systeme  enlstehenden  Gleichung  ein  Glied  im 
Theilc  der  zweiten  Dünension  auftritt,  das  das  Quadrat  von  einer  Coordinate  zum  Factor  hat; 
denn  dazu  wird  weiter  nichts  erfordert,  als  dass  man  weder  A  noch  A'  null  sein  IttssL  Vmi 
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der  Gleichung  (ß.  f.)  aus  kann  man  dann  aber  immer,  den  vorigri  n  Eriji  bnissrn  gemäss,  durch 
eine  nochmalige  Wiederfaoloag  des  früheren  Yerfabrenji  zu  uiiier  Gleichung  vun  der  in  (6. 
iqregriteiieo  Pom  gatangea,  «o  ihw  aMn  nft  voller  SldMiMt  dM  mdUlelwBdni  Sab  m- 
ipvedm  4utt 

Fehlen  in  fh-m  Thrile  di^r  zw  eiten  Dimension  einer  GIcichuiiff  vnn  ilcr  er- 
tlen  in  (5.  b.}  enthaltenen  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiter  Ordnung 
darfetlellt  wird,  iifeht  fleiohieflig  die  beidea  Glieder,  welche  daiOaedrat  voa 
einer  Cordinate  San  Factor  haben,  so  iSsst  sich  jederxoit  ein  neues  Coordina- 
lensystem  angebea,  welches  eine  Grundaxe  mit  den  ursprünglichen  gemein 
hat,  and  an  welchem  die  Carve  zweiter  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der 
Farn  C^.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theil  der  zweiten  Dimcnsio n  das  Glied  nicht 
mehr  besitzt,  wel<  lies  das  Prtuluct  der  beiden  neuen  Coordinaten  zum  Factor 
hat;  cnthiilt  aber  Uci  Theil  der  zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung 
aar  das  eine  Glied,  welches  das  Prodaet  der  beiden  Coordinaten  x  und  x*  zum 
Factor  hat,  so  kann  ninn  zwar  nie  zn  einer  Gleithnng  von  der  Form  (6.  e.^  an 
einem  Coordinalensj'steuie  gelangen,  das  eine  Grundaxe  mit  dem  ursprUngli- 
ehea  gemein  bitte,  wohl  aber  stets  and  aaf  anslblig  Tiole  Arten,  wenn  man  die 

ffcgeliene  Gl(!ichung  zuerst  lu  eiB  nones  Conrdiniitensystem  iilu-rl  riitrt,  das  von 
ursprünglichen  eine  Grundaxe  beibehilt,  und  dann  noch  einmal  aus  diesem  In 
ein  drittes,  welches  die  andere  Grnndaze  von  diesem  letzten  in  sich  aofnimmL 

160)  Nachdem  wir  gesehen  Iahen,  dtta  es  bamar  möglich  ist,  ans  dar  enien  GMdmig 
(5,  h.},  wodurch  ebie  ebene  Car%-e  zweiter  Ordnung  in  schiefen  Coordinaten  gegeben  wird, 
eine  andere  abzuleiten,  welcho  dieselbe  Cur>'e  wieder  in  schiefen  Coordinaten  darstellt,  deren 
lliefl  der  zweiten  Dimension  aber  das  Glied  nicht  mehr  in  sich  enthält,  welches  das  Prodnct 
der  beiden  Coordbiaten  zum  Factor  hat,  wollen  wir  jetzt  zusehen,  ob  sich  aus  derselben  gege- 
benen Gleichung  auch  immer  eine  andere  in  senkrechten  Coonlinaten  criialtcn  lasst,  wekhe  die 
gleiche  Eigenschaft  besitzt.  Lüsst  man  die  i'ohtraxe  A^'  des  neu  einzurührenden  Systems  mit 
der  Gmndaxe  AX*  des  nrspfttiigUcben  znawMnenfallen,  and  aetit  bmo,  am  an  einer  GMohang 
in  senkrechten  r<iiirdinalen  zu  <ji  laiiiien,  in  die  gegebene  Gleichnpg,  dieser  besomlcni  I.ojre 
von  A'Q'  entsprechend,  für  x,  x'  ihre  aus  den  Gleichungen  (2.  Il)  eMbiommcnen  Wcrliie  ein, 
so  findet  man: 

wo  wieder  M,  das  vorstellt,  was  ans  M  durch  die  jetzi^je  SiiUstiIntiDn  hersorjreht,  nnd  ausser 
dem  vorigen  constanlen  Gliede  nur  den  neuen  Theil  der  ersten  Dmiension  in  steh  aufniumiL 
Wim  man  nin  die  ndsM  Fotam      ae,  dw 

wM,  so  verwandelt  ibih  die  vontehnala  CHaiiftnnf  lü: 

(-^  +  (^))  ^'  +  ^  «'v"= M. ,  C».  e.) 

md  noa  hat  ihr  Theil  der  zweiten  Dimension  das  Glied  nicht  mehr  in  sich,  welches  das  Pro- 
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Atel  der  beiden  CoonUiuleB  v  und  v'  iu  fidi  «ufitijnna.  Diese  Gleiduuig  Qimmt,  waaa  mm 
Ar  (jf)  temut  Wolfc  wo»  in  (t,  i.")  m  wk  enmM,  die  M^mi*  OMlril  ni 

Da  die  ni'(1iiirr,jniT  (^7.  fi.)  dir  cr'i'iche  dip  (6.  b.)  nur  mit  dorn  l'nlerschicde  ist,  diiss 
in  ihr  die  Folaraxe  auftritt,  wo  in  der  vorigen  die  Grundaxe  AY  vorkam,  so  lassen  sich 
Mer  tn  iBe  Polmzen  A 9 ,  ASK  aHe  (He  Betnditaagea  wtoder  «dmttpfeo,  weldie  ta  der  ve- 
rigen Xummer  an  die  Grundmcn  AY,  AY*  ngiekirilpft  wordea  äad,  vaA  ouui  geliiigl  ämk 

fie  jetzt  zu  dem  nachstchcndcMi  Snlze: 

Fehlen  in  dem  Theilc  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  er- 
ften  in  C^.  b.)  entlitlteiten  Form,  irodnreh  eine  ebene  Carve  sweiler  OrdRiiiig 
gegeben  ist,  nicht  gleichzeitig  diu  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von 
einer  Coordinatc  zum  Factor  haben,  so  I8sst  sich  Jederzeit  ein  neues  Coordi- 
■atensystem  angeben,  dessen  eine  Polnraxe  mit  der  einen  Grundaxe  des  «r- 
tprUnglichen  Systems  ZUitniMeririilll,  und  an  welchem  die  Cnrve  zweiter  Ord- 
nung durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (7.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theil 
der  zweiten  Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Frodnct  der 
beiden  nencn  Coordlnalen  snn  Faetor  hal;  eathilt  aber  der  Theil  i«f  sweiten 
Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Pro- 
duct  der  beiden  Coordinalcn  x  und  x'  zum  Factor  hat,  so  kann  mal  swar  nie  zu 
efner  Gleiehang  von  der  Form  (7.  c")  an  einem  Coordtnatensystem  gelangen» 
dessen  eine  Polarnxe  mit  der  einen  Grundaxe  des  ursprunglichen  Sjstemf  4n~ 
samrocnfällt,  wohl  aber  stets  and  auf  anxählig  viele  Arten,  wenn  man  die  gege- 
bene Gleiobnng  snerat  in  ein  nenea  Coordinatenfyalem  flbertrigt,  dessen  eine 
Folaraxe  in  einer  Grundaxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  nnd  dann 
noch  einmal  ans  diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Folaraxe  in  derjenigen 
Grundaxe  des  zweiten  Systems  liegen  bleibt,  die  der  andern  Folaraxe  in  die- 
sem sweiten  Systeme  entspriehL 

iSI)  Es  Ueibt  uns  jeM  nodi  Übrig  sn  xeigen,  diss  sidi  analoge  Folgerungen  aneh  In 

BetrcfT  der  zweiten  in  (5.  b.)  Stehenden  Gleichung,  wodurch  eine  ebene  Cur>e  zweiter  Ord- 
nung gegeben  sein  kann,  xieben  lassen.  Wollen  wir  zuvörderst  aus  dieser  Gleichung  eine  an- 
dere in  sefaitfen  Coordinalen  herieüen,  md  lassen  wir  die  Grundaxe  AI*  des  nea  einsunbrendan 

Systems  in  der  l'olaraxe  AS'  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleiben,  wo  dann  in  die  ge- 
gebene (iieichung  Tür  u  und  u'  ihre  durch  die  Gleichungen  (2.  c.^  gegebenen  Weithe  ejage- 

setzt  werden  müssen,  so  erhallen  wir: 

t».  (a(?i-a'C"  +  2«CC')y'  +  J'6ry"+2C5'C'+«C)a:y  y'=:i>^. , 

wo  JV,  das  vorsteQl,  was  ans  N  dnreh  die  jetzige  SubslHullon  hervorgeht,  und  neben  dem 

constanicn  Gliedc  der  zweiten  Gleichung  (5.  b.)  nur  noch  den  neuen  Theil  der 
sion  m  sidi  aufninunt  WiUdt  man  nun  die  zweite  neue  Axe  AY  so,  dass 

M  <v('  -f-fC=o 

wird,  so  verwandelt  sich  die  vorstehende  Gleichung  in: 
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ta  vdcher  vom  Theil  der  zweiten  Dimension  d»s  Glind  verschwunden  ist,  welches  das  Prodnel 
yf*  der  beiden  neuen  Coordinatcn  zum  Factor  liat,  so  dass  in  diesem  Thcilc  nur  solclic  GUe« 
der  zurückbleiben,  welche  das  Oundrat  von  einer  der  neuen  Coordinaten  zum  Factor  klbei« 
Setzt  man  in  diese  Gleictiung  lur  C  seinen  Werth  aui>  der  Qi.  b.}  ein,  so  wird  sie: 

Die  Bedingung  (6.  b.}  iiat  die  gleiclic  Form  wie  die  (6.  b.},  nur  dass  hier  die  Coefllzien- 
ten  jT  und  e  stehen,  wo  dort  die  Analogien  u  und  ß  standen,  wid  dass  hier  die  scnitrechteo 
Projectionszaideii  C  ,  C  der  liichtuni;  AY  vuriiüuuiieB,  WO  dort  ihre  schieren  vorliaincn,  wai 
(Ini  in  seinen  Grund  hat.  dass  hii  r  l  iiie  GriiiiduAc  des  neuen  Systems  in  einer  l'olani.ve  des  tir- 
äprungiicheu  Sy^leuui  liegt,  wMlirend  sie  dort  in  einer  Grundaxe  tlicscs  lelzlern  Systeme  l&g. 
Es  lasaea  aidi  obar  aa  die  BediofUBg  C&  ile  dio  Betndiluiigai  oabrilpr«ii,  wdobe  den 
in  \r.  3.  nn  die  dnrtijre  Redincunu:  (ß.  b.)  eigdmlpllen  OBalog  sind,  «id  durch  oie  gelangt 
ulun  dann  zu  dem  nachstellenden  Satze: 

Fehlen  in  dem  Theflc  der  swoUen  Dimension  einer  Gleichung  yon  der  xwei- 
len  in  (5.  b.}  enthüllenon  Form,  wodnrch  eine  ebene  Curvc  zweiter  Ordnung  ge- 
geben ist,  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Glieder,  welche  das  Quadrat  von  einer 
Coordinalc  zum  Factor  haben,  so  lässt  sich  jederzeit  ein  neues  Coordinalcn- 
System  angeben,  dessen  eine  Grundaxe  mit  der  einen  Polaraxe  des  ursprüngli- 
chen Systems  zusanimenf iiill,  und  nn  welchem  die  Curve  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (p.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theii  der  zweiten 
Dimension  das  Glied  nieht  mehr  besitzt,  wetehei  dae  Produet  der  beiden  neuen 
Coordinnten  zum  Fii'  i<ir  hat;  enthalt  aber  der  Thcil  der  zweiten  Dimension  in 
der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Produet  der  beiden 
Coordinaten  n  und  u'  znuT  Factor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zn  einer  Gleichung 
von  der  Form  (8.  e.)  an  einem  Coordinatensysfeme  gelangen,  dessen  einerrruiui- 
«xo  mit  einer  Polaraxe  des  urspriiaglicben  Systems  zusamuicnfilll,  wohl  aber 
stets  und  auf  nnxihlig  viele  Arten,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  zuerzi 
in  ein  anderes  Coordinatcnsy stcm  UbcrtrSgt,  dessen  eine  Grundaxe  in  einer 
Poluraxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dann  noch  einmal  aus 
diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Grundaxe  in  derjenigen  Polaraxe  des  zwei- 
ten Systems  liegen  bleibt,  welche  der  andern  Grundaxe  in  diesen  zweiten  6y- 
fleine  entspricht. 

iS'i')  Schliesslich  haben  wir  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  eine  Gleichung  von  der  zwei- 
ten in  (6.  bj  stehenden  Form,  wodurch  eine  ebene  Curve  zweiler  Ordnung  gegeben  ist,  an 
«inem  andern  SysteoM  dlasdbe  Corvo  wieder  fai  senkredileii  Coordfamlen  darstellen  soll.  Lüsst 
iimn  bei  dieser  üebcrtragung  die  Polaraxe  A9'  des  neuen  Systems  in  der  Polaraxe  A  J'  des 
ursprüngüchen  Systems  liegen  bleiben,  so  hat  man  in  die  gegebene  Gleichung  Tur  u  und  u' 
Ar  dnrch  «Be  GMdmnfan  (9l  d}  gegebeM  Weiiho  n  aolMa,  und  eritflt  dann  ab  nenn 
Olaidinng  die  folgende: 
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in  welcher  wieder  iV,  das  vorstelll,  was  aus  N  durch  die  jetzige  SuLsliluliou  hen  orgebt,  uitd 
DBben  dea  coaslailen  GUeile  dar  iwettea  GMehnüf  (5.  k)  nr  Mch  dn  MM  Tlafl.  der 
INaieMioii  in  sich  «ufiilnnL  WMilt  nm  mu  die  neue  Polara»  A9  s^t  d*** 


wild,  so  verwmddt  sidi  die  voistehemle  Gleichong  ta: 


in  welciier  vom  TkeB  der  iweiten  Dineirioi  des  Glied  versdnranden  ist,  welehes  das  Prednct 

Vt'  der  beiden  nctirn  Cdordinnlen  zum  Faclor  hat,  sn  dnss  in  flicscm  Thcili-  mir  s'ilclie  Glie- 
der sorttctüiileiben,  welche  das  Quadrat  von  einer  der  neuen  Coordinatcn  zum  Factor  haben. 
SelBt  iMn  in  die  Tontcheiide  Gieidianr  flir  (1*)  sebien  ans  der  (9.  b.)  entnomnenet  Weilh 
ein,  so  wird  sie: 

Die  Bedisgvngt  C9.  b.}  ist  die  (7.  b.}  mit  dem  Unterscliiedc ,  dass  hier  die  Coeffizienten 
e  stellen,  wo  dort  die  «r*,  ^  vniuiinnen,  nnd  daas  hier  die  seabedilen  Projectionsiehkn 

der  Richtung  AS  auflnl^vt,  wo  dort  dii*  schiefen  Projeclionszahlen  derselben  Richtung  sich 
ceigon,  was  darin  seinen  Urund  bat,  dasj  die  Polaraxe  A^'  hier  mit  der  Folaraxo  Aj£'  des 
ursprünglichen  Systems  snsammeBnOt,  wo  sie  dort  mft  der  Onmdaxe  AX*  znsanmenfid.  Es 
lassen  sich  nun  an  die  Bedingung  (9.  b.)  wieder  in  derselben  Weise  alle  die  Belrachlungen 
ankaupfen,  welche  denen  in  ür,  180.  an  die  dortigen  Bedingungen  (1.  hJ)  aqgeknUpAen  analog 
stad,  und  dnrcli  sie  gelangt  man  dam  xn  dem  nadutehenden  Saise: 


Fallen  in  dem  Thcilc  der  zweiten  Dimension  einer  Gleichung  von  der  (wei- 
ten in  (S.  Ii.)  enthaltenen  Form,  wodnreh  eine  ebene  Cnrve  swoiter  Ordnnng 

gegeben  ist,  nicht  f,'leiehzcitig  die  beiden  Glieder  aus,  wclrhe  das  Ouadrat  von 
einer  Coordinate  zum  Factor  haben,  so  lüssl  sich  jederzeit  ein  neues  Coordi- 
natensystem  angeben,  dessen  eine  Polaraxe  mit  einer  Polaraxe  des  nrsprfing- 
lichen  Systems  zusammenriillt,  und  an  w clchcm  die  Cur vc  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (9.  c.)  dargestellt  wird,  deren  Theil  der  zweiten 
Dimension  das  Glied  nicht  mehr  besitzt,  welches  das  Prodnct  der  beiden  nenen 
Coordinaten  zum  Factor  hat;  enthält  aber  der  Theil  der  zweiten  Dimension  in 
der  gegebenen  Gleichung  nur  das  eine  Glied,  welches  das  Product  lier  beiden 
Coordinatcn  u  und  u'  zum  Factor  hat,  so  kann  man  zwar  nie  zu  einer  Gleichung 
TOS  der  Form  (9,  c')  an  einem  Coordinatensystemo  gelenf  en,  dessen  eine  Po- 
laraxe mit  einer  Polarax c  d es  «rspriini:li  -!i  iMi  S y  >; t  l  ins  zusammenfällt,  wohl  aber 
Stets  und  auf  unzüblig  viele  Arten,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  zuerst 
in  ein  anderes  Coordinalensystem  tibertrigt,  dessen  eine  Polaraxe  in  einer 
Polaraxe  des  ursprünglichen  Systems  liegen  bleibt,  und  dann  noch  einmal  aus 
diesem  in  ein  drittes,  dessen  eine  Polaraxe  in  die  andere  Polaraxe  des  zweiten 
Systems  flllL 
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Die  ii  (6.  «Lj,  (7.  d.),      d.3,  C^.  4}  eriay«iiea  Fonmn  lief«ni  durch  direa  Uoam  Aa- 
IIMi  4e»  Umtk,  Am  dto  «linhiMiii  dtar  Otom  araiar  Otto«  «nf  dto  r«mi 

gebracht  werden  kOonea,  man     fluca  MUUg  fegeteacB  GkklnagcB  (9.      oder  (X  b.} 
•«t'— /9*  oder     — 1^  eine  positive  Zahl  ist,  hingfegen  auf  die  Form 

—  a»y'  +  a"y''  =  «'JW.   oder  —  b»v'  +  b  V  =  .r  A  , ,  .  , 

wenn  an' — ß*  oder  iff — e'  eine  negative  Zahl  ist,  und  endlich  auf  die  Fonn 

%yz=:a'M,    oder    b"v"  =  ^rA',, 

wen»  «i^->/3*=0  oder  9y—t*=0  ist,  wobei  a',  a"  oder  bS  b**  stets  reelle  und  poeMvo 
ZäUen  vonteOeB.  Hierbei  iai  ee  nOfldg',  rieh  die  Debeiceugunff  zn  vendnffim^  desi  diese  El- 

gWthiiiiilirhkpit  auch  dann  nicht  verloren  Rehr,  wenn  der  sehr  besondere  Fnll  eintrill,  wo  diese 
Fomien  nicht  durch  eine  einzige  Axenänderung  herbeigcnihrt  werden  luMuieii,  was  sich  indessen 
WMritteHwr  ms  din  Fomen  (6.  a.),  (7.  a.},  (8.  a.),  (9-  a.)  erkeaiien  Üisit,  warn  nm  bi  ih- 
nen ,  diesem  besondcm  Falle  entsprechend,  et  nnd  a'  oder  S  und  nuB  sein  lässt  Es  bleibt 
Bimlich  in  diesen  ersten  Umformungen,  aus  denen  sich  durch  eine  Wiederholung  die  verlangten 
Formen  eriidlen  leisen,  das  ihnen  sagehfirige  ««' — 13*  oder  ilF — a*  negalhr,  wie  schon  in 
4at  nnprtngUcfcen  GMclmqfenb 

i83)  Ans  den  letalen  vier  Mnnmem  geht  hemr,  dm  sich  Inmer  ein  CoofAwleniyila^ 
Mgebcn  lässi,  an  wcIcbiB  die  Gleidmig  einer  jaden  ebenen  Cnnrn  swnüer  Ontanng  ehw  vnn 

4en  beiden  Formen : 

«y'  +  «'y"  +  2yy  +  2/y'=^    oder    3  v'  + ^-y"  +  2  ;  v  +  2  ^  >'=  v 

anoimml,  wo  an  die  Stelle  von  M,  und  JV,  wieder  ein  Theil  der  ersten  Dimension  in  den  neuen 
Goordinilen  nml  cfai  conaUnlee  GDed  gesetat  worien  M,  wocim  aie  tanur  leatdien,  wie  vor- 
Un  fdion  dargeihtn  worden  ist,  und  es  kennen  in  diesen  Gleichungen  die  einzelnen  CoelTIzien- 
ten  beliebig  positive  oder  negative  Zahlen,  zum  Theil  «nch  null  werden.  Wir  werden  bei  den 
jem  nodi  konmemien  Untersttchungen  stets  vcranieetaen,  daae  «um  sehon  dfo  flieiehnng  der 
gegebenen  Curven  in  dasjciiiffe  Coordinatcnsystcm  ObeTgetrairen  Imbe,  wo  sie  eine  der  vorste- 
benden  Formen  aunknmt,  und  wir  werden  dieses  Coordioaleosystem  als  das  orsprfin^he  aa- 
aaben,  dessen  Axen  dnnb  AX,  AX*  beaeicbnet  werden,  ao  wie  wir  die  ConrdiMten  der  Onr> 
venpuncte  an  diesen  Ams  Irin  gawuhnlich  durch  x ,  x'  und  u ,  u'  vorstellen  wollen,  nrnnbafc 
die  olrijgen  Gleichungen  an  diesem  Coordinatensystenie  in  der  folgenden  Gestak  aonrelen: 

«x'  +  a'x"+2;'x  +  2/x'=H    oder    -5 u' + 'T'u"+ 2 ^ u  +  2 irü'=  f  .  M 

FiUiren  wir  non  anstatt  der  Axen  A  X ,  A  X' ,  an  welchen  die  vorgelegte  ebene  Curve  sweiler 
Ordnnng  cbw  von  den  GIeidm^[en  f  10.  a.)  liefert,  mid  de  wir  ab  mepritagliche  anscbei^  zwei 

nenn  eta,  welche  den  eben  genannten  parallel  und  gleichläufig  sind,  aber  nicht  mehr  durch  die 
vorige  Spilie  A ,  sondern  durch  einen  andern  Pnnct  0  hindurch  gebel^  weaslulb  wir  sie  durch 
OX,  OX*  andenten  woDen,  und  beiaichMn  wir  die  s^iefen  nnd  aenbrecbtan  Coordhiaten  dieaer 
nanan  Spitze  0  an  den  Axen  AX  und  AX'  dank  ^  und  «7,  q',  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chungen derselben  Curve  an  diesen  neuen  Axen,  wenn  wir  in  die  ersle  Gleicliung-  f  10  a  )  flir 
X  und  x'  oder  in  die  zweite  Gleichung  (10.  n.)  lux  u  uutl  u  liure  Wurlhe  aus  dun  üiuiciiungen 
L  50 
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(4.)  einsetzen,  wobd  mm  einer  in  den  icMefcn  CoonÜMtcn  x ,  x'  g«febeilcil  Gleichang  wieder 
eine  In  den  schiefen  Ceorünlen  x,«  <  giiggadrtldde  CHekhnng  entopritifft,  und  eben  m  iw 

einer  in  den  scnkrcrhlon  Courdinaten  u ,  u'  gegebenen  eine  in  den  si'tikri'diten  Coordinatcn 
u«,  auägcdrückle.  Durch  die  hier  angezeigte  Substitution  nun  erhallen  wir  als  neue  Glei- 
dningen: 

CM>  k.)  ■■  ■}  oder 

uud  luan  kann  den  Piuict  0  so  >viililini,  lUisu 

;-f«j~ü    und    /+«*'=:0    oder    ;-|-<>»i=0    und  ;-+,Y,;z=0 

wird,  welches  iqiner  nuglich  ist,  wenn  keine  von  den  Glessen  «  und  a'  oder  ä  und  null 
kH;  dte  vorigen  deJchnnfcn  nefanen  dUiei  tfe  fol^jende  GesMt  m: 

WOIMUi  men  sieht,  dass  der  Theil  der  nveiten  Dimension  in  diesen  neuen  (ili-i<-luingcn  geoaa 
derselbe  ist,  wie  in  jenen,  iius  denen  sie  enisinnden  sind;  es  isl  hin>re)(en  der  Tiieil  der  ersten 
INuiensiun  aus  ihnen  verschwunden,  uud  das  constanlc  (jliud  liat  eine  ilauiit  verknüpfte  Acnde- 
rui^  eriNteit  Ist  eher  in  der  gegdienen  Gldchanf  eine  Ton  den  lieiden  Greiseen  c»  und  n!' 

fuliT  A  iiti'!  fV  null,  und  es  kiiinien  nie  beide  /.iigleieb  null  sein,  wenn  die  (jleichung  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  angchürcn  soll,  so  künnen,  wenn  z.  13.  a  oder  <i  null  ist,  nur  die  Gleichungen 

/H-«'^=0   «der  r+3'';'-0 

bestehen,  aus  welchen  sieh  1"  oder     bcslimuen  lüssl,  und  dann  gelten  die  Gleichungen  ^10.  b.^ 

über  in:  * 

Vx;'+27x.  =  «  +  jJ'-2?'$  Oder  «'ai«+lCn,=ri»+ p— 2C»/; 

ve9  aber  in  diesem  Falle  diu  Cuordinalc  ^  oder  q  noch  anbcsliount  geblieben  i«l,  so  kann  man 
ain  M  iviUen,  deif 

(B+C-^SylasO   «der  ir+^-2fij=0 

wird,  welches  stets  geschehen  kann,  wenn  nicht  /  oder  4'  null  ist,  und  dann  werden  die  vo- 
,  ,  „  .  rigen  OleiohMunn: 

(!•.«.>  *'tf+8yx,=0  oder  yii?+8U=0. 


>Vürc  •/  oder  C  nun,  w  giengen  die  caetdnngea»  nit  dnian  die  (iXk  dl)  kervoifegufen  aii^^ 

ttber  in: 

«'x;'=/i+^    oder   d'y;'=i'  +  ^  . 


nnd  diese  >inil  nur  ein  hesondorer  Fall  von  den  in  (10.  r.")  luir^'rsteilten.  niis  woIcIlMI  tk  ihrer 
Form  nach  hervorgehen,  wen  mm  «  oder  8  nil  werden  taissi,  ohne  dass  deiwngiin.  ihre 
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iüUto  oiaa  «'  oder  b'  aiuUU  a  oder  i  naU  aagoDOimeo,  so  wäre  mu  in  fuu  glwrhwr 
W«ie,  nie  n  dMM  (la  d),  u  dei  MgeMta  HliliihB^w 

«x:H-S/x:=:0  oder  »a!+2r*;=0  Cttt. 
gelangt;  ei  gdien  aber  die  Gleldiiiiigen  (10.  d.)  nnd  (IflL  fe)  dimdi  ebie  Meee  TwInsdHiig 

der  Axen  AX  mid  AX*  ootcr  sich  in  oinandcr  illior,  woraus  Tolgt,  diiss  die  einen  dieMtben  Ge- 
stalten, wie  dfe  andern,  Ui  sich  tragen,  die  in  den  beiden  Fallen  blos  auf  verMMeden  gesleUle 
Axen  bezogen  mrdcn.  Die  in  den  GlekAungcn       d.)  and  (10.  e.)  voikomnieiMien  GIfeiler 

haben  gunz  dieselbe  Vom,  wie  die  iinalogen  in  den  G!eichuni,'(  ri.  aus  «eKlKii  sIl-  liervorge- 
gangcn  sind;  es  isl  blus  in  Fulge  der  Aendenuig  des  Coordinalons^iUems  das  übrige  Glied  def 
TkeHa  der  ersten  Dimension  sammt  dem  oonstantcn  Gliede  Terschwnnden. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  setzen  es  ausser  allen  Zweifel,  dass  jede  ebene  Curve 
der  sweitea  Ordnung  sich  Immer  durch  eine  Gleichnng  voa  einer  der  vordem 
In  (10.  e.)  oder  (10.  d.}  oder  (10.  e.)  enthaltenen  Formen  darftellen  iHs-it.  wenn 
die  Cnrve  ursprünglich  durch  eine  Gleichung  in  schiefen  Coordinatcn  gegeben 
war,  «nd  von  einer  der  hintern  Formen,  wenn  die  Cnrve  vrsprünglieli  in  senk- 
rechten Coordin II t iMi  ofe<jphen  war.  I'rhrii^pns  niiirhen  wir  nbrh  dnniiif  aurmerksnni,  difss 
die  vor  (10.  und  vor  (10.  d.^  stehenden  Gleichungen,  aus  welchen  die  Coordinaten  | ,  1* 
oder  1} ,  ff  ^  Pmetec  O  becUmmt  worden  sind,  simmilicfe  in  Bezi^  anf  diese  Coordinrfäi 
mr  vom  ersten  Grade  sind,  und  also  nur  ein  einziger  Werth  fttr  jede  derselben  eriialtcn  wird, 
wemi  die  CoeSizienlen  der  Gleichnngcn  (10.  a.}  beslinmit  gegebene  Grossen  sind;  es  giebt 
daher  nur  einen  einzigen  Punct  0 ,  an  wdchen  die  Oleidmngen  (10.  a.}  in  eine  der  Formen 
(la  CL  bis  e:)  übergehen. 

18f)  Die  CMehungen  (10.  c.)  und  die  (10L  d.  oder  e.)  bergen  weeMMGch'VM  nmwnlnr 
veraMedeno  Gcstullen  in  sieb,  wie  die  nachstehenden  Betrachtungen  an  den  Tag  logMb  IM> 
chngen  von  einer  der  in  (10.  c.)  belindliehen  Formen  ündem  sich  nicht,  wenn  in  ihnen  ffleich- 
adUg  — X*  und  — 3L,  tut  X«  und  x.  oder  — u,  und  — uö  lur  u,  und  u^  gcseUl  werden,  und 
geben  hierdmiA  ni  eilieaB«,  daes  jeden  Puncto,  daasen  Cooidiiia»n  d—  diONr  GiaidMigca 
befriedigen,  um!  drr  ihm  dadurch  ein  Punct  der  durch  eine  solrhe  Glpjrhunjf  dargestellten 
Curve  wird,  ein  zweiter  entspricht,  dessen  Coordinaten  denen  des  ersten  Puncles  an  Grösse 
gMsh,  ihrem  Vonoichen  naeh  aber  gerade  eiitgogBBgaaelit  sind:  |e  iwei  soieher  Pmcto  n»- 
gm  duher  in  eliHr  durch  den  Punrl  0  Ln  henih-n  Geraden  und  stehen  zu  beiden  Seiton  in  die- 
oer  Geraden  von  dem  Puncto  O  glcichweil  ab.  Iis  verfalilt  sich  der  PuiKt  0  zu  je  swei  s(ri- 
Aen  Pmotaa  der  obenea  Cnrve  iwaMar  Onhog ,  die  in  einer  durch  ihn  gelegten  Geraden 
«nd  gleicbweit  von  ihm  «btiegon,  gerade  so,  wie  der  WMdfnnct  einer  Kreislinie  zu  den  zwei 
Sadpunclen  eines  ihrer  Dorchmesser,  weeshalb  man  auch  den  Panel  0  den  Mittelpunct  der 
durch  eine  der  Gleichungen  (10.  c.)  dargestellten  Curve  zweiter  Ordnung  ni  nennen  pflegt 
Es  haben  mithin  alle  ebene  Curven  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  sich  tnf 
f  ine  der  in  (10.  c")  stehenden  Formen  bringen  lässt,  einen  Mittelpunct.  Dagegen 
lüsst  sich  zeigen,  dass  ebene  Curven  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichujig  sich  auf 
■ein«  der  in  (lOi      oder  (ia  e^)  onthallonen  Formon  brlirgon  Hast,  keinen  Hit- 

telpunrl  linbcn.  In  diT  T1i;il  dit  sich,  wo  Gleichungen  von  einer  dicsor  lelrlem  Fonm-n  ent- 
stehen, wie  wir  gesehen  haben,  kein  l'unct  O  auflinden  Usst,  welcher  machte,  dass  der  Theil 
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itt  eiMM  MMMion  aiu  der  Gloichang  gus  and  gar  verschwindet,  dieser  Theil  aber  enlge- 
gengeselile  Werlhe  aiwinml,  wem  mm  dca  bflidoi  Coordlnilni  zBgleich  enlfBg— geMWa  ¥ww 

zeichen  bei  gleicher  Grösse  >.ni  bt.  iiml  (!ps>wcgcn  die  letztem  Conrdinaten  die  Gleichuntr  nicht 
befriedigen  künnen,  wenn  die  erstem  es  thun,  es  sei  denn,  dass  y,  /  oder  ^,  ^  null  würcn, 
wo  dran  aber  jene  Gteidmiigen  rieh  lof 

iffssO,  x:=0  oder  iC=0 ,  a:=0 

zwücladgm,  und  daim  kerne  Cnrvc  ta  sicli  Mgen :  so  zeigt  diess  on,  da»  eoklie  ebene  Cuf^ 
ven  zweiter  Ordnung  keinen  Punct  in  ikrem  Innern  auTzuweiscn  haben,  um  den  sich  alle  ihre 
Punctc  paar\«-eise  in  gleichen  Enirernangen  TOn  ihm  auf  Geraden  liegend,  die  durch  ihn  hin- 
durch gehen,  lagern,  dass  sonach  solche  ebene  Carmen  keinen  Mittclpunct  haben. 

Ausser  der  so  eben  uiigezeigtcn  Verschiedenheit  der  durch  die  Gleichungen  (10.  c.)  und 
durch  die  (10.  d. )  oder  QU),  e.)  diirpeslelUvii  ni'.slaitcn  liisst  sich  noch  cino  zweite  nufz.cigcn, 
die  wir  jetzt  besprechen  werden.  Das  Yoriuuidciiseiii  eines  Mitteljiuncles  iu  ebenen  Curveii  der 
iweiten  Ordnung  oder  dessen  RkUvefhindensebi  hingt  nlinlidi  Mq|Iidi  davon  ah,  ob  die  GM- 
chn^g  dieser  Ciirve  sich  so  uingeslidlen  liissl,  dass  aus  ihr  der  Theil  der  crslcii  niincnsion 
venchwindct,  oder  ob  aiclit;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dimension,  aucli  wenn  er  das 
Glied,  wetehes  das  Prodnet  der  beMen  Coofdlnalen  nun  Faetor  hat,  noch  in  sich  trigt,  sielf 
der  gleiche  bleibt,  wenn  man  — Xt»  —  x'.  'i'r  ^. .  oder  — u, ,  -u;,  für  u. ,  iiö  setzt,  so 
xeigt  er  da,  wo  neben  ihw  kein  Theil  der  ersten  Dimension  in  einer  Gleichung  vorkommt,  im- 
mer das  Dasehi  ehie«  Miltelpunctes  an,  der  In  der  Coordhnlenapibe  Hegt,  so  wie  unmdtehrt 
die  Unniügliclikeit  SU  einer  Gleichung  ohne  einen  Theil  der  enlen  Dimension  zu  gelangen,  das 
K'ichtvorbandensein  eines  Hiltelpuoctes  in  der  Curve  m  erkennen  giebt.  —  Die  Gleichungen 
von  einer  der  in  (10.  c.^  stehenden  engem  Formen  ändern  sich  aber  auch  dann  nicht,  wenn 
daa  Voneichen  von  blos  einer  der  beiden  Coordinaten  x, ,  \',  oder  u, ,  umgekehrt  wird, 
WOnus  füllet,  dass  jedem  Puiicte  der  durch  eine  soh  he  Gleichung  dargestellten  Curve  noch  die 
SWOi  andern  eutsprcehen,  welche  mit  jenem  eine  seiner  Coordinaten  gemein  haben,  bei  denen 
Joloeh  df»  cnwilo  GoonBnale  der  swoilen  Cooidinain  von  jenem  m  GrSase  iwar  gWeh,  itm 
Vorzeichen  nach  hIh  r  entjre^c/ii,n  selzl  ist.  Weil  nun  Piiiu  te  eines  ebenen  Systems,  die  eine 
sdiiefe  auf  die  eine  Grundaxo  mh  beziehende  Coordinale  mit  einander  gemein  haben,  in  einer 
43emden  liegen,  die  mit  der  aadem  Grandaxe  |Mvaliel  lirfl,  aml  aoklM,  die  ebie  an  GraoM 
gleiche,  dem  Vorzeichen  nach  aber  enlgegen^feselzte,  auf  eiOO  dor  Grundaxen  sich  beziehende 
s«hic£B  Coonünato  besitzen,  in  Geraden  liegen,  die  mit  der  andern  Grandaxe  parallel  laufen 
wd  an  beiden  Seiten  von  dieser  Axe  gleich  weil  alMlelien,  so  bealdien  die  durah  Gleidinngen, 
.wie  die  erste  in  (10.  c.)  ciilhallene  ist,  durgeslelten  Ckwen  aus  Ptmclen,  (Ke  paarweise  in 
einer  mit  einer  der  Grtindaxe  parallelen  Geraden  liefen  und  zu  beiden  Seiten  gleichweil  vou 
der  niulern  Grunda.\c  abstehen.  Weil  ferner  Puncte  eines  ebenen  Systems,  die  eine  senlurechie 
auf  die  eine  Grundaxe  sich  beziehende  Coordinale  atit  einander  gemein  haben,  in  einer  mit  der 
auf  dieser  Gmndaxe  senkrechten  Polnnixe  parallelen  Geraden  liegen,  und  solche,  die  eine  an 
Grüssc  gleiche,  dem  V  orzeichen  nach  aber  enigegengesetste,  auf  eine  der  Grundaxen  sich  be- 
niehende  an^taroohte  Coordfaiaie  basiken,  fai  Geraden  Kegen,  die  mH  der  auf  dieser  GnuMhun 
sciil<rechten  Ftdaraxe  parallel  laufen  «ml  zu  beiden  ^^eilt^n  \<in  dieser  Polnraxe  gleich  weit  ab- 
stehen, 80  hoileben  die  durch  Gleichungen,  wie  die  zweite  in  (iü.  enthaltene  ist,  daige- 
ücHea  Gnrven  «u  Panoimi,  die  paanroiw  fn  Goraden  liegen,  mUm  all  der  oImb  Polin» 
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poralU  Intfea  «nd  n  beiden  SeMcn  gleich  weil  von  der  Midem  Poinraxe  abstebeB.  Dieses 
THfedtaü  der  PttnelepMre  n  den  Oraad-  oder  Mmaa»  def  Atatm  SyitaM  bt  dem  gleich, 
mickes  die  in  parallelen  Geraden  liegenden  Puncle  einer  Kretslinie  gegen  den  auf  diesen  Ge- 
raden senkrecht  stehenden  Durchmesser  beobachten,  nur  dass  hier  die  Geraden,  in  welchen  die 
Punctcpaarc  liegen,  nicht  senkrecht  auf  den  Grund-  oder  Polaraxen  stehen,  von  denen  (De 
Tmctepmre  gleich  weit  abstehen,  sondern  mit  der  andern  Grund-  oder  Polaraxe  parallel  laufen. 
Nennt  nmn  die  Gerade,  welche  von  einem  Punrte  einer  forx'e  bis  zu  cinnii  nndi'rn  liiiifl,  eine 
Sehne  dieser  Cune,  so  kann  man  die  bisher  besproehene  Eig^schall  der  Cur^en  zweiter  Ord- 
wmg  hm  eo  mespredieii:  Jede  Gnmdasw  kdürl  dio  nit  der  andern  C^mdaxe  parallelen 
Sehnen  einer  Curve  zweiter  Ordminr:.  welche  durch  die  erste  nieirlmng  Q^0.  e.^  dargftvstellt 
wird,  and  jede  Polaraxe  halbirt  alle  mit  der  ^andern  Polaruxe  parallelen  Suluica  einer  Cur^e 
•weiter  (Mbnag,  weMw  dach  die  iweite  Gidelmig  ^10.  c.)  dargeetdil  wird.  Solehe  Hil> 
birungslinien  für  alle  pnnillelen  Sehnen  einer  ebenen  Curve  zweiter  Ordnung  pflegt  man 
Durchueaaer  der  Curve  in  Bezug  auf  dieae  Sehnen  zu  neimen,  und  um  die  Dun^ 
nesser,  welche  in  Gnmdaxen  liegen,  von  denen  onteradielden  zu  kAnnen,  welche  in  Polaraxen 
Hegen,  sollen  crMerc  den  Xumcn  flniaddurchruesser,  letzlere  den  Aamen  Polardurch- 
messcr  erhalten.  Da  bei  Cleiehungen  von  der  Form  der  ersten  in  QiO.  c.)  enthaltenen  jede 
Grundaxu  ein  Durchmesser  für  die  mit  der  andern  Grundaxe  parallelen  Sehnen  ist,  und  da  bei 
GkIrhwnftB  von  der  Form  der  zweiten  in  (l(i.  c.)  enthaltenen  jede  Polaraxe  ein  Durehmcsaer 
fiir  die  mit  der  andern  Polaraxe  paralieleii  Silmrn  ist,  so  werden  wir  diese  Leiden  Gnmdaxen 
oder  diese  beiden  Polaraxcn,  durch  welche  jedesmal  gleichzeitig  zwei  Durchmesser  zugleich  mit 
den  SU  Boen  gehtrigen  flrlHiimriftlnmiai  gegeben  werden,  Torbnndeno  oder  conjugirte 
Duri  hnteifer  dar  dnroh  eine  sokiw  Gleicinnig  daigerieUlen  ebene«  Oatn  sweüer  (Muug 
nennen. 

In  Curven  der  zweiten  Ordnung,  welche  einen  Hilteipunct  haben,  Iheilt  dieser  jeden  von 
cwe!  eonjugiflen  DanAmeaaeni  In  iwei  glehdie  Theüe,  die  wir  conjaglrte  Helbmeoaer 

nennen  werden,  nnd  diese  Hnlhmesscr  sollen  zur  bessern  Unterscheidung  Grundhalbmesser 
oder  Polar  Ii  albmesser  heissen,  je  nachdem  «e  aus  Grunddurchmessem  oder  Polardorchnes- 
eem  hervorgegangen  ohidL  Dn  hei  einer  Gteiehnog  von  der  vordem  Form  (10.  c.}  der  Dnreh- 
messer  in  der  Grundüxc  lien^t  und  dcsshnlb  ein  Grunddurrhmesser  ist,  so  findet  man  die  seinen 
Endpuncten  entsprechenden  CoordinaleB  au  dieser  Gleichung,  wenn  man  die  auf  die  andere 
Gmndax«  aich  beaidiende  GeordhMto  nl  aebi  UaaL  Ihn  eM  daher  Qaadrate  dieaer 
'  GoordhMten  die  Anadrikhe 

5  -  5' 

wenn  man  unter  (t,  dus  conslante  Glied  der  Gleichung  (iO.  versteht  Diese  Quadrate  wcr- 
'den  negathro  Zaidan,  wenn  »  oder  «('  und  ^,  «nigegengeeelite  Tonteidien  haben;  dann  nefaaaen 
die  foordinaten  imaginäre  Fni  inm  uti  und  entsprechen  unmiiglichen  Pooden  der  Cune.  Gleich- 
wohl pflegt  man  diese  Coordinatcn  auch  in  einem  solchen  Falle  noch  Halbmesser  zu  nennen, 
•die  mm  MBoh  Moa  cnwebiMelo  aind.  lat  nm  etoe  GMiteig  v«n  der  hinlem  Form  (i».  cj 

md  adireibt  mn  aie,  v-i-^  +  '^=v,  aeteend,  so: 

«  u' 4- iTo  "  =  »',, 
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»0  kann  nutn  ihr  die  anderu  Fonii 

»(r^+i'<5r^=n  oder  i«'(*)'+«'«;*W=i'. 

g^eo,  wenn  man  uiiler     ,  (x')  die  auf  die  Polaraxen  AI,  AST  belogenen  schiefe«  CoonK- 

naien  von  demselben  Puncto  der  Curvc  versteht,  welcher  an  den  Grundaxcn  die  senkrechleo 
u ,  u'  lierert,  den  im  ersten  Abschnitte  niitgethciltcn  Gleichungen  (57.  b.}  zur  Folge,  wenn  man 
in  Gemiissheit  des  ebenen  Systems  6i'=:  1  sein  liisst.  Da  nun  diese  Gleichung  jetzt  wie  die 
vordere  (10.  r.)  scIiifTe  Coordiruid-n  cnlliii!!,  (Ii*-  hicli  jeducli  auf  die  Polarsixi'u  licziclien,  wie 
die  vorigen  auf  die  Gniiidaxeu,  su  ündel  laun  aus  ihr  die  Quadrate  der  Polariialtimesscr  ganz 
eben  so,  wie  iw  der  vorigen  die  der  GrandlialbnieaMr;  diese  Quatete  werden  aOialich 

öW'       Fe?  ■ 

Eine  Gleichung  von  einer  der  in  (10.  d.)  enthaltenen  Formen  lodert  eidi  nicht,  wenn  man 
blos  —  rar  xl  oder  Mos  —  u4  Tür  setzt,  sie  ündert  aidi  aber,  voraosgeselxt,  dasa  nkfit 
/=0  oder  (=0  iat,  (In  welchem  Fale  die  ffleitlinng  jedoch  nur  noch  Gerade  in  sich  trüge}, 
wenn  mnn  —  x,  für  x„  oder  —  u„  fllr  n,  setzt ;  os  entspricht  daher  jedem  Puncte  der  durch 
eine  solche  Gleichung  dargestellten  ebenen  Curve  ein  zweiter,  der  mit  dem  ersten  einerlei  Werth 
▼Ott  z»  oder  n,  beaiU,  deaien  oder  nl  hingegen  dem  des  ernten  Pnneles  an  GrBsie  swnr 
gleirh,  Arm  Vorzrirhen  nnch  tibi  r  cnlucijengeselzt  ist,  wUhrend  es  im  Allgemeinen  keinen 
swcilen  Puncl  giebt,  der  mit  deui  erj>ten  einerlei  Werth  von  oder  nä  hütio  nnd  demen 
oder  n*  dem  dea  errten  an  GrOaao  gletdi,  dem  Vonteklien  nach  aber  enlgcgengeaelst  wtrei 
Diesemnarh  ist  bei  einer  durch  die  erste  Gleichung  (10.  d.)  dargestellten  dienen  Cun  e  zweiter 
Ordnung  die  Gnindaxe  AX  Darcfamesser  fUr  alle  Sehnen,  die  mit  der  andern  Grundaxe  AX' 
parallel  lanfen,  und  bei  ehicr  durch  dfe  zweAe  Gleidiang  (10.  d.}  dargesielUen  ebenen  Curve 
•weiter  Ordnung  isl  die  Pularaxc  \  K  Durchmeaaer  für  alle  Sehnen,  die  mit  der  andern  Polar- 
axe  Ai'  parallel  laufen;  aber  es  ist  weder  bei  jenen  die  Grundaxe  AX'  Durchmesser  fUr  Seh- 
nen, die  mit  der  Grundaxe  A.X  parallel  laufen,  noch  bei  diesen  die  Polaraxe  A£'  Durchmesser 
für  Minen,  die  mit  der  Polaraxe  AS  parallel  laufen.  Bei  aoldMn  ebenen  Onrven  sweÜer  Ord~ 
nunir  geben  also  weder  die  Grundn.xen  noch  die  Polarnxen  Rirhtungen  her,  ^on  denen  jede 
ein  Durchmesser  fiir  Sehnen  wird,  die  mit  der  andern  parallel  laufen,  sondeni  es  kann  von 
beidon  aar  die  eine  ala  Durohmesaer  fBr  Sehnen,  die  mit  der  andern  parallel  laufen,  genemmwi 
werden,  und  die,  von  welcher  diess  gilt,  mu.ss  einzeln  ins  Auge  gefa.sst  \Mrikn,  wcsswegen 
solche  Durchmesser  einzelne  oder  isolirle  heissen.  £bene  Cunen  zweiler  Ordnung, 
wricbe  ra  einer  Gleidinqg,  wie  die  (10.  d.}  aind,  fttbren,  haben  aonach  Mos  isolirte  Ihireh- 
messer,  die  in  der  Axe  AX  oder  .\3f  liegen,  fllr  Sehnen,  die  mit  der  Axe  AX'  oder  A.T"  pa- 
nllel  laufen,  und  die  glefefae  Eigenschaft  konunl  auch  In  den  durch  die  Glcicfaungen  (10.  e.} 
dargeslenien  vor»  nnr  ntt  dem  UnteracUedey  dan  hier  dte  Axen  AX  und  AT  oder  die  AS 
und  AS*  mit  einander  vertausdit  werden  mOssen. 

•  185}  Als  wir  von  Nr.  179.  bis  Nr.  18a.  nnlevsoehten,  wie  sieh  ein  Coor^atenayalam  an- 
geben lüsst,  an  welchem  jede  ebene  Ciirvc  lier  zweiten  Ordnung  eine  Gleichung  liiTcil,  die  in 
einer  der  in  (10.  c.  bis  e.}  angezeigten  Formen  auftritt,  konnten  wir  fast  immer  der  einen 
Axe  des  gesnditen  Gomdinalensystems  am  Vonms  «ine  völlig  besihnmte  Ricfatnnf  anweisen, 


Digitized  by  Google 


%.  16.  Nr.  165. 


Ebene  Cnrven  zweiter  Ordnung. 


wad  dieier  ünstand  deutet  darauf  hin,  dass  es  uiuffUig^  viele  CoonKnaternyileme  gtebt,  an  wd- 
eben  die  ebene  Curve  tweitrr  Ordnung  eine  Gleichung  von  einer  jener  Forman  liefert  Wir 

werden  in  den  folgcndoii  Ntimmern  die  Beziehungen  aufüuclie«,  in  welchen  die  verschiodenen 
Coordinatonsystctnc  zu  einitndor  stehen,  nii  denen  dieselbe  ebene  Ciine  7.sv(it(>r  ()i<inung  ini- 
ner  eine  Gleichung  vun  einer  Jener  Furnieu  liefert,  wobei  wir  zum  Vuruus  bemerken  wulien, 
dM  Ae  Ouvet  welche  zu  einer  CUeielMai^  von  efaer  4tr  in  (lOi  e.)  ildieiiden  Pomm  lUul, 
nie  eine  der  in  (10.  <i.  oder  c.)  vorhandenen  Formen  licrern  kann,  und  ningekehrt,  du,  wie 
wir  gesehen  hüben,  diese  beiderlei  Formen  Curven  in  sich  eoUudtcn,  deren  Gesltdlea  \>ui>cn(-> 
Ikb  von  eteuMler  vendiBden  itad  Au  dMMm  Grande  theflea  wir  die  in  don  nichalen  Nhb- 
mem  vurkounnende  L'nlerüuehnng  in  zwei  Theile  ab,  von  denen  der  crsle  solche  Curvcii  in 
8ich  ttufniuuul,  deren  Gleichung  auf  eine  der  in  (10.  angegebenen  Fornusn  xuruciifuhrbat 
in,,  wihrend  der  andere  Tbetl  nar  saicbe  Cwen  belnddet,  denn  Gkiclinng  anf  am  der  Ja 
(10.  d.  oder  c.}  ungegebenen  Formen  gebracht  werden  kann.  Hierbei  setzen  wir  voraas,  daM 
die  Curve  schon  durdi  eine  Gloichnng  von  einer  dieser  Formen  an  einem  beslinimtcu ,  auf  die 
oben  beschriebene  Weise  aofgesucklen  Coordtnalensysleue  gegt-ian  sei,  das  wir  widircud  dieser 
Unteraudning  als  dus  ursprünglich  vorhandene  ansehen  werden.  Die  Axcn  dieses  Coordinalen- 
syslems  wollen  wir  durch  A  X ,  A  \",  so  wie  die  foonliiiiilen  der  Curvenpuncle  m  iiiiien  durch 
X,  x  oder  u,  u'  vorsteileu,  w  esshalb  wir  jetzt  den  (ileichungea  (lU.       die  Uesl^iil 

•  oder  *a'  +  a'n"=»' ,                                (ii.  ».) 

dooen  (ia  d.)  die 

«'x''+2yx=:0  oder   S'\x"+2Cu  =  0                                    CU.  b.) 

and  denen  (la  &)  die 

«x'4- 2/x'=0  oder      u' +  2  C'u'=  0  Ui* 

geben  werden,  in  denen  noch  immer  alle  Coefllzienten  beliebige  endliche  und  reelle,  positive 
Öder  negative  ZaMen  voraleOen,  die  zum  Thefl  audi  nril  sein  kSnnea. 

Die  Gleichungen  (11.  a.}  stellen,  je  nachdem  ihre  Coefllzienten  positive  oder  negative 
Zahlen  oder  auch  null  sind,  sehr  verschiedene  Gebilde  dar.  Ist  in  ihnen  (*  oder  v  null,  und 
sbid  «  und  et'  oder  9  und  V  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen,  so  werden  sie  nicht  andera  be- 
friedigt, als  wenn  x=^0  und  zugleich  x'=0  oder  wenn  a=0  und  ngieich  u'=0  ist,  und 
stellen  mithin  blos  einen  Punct  dar,  der  mit  der  Coordinalenspilze  msjimtnenriillt ;  haben  aber, 
während  ^  =  0  oder  pzizO  ist,  «  nnd  a'  oder  8  und  y  Zahlenwcrthe  mit  enlgegengesclzteffl 
Tendehen,  m  hoen  aidi  Jene  ffleichaageii  nf  die  Form 

C>x+t^Y)(|^x— 1f'xO=0  oder  Cpn+p'uOCP«— P'O=0 
Itiigw,  it  wcMiMi  p  mA  t^'.oder  p  «nd    redk  mi  cailcfco  IMm  hedaalan     ni  4mm 


Hin  (iehl  dieit  Miglfich  i'in,  wenn  innii  ri  wugl.  liaiis  (ili  .<  hurigcn  (II.  a.j  Ja,  mii  a  und  tt  04ir 
i  und  4  Z«kJi:nwertbe  mit  natgi'gciigcüt'Utciii  \  ur^cü  In  u  \\\  m<  Ii  ir.igcn,  auf  die  andere  Form 

»1 — fl'' SS        oder  u'  —  g'u''=- 

a  i 

•ish  fcrhgco  tauen,  wobei  f  und  g  ret-Uc,  |>u«iüvc  uder  negative  tirSiien  voruwleUen  haben,  und  data 
dieM  M|l«fah  la  Mm  radcre  Perm 

(x-i.fiOU-'»)-J  «Iw  (■+«■')  (■-f»')«*J 

«ich  bliertragcn  iMfc«. 
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4M  AMlytlaebe  OammM«.  AM.  IV. 

StaOl  die  eiste  Gieioiniiif  nach  den  in  driltea  AlMibriNe  O'^''*        gaffabeiien  Eröitenugea 


yz+yj^ssO  «Ml  fx—}fx=Q, 

md  dte  smie  GtekJiwiig  eian  Verein  der  beiden  ditrdi  die 

p  u  +  p'a'=  0   und   p  u  —  p'a'=  0 

ppgobenen  Gebilde  dar,  von  denen  jedes  eine  dunh  die  foordinnlenspilze  hindurch  gehende 
Gerade  ist;  wäre  endlich,  während  /4=0  uder  }'  =  0  i^t,  auch  noch  einer  der  Coefiizienten  a 
ui  1^  oder  9  imd  f  null,  (nnd  beids  zugleich  kBnieii  nidrt  null  werden,  ohne  dm  die  0ei- 
diung  aufhiJrt,  einen  Ausdruck  des  zweiten  Grades  in  sich  zu  trapen^,  so  pienge  die  erste 
Gidckiuig  ^11.  a.}  Uber  in  x*  =  0  oder  x''=Ü,  die  zweite  in  u'=ü  oder  u''=0,  welche 
zsO  oder  x'=0  md  nssO  oder  «^=0  nach  lidi  ziehen,  wonm  folgt,  dnn  du  GdiiMe 

jetzt  nur  noih  eine  der  Gmnda.xen  oder  rini'  der  Polaraxen  vorslcllt.  Sind  hingTprn  die  Cdpf- 
fiaentea  i*  oder  v  nicht  null,  ist  aber  cioer  der  CoelTizienten  a  und  a  oder  einer  der  6  und 
^  anl,  M  kMM  MHi  dto  «nto  der  CHeichungen  (11.  a.)  aof  «ine  der  Ponne« 

oder  ^=z^. 
it  « 

und  die  zweite  jener  Gleichungen  auf  eine  der  Formen 

V  V 

u'  =  -r.    oder   u'  = 
o  ö 

bringen,  und  diese  Gleichungen  werden  durch  iicinen  reellen  Werth  der  in  ilinen  auftrelendaa 

Goordinaten  befriedigt,  wenn  ^  oder  ^  oder  ^  oder  ^  acfative  Zahlen  sind;  in  diesen  Falle 

wird  durch  sie  gar  nichts  vorgestellt;  sind  aber  die  dken  aogescigten  Qnotienten  positive  Zah- 
len, so  lassen  sie  sich  auf  diu  Form 

^  (;x  +  0(x-0  =  0  oder  CV+g)Cx'-g)=0 

C"+ÜC"-0  =  0  oder  C"'+8JC"~flJ  =  0 
bringen,  ta  weldiea  f  md  g  oder  f  und  g  reelle  Zahim  bedeuten,  von  welchea  Gteichmgeo 
jede  einen  Verein  von  zwei  mit  einer  der  Grundaxen  oder  der  Pohira.xt  ii  parallelen  Gcrad(»i 
Torstellt,  die  zu  beiden  Seiten  von  der  Aze,  mit  welcher  sie  parallel  laureu,  gleich  >veit  nbste- 
hen.  Man  liann  alle  diese  besondem  Formen,  da  sie  keine  Gebilde  in  sich  autiichnien,  welche 
Mch  weiter  erkannt  zu  werden  brauchen,  von  den  spileron  Untersuchungen  ausschliessen,  md 
demzufolge  Annehmen,  dass  keiner  der  Coeflfizienten  er ,  a',  /<  oder  S ,  fS",  v  in  den  Gleichungen 
(11.  a.}  null  sei.  Thul  man  diess  und  kouuni  man  noch  darin  Ubercin,  diese  Gleichungen  stets 
so  SD  schreiben,  dass  /*  oder  v  eöie  positive  Zahl  wird,  vrBS.Bian  buner  in  senier  Goardt  hri^ 
80  können,  wenn  jene  Gleichungen  eine  reelle  Form  besitzen,  die  beiden  Coeflfizienten  er  und  c' 
oder  d  und  ^  nur  entweder  positive  Zahlen  sein,  oder  es  kann  der  eine  eine  positive  und  der 
uOum  dm  negative  Zahl  sein.  AM  beide  CoaBsiMlm  poaUhre  Zahlen,  so  Segen  alle  atf 

die  Axe  AX  sich  beziehenden  Coordlnatenwerihe  der  Corvcnponde  zwischen  md 
—         so  wie  die  anf  Aze  AX*.  sich  beziehenden  zwischen  ^  —  * 
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Um«»  Cmmm  tfewriHsr  iMianf . 


die  Cune  durck  die  erste  Gleiehuiig  (11.  a.}  gegeben  ist,  and  Ul  die  GuTve  durdi  die  tweita 
Oeicbttiig  (ii.  a.)  gegeben,  so  Kegea  dto  ittf  ttif  Att'AX- ikh  jüUttmiMi  'Ctfldkmiii " 

werthe  der  Con-enpunclc  zwischen  +1/ ^  und  — l^^.  so  wie  die  mf  die  Axe  AX'  sich 

betiebeiideii  tirbdiea  +  V^jr      ~~V^^  >  ^  Cmaqmiae  cMisnMMi'tMh  niOdij  (n'dle>^' 

sem  Falle  von  keiner  Axe  und  nach  keiner  Seile  derselben  hin,  tnier  eine  gewisse  Weile  «flid^  * 
reihen  ekh  ni  einer  ring««»  begreMlwr  Curv«  n  eiMiMie^  dio  mn'f  IMpse  ncnnL  Ist  hin- 
fifen  der  eine  von  jenen  Coelleienien  eine  poiHiTe  der  radere  ehe  negative  Zahl,  so  wird 
der  Entfernung  der  Cur^enpuncle  von  lieiner  An  und  auf  keiner  ihrer  Seiten  eine  Sctiranke 
gesctsi,  die  Puncle  reihen  sich  zu  einer  Curve  an  einander,  die  in  Bezug  auf  jede  Axe  vier  ^   '  ') 
ins  Unendliche  forllaufcnde  Ziveige  hat,  und  die  man  Hyperbel  zu  nennen  pflegt  Wir  haben 
oben  aus  der  allgemeinsten  Gleichung  des  zweiten  Grades ,  welche  in  (3.  a.  oder  h.")  fe  .nrie 
in  (5.  b.)  Bufgestelll  worden  ist,  die  in  (6.  d  ),  (7.  d),  (8.  d.)  und  (9.  d.")  sk-henden  For-   ;  •  .  • 
men  abgeleitet,  und  diese  gehören,  vorausgesetzt,  dass  nicht  ««' — /3*=:0  oder  öS" — «*=0 
M,  ofMier  einer  Blipee  eder  BypeiM  m.  Je  mMeni  ««'-.'^«der  aW-^^  ehe  poiüive  <  ^  -""i 
oder  ncf^ative  Zahl  ist.    Mitlel.sl  dieses  Keiinzeicbeus  Uis^  sich  liei  jeder  Gleichung  zweiten 
Grades  mit  zwei  VanüMlerüclieu  «ogii^ch  «nlücheiiden  .oi>  aie.  eine  iilü|)4e.  .«id«r  .Uypechel  dftCn 
üeilt'  .  •  .  .  .  i.  . '       .       ,1  ,1. 

In  den  Gleichungen  (11.  b.}  kann  nie  a'  oder  S"  null  sein,  ohne  dass  die  Gleichung  anf^ 
hört  einen  Ausdruck  des  zweiten  GriMles  in  sich  aufzunehmen «  und  wäre  y  ddcr  ^  nufl,  so 
würde  ei«  «•  »der  vfssO  fUmn,  nnd  Mw  'AvAn^-AX  öder  AX  dertttUen.'  Ab- 
geeehen  von  dieeen  besendom  Formen,  die  keine  weitere  Unlersuchang  verlangen,'  kuui  min 
annehmen,  dnss  keiner  von  den  Cocmrienten  a' ,  y  oder  üT  ,  C  "uH  sei,  und  noch  UberdiesS 
voraussetzen,  dass  a  oder  d'  eine  positive  Zahl  sei,  weii  maa  dm  GLetcliuug  so  zu  schreiben 
Meli  In  eeiher  €ewak  liat;  dann  sind  nnr  die  zwei  Rl]|n"lih%»  wo  y  »der  4^  entwedei  eUb 
positive  oder  ehe  negative  Zahl  isL  Da  aber  der  eine  dieser  zwei  Fälle  aus  d^rn  Biidem  hel^ 
vorgeht,  wem  man'  —  x  Air  x  oder  — u  für  u  setzt,  d.  h.,  wenn  man  die  entg^engeaeinln 
MMmg  vcti-  ddr' AX'ivder  'A-X  ab  neae  A»  A^X  eder  ÜC  iMlekt,  w<  firigtv  dein  «dteen 
zwei  Fidle  nicfct  Cnrven'von  verschiedener  Gestalt  in  sich  traifen,  biindem  nur  eine  «bj^eiln'- 
derte  Bezietamf  derielhen  Curve  zu  uiner  der  Ajmu  anespreche».  Iis  ■  reihen  sidi  die  durch 
eine  der  Gleidmngen  (11.  b.)  mmiliiniin'  lUnil«  Im— >  iii  oiiiii  rw\iii  •iTiiiinfii  ]•  TirMto 
in  der  Richtung  der  Axe  AX  oder  A£  zwei  von-.^.  Coordinatenspilze  auslaufende  ZweigV 
bildet,  di«  nach  dieser  einen  Seite  hin  ins  Unendliche  forilaufen.  In  der  Richtung  der  Axe 
AX'  oder  AST  bildet  diese  Curve,  «reiche  Parabel  genannt  wird,  nur  einen  Zweig,  dem  aber 
weder  nach  der  einen,  noch  nach  der  andern  Seite  bin  Schranken  gesetzt  sind.  Da  zum  Vor- 
handens<Mn  der  Parabel  erforderlich  ürt,  dass  einer  der  roefficienlen  «  nnd  «'  oder  5  und  8'  !•.«••) 
ans  den  Gleichungen  (11.  b.^)  verschwindet,  di^'S(»  aber,  vvie  ,4iu4  <jf^n  (flnichungcn  ((>.  dj), 
(7.  d.},  (&  d.),  (9.  d.)  erskbtlich  fst,  nur  dann  geechieht,.  wenn  in  der  allgemeinen  Glei- 
ctanf  (5.  b.)  oder  (Ii  ii.  oder  1»  ")  zwischen  den  CoelBcienten  (^2.  k)  a ,  a',  ß  oder  S,  <V,  e  '  *  •**'^ 
ftrtf  TheUl»  «der  zweileu  Dimension  die  Relation  a^'i^^^O' oder  Jd"—e'=0  stall  hat,  ae 

gieM  dieie  db'illgeineiiiMb  leiiiiieicMt»'4ir-Tni*Mftv-'      <  "V'   •  -'ij  rib 

L  51 


Digitized  by  Google 


••-  /'WB  nte>  dM.IUriiid,  jofc  «■ 'Ooifiaint!  «Ii  i>(>MUw„tfM-.alg.-Miili«*..Wil 
wird,  sckon  durch  4feii;||l|f||Ni  ^Mpi  -flar  C^nic^iUttgqn  ai.y«|rt«|t)eii  gc^^  w  sduB^I.  |||Mi„4f) 
Gleichung  der  EUipse  80 : 

(M. ».)  •   •  •  •  '     '    a'  x'-f  ß''x'«=:^*  oder   •  **ii*+3'V'  =  i'',        ' '' 

die,       Hjpcrbd  kiffjU  uinn  so  m  hrciben :  ^  ?':■.:.-:.■■        »  .'. 

(t«.  b.)  ^  «"x'  —  «  "x"  =  /("-    oder        (V  u'  —  iVu"  —  »>* , 

nnd  auch':  *'"  ■  •  ■•. 

(«9.  c.)  —  ii'x'4-c'"x'~«'    oder   —  a'u'  +  a^"  =  F',  •  •  •  ••         -  i 

.  -•  '{•'•»,*•.»»* 

die  der  Purabol  kann  geschrieben  wrrdcn : 
.•■.»»•  -.1 

(I«.  d.)       ,      ,        ;  ,1....^       «V  +  2/x  =  0    odtT    ^'u''  +  2;'u  =  0  .  .j, 

und    .,,]...'„,.  I  I      •  . .  ■  .i 

CM.  ft|  -    :  •  g  '  rf*»  +  8jr[VstO  )oder  <dV4-»r-»'r*ö.    •       .    ...  (  i   .  i- 

CM.«.)  . .  ,..:^-azV=;^P  odfr  ,«»,v-2rü'=o, 

in  w<»lo!ii'n  die  BiictistaWn  «  ,  c/.  ;•' ,  /  nnd  «  oder  ,  S',  ^.  T  und  i'  hiuler  bdiubir«-  ond- 
liohe  und  revliü  Zahlen  vorstellen,  deren  Uuadralo  tnun  sich  immer  nur  uls  posiluro  Zaltlen  zu 
denken  hat,  es  mSgea  jene  Zelden  eelber  poeitive  oder  negalfve  «ein. 

nie  mchrcrn  Gleichungen  in  schiefen  Coordinatcn  sowohl  als  in  senkrechten ,  welche  fiir 
ciue  Cur>'«  .detMi.cU>cn  Namens  hier  angegel>en  worden  sind,  iuiun  nian  imuier  durcli  eine  ein- 
zige vjBrtral^.Inwcf^f  ,wcnii  ,nian  jcdöiiial  die  Benennung  der.  Axea  dirmcb  einriditen  vtjü. 

..  166)  IM  afne  ekeM'GurfarjitMiler'Onteidqr  imtdk  ebm  GkMmg.nm  ior  eralw  «,) 

stehenden  Form  «Ii  den  Axon  A  \' .  A  X'  iru'etiil  eines  dazu  Lniiriichen  ebenen  Systems  (fepe- 
ten,  und  wiü.  ntw  dieielte  Curvc  aa  den  A.v<>n  A\  ,  A¥'  eine«  belieUgen  «odem  ebenpii 
BydtaBÜ  dv8teaeQ^  'MUlM;;inil  jem  ^ie>  Spitxe  A  gemejnMMWdi  Iwi;  M  lit.M«,.m.«K 
deir  verlangten  Gleichung  uj  gelangen,  in  die  «gegebene  für  x  und  .\'  ihre  In  den  Gloichungai 
(i..ia.)  oder  angegcbeaen  WerÜie  an  «Maen,  und  es  «indi  dem  die  iZtnpi,  vpKdera  Gle*^ 

(i.  e.)  itt' beaMUea, '  we«n.i  die  neaer  GleiciiHiig  in  eehieftn  Co« 
M>y,  hingogicn  diCiAweiiUlitem  in  C^-  ^  )  '"'«^r  vordem  !■  e<) 

«mn  die  neue  Gleichung  in  senkrechteo  Coordinaten  hervorgehen  soll, 
il    .  MiuHnt  iiuut  hieiau  erstlich  die  swei  vordem  in  (^1.  a.)  mÜgetheiUen  Gleichungen«  90  «ci» 

CM.«.)  C«A»4-i/'Är)f+C«AT+i^*?)r+8C«Al,+i^A'Apjy=^ 

in  welcher  die  neip.  hinnigckomnienen  Grössen  die  in  Nr.  177.  angezeigte 
Wühlt  man  am  die  liddtea  neuen  Axenriehtnngen  A  v ,  A  Y'  eo,  den 

(M.  h.)  «  A  A.  +  a  A  A;  =0 

wird,  80  verwandelt  sich  die  Gieirhung  (13.  a.)  in :  '  .   •  : 

(!».•.)  C«A*  +  «'A")y'  +  C«A;  +  a'Ar)y"=^ 

aad  hat  «0  wieder  di«  «tte  in  (Ii.  a.)  angegebene  Vocbl  Jta  Mäht,  im  mm*  ■»  B»- 
(18.  b.)  n  guttgm,  in  AWg—laM  A  «ad  A'  oder  A.  md  A,'  aaoh  Beliabn 
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f.*I16.  Nr.  186.  Ebene  CurveB.swtiMr  Ordnnng;.  IM 

len  un<1  dann  doch  noch  die  zwei  andern  ProjecÜonsrahlen  ihnen  pemilss  bestimmen  kann,  vrta 
nichl5  anders  iieissl,  als  dsas  «iic  Lage  der  einen  aeuen  Axe  nach  Belieben  gewählt  werden» 
|m4  SU  Our  dte  «Kcile-M|di  baaer  n ,  tatgim^.  WfuJeii  '^wwi,,,#>f>,  neiMi  (i(|Bi^n«ir  Ae 
obigi-  Form  annitnuit-  Miui  hnl  hc\  dioser  Ri  sliuimung.  der  Axcrdago  im  noueu  Systemo  auf 
picbU  Wepler  zu  sehen,  ab  difüs^die  ^wei  A.\en  AY^  A.Y'.  Dicbt  in  «^int^  ^nd  dieselbe  Gerade 
jUleji,  weil  sie  fODst  nichl  «in  ebeim  Syulcm  zu  con$tilnirei|  ymcMi\^n.  '  Da  die  Pp|irtx« 
^'^  'wnkrcchl  auf  der  Grundiue  AY  strhl,  und  A,(ri  +  A;(r^  oder  A  iT/i -f  A' ,  r,';  der  Ko- 
4«$  .Wini^«bi       ii^n  die  beiden  Ridilungen  AY'.  ^  AY  und  ,Af>^'  yijt  ein^ 

Plfidieii,  wenn  die  Jiier  ultowte^dM  Zeiciwn  9ix9-  {n  Nr.  177.  angezeigte  stehen^  iBe^ 
behalten,  so  ist  A|(f)  +  A,'(r)==0|  sowohl  als  \{r,)-jr  A' {r,')=0 ,  und  eliminirt 
man  raillelst  dieser  Glcichongcn  die  GrOaien  A,  und,  A  W)d  A'  jm  49^  f  «UQ^PW 

(13.  b.} ,  so  verwandelt  sich  diese  in :  ,        .  . 

ßA(r')  =  «  A'iT)    oder    «A,(r;)  — «' AjlT,),  (!••  <l*l 

indem  kein  von  dem  gegebenen  waiirban  vcrsthieilenes  ii«ae$  System  eine  der  l'rujecüüns- 
iiUei  A,  A'  und  A.^  A,'  ndt  werden  hfsai >im,  .der  Bedii«m«  (If  b^.feplHi. 

•SeM  Wßm  aber  in  die  gegdbeae  Gletchang,  um  xu  einer  neuen  in  sonkrodüen  CoordineUn 
za  gelangen,  Tür  x,  x'  ihre  aus  den  zwei  vordem  Gleichoagcn  (1.  eJ)  calaaMUBeil/WeSlkB 

ein.  so  kommt  man  zu  der  folgenden  Gleichung:        '  '  f 

c«Tp  +«'-^)» +c«75rt«         •  >  >jRä>;  

ttnd  wabttnia  Uer  dte  I«gtt!dei*'ii0Men  AaNta>-ia/dM'^^^  ' 


und  ist  nun  von  der  zweiten  in  (^11.  o.}  angegebenen  Fqnn.   Um  der  Bedipgung  (14.  b.}  x^ 
genügen^  k«Mi  HMB  in  Allgeineinen  eines  der  zwii  Paare  von'Projecllainssayen  (/t},'{£) 
4^0  >  Gcbllen  wiihli-n  und  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  Bedingung  gemüss 

liestiaiuien,  oder  aiil  andern  Worten,  man  kann  eine  der  neuen  Polaraxen  A^  und  49'  mcK 
'iMUbuk  MÜHMB  ond  n  dieser  dann  nocfc  die  andere  der,  Bedingung  (14.  b.)  gemüss  aufso- 
dien'}  wo  denn  die  neue  Gleichung  die  Pom  (14.  c")  anniminl.  Bei  dieser  Bestiinniung  der 
Polaraxen  im  neuen  Systeme  hat  ninn  auf  nichts  weiter  zu  sehen ,  h1s  duss  die  zwei  Richtun- 
gen A^  und  A§)'  nichl  in  eine  Oerade  Tallen,  weil  sie  sonst  die  Polaraxen  eines  ebenen  Sy- 
stems vorzustellen  nickt  vermüchlen.  Dt  die' <Sb«uidbcen' A T  aAd  AY'#enkrecht  anf  den  Po-  *.b  \ 
hauten  Ag)'  und  A  .stehen  und  (^,)C  +  iJ[}C'  oder  (J)C,-\- L-TjC,  der  Kosinus  des  Win- 
Jiels  iffl^  den  die  zwei  Kicbluogen  AY  und  A^'  oder  A^)  und  AY'  mit  einander  machen,  so 
ist  ^,)C+(>dOC=0  sowsli^  ds'(J)Ci+(^)A'=0,  i^d  eUmioirt  m^  miMelit dieser  GIsfr* 
chun^'en  dii  Gr.  5srn  (.^,)  ond  {Jt,)  odsT  {jt^  mi  (^)  SM  dff  Bediagnsg  (14  k),  90  v«r- 
waodelt  sich  dicsctia:  ■•         :  ' 

a(^C=«'K)C  oder  «(wrfjq  =  a'(.^)C,     *      ^    '  'iM.^) 
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••1  AbtchblF^ 

I^".*?  T.^f"  vendnäMMt  wwes  System  eine  der  Projedionsahkn 

{J) ,  (uT)  ond  (^,),       ioU  wwieN  Immii  hma«  der  MiBfuiif  (IC  hO  feMit..       .  , 

1873  hingegen  eine  ebene  Citmxwdlef  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der  zweiM 
.n  (11.  B.)  stehenden  Form  m  dea  lhteaJLX,  eines  dazu  geeigneten  chen.n  Sysirms 
«egwen,  «id  will- mm  dieselbe  Gnrt«  m  dm'Axm'ÄY,  Ar  eines  beliebigen  andern  ebenen 
Systems  darstellen,  welches  mJI feilem  die  «pitee  A  gemeinsdnUUich  hat,  m  hat  nu«;  nin  m 
der  verlangten  Gleichung  zu  gelmgea,  fn  .die 'gegeb<'ne  flir  n  ,  n'  ihre  in  d.  n  Glni,  hmitren  (1  10 
Oder  (1.  «.)  angegebenen  Werdie'-in  selten,  und  es  sind  .Ihzu  die  zwei  vordem  Gleichungen 
(1.  hO  iH-nulzcn,  wenn  die  neue  Gleichung  in  schiefen  CoordinMen  Aomedriicht  werden  Ml, 
hingegen  die  »wei  hintern  in  (1.  b.)  oder  in  (11  e.)  slehendm,  wem  die  aen«  Gleieimif  M 
setumchloi  Cbeidinalen  Burgefunden  werden  soll.  ' 

Ninml  nm  Uerzo  «ntüek  die  swei  Tordem  in  (1.  b.)  angezeigten  Gleichungen,  so  erhalt 
mm  «b  im»  In  MUeteHVi^iMm  tHg«lrt^ 

welche  aus  äCr  (13.  o.)  '»"rdi  Verlauschung  v«jn  it,  mit  5,  ^,  v  und  von  A,  A'  und 

i'vT'                   *^  ^«'^'«^  *•         m»um  Axenriffctungi«»  AY 

wird,  so  Tcrwandelt^ich  die  Gleichung  (15.  a.)  in: 

i****>  '  C«C'  +  rrC'Oy'  +  (JC:  +  ^'C.")y"  =  r, 

nnd  hat  ao  die  erste  in  (11.  a.^  steheade  Foip..a«gei|ouiiqen.  Um  der  Bedingung  (15.  b)  z« 

(.1  ^1?®"»  Imm  mm  im  Allgemeinen  eines,  der  rwd  Paare  von  Prujecüünszahlcn  C,  C'  und 
t,,  C,  nach  Gefallen  wühlen,  und  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  Bediannff  feml« 
bestimmen,  oder  mit  andern  Worten,  man  kann  eine  der  neuen  Gnmdaxen  AY  und  A  Y'  nach 

1.»  .i-  i  owi  M  ihr  dma  noch  die  zweite  so  aufsuchen,  dass  die  neue  Gleichung  von 

der  Fon..  (!■'  «"O  wird.  Bei  dieser  Bestimmong  -  d^«  A^ '  im  nnm  Systeme  hat  mm  mf 
niclUs  weUer  zu  sehen,  als  dass  die  beiden  Riehtungen  AY  und  A  Y'  ,n<f,!  in  eine  GeiMie  JU- 
,  *®  Systems  vorzustellen  nicht  vcrmoditen.  Da  die  Po- 

r'^T.^f/rl'**''''    ^  «uf  der  jbivndäxe  AT  oder  Ar  stehen,  und  ^)C,  +  (A-)c: 

ri  "t^t^^^  vt»rslell^  weh  heu  die  Richtungen  AS  und  AT 

oder  ASr  ond  AY  mit  einander  machen,  so  ist  (A)C,+i^)C,=0  sowohl  als  (^.|C+(^C=:0, 
nnd  chmnuri  man  miHeirt  dieser  iSleldpig  die  GrOoen  Ci  nnd  (?  «der  C  und  C  aus  der  Be^ 
dmgnng  (15.  b),  so  verwandelt  sidi  dieselbe,,' well  Weder  wA  C  md  eb'en  so  weder  C 
noch  C  null  werden  kann^  in:  • 

(1*.  d.)  .  ,  aC(^)  =  J'C'ü/)    oder   ^Cf^j^d-CIK).  '    '  '  '■' 

■    "  Seilt  man  aber  in  die  gegebene  Gleichung  von  der  zweiten  in  (11.  a.)  stehenden  Form, 
m  n  einer  neuen  In  sndirechlen  Goordinalen  zu  gelangen,  lür  u  und  u'  ihre  in  den  zwei 
liintem  Gteichnngen  (I.  e.)  m«ekel^  Werlhe.  so  kOamt  mm  nl  der  tOMta  waeü  Cle^- 

chung:  -       .      •         .  •  i   >  ■       •        .  . 
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S.  lA.  Nr.  168.  Ebene  Curvta  zweiter  Ordnung.  4M 

welche  sich  auch  aus  der  (14.  a.)  durch  Vertauschung  von  « ,  u\  ft  mit  (V ,  H',  y  und  von 
{j£)  und  (^1^,       out  (F),  (r)  und  (r,j,  (r.^  eriMateo  la««L  Wählt  man  die  Lage  <lcr 
beiden  neMn  rohnrnen  A9  nd  AgT  so,  dus  *  ,  ' 

wird,  M  mwwdcit  lU  ^  GMohng  (16.  a)  ii :  ... 

und  hat  nun  wieder  die  zweite  der  in  ^tl.  «.3  angeseigien  Formen.  Um  der  Bedingung  (^^Q  b.^ 

ta  genügen,  iimB  mii  fan  AUgctteinca  eltaM  der  sir^  Pawe  von  PnjeeUonfBeUeii  (r) ,  (H)  .r^j 

und  (r,),  (H)  nach  Gcrallen  wähleD,  usd  dann  doch  noch  das  andere  Paar  jener  Bedingung 
gcmüsa  daiii  liestimiuen,  «der  mit  andern  Worten,  man  kann  die  eine  der  Polaraxen  Af)  »nd 
A  ^'  im  maen  Systeme  nach  Belleben  nehmen,  und  su  ihr  dann  noch  die  zweite  so  anrsuchea, 
j^tail  die  i^ene  Gleichung  von  der  Form  (i6.  c.}  wird.  Bei  dieser  ßeslimniung  der  Polaraxen 
im  neuen  Systeme  hat  man  Huf  weiter  nichts  zu  schon,  hIs  dass  dir  beiden  Rii  hlungcn  A  5)  ""d 
A  2)'  nicht  in  eine  Gerade  fallen,  weil  sie  soast  die  l'oluraxen  eines  ebenen  Sysleois  vurzuslellen 
■icht  vennflditeiL  Da  die  Graadaxen  AY  oder  AY'  senkrecht  auf  den  Polaraxen  Af^  oder 
Ag)  stehen  und  A  iT,^ -|- A' 1 sowold  hIs  \.{r]  ■}-  Ki  T'  der  Kosinus  des  Winkels  ist,  den 
die  Ry;l^ungen  AY  ,oder  AI"  und  Ag)'  oder  AJ)  mit  einander  machen,  so  ist  Avrj)-f-A'(n)=0 
Mwohl  a1*  A,(r)+A,'(r)sO,  mid  eUortnli«  naa  »ittelat  dieaer  GleidNnig.  die  Gi«Men'(l^ 
und  (r[j  oder  1 T)  und  (D  aus  der  Bedingung  b.),  «0  verwaadelt  ticll  dMelbe,  weDwedw 
in)sOiet  {f,)  ipch  (f  i  oder  {F)  null  sein  kann,  in:  '  * 

». .      /  ..  .        a(rjA'=:5'(r)Ä  oder  *^r^A;=:5  ^r;;A,.       ■  (m.  «.) 

i69)  bt  eine  ebene  Gnrve  zweiter  Ordntang  an  elfiean  dam  geeigneten  CoordinatensysteiM 
todi  eine  Gleichung  gegeben,  welche  einer  der  in  (H.  b.)  oder  (H.  r.)  stehenden  Fonaei 
angehSrt,  und  triJgt  man  diese  nach  Art  Act  in  den  Nummern  Iftfi,  und  i>^7  einjrehallenen  Ver- 
fAraiB  in  ein  beUebiges  anderes  System  ikber,  welches  mit  dem  vorigen  die  Spitze  gemein- 
iduilMi  hat  wd  deraelbeir'Bbeiie  anfdMM,  to  wM'Min  M  den  eMlM''Mclr  gMNlv,  ink 
liein  solches  neues  System  eine  Gleichung'  pi-lu'n  kann,  welche  wieder  eine  der  in  (ii.  h.)  oder 
(il.  O  stehenden  Formen  blüei.  Soll  niitiiin  eine  selche  Form  dennoch  an  neuen  Coordina- 
MnfytteMB  oiidbar  leii,  m  wflMte  es  dadneh  geatiiielin^  'tun  diese  eise  'atden^  ^pilw  dl 
das  wqirihigUehe  haben;  wir  tragen  daher  zuvtirderst  ^/bi'^il.  b.)  stchrndrn  Gleit  hungen,  ^ 
welche  aidi  auf  die  Axen  AX,  AX'  beziehet^  in  ein  anderes  Coordinatensysiem  über,  welches 
einen  andern,  in  der  dnreli  AX  und  AX*  Uadördi  geltenden  Ebene  fief^enJcn  PuncI  0  nr 
Spitze  hiit  und  dessen  Axen  denen  AX,  AX'  parallel  und  gleichlüufig  .sind  und  durch  OX,  0]^ 
bezeichnet  werden.  Stellen  ^ ,  ^'  oder  »; ,  r/  die  schiefen  oder  senkrechten  Coordinatcn  des 
Punctes  0  an  den  Axen  A  X ,  A  .V  vor,  und  x, ,  oder  u, ,  u^  die  an  den  A\cn  0  X ,  0  X" 
TOn  demselben  Puncte,  vrelchcr  an  den  Axen  AX,  AX'  die  x,  x*  Oder  u,  u'  giebt,  so  erhal- 
len'wir  die  Gleichungen,  welrhe  an  den  neuen  Axen  dieselbe  fur^e  darstellen,  wie  die  Glei- 
diung  (11.  b.}  an  den  ursprünglichen,  wenn  wir  in  die  leUteru  fUr  .x,  .\'  oder  u,  u'  iluru  ki 
den  Crieidningen  (4.)  mgegeibencn  WdrUw 'mIiim.  So  .  gebt  die  erste  der  In  (11.  It.}  stdien-  :  <-  .>  > 
den  Gteiehmgen  flb«r  in: 

i^x:+»y3i,+2f«i:x;-h«:r4-2yi=o.  Oß,m.} 
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Analytische  Geometrie.     '  ^ . .  Abecli«  IV. 

isd  dto  Xfrtmtb  im  (ii,  b.)  stehende  Gldohwif  verwandeU  sich  dadurch  im 

In'  diesen  Gleichungen  verschwindet  du  Gtifd,  welches  keine  der  anbestiounten  Coordinalen 
X( ,  X«  oder  n* ,  u^  in  sich  trägt,  wenn  Mi  dM  Fuel  (1  W  «iUl,  dnu 

CM. «.)  «'r+2yl=ö  oder  dr^^iCn=o 

.  wird,  wodurdi  die  GleiBhing 

CM.A)  Ä'x?+»yjii+2*'fji;=0, 

oder  die  Gleichung  b.} 
et«.«.)  .''       «••?+«in.  +  W«i=0 

wild.  Die  Gleidrangen  (i7.  e.^  getien  ans  denen  (11.  lt.)  Iiervor,  wenn  intin  in  lelztere  |,  ^ 

für  X,  x'  oder  t;  ,  »/  fUr  u,  u'  setzt,  und  ^-vyi-n  niiltiin  niitils  anderes,  als  dass  der  Punct  0 
derjenigen  Curve  angehören  soll,  deren  Gleichung  man  in  ein  neues  System  übertragen  wül, 
m  wie  omgeltjeM  Jeder  Punct  der  zor  vordem  oder  hinten  GMidkong  (tl.  gdiMge* 
Cnrve,  weil  dessen  Coordinalen  die  vordere  oder  liinterc  Bedin^imtr  (17.  c.')  «ahr  mirlien, 
wenn  er  zur  Spitze  0  des  neuen  Systems  genommen  wird,  an  diesem  entweder  zur  Gleichung 
(17.  d.)  oder  (17.  e.}  hinRIhit.  Diese  Gleidiungfen  stelien  also  dieselbe  Corvo,  welehe  durch 
die  Gleichungen  (11.  b.)  an  den  ursprünglichen  Axen  gegeben  war,  an  einem  neuen  Systeme 
dar,  dessen  Spitze  in  dem  Puncle  der  Curve  liegt,  welcher  zur  Ordinale  «n  der  Am  AX'  ent- 
weder ^  oder  1,'  bat.  Keine  von  den  beiden  Gleichungen  (17.  d.  o^er*  e.^  kam .  enie  der  In 
(II.  b.5  enlhattenen  Formen  annehmen,  wenn  nicht  ^  oder  null  mrd,  d.  h.  wam  nirhl  das 
neue  System  wieder  in  das  nrspriinglirhe  zurflekc:elit :  es  hissen  üich  indessen  mis  den  Glef- 
•  '  cfaungen  (17.  d.  und  e.}  andere  vun  der  Form  der  m  (,11.  b.}  eulhullenen  ableiten,  wenn  man 
dn«b  die  jelrigo  SpilM  0  neuo  Axan  OT,  Or  von  dnor  andern  RicMang,  ab  die  <UC,  OX* 

faahrn,  Ii'ffl,  und  an  ihnen  die  furve  darstelll. 

Ibd^  Bezeichnet  man  zu  solchem  Ende  durch  y,  y'  und  v,  v'  die  schicfeu  und  scnJtrech- 
tan  CoordüNien  an  den  Axen  OY,  OT'  von  demjoi^  Gwenpudo,  der  an  den  Axen OX, 
OX*  die  X« ,  .>t^  und  u. ,  u'.  gicbl,  so  erhält  man  die  auf  die  Axen  OY,  OY'  bezogene  Glci- 
dinng  der  Owe,  welche  an  den  Axen.  OX,  OK'  die  (17.  d.)  zur  Gleichung  hat,  in  schiefen 
Gooidiaaten  ansgedrttckl,  wen  -nan  In  die  (17.  d.)  für  x.,  x;  die  Werths  «eist,  wolebe.die 
«ordern  (1.  a.)  ffer  x,  jC  Hefen.  So  Indot  wmt. 

<M.  «.I       VA'«y*  +  «'A:»j^+»«'A'ÄJ^r+»(rA+<*'r  AOi+»(r  A.  +  «'r  A.')!'-^ 

und  nun  sieht  man  auf  den  ersten  Rliek,  das«;  diese  Gleiehnng  nur  dann  die  Form  der  ersten 
in  (11.  b.)  oder  (11.  c}  enthaltenen  annehmen  kann,  wenn  entweder  A'=0  oder  A,'=0  ist, 
d.  h.  wem  entweder  die  Axo  OT  oder  die  OT'  mit  de^  OX  oder  AX  ponOel  Haft,  im  et- 
«ei|  Falte  venrnnde^  lioh  die  Gleidimv  0^  ^' 

«'A;'y"  +  2ry  +  2(yA.-h«'rA0y'=0, 

weit  A'— :0  auch  +A=:l  nnrh  sieh  sieht,  und  diese  nhuBit  die  TeriangtePom  on,: 

die  zweite  Axc  t)  V  so  wählt,  dass  • 
(M.».)  yA.-ho'rAIssO 

wird,  wobei  jene  Oleiduug  llboi]geht  in: 
CM.O.)  «-Al'y-lZyysrO, 
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die  nach  Bcliüben  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  in  sich  «ubiehinen  kann.  Ini  andern  FaUe 
iter,  w»  mm  M—O  vnä  ü$  Folg»  HhA.= 1  fsin  UM,  venramMt  lich  die  GMehmr  O&O 
in:   .-.  i 

riW'dlHKtililHrtfi*  MriHigM  Fem  «■,-       «w  lüa  taim  A»  Ot  so  wabu,  duw 

•     ■'.  '  yA  +  a'rA'srO-  '  ;*  •  k., 

Die  Bedingjung  (16.  b.J  sugt  aus,  duss  sicli  die  Projcclionszahlcn  A,  und  A,'  zu  einander  vcr- 
iNlIeo  «ilUi'Mn;  wie  die  Zahlen  «tf  vnä  —yy  «ie  ecbreftt  elao  der  Axe  OT  nur  eine  efnxlge 

Gerade  vor,  in  der  sie  li(  j,'i  ti  miiss,  wenn  dirse  Zaiilen  völlig-  gojrt'l'cne  sind,  und  da  die  Be- 
dingung ^19.  b.^  den  Projection^whlen  A,  A'  dasselbe  Vcrhällniss,  aUo  der  Axc  OY  die  gleiche 
Richtung  vonchreAi,  aomif  im  einen  Felle  die  Axe  OT  die  glelehe  IkiiAlnng  hat,  «1e  die  Axe 
OY  im  andiTU  Fn!l<>,  so  Fi»!«;!,  dass  die  Rloirluin;;'^!!  fis\  nrid  fl?>.  r")  lUiF  ein  und  dtsedhe 
CoordiiMtcasystcm  sich  beziehen,  nur  dass  die.  beiden  A\i<n  iiier  und  dort  ihre  Kauei)  gegfU^ 
leilig.verlatudil  lialie&  Weil  ferner,  du  YeriilillRiss  u'^ :  —  y  bd  derselben  Curre  ein  nnderes 
v(tif  tö  wie  1^  einen  andern  Werlh  erhält,  welrhes  gesrhicht,  wonn  ein  anderer  Punct  der 
Curve  jcnr  Spitze  0  des  Systems  genommen  wird,  so  Qberzeugt  man  sich,  dass  durch  jeden 
Punct  der  Curve  nur  ein  einziges  Coordinatcnsyslem  gdegl  werden  kann,  dessen  eine  Axe  ' 
der.  0"%  oder  AX  piirnllcl  wlilucrid  die  schieFcn  ProjectiOMnUen  der  andern  an  dm  A\t  n 
A\,  AX'  durch  ilir  Virluillniss  ».Tfifelifii  sind,  «("-swcjfen  die.sc  zwcilr         in  eine 

völlig  besliuimtc  Gerade  fallt,  die  Jedoch  bei  jedem  andern  i'uuct  der  Cune  eine  andere  Rich- 
)hn^  anniinml. 

-  •  ilWif  äfcr.  in»!  i  il  im  II  gnifünilM  dia  ^  die  A—'OT«  OT  iiifwi  Quj^mg 

von  derjenifen  Curve  aufsuchen,  deren  Gleichung  an  den  Axcn  0  \  ,  0  .\"  d\>>  (^17.  d.)  ist,  so 
muss  man  in  diese  letztere  fUr  und  die  .Weilhe.selMu, ,  weiche  die  vordem  f»ie|<;hm^|»n 
(i.  e.)  für  X,  xMielem,  und  ae.'eriidliiMB: dto  €Mdkm§t' 


ftOb>*> 


I.-  .1' 


wird  anf  ifn  enton  Blick  gewalnr,  da«  diese  nid«  enden  In  die  Form  der  zweiten 

Gleichung  (H.  b.)  oder  (H.  c.)  übergehen  kann,  als  wenn  entweder  t-^ss:0  oder  [^4',)  =  0 
ist,  wdehes  fai  ersten  Felle  ±u4)=1  und  im  andern  Falle  ±{A,)^i  Mch  ridi  ütM,  and 
so  zu  erkennen  gidit,  daas  entweder  die  Polaraxe  0$  oder  die  09"  ^  def  Axff  AX  paraDfll 
iWfendRML  UM  HM  (/0~^M<">  M  wM  die  4IleidMg  (llL  bl):         -  • 

nd  diene  nimat  die  verlangte  Fem  an,  wenn  man  die  andere  Felaraxe  0  9'  so  wMidl,  dass 
wild,  «ofeei  äe  «keigekl  in: 
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IM  welcher  Gleichiinir  man  nnrh  Belieben  das  obere  oder  unlori"  Vnrzoirhrn  nnhnipn  kann.  Pie 
^  '  Bedfatgang  (20.  b.}  sagt  aus,  djus  sich  die  ProjeclionsMhten  v^i)  and  {A,}  zu  einander  wie  die 
Zdilen  tf*!*  und  — r  vwlMitM  nOHM,  dm  «Im  dl»  «ende,  h  wcMer  die  Mn»  OfT 
liegen  muss,  eine  völlig  bestimmte  ist,  wenn  die  Zahlen  a'^  und  —  y  bestimmt  gegebene  sind, 
und  da  du  VerblUniss  a'^i-^jr  bei  einer  und  derselben  Cnrve  mk  indiart,  «9  .wie  1*  eiM) 
«ideiii  Werth  aniimnit,  d.  b.  sobeld  «in  Mderer  Punet'  der  Cvrve  nr  Spüte  0  let  Coordfna- 
leaiyslens  genmclit  wird,  so  kann  man  überzeugt  sein,  dass  sich  durch  jeden  Punct  der  Curre 
nur  ein  einziges  Coordinatensystcm  legen  liisst,  dessen  eine  Polaraxe  mit  der  Axo  AX  parallel 
lüuf),  um!  dessen  andere  Pularaxc  in  der  Geraden  liegt,  welche  schiefe  Projectiiinszahlcn  liefert, 
die  sich  wie  die  gegebenen  Zahlen  und  —  ^  zu  einander  verhallen.  Es  ttndert  sieh  Mg- 
lich  die  Richtun<r  dii'sor  GiTn<ii'n  mit  dem  Punrte  der  furve  ab,  welclicr  zur  Spitze  O  £ronnm- 
men  wird;  denn  es  liuisi  sich  wie  zuvor  zeigen,  dass  man  zu  demselben  Cuordiualensyslem  hiji- 
gefldvt  wild,  wenn  mut  f4!)  Mtt  (jf)  mß  Min  UtssL 

Da  zum  Entslehen  der  Glei<'!itini:;^  (20.  c')  erfnrderiirh  ist,  dass  die  Polaraxen  des  neuen 
Systems  ganz  die  gleichen  lUcbtungcn  einnehmen,  welche  beim  Entstehen  der  Gleichung  QIB,  cJ) 
vtm  den  GrmidaxeB  einfenoimeD  wMden  shmI,  so  Mirt  dieser  Umsland  noch  n  dw  Biisiclit 
Un,  dass,  wenn  man  für  einen  bestimmten  Punct  0  der  Curve  das  Courdinuten^yslem  hat,  an 
wehhem  die  Curve  durch  eine  der  Gleichungen  (18.  c.^  oder  (20.  c.}  dargestellt  wii^,^maa 
ngleidi  iwdi  das  Goordhiatemyslem  ttenat,  an  welchem  £e  Cnnre  dntih  die  ander«  von 'die- 
sen beidn  GleiohnBgen  dsigestellt  wird ;  man  braucht  zu  diesem  Ende  tat  Toifgen  Coafdfaaten- 
systeme  nur  die  Grund-  und  Polaraxen  mit  einander  zu  vertauschen. 

190}  Auf  dieselbe  Weise,  wie  wir  zur  Kenntniss  der  Coordüialensysteme  gdangt  sind,  an 
welchen  die  Curve,  die  an  einem  dazu  geeigneten  Coordinalensysteme  durch  die  erste  der  Glei- 
chungen (11.  b.)  dargestellt  wird,  wieder  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (11.  b.)  und  (11.  c.) 
aagezeiglen  Fonnen  giebt,  lässt  sich  derselbe  Umstand  auch  in  BctrclT  der  zweiten  Giaichung 
(11.  ins  LkihI  sielen.  BetekhiM  wfr  nladkii  wieder  dnrah  y,  ^  and  f- din  aeUefta 
und  senkrechten  Coordinaten  an  den  Axen  OV,  OY'  von  demjeni^ren  l'unrle  der  Curve,  welcher 
an  den  Axen  ü  X ,  0  X'  die  x, ,  x,  und  u« ,  u«  giebt,  so  erhält  man  die  auf  die  Azcn  0  Y  und 
■  OV  belogene  GMehwig  der  CÖrra,  die  an  den  Axen  OX,  OX*  die  (17.  e}  nr  CMeiciwny 
hat,  in  schiefiMi  Coordinaten  HUSfj^edrilrkt,  wenn  uiun  in  die  (17.  e/)  für  ,  u«  die  Werthe  Will, 
welche  die  vordem  Gleichungen  (1.  h.)  fiir  u,  u'  liefern.    So  findet  man: 

(9t.  n.)  Ö'  C"    +  ,r  C  y-  +  2  ö'  C  c;  y  y-+  2  (;  C  -f  rV;,'  (  ')  y  +  2  (;  C.  +  «Tr/  CO  y  =  0  , 

welche  Gleichung  aus  der  (Ib.  a.}  hervorgeht,  wenn  oian  ee',  y  mit  i\  ^,  so  wie  A,  A'  uiU 
C,  C  and  A,,  a;  mit  C;,  C;  «MtaMfek,:  vnd  dteae  Gleidwa«  giebt  anf  den  eialea  Bück  s» 

eilwnncn,  dn^s  sie  nur  dann  die  Form  der  ersten  in  (II.  !>.}  od-  j-  (H,  e.)  enthaltenen  anneh- 
men iutnn,  wenn  man  entweder  C'=U  oder  Ci  =  U  sein  iasst,  womit  gesagt  ist,  dass  entweder 
die  Axe  OY  oder  die  OV  senkrecht  anf  der  OX  oder  AX'  oder  ndt  andern 

Worten,  dass  <lie  Axe  OY  oder  die  OY'  mit  der  Poliirnxe  AT  j.irallel  laufen  muss,  und  uus 
C=:0  folgt  C  =  +  @,  80  wie  Ci=±(S  aus  C;  =  Ö.  Nimmt  man  C'=U  an,  so  verwandelt 
sich  die  Gleichung  (21.  a.)  in:  .  . 

yC'«y'»±2{«y+2(rC+Wc;jy'=0,  .  , 
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dieie  wbmA  die  vfikuffi»  Fand  an,  weim  nan  die  andere  Ax»  1>\'  mo  wMdt»  äm 
••"  fC,  +  *'i7'C;=0  •   -     •       '■.•••>  •    ■»  Ctl.  k.) 

äft^Mt^M*  tat  \\.:.- 

..•  f  Ci'.j'*±;j«iy=30,  .   .       .  ^  .....    j  C«l. 

Ii  irilriiiv  filnMMig  «Mp.  dM  oten  oder  wMn  TetieM««  Mdi  BeftÜMii  »eTwtf  fcpm.  jm 
PwdjwfflWf  0>i  !>>>  veriiagt,  daa«  aicfa  die  ProjoctioMaaUeK  <*  voi  C,  wie  die  ZaUen  m4 
—  f  verhallen  soUee,  und  weist  daher  die  Axe  OY'  in  «ne  vftUig  besliauote  Gerade  hiQaM% 
wenn  die  Zahlen  dV  oqd  ~-C  gltnaUoli  gegebene  aind;  weil  id>er  das  Yerk^lniss  S'ij'-.—^  sich 
WftwMdiger  Weise  zRgleiob  nrit  deai  Werthe  i}',  d.  k  mit  dem  Puncle  der  Curv»,  wdfihea 
man  zur  r'ourdinatonspitze  macht,  ündert,  üo  Mg\.  aus  ihr,  dass  die  Richtung  der  zweit^en  Axe 
Uy  an  jedem  andtsni  Punct  der  Cune  eine  andere  wird.  Hüte  mau  Ci=0  sein  lassen,  atft 
«•re  iMn>a«f  ei«  Cmümkatplm  htageOlart  worden^  Jene»  Ana  di<MQ»  Legfli  wie  •« 
4IW  WiWDKtnirn  hillten  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  seine  Axe  0  Y  dahin  gekommen  wäre, 
fp»  tinae  4)^  O  X'  lag  oad  Bmgefcehrt,  wodurch  inde«seo  nur  in  dea  M^oiei».  der 
Vertwieniiig  »wflqL  .,'  •  :  .   '  .  •        ;  i.  .1. • 

Soll  dagegen  die  auf  die  Axcn  OY,  OY'  hozogcnc  Gleichung  von  derjenigen  Gurm^. 
aq  dea  A^  OX«  0\  die  e.}  zur  Gleicbu^g  bat»  iq.  lenkrechten  Coordinaten 
tferdaa,  ««  wvd  dteeer^mdL  cRcicht,  wen  mm  ip  .dla  fileirAn^g  (17.  e.}  fiir  a,  Mpi4  di^. 
jemgen  Werthe  seist,  welche  die  zwei  iuMem  CQeicingM  (^..Hi^^  «  mA  KiÄpa^  9^ 
gelangt  nian  zu  der  nachstehenden  Gleidumg:  ,, 

welche  Gleidnuig  auch  ans  der  (20.  a.}  WlilWgolit,  wenn  man  a  und  y  mit  ^  und  t ,  so  wie 
(^)^  {Ä)  lud  (^)  ,  Mit  (r),  (r>«14r,),  (n)  ««manscht,  und  ein  Bück  anf  sie  gieM 
m.:*A»mm  dw  -si*  «v^te  «•  Fern  ^w  itilHf  (ilu  b.])  «der  Cü-  a)  eMl«Mi 
anDchme«.tabi^  wenn  entweder  (r'  i  =  0  oder  (n)=0  ist,  d.  iL  wenn  entweder  die  Polaraxe 
09  oder  diB'09'  Bit  der  Axa  oder  AX'  eine«  radhle»  Wieiwl  Mcbt,  oder  vaä  mäam 
Willem  «aw  elM-4ar  PelüHmi  09  odar  0«r  hü  4S  pandM  Ilirfl,  ml  mm  <r!)33iO 
Mgi  (r)=±e,  80  wie  (r.>e=^0  «M>(r<)aOw.  Ui*iMli'(r)äEO«ata,  w  TtrtiiMt 
4Bli.dU|  OaidhMg  C^- O  in: 

md  diese  ninHat  die  Terirngte  Feni  an/wami  wm  die 'eifere.  Po^fwe.ClJpr  so  iriihlt».,dasa  , 

wild,  wobei  sie  iUiergelit  in:  -r.         .  .        r  ^   ^  ff  rr^f 

.*-^^±n|.=o.  ,  

in  welcher  Glcicluins;  ^vit(ler  nach  Belieben  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen  wer^ 
den  kann.  Die  Bedingnag  (22.  b.)  vediaqgt,  dass  sieh  die  PtejeettoattaUoB  (FJ  oad  (H)  ctf 
dnander  rerimtlea,  ivl»  dif  g^gebeBM',Zal|k|i  jTq', nnd  — C  upd  weM, sonach  die  Richlung 
09'  in  finc  Gerade  Uaein,  die,  wenn  die  Zahlen  jv  und  —  ^  gänzlich  gegebene  sind,  ciao 
völlig  bestimmte  ist;  weil  »her  »las  Verhältnis!)  iV^'i  —  f  sich  nothwendiger  Weise  mit  dem  (,>  .::^| 
Werthe  ti'  zugleich  abündert,  d.  b.  inii  dem  rooctc  der  Ourvc,  weli;hen  man  zur  Coordinaten- 
L  53 
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spitze  nacht,  so  folgt  aiu  ihr,  d«s8  die  iUdiliiag  der  Polutxe  0^'  u  jedem  neoea  Ftinct  de* 
f..;  .      Ome  fline  mdera  «M.  UHIe  im  (J^)^0  Hto  him»  m  wira  Mn  gMi  m  wie  bei  dar 

Glflkliung^  r  ")  zu  ciiiPin  Cnnrrliniilonsysldiic  hinfjcriihrt  worrtrn,  dessen  Aren  in  dipsciben 
^'  I  Cterwieii  gefaiiea  wärea,  wie  die  so  eben  iieslinuutea,  nur  dass  jetzt  die  Polanixe  OS)  in  dia 
6«r«l0  8«iMlM  um,  ia  wdcbe  im  «e  09^  ni  Uigw  hn,  wi  tft  M«n  Ogr  JeM 
dfthin,  wo  Euvor  Ab  09  '"g^  wodurch  indessea  dtt  CoorÜBtteMfSlisa  Iflfal  dndeMi  HM,  im^ 
dem  blos  die  Nmms  feiner  Axen  vertauscht 

'  6i  dDtdli  dIsDedfaigung  (22.  b.)  ian  ProJecttoMMMen  (I?)  und  (D  ffeuMi  dMMftft  Y»t 
iMtniss  vorgeschrieben  wird,  wie  denen  C,  und  C[  durch  die  Bedingung  (21,  b.),  wenn  mm 
sich  unter  O  in  beiden  Füllen  einen  und  denselben  Punct  der  Gurve  denkt,  und  dieses  zur  Folge 
hat,  dass  in  dum  Coordinalen^tysteni,  an  welchem  die  Gleichung  (22.  c.}  onlslriien  soU,  die  Po- 
hraxett  09  wai  09  ^  ifMik»  Lage  bebe«  aMMea,  wie  ^  Gnnteea  OY  nd  OT 
in  dein  roordinatonsyslcnif ,  an  welchem  die  Gleichung  (21.  c.')  entstehen  soH,  so  ist  olTenbnr 
durch  eines  dieser  beiden  Coordimteosyslene  auch  das  andere  gegeben;  die  ürondaxen  des 
leMen  rttd  lllllwB<^^  die  PefanuMi  von  entern,  umI  uigekebrl  sind  die  Petamen  -des  leMenl 
dfe  Grundaxen  von  ersterm. 

191)  Beim  Aufsuchen  derjenigen  Coordioatensy Sterne,  an  welchen  Gldcbangcn  von  eioer 
der  bi  (11.  a.)  angegebeaea  P«niieaiHeder  CReidnoigeii  von  denedben  Fonnea  Ueifera,  w4sa  dfo 
nöthigen  Bestimmungen  in  Nr.  186.  und  Nr.  187.  gegeben  worden  sind,  hat  es  sich  gezeigt, 
dass  die  eine  Gmad-  oder  Polaraxe  vom  gesuchten  Systeme  fast  gras  nach  Belieben  genommen 
^  .  ^  Wiarden  koonle,  mir  nicht  so,  dass  die  andere  mit  ihr  in  eine  uad  dieselbe  Gerade  so  liegen 
ioanL  Hb  ^ebt  mithin  unzählig  viele  Systeme  von  der  vellbagtea  All,  aad  man  kuiB  dMB- 
wegen  art  das  ni  suchende  System  noch  weitere  Anfordei-ungen  machen,  wodurch  es  ausser 
der  beabsiciiUgten  llaupteigem>ctiafl  noch  NebeneigenscluUlen  in  sich  aulainual,  wie  wir  uoch 

dM[|saige  oder  diejenigen  anssechen  wollen,  an  welchen  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (11.  a.) 

Fennen  nkiit  blos  in  schiefen,  sondern  xagleich  euoh  in  sealurecbtea  Coonknatea 

Teriangt,  wenn  die  ^regebene  Gleichung  von  der  ersten  in  (11.  a.)  enthaltenen  Form  ist,  dass 
desjeo  Axcn  nicht  blos  die  Bedingung  (13.  b.}  oder  (13.  d.},  sondern  zugleich  auch  die  (14.  b.') 
cder  (iA.  d.}  erflUlen,  and  weoa  die  gegebeae  CHeidnag  voa  der  iweÜHi  fn  (11.  a.)  eadHl- 
teaea  Form  ist,  dass  die  Axen  des  neuen  Systems  nicht  blos  die  Bedingong  (15.  b.)  odar 
(15.  d.},  sondern  zugloich  auch  die  (16.  b.)  oder  (16.  d.}  crnuien.  Die.Axea  des  so  be- 
dingten neuen  Systems  werden  demnach  gegd)cn  durch  die  Gleichungen 

t«t.».|                      «AA,  +  tf'A'A;=0  and  ä(^M,)+«'(^)(-^)=0 
CM>ib*)   (et A  (r)  =  a'A'fr)    und    « (.^ ) C'=  «' (^) C  , 

I« A,  {r;)=«'A;(rj  und  ß(^,)c;:=«'(^jc,, 

wenn  die  gegebene  Gleichung  von  der  ersten  Form  (11.  a.)  ist,  und  durch  die  CUeidiaDgea 

Cts.«.)  «cc+yccfsso  ood  *fr)(r,)+r(r)(n)=o 

•der 

|aC(^)=«'C{(4)  «ad  a(roA;=sa'(r:)A,, 
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HTMii  die  ge«:eb«M  Onoba^  voa  dar  stvein  Born  (ii.  iat.  Wir  werdw,  xl^ißtUk  idto 
Bsdiagimgen  (23.  a  «kl  nJ)  Mar  .tAtidt^  .liH  Zfcb  Mta«i  kBMMn,  dhr  gaftwiMlfa  tfaii* 

Mdiaiig  «liiMi  Bedtegvogcn  (23.  b.)  wud  (23.  d.)  fortföbren,  weil  so  die  eigmUlaiäU^ 
Relationen  am  schiefwinkligen  Coordinatensysleme  atirker  hervortreten.    HieiM  kMMM  M 
Stalten,  dass  die  Gleichangen  (23.  d.)  aus  denen  (23.  b.)  hervorgehen,  wenn  man  a  und 
■rit  8  inl  V  so  wie  die  Grand-  umI  Polamxea  BÜt  Ummiet' yeUmtaAt,  sp  dass  blos  die  einen  \.ä 

der  genannten  beiderlei  Bedingungen  bohnmlrlf  zu  worden  braiirhon,  indrm  die  dabei  irliHltf- 
Mn  ResnUate  durch  die  gliche  Vertauschung  aach  auf  die  aadem  Uedingungen  Übertragbar 

Um  den  Inhalt  der  Gleidmngen  (23.  b.}  ta  ermitteln,  bemerken  wir  mdliwit,  dass 
die  obem  dieser  Gleichungen  von  den  Richtungen  AY  und  A|)  genau  daiadbe  anM^fMlt  wa> 
die  nntem  von  den  Richtungen  AY'  nnd  AS',  so  dm  aach  iiier'wieder  mir  die  mam  > 
von  den  beiden  zu  verfolgen  brauchen.  Sodann  bemerken  wir  noch,  tians  wenn  man  ^in  CO|0^ 
dinatensystem  aufgefunden  hat,  an  welchcni  die  orstc  Bcdingunff  (23.  a.)  siBtt  hat,  und  dess- 
wcgcn  die  Cnrve  eine  Gleichung  von  der  ersten  in  (11.  a.^  cntliallenen  Form  liefert,  und  man  .  ^ 
denkt  sicli  ein  neuef,  denen  GcnidaidB  dfe  Potaraam  das  -mfgSB  dad,  nd  deMea  Poibr- 
axen,  in  Folpc  dessen  die  Gnindaxen  des  vori^jen  Sy.stem.s  werden,  so  hat  an  diesem  neuen 
£ystemc  die  hintere  Bedinguj^  (23.  «.)  slaU,  weil  in  ihm  und  {^,\,,  (^^ffieibaüi 

WerHw  aimeluneii,  wddie  in  Vorigen  A ,  A'  and  A, ,  AI  iHtten^  es  liefert  dtAMr  die  glelelie 

Cur*C  an  diesem  neuen  Systeme  eine  Gleieliiiiitr  von  der  ^weilen  in  (H.  h.)  enthaltenen  Form. 
Demnach  gicbl  immer,  wie  schon  weiter  oben  bemerkt  worden  ist,  ein  und  dasselbe  Coordi- 
^nsystetn  gleichzeitig,  Ups  .diidindi,  d«M  qgpn  in  ^  di«  Grund-  und  Pol«f«xeii,  aidt  ffxh 
ander  verwechselt,  sowohl  eine  Gleiobung  der  ersten  wie  der  zweiten  in  (11.  a.)  enthalteMp 
Fonnea;  «ad  dabei  Bunfat  es  keinen  Unlemfafed  ob  die^Curve  durch  eine  Gleichung  von  dqr 
•nlea  oder  «weften  dieser  Formen  gegeben  wird,  wefl  «ach  C,  C  und  C,,  c;  in  (F),  (1*) 
and  (Fl),  i^)  übergehen,  wenn  man  die  Gnindaxen  ui  Polaraxen  aad  Mlgdidirt  diese  in  jeao 
verwandelt.  Wenn  wir  daher  jetzt  nach  dem  Coordinatensysleme  frai^cn,  an  weichem  die  ebene 
Curve  zweiter  Ordnung  sowohl  eine  Gleichung  von  der  ersten  wie  von  der  zweiten  in  (1 1.  a.) 
«Bihaltcnaii  F^oa. liafiart,  .m.'hmm  Um  wltM  i»  4m  Siawi  goat^bt  «rfit*  Am  daM  «taa 
wechselseitige  Verlauscliung  der  Ornnd  -  und  Folanixen  pestattel  wird,  sondern  e«  wird  ange- 
Bpmmctt,  dass  diesclbp  zwei  liicbtongcn,  in  Bezug^auf  die  bcidciici  neuen  Gleichuogeo , diQ 
Grandadkea  de»i  Coordiiialeeayaleflis  bergcfaeii  und  dlesc^Mto  swel  auf  jenen  sentamMen  de'Pöt 
laraxen  In  diesem  Sinne  hat  man  demnach  die  Projectionszalilon  A,  A'  und  C,  C  als  der 
einen  Grundaxc  AY,  die  A|,  ^  und  Q,.  C|  als  der  andern  Grunda.\e  A  Y'  und  eben  so  {A), 
{jt)  and  (r),  {r)  als  dar  Polaraxe  A9,  s«  «de  (^,),  {A,)  und  tr^,  [V,]  als  der  Polanun 
A9'  MgebSrig  sich  vorzustdlea.  Aber  eben  yrffl  aun  die  bei  eiaauder  stebenden  swci  sckiata 
md  zwei  senkrechten  Projeclionszahlen  als  einer  und  derselben  Richtung  entsprechend  sich  zu 
denken  hat,  ist  den  im  eralen  Abschnitte  gegebenen  Gleichangen  (103.  a.  und  b.)  sur  Folge :    «  i  .  ' ) 

C=:A+Arc9sW,  C;=Aco8W  +  A  .niMl  Aslif  WsC-CmW,  AWirsC-7pco«Wa 

,  •o.aio.änfdt  •  i    .  .  i  '.  •  •</ 

»»:    '. :     •  •(r)Ä<i*)+(jf)*»sW*,  •  •(r)=sK^co»''f4-'(-^ 

!■   .   ......^  (w<) sin' W  =  (r)  —  (r) cos W  ,  (.<r)8in'W=c(r)-.(J>«»W,'    ■        .:«.  1...) 

5S* 


Digitized  by  Google 


wd  diesea  gans  äluliche  Gleichungen  UeCeni  auch  die  beiden  andern  Rtclitungeii.  SeUt  inaa 
mm  mOkk  im  die  zweite  obai»  OMeMif  •(«&  k.>  «r  (jfy,       im«  C-,  4r  ilm<Mk0  «i 

den  Gleichungen  (^24.  a.)  ein,  so  vcmandclt  sich  dieselbe,  nachdem  man  in  (rieHr  A(J*) 
Ben  Werth  aus  der  ersten  obwn  Gieicliung  (.23.  b.}  cingeselzt  bat,  in: 


M  mui  Iber  in  dto  erale  ebere  Gleiebung  (23.  b.)  für  A,  A'  a»l  (F),  (r)  fWe^1ll^ilM 

aus  den  Gleichungen  (2-1.  a.^  ein ,  so  verwandelt  sich  dieselbe,  nachdem  man  in  Ar 
Bäaßa  .Wertii  fos  der  sweite»  oben  ßif/fkaag  (Jü.  h.^  •ingeeetvt  bat,  in:  . 

CM.»).  [cU^cr(wr)K«H-<).wW;;a^C^*C(-#).. . 

uhI  iur  den  «Am  Cadctaufea  ^  k)  Indet  man: 

Man  kann  aber,  wenn  nicht  «  +  «'—0  ist,  welcher  besondcn-  Fiill  sanier  (Sr.  194.)  zur 
Sprache  kommen  wird,  den  Gleichnngcn  (24.  b.)  and  (24.  c.)  nucli  die-  l'ulgende  Form  geben: 

.      .    A     (r')_  «'—g        .  C      «  —  u  .  . 


ttri  «m  ei<sfeiil  nu  «u  dieMi  Gleichungen  ta  Yerliindang  mit  deaet  (24.  d.),  daat  gowobt 
-  «Ml  -.^^irin  wA  ^  «nil     ^  die  zwei  Wuicin  der 


A  ^  I  4M»»— ^Eg' 


•M.,  «PI.  4»  dflM  GMflbmt  flir  JeM  (Mm 

1  •.     <^   •  («y'-tfT  ^C«^'— «)*-|-4c«WW_K^-h2g«co»tV+«^  • 

flf  "^4c'co8'W~  4«'cosW  4a'co8'W 

ist  und  ako  die  beim  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung  unter  das  Wuneiseicken  tretende 
ZaU  «leli  eine  positive  ist  Es  fo^  hieraus  dass  entweder 

■        "  .   (r)_C'  A_    C       .  in 


tM.«.j  X»— (7)        (rj  —  c 

genommen  werden,  welche  aussagen,  dass  die  Folaraxe  Ag)  in  der  Grundaxc  AY  liegen  n 
tatd  eben  so  rnnaa  dann  aneh  die  Palarax«  Af^  in  der  Gnmiun  AT  Kegea,  w«f  awauH 
l,-t  .  .     nichts  anders  SHßl,  als  dass  die  Axcn  AY  und  AY'  ein  rechtwinkliches  ebenes  System 
einander  bilden  müssen.  Die  zwei  letzten  Bedingungen  erhalten  blos  dann  Bedeutung, 
MB  die  Naaea  der  Amo  ia  «Imb  dir  Mtm  Syitenw  aook  vor  iknr  iTaifaiapfung  nalar 
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einander  verweciiHtt,  <L  h.  AY  aeam  mw  savor  AI'  Ueti,  ud'  angalMklt.viid  mgm  ium 
duMft«  «te  fi»  «mi  tnlM  IHL  bt  otadleh  i.  B.r  .  .  '  


j,=-^  oder 

so  zieht  diess  nach  sich:  ^  ' 

AC,+A'c;r=o  oder  (^)(r.j-|- (^)(r;)=o, 

wieder  nichts  «aders  gesagt  ist,  aU  dau  die  Axen  AY  und  AT'  senkrecht  auf  einander 
,  diM  slio  das  giMnehie  Syaten  ein  ledHirilBUfgcs  fit.  - 


Via  nm  As  Lag»  der  n  aessai  rechiwlnldigen  Syiteaw  gekBrigen  Axea  m  iadeft, 

achte  man,  daü  da  bei  ihm  (r)  =  C,  iT ;  =  €',  (//)  =  A,  L-fJzrrA'  und  ebea  M  (rO=C|, 
(rO=C:,  (^,)=A,,  (-^)=A;  ist,  die  Bedingungen  (23.  b.)  jetzt  werden:  *'  *• '  ' 

akG=:tt' A'C  nad     A,C;  =  a'A;C,,  {Mk  ■>> 

and  seist  man  in  die  vordere  yob  diesen  zwei  Bedingungen  einmal  lUr  C  and  C  und  ein  an- 
Ar  A  aad  A'  Bire  Werlhe  aas  den  obetn  Gkicbangan:  (2^  a.),  so  eihlll  aian  die 


aaa  waMiM  «Mb  db  TeililiMBse  ^  bdsr  ^  Mm'  bM,  waadl  sodana  dte  lUehhi^  AT  i  '  •  t } 
fsgebe«  ist  Qmm  libn:  aojg^bmgk  aan  andi.n  der  UAtpgr  AT;  sNn..efliiit  ftr  ^  T«^ 


A'  Ca 

■WWW  ^  and  ^  ffena«  dieadben  GkiobnngM  nnd  dAer  aaeh  dlaaelbfln  UMha;  ladB*  diar 


Mrtem  Terhilbdsae  dock  aiehl  jenen  gMeb  werden  dufen,  Indoni  sonet  dia  Ann  AT 

und  A  Y'  in  einander  zn  liegen  kUmen  und  kein  CoonÜnalnnsystem  mehr  bildeten,  so  bleibt  nichts 
anderes  übrig,  als  von  den  tWci  Wcrthen,  welche  die  Gleichungen  ^25.  b.J  Uefcm,  den  einen 
der  AxB  AT  nnd  den  «dMi  der  Axe  Ar  lumbeOen.  Dia  wfaUkbe  AbUsung  der  GM- 


•■    '  '  *  n*<f  8»eree#»W-f  i^s^  CM*«0 

eetzi  und  unter  J  den  aoe  deff  4a«iebnng  QU,     deOIr  äch  eingebenden  podifven  oder  aeg*- 
liren  Werth  venteht: 


A'  tn  —  u'-^-J      a;  u  —  tt'—J 

ir~  S«aafW  '   C""  »«ceeW  ' 


Ca«,  kü) 


I 


wo  in  allen  diesen  vier  CHeicbaagm  dal  Toneidien  vea  i#.  niit  dem  enlgegangaieMeii  tbv^ 

tauscht  werden  kann. 

WiH  aian  alle  Projeclionsztdilen  eiaietai  fnde%  f»  wM  anal  wohl  ihn%  xu  bcaddoiy  dim 
«nTolge  d«r  Gieichuag  (26.  a.} 
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i4  «  «  CO»'  W  =  ^  -  C«  -  ß'3'  =  (.«  r-  «6'+  ^  C<«:»0*|r^  •  ;     /    ,  • 
und 
4« <i'OT»W==(tf  4- «')'  -  +  « -j-  ./)     -f  ^ 

iftj  dem  MB  Cadet  mn: 

x^-u'-a+j      a;c;-«_«'4-^  ' 

beidea  Gldchungcn,  verbuiidcu  mit  den  Richtungsgleii-liungen 

i=Ac+A'c'  und  i=a.c+a:c; 


geben: 
FcnMT  tit 


C:=:A+A'cefW 


■ 

A'  AI 

^         Mttt  naB  daher  in  diese  UütUtmgak  ttr  ^  Weithe.wM  de«  ■obcm  Gkidiangai 

k)  «!■»  so  iHMOnl: 


CM.*-) 


ÜA  MU  dlMOR  Glelclingea  ud  dem  (IST.  b.}  die  WMhe  Ci  C.  ml  A ,  A| 

mMie  lidi  «illelft  der  ReialioMn  (37.  ^  ^Mbdi  inigiliaiia  li«n. 

Hm  lÜMTZcngt  sich  ohm«  grosse  Mühe,  (indem  man  die  verschiedenen  möglichen  Falle  ein- 
leln  dnnftgaht,  wobei  sich  die  zwei  Fälle,  wo  a  und  a'  cotgegeogeseUle  Vorzeichen  haben, 
■uT  di^  wo  sie  ebierid  Vofseieben  besRxei»,  mtOddWiren  lassen),  dass  die  Gleicbungen  (27.  d.) 

für  C,  C'  und  A',  jedcsnuil  püsilive  Zutilcn  liefern,  welche  reelle  GriLssen  ilii'  Coefllzicnlen 
«I  uad  «'  auch  ia  sich  tragen  mögen,  wenn  man  für  J  sciucii  positiven  Werth  nimmt;  hingegen 
Befem  jene  iOridiangcn  jedesntel  toegathre  Grossen  ftkr  C,  C*  und  A*,  A* ,  so  wie  nni  Ar  J 
seinen  negallvea  Werth  ntpimL  Hieraus  folgt,  dass  sich  Kur  jede  der  Projectionszahlen  C ,  C, 
nnd  A ,  A,  nur  zwei  reelle  Wcrthc  finden  lassen,  deren  absolute  Zahlen  die  gleichen,  aber  mit 
ei|it^;egengcsctztcn  Vorzeichen  vecsehen  sind.  Aus  jedcui  solchen  Paare  geben  sodann  die  Glei- 
dnmgoit  (26.  b.)  auch  Ittr  d  mi  A',  A(  xwei  Werthe,  deren  absolute  Zahlen  wieder  ein- 
ander pleich  und  mit  entgegengesetzten  Vor/cichon  verschnn  sind.  Man  finilrt  (IciurKich  jcJer- 
seit  zwei  re«U&  Axen  A.Y  iiad  AY'i  die  st^^ts  in  denselben  zwei  (loradca  ^ieg«n,  «9  dass  man 
SiuM  bfllMnpln  luum,  es  gebe  aar  ein  einiges  Coofdiaahpsystsia,  Mi  HiMw  dif 
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gegdMM  Ourvc  gleichzeitig  eiM  flMdiiing  von  iar  «ntan  MmU  rii  vm  4er  mim  F«m 
(11.  ■.)  lietel,  mkhet  Co« 


IM)  Km  Um  mi  dm  Bmümimifm  der  Nr.  18&  di«  «VgeaeiHlm  Bi(midMftm  der 

conjugirteo  Durctaiewr  in  jedar  mA  dMoi  Mille^pmft  wnefcmm  Ovra  mrailer  Oidmug  wis 

folgt  ableiten:  ' 

Geht  man  erstlich  von  dem  Falle  ans,  wo  eine  Diaine(ral|;floichung  in  schiefen  Coordinalet 
in  eine  andere  Diametnügleichung  in  schiefen  Coordinatcn  Übergeführt  werden  soU,  welches  ge« 
idUdily  wmn  dis  Bedi^iHiy  (IS.  rtwBcfc 

«Mk  wM,  IM  am        Imi,  dta»  die  «Hita«  (1&  c.)  «dir,  vmb  w 

«A*f  ai'A'*=:(«)  mi  •Ar+<A.-=(i*'>  , 
schreibt,  die   •  '  .     •       .     «  ' 

(a&  k 3  ogiri«  ifah  äbm  / 

(iO(«  A»  +  rt»  A'0«W(«AJ+«'Ar!), 

(28.  «.)  folgt: 

a'  Ä'  A;  ==  —  ß  A  A,   oder   «"  A  '  A;'  =  «'  A'  AJ  ; 

selil  mm  daher  den  aus  dieser  leixtm  Gleichung  für  «'  AT  sich  ergehend«  Werth  iil  die 
i%e  CMcknt,  w  ladet  mm»  dMf  .  • 

(«0  af  A"  («  A*+ A-O = («)  C«      A*« + A«  A?) , 
«'A"+<«'A''(«A'-gj«A:)=|^«'A'A; 


iil,  md  iiel^  jmm  in  dteeer  GNehmr  «'A'*  «Ii  mbekmnff  GrOim  m»  w  giebt 

;  =±l(«A*+gjj,AO. 


cfmn: 

ertireder  i^A'*+«A*=0  «d«  i^A^s^^tfA? . 

......  ,        •  : 

Da  jedoeh  di«  «sie  dwaer  Giddmvm  alimlllaaig  ist,  mit  aia  (0)sO  mr  Fo%b  kMto,  m 
ideibt  bim  dfe  nreüe  m  lerlcbaicUlgm,  woip«di  am  bat: 

a.'(rt')A''=«(«)Ar . 

GMchn«  in  Teifeiadmg  nit  der  Bodi^aqy  (M.  a.)  ergiebt  «idi  ma: 


k  derm  letalerer 
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4M  .:  MrtiMhB.fiaMMMle«  /  .AkaA.iVr, 


l/a  («')_  «' 


«'(Z) 

M,  10  dw  ilM  dem  poiHiTiii  VnMhraidie  der  poriliTe  «der  iMgalive  mm 

^  ''"'^P' '»^ J*^  nachdem      liiR'  positive  oder  nc<,Mliu'  Zahl  \orslellt;  und  in  di  iisclbL-n 

Fällen  entspricht  dem  oegativcn  crslern  Wurzclwerlhc  der  negative  oder  positive  zweite.  Aus 
dn  GMcbmcea  Cn.  i.)  «nielit  «m  wtitfdi,  ^  iw  MSgliddMit  dn  gcavchtea  Mora  Coor- 

dinle..,.l«|»».ldi.t  rMK  ^  d«  2,  «1  |Ö  Mü.«  ndi  «l»e*l  V,»«,M«  uim, 

damit  1/       r;  und  V  S — •  reelle  Werthe  annehmen.    Es  müssen  soiiarh  die  Cocffi-» 
^   a{a)        ^  a{u) 

Siemen  («)  und  (<«')  in  jeder  neuen  Diametralgleichung  einerlei  oder  entgogen- 

geeelxte  Vorielehen  ennehmev  In  ■denaellinn  Fillen,  In  denen  et  kni  der  «r*^ 

sprunglich  gcgebeiKMi  ninmetraIglelobanir'9e)ol|ieki  fMiMr  gehen  dte  GMekm^en 

(;2&  b.)  in  Folge  derer  C^S.  d.)  Uber  in: 

«der  in  die 


nun  giebt  aber  dte  «if  die  Azen  AT  «nd  AY*  angemndle  BidilnngigMclHnig  an 
Hdiea  Sfrienw: 

l  =  A'  +  A'*  +  2AA'cosW   und    1  =A?  + Ar  +  aA.AlcosW 
oder  wenn  man  in  diese  lUr  A'  und  A|  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  (28.  d.}  einsetzt: 

Oder  mnainan  die  eralan  dareh  ^         dunb  |/^  d^dirt: 


UeTeriij  'wenn  man  aie  zn  etoander  addU  and  die  0naune  väi  KC«)(«  ) 


I  • 
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oder  wea  ^j+^^^= j  ist,  der  Gleichung  (28.  c.)  genlw: 


vefebe  n  erkennen  giebt,  das«  die  SimiBe  der  reciprokes  .Coeffitieatef  i«  isllfiii, 
derselben  Curvc  augchurigcn  Dia tnetralglejchuBgeB .m^t  lefciejfeii  CoordUttea 
stets  eine  und  dieselbe  Zahl  liefert.  •   ..    .  i  .  •  • 

SoD  Wogegen  eine  Dtameiralgleicliung  alt  idiefc»  GooidiHleii  k  eiae  «lAre  mit  Mik- 
rccbtcn  Coordinaten  UbcrgertUirt  yfVl^tm,  SO  Ml  «pi,  dM  BeAlllBinfeD  der  Nr.  188.  ffBBiM, 
die  Bediqgung  (14  bk},  nieilicfa 

n  erfüllen,  worauT  man  die  Gleichung  (^1 1.  cj  erhall,  oder,  wenn  man  ^  , 

eelzt,  die:  ., 

(J)V  +  (y)v'  =  /-.        •  '  CM.«.) 

Bie  deictnmgeft  (98. 'k  eed  hjy  giAen  in  dts  (19.    md      Ober,'  Iren  men  m  dib  SidiM 

des  Gnin'lzrichcns  A  (Ins  {A\ ,  und  znsfIHrh  ftir  fsf  1llld°(«^)  teM' (^'Vl  <Md  (V)!!)!**,  itod  et 
wird  das  in  (2b.  d.J  erhallene  lU-sullnl  hier:        ,  .,  :■  •  / 

•  !• :    ••  •'.•./  ,     !■'".:  ,:r  •  ii  '  t  '  .  .     II  ■  ••       •     I  "  ' 

Aaek  hier  wird  also  wieder  nur  ^OgfieUceit  det  gemclrten  CeerdinaieniytesM  laldul  geCnw 

dert,  dass  die  CocfTizienten  [S)  und  [S")  der  neuen  Gleichung  cnhvi'dcr  einerlei  oder  cntgegcn- 

gesetite  Vorzeichen  annehmen,  je  nachdem  es  bei  den  ursprünglich  gegebenen  «  und  a  der 

FäU  ist  Da  ferner  die  hhiler  (28.  e.)  stehenden  xun  vorigen  Falle  gehörten  RJohhugsglei- 

dunngen  durch  dieselbe,  eben  ongogcbeRo  Substitution  in  die  dem  jetzigen  Falle  entsprechenden 

■beliehen,  so  verwandelt  sich  das  suvor  in  (28.  g.}  eriMllene  Resultat  hier  in: 

fc    I.     A  -x  -^i,  ,  i  ]  ;.  ■  ■  ..  i  .  ^ 

weiche  <ileiehung  su  erit^m^i  gi^  diM  d^  Unter  (98.  |jO  inTgeMditd  Sets  raeli  Mer  wieder 

gilt,  >vnnn  man  in  ihm  an  die  Stelle  der  zu  fdortlinntini,  wi'lche  von  anderer  Art  als  die  in  der 
gegebenen  tileichung  voriioniinenden  sind,  galiüirigen  CoelTizkolen  {S)  and  {&')  diese  mil  2)'  und 
2>;*  mvltiplicirt  lettt         J    ' »  - 

Völlig  Ihaiiehe  Rcsultulc  erhült  nian  auch,  wenn  man  eine  Dianietralgteichung  mit  senk- 
rechten Coonüiiatcn  in  eine  andere  mit  schiefen  oder  io  eine  andere  mit  senkrechten  Coordi- 
naten flberftihren  will;  im  «raten  Falle,  gilt  das  irinter  (28t  d.  und  g.),  im  andern  FaDe  das 
hinter  (29.  d.  und  e.)  ausgesprochene  Resultat  mit  einer  geringen  AbHuderung,  die  hier  Folge  (-t  • 
der  abgeänderten  Richtungsgleicfaung  ist.  So  erliüll  man  zufolge  der  Gleichung  (15.  b.}  da, 
wo  eiae  Diametralgicichung  mit  senkrechten  Coordinaten  in  eine  andere  mil  schiefen  Coordi^ 
Halen  tbengefähil  werden  soll,  »ir.BediBgnqg: '  . 

L  53 
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und  dtinn  wird  der  Glcicliung  (15.  c.)  gciiiitss,  wenn  man  '  i 

CS*,  b.)  d  C'H-J'C  "  =  (a)   und   9C,  +  5' C,' =  {a')  '  ' 

setst: 

(••.•.)  (ßU'-f(«')y"=»', 

und  da  die  Gleichungen  (30.  a.  und  b.}  aus  denen  (28.  a.  and  b.}  dadurch  hcnorgchon,  dass 
BMUi'm  (Be  Sidle  der  GmidMielieii  <r  vnd  A  die  9  md  C'scM,  so  criAk  nah  italt  des  Re^ 
raUils  C2a  d.)  in  jelsigeii  Falle:  '  ' 


.     .so  wie  statt  des  in  (2ti.  e.}  arigczeigU'ii  tiiib  folgende: 

'  '  '   •  An  <Be  Stele  der  lilnler  (9^  eJ)  etebcndeii  Rieklnogfligleiclittiigcn  ireica  aber  jeixt  die: 

iiB»W=C+C'*-aCC*co8W  ^  ^•,W=Cf+C*— aCC'eosW, 

wie  nan  sogleich  ms  den  in  ersten  Absdinitt  autjieilellleii  Glficiningeii  (108.  a.)  iBndel,  iram 

man  in  die  l.=nc+aV  IMr  »  «nd  a'  Owe  i^A  .«qpfelglen  .Vfeiihe  einsytsti  wo^pick 

wird:  *  :  ■;  .  ..      ,      ,  i 

siii*W=:e^+<^-8eCcoBW«  ,  '  

'  •-  ■<*  i  and  nun  our  die  Axcn  A  Y  und  X  Y'  angewandt  die  eMgim  lefiMl  Setxt^nan  in  den  obigen 
Riehtangsgleiclumgcn  Ar  C  und  Q  Uwe  in  (30.  d.}_  gegebenen  Werthe  ein,  so  weiden  sie: 

.   '     «fn-W^C  +  C^^-acC,  cosW  , 

,  ^         oder,  wen  nan  die  erslcre  nil  |/|^\'die  andere  niil  ^^ |^  moUipUGlH: 

■   .„■^vl/,®=c■^/i+c■4^/|-^cc|/f ».«r ,  ■■■ 

md  geben  nun  dur$:h  Addiliun  und  n;u lilnrigc  IHviüiun  mit  y\a){a)  Uber  in: 
welche,  die  (30.  c.}  bcrildnichligend,  wird: 
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Wäre  cMlUch  eüie  DiwiielnlgieMliung  in  üenkrechlai  Coordinatm  gegeben,  aad  wollle 
M  iiiiiMlfhnilM|Wi,wod>MiJiiiB<tfig«ty(igLlfc.)« 
•«11%  MB  SB'  der  Oaiotaais  O^  O 


(Ai\'-f-uri  v''  =  i' 

zu  gelangen,  so  criiüll  man  die  kieriier  geUurigou  Resultate  au»  denen  (,30.  d.  bis  g.},  wena 

wan  an  die  SleOe  dee  GiandseiehefUi  C  dbu  (P)  aelzl,  vnd  die  CocBliieiilea  (et)  and  {a')  dareii 

(3iT'  und   A'iT''  \ertrcfcii  Irtssl,  wril  dir  vorsldifiiden  Glciilmtigcii  aus  denen  (30.  a.  bis  c.) 

durch  dieselben  Yerändenu^en  hervorgehen.  Die  ao  »ich  ergebenden  Formen,  so  wie  die  in 

(]39. 1.  bii  e.J  vorko—endcn  gewiniieo  noch  m  AiednaU^eil,  wenn  mm  äA  erinneri^  dwt       '  '  f 

im  flteHn.SygiMW,  tMtn  Wi  den-  aMMm  AxenwiiAel  TMileUi,  ^ 

ist,  wie  aus  iloii  im  ersten  .\bsdinilte  iniigntlioiltrn  nifichiinpi'n  (104.  Ii")  sogleich  hervorgeht 

Die  bisher  jiurgcfundcnen  Beziehungen  zivischen  den  üueflaicnlun  der  gegebenen  und  denen  > 

der  ^enuAtan  DianMlnlgMdUwg, "werden  mit  ROcIuicbt  ni  die  Belalienen  (ßi.  n.): 

1)  wenn  die  gefebene  wie  die  gesvciile  Dianetraigleielnng  scMefe  (iomdinilen  in  «ich 

tragt:  '-"  '  (.•.'-. 

{u}     {«)     a  a 

2)  wenn  die  gegebene  Diamelnülglddniiig  scliiefc,  die  gcsuehle  «eniurechle  CoordlUlen  id 

sich  Irtigt:  '•  • 

33  wenn  die  gegebene  Diametralgleicfaung  senkrccble,  die  gesuchte  dagegen  achiefe  Coor- 
43  wenn  die  g^ebcne  wie  die  gesuchte  DiitiiK  tmlglrichung  sen|(rcclfle  Cuordinalen  in  sich 


1933  In  der  yor^eu  ^uimiier  ist  zwar  das  allgeineine  Verhallen  der  CoclTizientcn 
neu  zu  snciienden  Diantelralgleichnng  in  denen  dner  nrsprttnglicli  gegebenen  in  Beeng  anf  eine 
besIiuHiilü,  mit  einem  Milteliiunct  versehene  Curve  zweiler  Ordnung  aii^rL,'i-Li'n  worden,  «her 
zur  Möglichkeit  der  ncncn  Gleichung  luil  so  gegebenen  CoeHizicnten  wird  noch  ausserdem  ge- 
fordert, da»  diese  Coeflbcienlen  zn  ebien  wirklidien  Coordinalensysiem  führen,  d.  k  dfe»  die 
Projectionscahlo^  welche  ninn  fdr  d[e  nenen  Axcn  findet,  reelle  Wcrthe  annehmen.  Indem  wir 
jetzt  die  hierzu  erforderlichen  besondem  Eigenschaften  der  CoefTtzieuten  aufsuchen,  werden  wir 
Mee'dbn  einea  Fall  ins  Aufpe  fassen,  wo  ans  einer  Diane Iralgleiehnng  n»(<8«idef<)n.C«HM!dij|i|len 
ins  sbsn  laklH  nbfe|«ilnl  «sidn  dol,-«d  Aksv^wisphon  dqn  CosAriMlsn  der  M- 

53» 
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m  AnalytlMi«  OMMMeu     r  'AkMhvIV. 

Gieichuiigen  die  Religion  (31.  bj  statt  findet^  da  die  andern  F»Ue  uiio  illiniiche  Uehandlung 
IMiMeBi^wvtelie  wfr  den  LeMr  UwriMan  kMack  MM  trarMi  «Ir'vwi  «kr  VaeMMdiHf 
atUgdMAi  den  dio  tirsprün^liche  Diomf  lrnl^lei(-luiii(r  iiin  rochtwinkKg«n  CoordiRiten>;ystcmp  ge- 
geben eei,  eine  Voraussetzung,  die  durch  die  Bclrachtungen  der  Nr.  191.  gcrcchticrtigl  wird, 
und  den  Voitteil  ket,  niolil  nur  eine  etafiKbereDtnldliiiif  m  geMtm»  nndem  anch  de«  Be- 
mhateB  eine  grifaera  Beitiudieit  and  AnachmlidikeU  sn  gdiea. 

Durch  die  Voranneltnng: ,  dnss  dicr  ursprüngliche  Dianielralgleichung  am  rechtwinkligen 
Sysli'iii  m'Kehon  si'i.  vcnvanildn  siiii  die  hinter  (2^.  e.)  stchffidi'n  beiden  Ricliltinpspleithungen 
der  neuen  .\\en,  wenn  wir  den  Fall  herHusnchinen,  wo  sowohl  die  gegol)enc  wie  die  gesuchte 
COeidkitng  cddeTe  Coordlnaten  In  sirii  enfUniinl,  in  : 

(■•.•.>        '  ..  l=rA'  +  A-       und      issA:+i,V  \ '       "    ..'.V " 

wefl  Jetzt  W  ein  rechter  Winkel,  also  C08W  =  0  ist.   SeM  IM' hl .dioe  .6MdlHp4g«» 
*  t   •  '  nad  AP  ilire  Wertbe  aus  (2^,  d.^  ein,  eo  erhält  inao: 

worau  men  findelt 

u      a    .       .  a  a 

au  a  a' 

lind  in  Folge  dieser  Wertiie  gcl>en  die  Gleichungen  (28.  d.^:  . 

•>  ,  .  A'«=l^^    «ni    Ar  =  ^. 

an.  •.00 

«  .   ?    .  .  «  •/? 

Denll  mm  ^  neue  Glekhmif  einem  wiiMicli  vorinndenen  Ceerdimdeiieyeiemn  ligditlfe^  mili>> 

sen  die  Gleichungen  (32.  b.  nnd  c.)  fiir  A,  A'  und  A, ,  A,'  lauter  reelle,  oder,  was  dasselbe 
ist,  für  .V,  A  '  und  k] ,  Ai'  lauter  pusilivc  Zahlen  oder  Null  licfeni.    Dazu  ist  erforderlich: 

1.  dass  in  dem  Falle,  wo  der  in  allen  Gicicliiuigco  (32.  b.  und  c.}  vorkoimucode  Nenner 

..  ,         positiv,  also  — -.^^O  ist,  ^leicli  sei: 

«•"(«'j^"»  (iö~5'>"'  (57~«'»"' 


<  I 

.   Ii'  ü 


IL  deas  bi  dem  FiaBe,  wo  der  gedsohle  Nemief  negativ,  also  —  —  ~  -t'^  iMi'  zogleldk 

'  W)"'^'^*  ~{üj^^'  5^"'^?<**' 


m  Der  gedadrte  Hemier  kaan  mr  du»  nnB  werden,  weim  amätC  eMeHd  iteoMo  Werth« 
mit  glekhen  ödw  ea«|«g«ntNalMn  TonaidMn  baaÜMn,  wo  •iUto'.  dio  Gmr»  nMlar 
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f/'l«;  Mr.  IM.  Ebene  Cmrvee  swMer  Orteeef. 

I       Onlnnng  entweder  eine  Kreislinie  oder  rfae  gkkbUilige-Hjf'eibBl'  Utf 
Fei  wir  filr  lieh  betMoUeo  werden. 

De  die  QuolieMeii  ^ >  ^ >  l^i»  i-rr  »  den  au  (S8.  dL}  flieMeaden  Satse  mr  Febte^  ' 

s    «    \*f )  \^} 

siimnitlicli  Ziililon  mi!  oinrrlfi  Vorrciclicn  sein  möss<'n ,  wenn  die  ntMic  Glcichutifr  einem 
wirld^dieu  (kturdiiuteusystuuio  angeluirea  soll,  so  verfauigcn  die  in  l)  und  Ii}..  enlbaUoucp 
Bedinsnigea  in  Gnude  nidits  weiter,  el»  des*  die  ebeolntea  Werthe  der  OBOtiei^leB 

und      nicbt  tiber  die  •bMlKtei  Werlbe  d«r  Qv«tieat«n  %  «ad  ^  bfmiwr 

(u )       (a)  er  u 

fallen,  vorausgesetzt,  daie  er  md  er*  eieb  anf  die-  Gleidiitng>  der  Cerve  am  reebtwinU^en 

Coordinalcnsysteme  beziehen.  Trill  hingegen  der  in  IIH  erwähnte  Umstand  ein,  wo  der  in 
den  säimntUdica  Gieicbungen  (32.  b.  und  c.}  ««nreteodo  Menner  nuU  iet,  wdobe»  ^feacbieb^ 
wenn  «  and  ci'  gleicbe  abeotnle  Wertbe  bab«n,  so  mUseen  nolbwendip  «ndi  alle  ZiUer  In 
jenen  Gleichungen  null  werden,  weil  die  Richtungsgleichungcn  (32.  *.")  keine  anendlich  grossen 
ind  zugleich  positiven  Wcrthc  von  A',  A'  und  A',  A,''  zulassen,  und  diess  zieht  nach  skh, 
daas  auch  die  absoluten  Wurlbu  von  («cj  und  (M  j  einander  gleich  sein  müssen;  haben  dtihcr  a 
und  ce'  einerlei  VoFzoicben,  in  wekbem  j^aila-die  TOffdegle  Cwe  eiie  Kraiiliaie.iit,  $o  geht 
die  fiediapiiw  CSa  .8f>  aber  i«)  ... 


f  T 


(M.  d.) 


und  zeigt,  dass  die  CoefUxienten  ulier  luöKliehen  Diameiralgleichungen  l)ei  der,beta|büf  eineriei 
tirüfUie  annehmen,  oder  du^s  bei  ihr  difs  siiaiiuUichcn  Diauiciralgleichuugcn  sicn  in  Nichts  von 
.einender  jintcrifheidou i  ba^cn  hiiigcg^^jggd, et'  entgegcngesclzte  Vorzeichen,  in.  welchem 

.UBeiJ  p^jj,  nj'iiidü  njÜL  ni  rfoi...  il     V  :]iiull)iiB(f98  oih  ob  ,n-»t»iv«  n'»4flBnh«*l 

.Ufid  zeigt,  dass  auch  in  («)  und  ^a')  einerlei  ZaUen  mit  ciUgcg<!ngesctzlcn  Vorzeichen  enlhallen 
aftin  nttaa^p,  ohne  aber  ttbec  «fie-  Qi9tt9^ii^B^..yft!dt^  ^  verfllgea.  D«  hl  dieeen 

•b<id«-Flifcn  dtorPNjecionaiMhiMi  A ,  A'  wa  A,,  ü;  MnnllUi-vni  4ar  F4Nm  S  aÜMl^  w  ftoüt 

dieM  n  ventefaea,  daet  jede  der  neuen  Axen  AT  und  AT  dndn  geaenmiea  ehie  beBeb^ 
Bieblany  amebmcn  kann;  hat  man  »lier  eine  von  beiden  nach  Gefallen  gewShIt,  so  bestimmt 
sich  nach  ihr  die  andere  von  selbst  nach  Anleitung  der  Bedingung  (28.  a.),  welche  bei  der 
Kreislinie,  wo  tt  wd  o';  bei  eineriei  absolutem  Werthe  auch  gleiche  Vorzeichai  hAe«|.irfrd: 

aa,+A'a:=o  ,  .    -       .  cm.  •*> 

md  so  zeigt,  dass  die  zwei  Axcn  in  jedem  der  verlangten  Systeme  auf  einander 
ienkrecbt  stehen,  weil  auf  das  rechtwiaUiBe  ebene  Systen  bezogen  AAi  -f-A'Ai  den  Koetau 
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4M  AMdyMtt  «••MMe.  Atack  iV; 

des  Winkels  vorslelii,  den  die  Axen  AV  und  AY'  mit  einander  machen;  bei  der  gkichseiligca 
Hypeiftel  hingegen,  wo  «  «ad  tt  >o  wie  («)  und  (u')  bei  einerlei  absdolM  WMIm  < 
gwelito  Voneidieii  habni,  verwanddii  nch  die  Gleichongen  (281  d.)  ia: 

Ctt.ff.)  A'=±At.  «nd  A;ad:A, 

md  es  dBrfen  fe  beiden  fWcliMiliv  nur  diq  eben  »der  aar  #e  anleia  Yoiseiohai 

werden,  der  Unter  (S8i  d.^  ateheadea  Bemerimny  fenin,  wel  Mer  ^  eine  aefalive  IdA  bt 

Siellt  man  sich  nun  des  ursprüngliche  Cour<liiialonsystcm  als  ein  rechlwinUigee  vor,  an  wdcbeoi 
die  schiefen, PirejectiQaanhien  in  die  scniiredilen  übciyebea,  eo  iit: 

A'scoiTAX',  A,s=coirAX,  AfscosrAX',  AsseosTAX , 

«Mbdb  die  «Heiiitangen  (89.  C)  abcigebe«  ia:  . 

CM.«.)  coiTArs^cosY'AX  and  culTAX'siOMYAX ,  ' 

in  welcben  beiden  Gleielningen  wieder  entweder  nar  die  obern  oder  mr  die  antfcra  Vorceidmi 

genomnien  werden  dürfen.  Aus  ihnen  liisst  sich  ohne  Mühe  entnehmen,  dass  bei  der  glekh- 
seiUgen  Hyperbel  die  zwei  Axen  eines  schiefwinkligen  Coordinalensyslcnis,  an  ddn  diese  Curre 
eine  Diemetnilgleichung  erzeug),  in  zwei  Ceraden  liegen,  deren  Stellang  tu-  deir'Axeli  des  recM^ 
winkligen  Coordinatcrisyslcms,  an  dem  die  Curve^cinc  Dintrielralgleichung  erzeugt,  die  gleiche 
■  .".-i  ist,  wenn  man  beide  entweder  inaerbaUi  oder  nnsseibalb  der  Coordioatencbene  XAX'  ins  Avge 
fassl. 

'  1^4}  Wir  kitnnen  nnn  die  in  Nr.  180.  und  Nr.  187.  beim  Aufsuclien  von  neuen  Coordi- 
natcnsystcmen,  an  welchen  die  Cune  eine  Diamctralgicichung  licrert,  nnbcsliinml  gebliebene 
Grösse  dazu  benutzen,  um  die  aurzufindcnde  Diamelralglefchnng  in  mnglirhst  einfarher  Form  zu 
zu  nluilli'ti.  wolici  wir  uns  wieder  Mos  auf  lauter  Piitiin'lralgleiclmnffon  mit  schii  rcn  rnurditiHlcn 
bescbriinken  werden,  da  die  Behandlung  der  Hauptsache  nach  in  allen  Übrigen  Fallen  die  gleiche 
Melbt,  oder  besser  fesproehen,  da  alle  flihrigeä  PlOa  in  diesem  einen  aufgeben.  Andi  wolea 

wir  hier  wieder,  um  einen  flüstern  StandpunrI  ru  gewinnen,  von  der  Vorausselznng  nusffehen, 
dass  die  mit  einem  Mittetpunct  versehene  Cunc  zweiter  Ordnung  ursprünglich  durch  eine  Dia- 
netrtlgleiilrang  ni  rechlwinidigfen  Coördinalensjsl^e  gegeben' sei.  Unter  dieser  Yomsselnnif 
fiiibon  wir  in  der  vorigen  Xummcr  gefunden,  dass  sowohl  bei  iLt  Ellijisi'.  n  o  «  und  tlt"fätlSt- 
lei  Yoaeiohen  haben,  .als  aach  bei  der  llyped)d,  wo  die  Yor£ot>4>ei|  von  a.m'^  «('.  tüllptlP 
lesotst  .sind,  iSut  nea«  Diamelndgleiebvng  nur,  so  lange  vnd  dam  aleta  an  ebieai  reeHea  Coor^ 

.dtelMiyalaniB  ■«güch-  aei,  als  [4,  und  JiÜ  aicÜllber  di«  isnnaca  %  «qd  ^liinmidblieik  '  7 

Niennu  foli^t  sogleicb,  dass  maii  'b«!  der  BOipse  riels  '^"^  ("j^CO  werd^ 

(  :  ."Vt   lassen  kUnne,  wodardi  aidi  daaa  die'Glddbnqg  (38.  'c)  dieser  Ellipse  in  de  hOchst  etafache 
Form 
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f. -It.'  Ufr«  ttS.  Ebene  Cnir»  swfeiter  VrAinnf .  4tl 

NliorrQhrcn  lüsst,  weiche,  wenn  man  beuchtet.  Aass  in  dieseu  Falle  die  Helatiun  (ib.  g.}  ikk 
in  ^ 

•     •  •  .       ,  l«f)       «       «  ; 

abMniert,  wird,: . 

•  ■:  .  "...  '  ■  ■  \ 

Die  CoonBMlemxca,  vomif  sich  diete  Gleldmiig  beiifllit,.  erlilttt  nan  ans  den  Gleiciningen 
C33l  b.  und  c);  wenn  man  in  diesen  («)=(«'}  werden  lissl,  So  eigidit  sich  ntadleh: 


«  «        «  «  «  «       «  « 

welche  für  A,  A'  uiiU  A, ,  Aj  stcU>  iiiügliclie  \Vcrtlu)  tiererii,  die  zu  eiaeai  wahren  Courtliiia- 
lensyslenie  hinl&hren,  sowohl  wem  nnt  denen  A  and  A|  eineilci  und  Henen  A'  nnd  AI  eni- 
gegengpst'lzle  Vorzeirlicn  «jicbt,  wie  auch  wenn  mnii  rli  ticn  A  und  A,  (•nt-^'crri^ifriisciztc  und 
denen  A'  und  A[  einerlei  N'urzeicben  giebL  Bedenkt  mtin,  dasi>  -ddi  Courdinalcnjjysteui,  worauf 
sich  die  ProjeeUonssahlen  A ,  A'  nnd  A, A'  beziehen,  nnserer  Yonraiselninf  fsnlss  ein  reeb^ 
winkliges  ist,  «n  wplchi'm  diese  Gnis.srn  in  rosYAX,  cos  Y  A  X'  und  rosY'AX,  cosY'AX^ 
ttliergchen,  so  siebt  man  ein,  dass  die  beiden  schiefen  Axen  AY  und  AV,  welche  conjoglrt» 
(■nhaveiBeff  von  gleiehor  Linjge  geben,  entweder  nril  der  Axe  AX  gidehe  Winkel  biden,  de- 

rai  Coshms  — ~  -  ist,  oder  «le  Mfah«  ndt  der  Ai^  AX'  gleiahe  Wfadtel,  daran  Co- 


sbius  ~  ist  AOe  in  den  GMchugen  (33.  b.)  anflrelenden  PrajiBettonfnUen  ei^ 

tt  a 

hrilcn  stets  endliche  und  von  Null  verschiedene  Wcrthc,  ausser  wenn  a  =  a,  sonacli  die  Ellipse 
ein  Kreis  wird,  ein  Fall,  der  schon  in  der  vorigen  Nnmnier  seine  Erledigung  gefunden  hat 
n)  Bei  dsr  Hypeibel  hingegen,  wo  «  wd  ^  entgegengesetsle  Voii^haB'in  «Itt  anlheh- 

säen,  and  ^ßrr^       ebenfalls  twischcf  die  Grenzen  —  und  —,  liinoinfallcnlnUssen,  kann  man  we- 

(ee )    («)  «er  .■ 

(tt) 

fen  der  Bedingung  ^28.  g.)  nie  ^= — ^  (<")  =  —  (<*')  werden  lassen,  so  lange  «und 
c'  vendnedene  absolnlo  Weelhe  haben;  man  kann  daher  nie  die  CHeidwng  der  Hypnbel  hi  der  Fonn 

y'-y"=**      ■  .  •  ..:»! 

hentdlen,  welche  der  (SS.  a.)  analog  gebildet  ist,  aMser  wenn  cr= — d.  b.  wenn  die  Hy- 
peibel  eine  gleichscii^e  ist,  wehriwr  besondere  Fall  sehen  in  der  vorigen  Nuamer  seine  Erifr- 
d^gojig  gefunden  hat 

i95}  OhsehoB  nan  aber  die  Hyperiwin  im  Allgemeinen  eine  Vereinfachung  ihrer  Oeiehangea 
in  der  Weise,  wie  die  '(33b  m.")  es  in  Ansebniiff  der  EIKpaen  lhnt,  nh^t  gestallen,  so  geben 
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sie  (iagrgen  z«  andern  Ponten'  Anlass,  die  denen,        welch ea  die  (33.  «.)  euiem  von  ntt 

Fällen  entspricht,  an  Einfachheit  nichts  nachgeben.  Um  diese  zu  erhalten,  gehen  wir  zu  den 
•      Gleichungen  (13.  a.),  (14.  a.),  (15.  a.^,  (16.  n.)  zurück,  an  welche  die  Hetrarhlnn^en  der 

vorigen  Nunimer  angeknüpft  worden  sind,   im  Falle  niiuilich  die  eine  von  den  Grüsj>en  u  und 

a'  oder  8  und  8"  eine  poailive,  die  mdcf«.  «Im  negtüve  Zahl  ist,  kann  man  den  GrundaxM 
.■  ,  AY  und  AY'  oder  den  Polanixfti  .\  9) ,  A  ?)',  an  welchen  jene  Gleichungen  die  elWM  CuTTC 

sweiler  Ordnung  darsleilen,  eine  sokhc  l.itge  Norsclireilien,  dass  hei  der  (_13.  a.} 

«A'-|-a'A"=0  und  «  A,'  +  «' Ai' =0  , 
bei  der  (14.  a.) 

ö  2).  +«       =0  and  «7^+«  » 

C»*»  ••)   /     bei  der  (15.  a.) 

\3  C  4-  ö'  C"  =0   und   »  C,  -t  y  C?  =0  t 
M  der  (16.  a) 

wird,  welches,  wenn  a,  tt'  oier  ö,  S"  Zahlen  uiil  ootgegeagesetetea  Vorseieiien  sind,  siels, 
lüngcgen  nie  möglich  ist,  wen«  a'  «der  8,  3"  ZaUaa  nit  «iMriei  V«neMMtt  sind.  0«rcli 
diese  Bedingungen  verwandelp  sich  aber  die  Gleichumie»  (idi  «Oi  0^       0^  *d 

in  udare,  wekhe  die  folgenden  idir  einfachen  Fonnen 


CM.«*) 


I 

Ans  iea  Bedingungen  (34.  a.)  lanen  Bi^f^  dfe  folgenden  Gleiclitingcn  ableiten: 
A'  =  A  J/— ^  A;  —  A.  I/- M  (»3.  a.j, 

t4f)=(^i|/_«    und  »"  C*4- «•). 

C'=C|/;i|,    und    q  =  C  J/^aiC15.  >.J,.. 

[  (n=(r)J/Z|.  und  ir,)=  on).(/'IJ  *u  (le.  ....... 
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gehörig,  wo  in  jeder  Gleichung,  unabhlnglg  von  der  andern,  der  pogilive  oder  negative  Wnr- 

A'     A'  (^)  Ijf) 

SClwerth  genommen  werden  kann;  weil  man  aber  nie  ^'=^i  und^en  so  wenig  ^^  —  J^ 

Oder  oder  <<<«^'  Im«  ^  (»1»  Mali  «ifbeidm  BMAngMi  AT  und 

AY'  oder  A  3)  und  A  ?)'  in  eine  nnd  dieselbe  Gerade  la  liegen,  kämt^,  was  mit  der  Na- 
tur eines  wahrhaften  Coordinatensysleuis  unverträglich  ist,  so  sieht  man  ein,  dau  bei  den  vor- 
den  «od  Unleim  Gleidnnigeii  (34.  &)  stet«  die  entgegengeeelilen  Wusebreriha 
werden  müsaen.  Durch  die  (SIeichungen  (34.  c.)  mit  Berücksichtigung  der  so 
len  Regel  hiiäiMicli  Uurer  Voneichen  verwaadehi  sich  aber  die  (34  b.^  in: 


•1 


deM       a)  «ul  0^     wüpredMMl,  »d.  ta:  '    (M. 

denoa  (,15.  a.}  und  (^16.  a.)  entsprechend.    (,«.'») 

Zieht  mm  aaa  dia  Biditungsglcichungm  :  .  '  ■    ,  ■ 

1=  A*  +  A'*  +S  A  A'oosW   101**   i=  Äf  +^  Äjp  +9  A.  A;  eoiW, 

i=s(4r+(i)*+«(^wcoiW^  «Bd  i=(^.r+(4*+»(^o(-<)co8w, 

ain'W=  C  +0"  — 2  C  C'cos  W   nnd   sin'W—  (7  +  C;'  -2  C,  C;  rosW, 
ein'W— fri'+'T!'— 2fT:ifncosW   nnd    siif  W  =  iT,)'+(r:/— 2(r,;i(r;)co8W 

iMraa»  welche  wahr  sind,  das  ursprüngliche  Coordinatensyslem  mag  ein  schiefwinkliges  oder 
redilwiBUiges        aad  seist  ann  ia  diMp  CSekiiangeB.lllr  A',  A^  «ad  {/t)^       sowoU  ds 

nir  C,  G;  und  (r*),  (rO  ihre  in  den  (GOcicimilgeo  (34  c.)  gegebenen  Werlhe  ein,  80 
nun  mit  Berücluidbtiguog  der  filr  dte  Vonekhen  der  Wurzelwerihe  gegebenen  Regel:  ' 

— BS— =1— y — %\/  i-cosW  und  — 3»r'~l — yH-«l/  _cosW,l 

....,w=:^i-.!»^^,,T^."-.ff.a'-'ft 

■jMd  im  den  beiden  Gisichungcn  auf  jeder  Zeile  derselbe  Wtlrzeiwerth  $^noinmen  werden  moss, 
.iMkfcMr  ikhfigene  m  ftiet  Zeile  nnebhingig  von.  der  nodern  sowohl  der  posiifve  wie  dw 
•fMvdteeli  ifatfal.  Adi  df  CIliiilliH»  ^0.)  «al  (SL  a.)  o-gebeani*.  na  iai  4e)r  jrt«- 
ten  Leichtigkeit  die  sinmtlicheii,  dee  Axet  des  gesuchten  Coordinatensystems  zugehürigen  Pro- 
.feMiennuhlen  in.  ree|ler  Weise.  ManynHich  eriadt  asn  dasA  MaHifüfatiwi  der iiieidaa  «n£.der- 
'  "«ia  <|jiifci>dSR  fikiclMrtgia I^3t  .  .-imu.M  t  uv.  r..  !.  '  ..>r.n      ,       hn  1. 
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I  «'* 


lidi  die  Gleicimiig^  (34  d.)  ta: 

-  ■  f , 

jj  4 1,01  ^%  ... 

4»«'  * 

=  5-  ■  4#*'iw^W  ^  ' 


1 .4. 


kat  \.  ■     '     '         '  .  .  ■  ^  -       ■      .  : 

£s  gebt  BU5  der  yonidwnden  Uolersuchung  hcrvofi  dass  »ich  die  Gleichung  einer  Hy-  . 
poM  «■  daen  Hittelst  der  .ironleheadMi  ISeidHiqgai  beitünailMnii  od  bniwr  vrUdidi  'voiw 
Goordimteiwyitane  iMi  uch  BeUeben  iii  fliaer  der  beiden  Formen 


CM.)  '  xj^ssii  mri-uifa»  ^.      *-r.  -1- 

aurstcllct)  lüsst,  und  diese  Formen  sind  Air  die  Hyperbel  eben  so  characleristisch,  wie  die  der 
(33.  a.)  analugen  Tür  die  Ellipse.  Es  springt  dabei  in  die  Augen,  dass  die  Coordinatofiuen 
(.<«  ..  .  I  derjenigen  Systeme,  an  welchen  die  Hyperbeln  GIcichangeo  von  einer  der  Fonnen  (^6.)  l!efe^^ 
Asyniploten  iti  ünen  «ind.  Keine  ElUpse  fcnm. durch  .eine  Gleichaqg  von  der  Form,  wie  di« 
(3(;.')  sind,  diirgrstellt  wordedi  «ad  ini  AQgnmeiaeii  hun  üiak  kdae  Hyperkel  dnrch  eine  Ost- 
chiuur  von  der  Form 

{•«.  a.)  .  ™^-ri^>'.    » i  .  ^  ..\  - ,  .  '  •■ 

worin  Mos  die  Quadrate  der  Coordinatoti  vorkommen  and  beide  mit  dem  CoeOlieatca  \  ver> 
seh<>n  sind,  darfeet^t  wetdon.  Wir  haben  in  der  vor^gon  NBaHaa^MgluielMi,  daat  nar-db 
gleichseitige  Hyperbel,  niulicii  die,  in  deren  Glekhong  schon  von  Vera  iMrein  «  -f-  «"sO  gleM, 

-MaNoa  elna  AaMHiai»  maoht,  and  diaae»  ^ielit  isicb  eben  dadurdi  unter  den  Hyperbeln  als  eiae 
st'hr  hcsondorp  rn  cHienneti.  Bei  der  glcichseilig^n  Hyjjcrbpl  g'ehen  am  rechtwinkligen  Systeme 

-die  sobicfen  and  aonkre^hten  Coordinalen  in  einander  über^  aber  auch  an  jedem  andern  äysleAif, 
H  wekhaa  dfaMHipcibel  durah  «te  DiMWlcdgWdiWKigngibn.MiM,':MMi^^ 

I'-.  a 
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Eben*' Cnrven  xwetter  Ordnung. 


DMinetndgMdnnig  in  fdiiefai  ndiia  MiArediton  Coordimleii  statt;  dooB.«!  Hk'  in  iii  4nlMi 
Atecliiütle  g«gab«M  aii«i  «rMN  4atokhnigen 

.«p»  u,  «'  die  Wi^wyhlwi  <I<>MÄiMmii  dMi]FWMjiBt  «  dn  fiyilwii  vc^ilfllMp,  i«  wcIAmi 

ilefSfJbe  Punct  die  sdWofaa  x,,.  i(  IM,  itod  Umpw  findet  ntn : 

«-|-o'=(x  +  x'>0  +  eo«W)  und  tt«««te(x^]0(i— M*W),    .      .  . 
deren  HuUipUaritoa  die  folgende  Gleichung  liefert: 

u'— u"=(x'-  x"-")sin'\V.  •  ••  •  C«i. 

Findet  deauMcIi  m  irgend  eineB  S^-ütemo  dio  erste  Gicic^nng  ([37.  a.}  Jlatt  uod  eelii  men  ikr 
geMte  ^  Oir  X*— 1^  Ii  db  fiMclinng  C37.  1».),  <»  iilinMiäl  äeh  dtandto  iM 

iftr  ii^«r*  in  die  GkShu«^ (91.  k),  M!m»MSril  äeh  dieMftn*fa:  " 

.  .      .      ■  *  .   ^.  .    •    . .       ■  . .  i  •  .        •.        I    •  , 
  :  ••!"J^»-»*!*=S3IV  ^  •:  •  •        •  ^dL> 

wonuu  nun  ersielil,  daas  die  gteicliselUge  Hyperbel  an  einem  und  demiellMB  l^^e  i^eto 

gleichseitig  die  beiden  Formen  (37.  u.)  licrcrt,  so  wie  die  7.woierli>i  in         C.)  tgtlBli^^lf^ 
Man  sirhl  hieraus,  dass  der  in  Nr.  l'Jl.  orschieiifiie  AusnHhnisfall,  der  <f\-tt'—0  voraus- 
setzte und  dort  ganz  zu  Ende  behandelt  worden  ist,  ein  solcher  war,  in  welchem  die  ge- 
tgnbww  Cldiat— y  §Am  ieftn#  did       ||*aMchl»  BitfeMilnft  K—fc.  •  i  ..>■.*    •     h  w.u 

:  I  •         •>  '    "•  I    .    '  '       I,      • !    ■   ■  «t  ■  '•»  i.i<  •  ■  1  .  ". 

i96)  Wir  beben  In  den  Nvoanem  188,  180  und  190  gesehen,  diis  efaie  Gleidmng  dv 

Parabol,  die  an  einem  besliiiiuilen  Coordinatensystcmo  von  einer  der  in  (11.  b.)  oder  (lt.  e.} 
anfgesteillen  Fermcn  ist,  an  iieiaän  andern  Coordinaleas]«tenie,  du '.adt  dem. vorigen  dneitet 

-0[^ilM  kdl,  Wieder  eine  CUeiobong  ven  einer  joner  Formen  Uefen  bann,  das!  aber,  weaititgend 
«in  anderer  Pnnct  der  Curve  zar  S^R3m;>  des  neuen  Coordinatiinsystcms  geneckt  wird,,  inmar 
ein  zu  dieser  Spitze  gdiürigcs  Systi^  vorlianden  ist,  an  welchem  die  Parabel  wieder  eine  Glei- 
chung von  einer  der  genannten  Formen  anniaunt,  wobei  sich  zugleich  zeisle,  dii»s  die  eine  Axe 
von  aHen  diesen  Systemen  stetig  e(nei'  wtd  dendben^ndan  pdiMel  1ilelÜ^''dla'  adMrt  dbg^fdk 
ihre  Richtung  von  einem  Tiinct  An  Curve  zum  andern  nMndcrt.  T>b  man  sonarh  auch  der 
Parabel  nnzttliUg  viele  Systeme  anweisen  liann,  an  wckhen  sie  immer  ej^e  (^l^iphong  von  einer 
der  in  (II.  b.)  oder  (11.  e.)  anrgesteillen  Pennen,  gidt,  nnr  dnss  diese  nidrit  wie'bcd'dcB 
ebenen  Curvcn  zweiler  Ordnung,  welche  einen  Irtittclpnnct  haben,  eine  gemeinschaniirhe  Spitze 

.,j^.e|ptyen,  iliro, Spjlxen  ^cye§it>ei^^^;;b ..^tetf  fiajiem.^qsecn^ao^  kaniy^  jaf^  auch  hier  wieder 
unter  dni  nnendlich  'viden 'mägüdien  icneiebuii|gien''V0n  i^er  jmer  Pormen  ^e  neränssncliien 
«rollen,  welche  noch  andere  gewQnach^  Nebenbedingnngen  erftlDen.  Wir  werden  auch  diesen 
Umstand  an  zwei  Beispielen  erlänteni ,nnd  däZd  die  den  Vorigen  analogen  nehmen,  indem  wir 
zuerst  den  Punct  0  der  durch  eine  der  Gleichungen  (Ii.  b.)  oder  (11.  c.}  gegebef^  Pacidi^cl 
aufsuchen,  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  durch  ihn  hindurHi  gehenden  Axen  zu  glei- 
cher Zeit  Gleichungen  sowohl  von^  vordesn  wie  von  der  binlem  in  (11.  b.}  oder  (11.  c}^'  '"'^ 
diMlHüieiiea  ffom  iefM.    ■  —a     5»  "'•    "  •  b  ^1 1  M  ./.-- «  0  :     J  r  i.  ii  j.  i#«-.vr 
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Ist  die  Parafeel  -durcfa  eine  GieidiuBg  von  der  vordern  Fonpi^ll.  b.}  gegdbeOf  so  nuu% 
wie  in  Hr.  189.  gowigl  wwrüm  ist,  wmm       Amh  dea.  Pnaet.  0  MwIkIi  gobwide  flfiMi 

wieder  eine  Gleichung;  von  d»!r  ersten  in  fll.  Ii.)  oder  (11.  c.)  enthaltenen  Form  geben  soQ, 
die  eine  Gnindaxe,  welche  die  OY  sein  mag,  mit  der  AX  (tanülel  laufen,  und  die  Richtung 
der  ändert  Axe  OT  iK«  Bedingung  (18.  b.)  eHtHleii,  imd  soB  dbi  dnrah'kl'liEWlmrdi  gidtende 

System  eine  Gleichung  von  der  zweiten  jener  Pomicn  geben,  so  muss  nnch  den  dortigen  Er- 
gebnissen die  eine  Polaraxe  des  nencn  Systems,  welches  die  09  f»^^  der  Axc  AX 
parallel  laufen,  und  die  Richtung  der  andern  Pohiraxe  Og)'  die  Bedingung  (20.  b.)  ermUen; 
daher  des  durch  0  hindurch  gehende  System  giciclizeilig  zu  einer  Gleichung  sowolil  von 

der  vordem  wie  von  der  liintern  in  (H.  b.)  oder  (11.  c.}  vorhandenen  Form  Anlitss  freben, 
SO  muss  gieichztiitig  diu  üruiiiiuxe  O  Y  und  die  Polaraxe  Of)  mit  der  Axe.AX  paratUvl  laufen 

yA.+  arrA;=0  »d  y(^4a^{'(^=0 

erfüllt  werden.  Jenes  kann  nur  geschehen,  wenn  die  Gmodaxc  OY  mit  der  Polaraxe  09  in 
einer  Geraden  liegt,  und  aus  den  Gleioiiu«gen  (36.  a.)  geht  hervor,  deas  die  ProjcctionsxahieQ 
und  sieh  tn  einander  eben  so  wie  die  A,  und  A|  verhalten  niOssen,  was  sor  Folge 
bat,  duss  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  mit  einander  parallel  laufen,  dass  miÜdB  nch 
noch  die  Gruiiditxe  OY'  mit  der  Poliiriixc  0  9'  in  einer  Geraden  liegt.  Beide  Bestimmungen 
vereinigen  sieb  mit  einander  dahin,  dass  das  gesuchte  ebene  System  ein  rechtwinkliges  sein 
■IfM  An»  4ivttm  Grande  MM  ihn  «moU 

-    ■■      ■    l  AiC+AJCssO'.ata  C.A+(SA'=Ö,  .  •    .  / 

und  weil  die  Axo  0  Y  mit  der  AX  parallel  ISufl,  so  ist  A  =  1 ,  A'=:0  und  C=:l ,  CK-ce*W, 
daher  nehmen  die  so  eben  mitgcthcilten  GleiehTingen  die  folgende  Gestalt  an: 

A,  +  A;cosW  =  n    und    €,  =  0. 

Ans  C,=:0  folgt  Ci=sinW,  und  nun  lassen  sich  aus  den  bekannten  senkrechten  Projeclioa^ 
wMm  A  od  C;  «e  dandbon  Mahln^  aiigeUrigaa  «ehjefen  A,  mtd  Ai  ^Mtal  ämimmf 
•etai  AtmUne  geUefertea  awei  lelilaa  IBIiiitMg—  (18a  a.)  finden,  deMen  gwHn 

A,sin*W  =  C,  — CIcdsW   und   A:sm»W=:C;  — CiCOiW, 

.«der  wem  vmd  fltr  C|  und  C,'  ihre  eben  gefundenen  Werlhc  setzt 

A,apW=z^cMW  und  A.'MnW^l ..  ., 

ist,  woraus  man  findet:  '     '  .,>■•'. 

'  '  '  ■•'  •  •  1         •  •  I  •    ■  I .   .    1  .1  •.  .1' 

.^z=~cotgW  und  . 

'wid  dnrdi  diene  Weidia  vok  A,  md  A,'  geht  die  ergte  in  (38,      enthaltene  Bediago^  Aber 

in:     .         .        •    '  •    •  ••••     :  •     •  . 

>  •     ;f.   .  M  Yt'  •       .'  I  •,«    ,•  .  It 

 :  .  .  -yfOtgW  +  H'r    ~^=0  ; 

[•■•  .lt.;  i  ■    •  '■    f .  .i>  i.r    .  •  :  Ii  ^  •   V    /   'fc  :  •        •  '         : .  •     I  - 
dwPnelO  mtnU  tk  die  Leg«  iatämm  b  dea  g«enghM|s(eiae  9ef4ii.M 

-1.: 
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{.  IS.  Nn  196.  Ebene  Onvra  Ewtfiter  Ordnung.  «M 

.  lal  hingtgm  die  Parabel  darcb  «ioe  GkiduBg  von  de»  Untern  Pom  (iL  b.)  gegeben,' 
■0  man,  wie  bi  Nr.  IWt  gezeigt  worden  Ist,  wenn  du  dnreh  den  PnMt  0  Undvrch  gehend! 
System  eine  Gleidmnf  von  der  ersten  in  (11.  b.)  oder  (11.  c.)  stehenden  Foim  geben  sol^ 
die  eine  Grundaxe,  wom  wir  die  OT  nehmen  woHen,  mit  der  Pobnuce  AX  parallel  lanfen, 
und  die  Richtung  der  andern  Grundaxe  die  Bedingung  (21.  b.}  efftUen;  nnd  soD  das  durch 
0  gelegte  CoOrdinatcnsystem  eine  Gleichung  von  der  zweiten  jener  Formen  geben, 
narh  den  dortiifon  Ergebnissen  die  eine  Polaraxe  des  neuen  Systems,  welche.s  dir  O  2) 
Mfal  ^ig,  mit  derüclbcn  l'ul^axe  AS  parallel , laufen,  und  die  Bichtuxtg  der  andern  Fularaxe 
09:  die  Bedfww  (9».  k)  ecflillin;  eoD  daher  «in  nui  teAe  diwA  0  «ekfle  Syiteie 
gleichzeitig  zu  einer  Gleichung  sowohl  von  der  voriliTn  wie  von  der  hiatem  in  (11.  h.')  nrlor 
(il.  e.)  eid|ialten^  Form  fainTiidlvrw,  so  aiuAS  gleichzeitig  die  (Iniadaze  OY  und  die  Fularaxe 
09.  >|it  d«r  Polacaxa  AX  penüel  Infen,  «nd  «•  «Bieen  glvidaeW|r-  He  beiden Bedingii^fm 

■    •  ?c. c:=o  ,  ;(/'.)+ 3-,' (r,')=o        ...    •!    •  (t«.«.) 

erfliUl  werden.   Jenes  kann  nur  geschehen,  wenn  die  Grendaxe  OY  mit  der  Folaraxe  OS^  in 
einer  Geraden  üegl,  innd  au  dm  .Giataihnagin  (W.  c]>  jnhl  hertor,  da»  ai*  dto  Fr^artieie 

zahlen  (F,]  und  {!*,)  zu  pinnnder  eben  so  wie  die  C,  und  C[  verhalten  müssen,  was  zur  Folge 

bat,  daas  die  ihnen  entsprechenden  Richtungen  mit  einander  parallel  laufen,  dass  mithin  auch  / 

noch  die  Grandun-Or  «il  dw  Pebnn  Oy.  in  «ln«r  Sujfkm  .liegl;  bei4i  MhnH|i|«n 

vereinigen  sich  aber  mit  einander  dahin,  dass  das  gemdlle  fAfn»  Sjil^  ein  reehtwiDkltgei 

ieL.  ^Afs  diesen  Grande  ist  auch  bei  ihm  wieder 

a,c+a:c=o  und  c,a+c;a'=o, 

und  diese  beiden  Gleichungen  verwandeln  sich  hier,  wo  die  Grundaxe  0  Y  mit  der  Polaraxe 
Ai  parallel  lüult,  also  G=:(|,  C=0  md  A  =  Sl,  A'~W  ist,  oder  wenn  man  für  (£,  31  und  %' 
ihre  Weiihe  inii  den  im  eiirten  Alwehnille  fegebenMi  GbfdMngen  QVIB.  «)  nnml: 


C=8inW  ,   C'=0    und   A=^-^,  A'=  — cotgW 


\^enen  werden: 

A,  =  0    und    C— C;co8W=0. 

Aus  A|=0  folgt  i_A[=:i  f  «nd  nun  Uusen  «ich  ans  den  bekamiten  schiefen  Projoctionszahlen  . 
A.  nnd  A;  die  ei^eitmi  n'nml     ^  Hab  der  in  ewka  AhiiMMa  .nrijpllihttM  GUkkuf 
fM  (loa  «3  Inden,  wddm  aoingn,  dm 

C=A,  +  A;cosW  and  G{sA,eoiV+A;  ' 

od«  mtt  ^risiflhimi  dar  Waithc  von  A,  und  A: 

C,  =  ico»W   nnd   iX  =  ±i 
ist:  diese  Werthe  too  C|  nnd  C|  verwandeln  aber  die  errte  Bedärnmur  (38.      in:  '     '  ■ " 

■'■  ■  .•  '•    { II-'  .  .  .  ■     •  - 

.       .  . ;  .      ,  CC0»W  +  *'.J'=:0,. 

tei^Oekita^liM:" 


  ,     .       ■  :      ,,,,  . 
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nnn  wieder  der  Punct  0  sowohl  ab  auch  die  Lage  der  Axen  in  dem  ganchtea  Syiteae 
iai. 


Die  bier  cttaftenen  Beaallate  |[dbea  di^  welche  den  FjH  aifehea,  umm  «Ke  Pknbd  dnrdi 
eine  der  Gleichungen  (IL  c")  .gegeben  iit|  wem  na  y  ^  <>'»  ¥  ^  T^t       I  o'v  Ct 

mit  C^,  5,  Ii  vertauscht.  . 

19T)  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  Hie  Wüll^iilirliclikeil  (ies  Punetes  0,  welcher  die 
Spitze  des  Coordinalcnsystems  vorstellt,  an  welchem  die  Parabi>l  durch  eine  Gleichung  von  einer 
4er  tn  b.}  oiler  C^l.  e.^  eallialleiieB  Fornen  dugealdH  trfrd,  4eni  berttieB,  im  m  eher 
Gleichung-  von  nulglichst  einfacher  nosinlf  zu  j^rlnno-en.  In  Xr.  iSfi.  haben  wfr  ijerunden,  dass 
die  Gleichung  einer  Parabd,  welche  von  der  ersten  oder  zweiten  Form  (,11.  b.)  ist,  an  einen 
neuen  flyefmef  denen  Spitze  efai  inderer  dsreb  eeine  GowdtBele  ^  edef  ff  gegebener  Pnnet 
der  Parabel  ist,  sich  in  die  (17.  d.)  oder  (17.  e.}  UbeHUwee  lisst,  und  in  Nr.  189.  haben 
wir  gezeigt,  dass  die  (17.  i.")  sich  inuoer  sowohl  in  die  Fonn  (18.  c.)  als  au<^  in  die  (20.  c.} 
•berfiUiren  iSsst,  j»  naiMeni  «an  dto  nocb  nebestiamit  gebliebene  Hichtwig  der  Granda-ve  OT 
Oder  der  Pohnn  oy  der  Bedtagipg  (i9.  b.)  oder  (aa  b.),  alnlleh  der 


(M.<b)  r^»+€(TJ^=0  oder  rC^+i^rC'^sO    .  . 

nnlerwh'ft;  fefner  habe«  wfr  In'  Nr.  iWf.  gesägtj  dnis  dfo  (i7.  e.)  sich  immer  8o4veM  bi  die 

Fem  (JM.  c.)  als  aueh  in  die  (22.  r.)  Uberf&hren  iBssl,  je  nachdem  man  die  noch  unbestimmt 
gebBebcoe  Richtung  der  Grundaxe  0  Y'  oder  der  Polame  0  der  Bedingung  (21.  b.)  oder 
(tk  h.)  nUMi  der        .    ■  .  , 

it,+drrfüi=o  oder  ccro+a-^^cDssO 

uriterwirn.  Mau  h,m\  nun  um  eine  der  Deilingiingin  (.39.  n.)  oder  (39.  b.)  XU  erfüllen,  den 
Punkt  0  iliirrh  seine  Coordinate  |'  oder  uelH  ii  und  dnnn  die  im  diesem  Punete  crrit Jerlirhc 
Richtung  der  Grundaxe  U  Y'  oder  der  Pularnxe  0  S)'  du7.u  aulsuclicn,  oder  auch  diese  Kichtung 
geben  and  ihr  gemiss  den  Panel  O  beatonen,  «der  noeb  eHgenMiner  swischen  dieier  Bidiinng 

und  den  ihr  entsprechenden  Pinii  l  irffond  ein  helichii^es  Verhidtcn  fcsl.selzen  Vcrfiial  man  nnn 
Über  diese  beiden  Dinge  in  der  Weise,  dass  die  beiden  Coelluienien  in  der  GkichuBg  (lä.  c.} 
oder  (20.  c.)  oder  (21.  e.)  od^  (22.  e.)  einaifder  gteleb  werden,  d.  b.,  daei 

••>  '  «'A;^=±2y     oder  «'^^'sj-^ 


1?       .  • 

so  wie  auch  ,    .     . .  . 

(»^«O  '  ä'C,'':?=±2(i;,    oder  ,i'^^:^±a|c 

ist,  wobei  in  allen  diesen  Gleiehnngen  das  obere  oder  untere  Yorzeiihen  genommen  worden 
unsi,  Je  nachdem  a'  und  y  oder  «T  und  C  Zahlen  mit  gleidien  oder  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen sind,  und  die  vordere  und  hintere  Gleichung  in  (39,  e.}  der  gleicbge^^aUlep  in  (39.  a,) 

cnt.sprirht  und  das  Gleiche  auch  in  HetrelT  der  Gleiehungen  (.'19.  d.}  und  (39.  b.)  statt  hat,  SO 
gehen  die  rilc'iehuntrcn  (la  c.)  und  (20.  c.)  sowohl  ab  auch  die.(^^  f^Xf!^  C?^ 
Ordnung  nach  Uber  in :  \  . . 

^''(«•.)  y-HryrsO'oder  ▼•^▼=0. 
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ti  .17.  Wi  m.  KrvmM  IIMmi  «MMer  IMmnig.  Ml 

Jede  der  in  ^3S.  il  «ad  b.}  entbaltenpn  Gleicliuiigeo  liefert  für  den  zugebürigen  Fall  die  schiefe  ...  . 
«dar  mkNdf  PNjaeOoMMU  dar  n  tortTiiiiifiilmi  lUdring  OT  «der  OfT  w  AT,  «ad 

um  die  zugehörige  Projeclionszahl  an  AX  zu  finden,  braucht  man  nur  die  g'ceignctc  der  hinter 
(34u  d.}  stehcodea  Richtungsgleicfaungea  beizuzieben.   Diese  Kicbtungsgieichungen  Ussen  aber  * 

iwifclien  -f-  uod  —  und  Ar  die  genkreeUeo  mir  lolelie,  die  nvfaidiea  nl 
•~1  Uegen.  Mm  liahl'drii«^  dMi  k»iM  d«r  aiaickviveo  (11.  b.)  ei«k  ««f  di«  P#m 

der  ersten  in  (40.)  bringen  llsst,  ao  wie  der  iliiolvte  Wertli  t'oii  ^  die'örOts'e 

Tr-TC7  und  der  ab««>lutc  Worth  von  oder  -j^-ainW  die  Grösse  1  überslcigL    ,-.  .;rl 

IUI  W  ■  wo 

Unter  dea  gleyA««  Uipstiadea  l&a»l  sich  über  auch  .keine  der  Gleicbunge«  , 
(11.  b.}  «af  die  Form  der  sweitQB  iW  (40,3  t^fingen,  wie  nai  sogleich..eiiineiit, 
im  bedeoU»  dui  '    .  ' 

.  /     iD=a>;=:sinW,:=«fi^«B,  and  (^)=(r)L=?,0 

in,  mtAA  di»  CleiilMeff  d«s  I.  AbBchnHte  (HO.  e.  und  g.) 

s[n»,=:+f./nsinW   und   sin®,sinW=:  +  (5(r:) 

Die  zweiten  Gletchangeo  (39.  c.  und  d.3  verwandeln  sich  nämlich  dwxb  diese  Werthe 
Ar  itiflB^  ia: 

■  '\  -  .     •     i^''(^si>±J>yi6iW  md  tr(ri=±9Ci/kW,  -;•  •/•*.») 

wobei  ia  |«4er  dieier,deiitegn..+  oder.  —  aaub  Bdiebea  geaooHiea  werdeii  kann. 

Wkei  d»  FMM'dir  Müa  WMk      ^.kMaar  als  ^-r^  odotdar  vo«  ^liaW 

kleiner  ate  1 ,  co  liefert  jede  der  CSeidMUgen  (39.  c  and  d.)  in  Verbindoag  mit  der  entspre- 
chenden RichtungS(,'Ieichnnfr  vier  Richlunjfen  für  OY'  oder  O  ")',  welche  Zü-saminen  rwnVn  CJoraden 
angehören,  die  nur  auaiahmsweise  zusammenfallen,  und  die  Gleichungen  (39.  a.  und  b.J  geben  ' 
aodaaa  kei  iUcktangaa,  die  derodbea  Qendea  ngMstn,  dea  gleiekea  Warik  für  |^  oder  if, 
Uagejen  bri  RicMkogcoi  dto  verfoUedeaaB  fiendaa  oagakümi  leiacUddaM  Vcrfk&  ' 


f.  17. 

Tm  lei  knaaca  lilifeai  der  nrcHca 

V.  ■  .  .       •  .  •      '.Ii-      •      .     .  .'. 

198)  Da  bei  der  gegaawM^OI  JDakrnolHing  wie  bei  der  Betrachtung  der  ebenen  Curven 
zweiler  Ordnung  das  L'ebertragen  der  PVacte  aus  einem  belir-bljren  Parailelsystein  in  ein  ande- 
res wieder  eine  b^opdere  Geltung  aibaglv  *<>  werden  wir  die  dabin  gehörten  Relationen  an  ^  ^^^ 
die  SpibM  diaoea  Angraphan  alaiiea,  Ikeü«  an  dea  l^aaer  aa  die  (HUier  gieAaideaaB  Akkln- 

'gigfct'ilon  zu  erinnern,  Ihcils  um  bei  ihrem  nun  häulig  vorkoiuuienden  Gebrauche  eine  beque- 
Art  auf  sie  hituuweisen  zu  gewinnen.  Es  ist  den  in  Nr.  35.  des  ersten  Abschoitls  anf- 
(66.  b.)  und  (87.  .a^  fenüM  vMtt  *  • 
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C4i.        '  x=  A  y  +  A.      A.  y"  ,        x'rz A'y  +  A;  y'+  A;  y"  ,         x"=: A"! + A." 


I 


CM.      Sx=K10T+(B')f'-H6^V,  Cx'a(l^T+(B9v'+(£r)v",  <Rir:=(B;^T'HS9f'-h(9:)«" 
«an  X,  ^,  ^  die  scUataiüotrdiHtai  «Im  Pmilei  «  «Imi'MM%m  OwaiMteMifiliii 


VOntcllen,  und  y,  y',  y"  die  srhiVfcn,  v,  v',  v"  die  senkrechten  Cnnrdinafon  desselben  Punc- 
IM  m  einem  beliebigen  andern  Coordinalensysleme,  während  die  neben  ihnen  befindlichen  Pro- 
jMlMHiaUea  dia  ■tAenda  Bcdartny  bsüiahdln,  wddM  flan  !■  mtoi  AkMMlte  gegdtea 
wordiMi  ist.  EbM  SO  lu*  iiin  dm  dort  anfgeitdllHi  GleichmgM  ^M.  b.)  and  (jBSi  b.} 

uuss  Siels : 

C4l.e.)  u=Cy  +  C.y'+Cy",   »'=  C  y  +  C;  y'+ C;  y",  u"=C"y+Cy'+C;y 

und 

C«i*«.)  u=Bv  +  B'v'+B"v'',   u'=B,v-1-B:  v'+B;'v",   u"— B,  v  +  B;  v'-f- B;'t", 

•  1 
wenn  a,  u',  u"  die  den  schiefen  x,  x',  x'  eabprechcnden  senkrechten  Coordiaaten  def  Paac- 

lof  Torrtellen.  Ibn  kann  den  GMchungcn  (41.  b.)  und  (41.  d.)  eiae  elwai  abgieindBila  Ge^ 

abdk  geben,  wodorch  sie  denen  (41.  a.)  und  (41.  c.)  iknlicher  werden,  und  ein  vollslündige- 

rcr  Paralleh'smus  der  aus  den  beiderlei  Gleichungen  {Mworgaheadea  Ponneln  entstellt.  Seilt 

man  nämlich  in  die  (41.  b.}  anstall  der  mit  dem  Gruadseichea  (B)  Taw^eaea  Projectionszab- 

len  die  mit  dem  Grundzeichen  {A)  versehBBiGii  adHaift  dop  iai  onlca  Abictolllo  nllMlhcillQB 

Gleichungen  (87.),  so  gehen  sie  über  in: 

■nd  Mbit  ann  ia  die  Gleicliungen  (41.  d.)  .nilalt'dar  aat  deai  Gnaidieidiea'B 
PMjectionszahlcn  die  mit  dem  Grundseidien  {F)  vandieaat  adHdst  dar  !■  anlai 
BÜfethciltcn  Gleichungen  (^7.},  so  verwandeln  sie  sidi  ia: 

Die  .voiildieaden  Gleichungen  (41.  a.  bis  L)  sprechen  die  Beziehungen,  wekbe  zwiscbea 
dan  Coordinalan  v<ni  einem  uad  deaisdlicn  Puaete  an  twei  beliebigen  ParallelsyateHwa  aril  d- 
ncriei  Spitze  statt  finden,  in  allgemeinster  Weise  aus;  man  kann  indessen  diesen  Coirelations- 
formeln  dadurch,  dass  man  einer  oder  mehrern  Axeo  def  neu  einxunUiraideB  Syateait  ejgea- 
thfimliche  Stellungen  gegen  die  ursprUnglichea  Axen  anweist,  notk  aHariband  baaondere  Far- 
men geben.  So  nehmen  die  Gleichungerl  (]4|»  a.^  i  wenn  man  die  Ana  AY"  des  neu  einzu- 
rührenden Syiteaia  nit  der  Axa  AX"  tobi  onprüngUchen  Systen  saaaaMneafaUen  lüMt,  weil 
dann 

ist,  die  folgende  Gestall  an  :  . 

(4t.».)  x  =  Ay  +  A,y',    x'=A'y  +  A:y',    x"=  A"y  +  A;Y+ y", 

und  ebenso  nehmen  die  Gleichungen  (41.  e.J,  wenn  inun  die  Polaraxe  A^D'^dcs  neu  einzuTüh- 
— Sjilew  ia  die  nvqirfiagtiche  .^imdufa  AX^  falleii  UM,. weil  daaa.' ' .  . 
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§.  17.  Nr.  IM.  Krumme  Flächen  zweiter  Ordiin|f. 

in,  die  Mwiistelieiide  G«ilill  mt 

Pener  verwwMlela  fkh  die  GWelnngan  (41*  o.) ,  wen  mm  die  Gnmita»  AT*  dat  m  «in- 
zufUhrondon  Syitew.Mit  dir  'Poliiin  AS"  dee  wipiünilielmi  Hjiliiiw  mwiHfiiWiiw  Üm^ 

weil  dann  ..        •  ■ 

c=o  ,  c:=o;  cr=3«r 

»ÄCy+Cy-,   o'=C'y  +  C;y',   u"=C"y+<rj'+«r.  ;(«.•.) 
«M  eliett  to  (dm  die  Gleiduingen  (41.  t),  weaa  mm  die  Petannn        t«b  mo  eliini- 
tlbnuimfiy^  in  die  Poknze  AS"  dei  enprlngticheB  fiJle«  UM,  mü  dem 

(rj»o,  (rjsso,  (n)=«r 

ist,  über  in: 


Wir  bdmi  aus  its  grossen  Anzahl  besonderer  Corrolalionsformcin  die  vier  vonrtehndCH  %Bt'^ 
Mtgehoben,  weil  wir  von  ihnen  im  Folfjccnden  Gebrauch  zu  machen  grdcnkon. 

iW)  Isl  eine  Fläche  in  schiefen  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

«    +  a'x"+  «"x'"+  2  ß"x  x'+  2      x"+  2  ß  x'x"=  ,i  +  2  ^-  x  +  2  /x'+  2  y"x"    .  («s. 

oder  in  senkrecblen  Coordinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Fumi 

«a*  +  «'u'»+r'u"-f  2«''uB'+a«'i«"+a«a'u''=»  +  2Cu4-2ru'+2r«"  (M.  fc.) 

gefreben,     in  denen  x,  i^,  i^*  die  MUefra,  Mer  n ,  n',  u"  die  tenkrecliten  Ooorfint«  dar 

Flüchenpunctc  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  eines  beliebigen  aber  bestimmt  gedachten  Panl- 
lelsystemi  vorstellen,  alle  Qbrjgeta  Buchslaben  dagegen  beliebige  reelle,  positive  oder  negative 
Zählen,  die  auch  null  werden  kfinneh,  xa  Mentett  inben,  —  so  wird  das  dnrch  eine  solche 
Gleichung  dargestellte .  Gebilde  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  genannt  aus  dem  Gninde, 
weil  (lif  Clndnine  rini'n  jrsnziMi  Ausdruck  dos  zwoifnn  Grndos  !ii'7(ij>!ich  der  Coordinaton  in 
sich  aufnimmt.  In  allen  auf  den  linkeu  Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Gliedern  treten  die 
Ceerdi^atcn  swefanl  hliler  eiliaMler  ab  doppdler  Faeler  aaf ,  waaewagm  wir  aie,  1»  Arer 
Verbindung  aufgefasst,  den  Theil  der  sweitcn  Dimension  der  Gleichung  nennen  wer- 
den. AuT  der  rechten  Seile  dieser  Gleidtimgon  dagegen  kommt  ein  Glied  vor,  das  gar  kcino 
Cooi^ate  in  sieh  enthtfft,  und  Aas  wir  ms  dtesem  Onmde  das  eenatante  OHed  der  Glei- 
chung nennen  wollen ;  aus-serdem  stehen  auf  dii^sor  n-Llitcn  ?oitc  nur  noch  Glieder,  in  wel- 
chen eine  der  Coordinaten  als  einfacher  Factor  auftritt,  und  die  wir  dessbalb,  in  ihrer  Verbin- 
dung oufgefasst,  den  Theil  dfr  ersten' Dimemian  der  Glelehmig  nennen  werden,  bl  mm 
WiUcns  die  Fläche,  welche  durch  eine  Glcichnag 'von  der  Ponn  (43.  a.)  oder  (43.  b.}  darge- 
stellt wird,  an  den  Axen  AY,  AY',  AY"  eines  neu  cinzuftthrcnden  Systems,  welches  mit  dem 
vorigen  die  Spitze  A  gemein  bat,  darzustellen,  so  darf  man  nur  in  die  gegebene  Gleichung 
für  X,  ^,  oder  m,  n'«  iT  ihn  dnrch  die  Gleidrangen  (41.  a.)  oder  (41.  c.)  gegebenen 
W«»rlhe  setzen,  wenn  man  die  neue  Gleichnn?»  in  schiefen  Coordinaten  erhallen  will,  oder  die 
durch  die  Gleichungen  (41.  e.}  oder  (41.  f.^  gegebenen  Weithe,  wenn  man  die  neue  Gieir 
L  M 
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AM.- IV. 


chung  in  senkrechlcn  Coordinatcn  finden  will;  und  soll  dabei  eine  Grund'  oder  foUraxo  dos 
um  einzoflllireiiden  Systems  ail  einer  Grand-  oder  Polaraxe  des  arsprtagKebe«  Systems  sa- 

sammrn  fallrn ,  so  hat  man  anslatt  der  genannten  atlgemeinen  Clcirhunfren  die  zu  nehmen, 
welche  den  in  (42.  «.  bis  d.}  angezeigten  nachgebildet  sind.  Wcii  nun  alle  solche  L'cbcrtra- 
gungsformcln,  db  sicli  tuT  twei  Systeme  mll  gcmeinseliaftKelier  Spilze  besMien,  hnmer  la -Be- 
zug auf  die  Coordinaten  homogene  Gleichungen  des  ersten  Grades  sind,  so  gieht  bei  jeder 
möglichen  solchen  üebertragung  der  Theil  der  ersten  Dimension  in  der  arsprünglichcn  Glffi- 
chung  den  ganzen  Theil  der  ersten  Dimension  und  nichts  als  ihn  in  der  neuen  Gleichung  her, 
.  OBd  eben  so  geht  aus  dem  Theilo  der  zweiten  Dimension  von  jener  fiMduug  der  Theil  der 
Kwoilcn  Dinionsloii  und  iinsser  iti:ii  nichts  iti  dieser  Gl«ichung  hervofy  SO  wie  daS  GC1ISta|lle 
Glied  iH  den  beiden  Gleichungen  das  gleiche  bleibL  '       '  .  "[ 

Wen  mm  Ungegen  die  Fliehe  swdler  Ordnung  an  einem  MNien  Coordbwtensysleme  dsr- 
fteOen  will,  das  eine  andere  Siiilzc  0  hat,  und  man  bezeichnet  die  Coordinaten  der'Flächen- 
pwote  an  diesem  neuen  Systeme  durch  x«,  x^,  xV,  wenn  es  schiefe  sind,  oder  durch  u,,  i^; 
«T«  wenn  es  seakrechle  sind,  so  wie  diieh  1«  l",  |"  die  schiefen  nnd  dordi  if',  if"  die 
•senkrn  hlon  Coordinatcn  des  zur  Spitze  gewählten  Punrtes  0  an  den  urspriiiisliciu  n  Axi-ii,  so 
hgil  man  in  Gentüssbeit  der  im  ersten  Abschnitte  mitgetbeiltcn  Gleichungen  {J.},  wenn  luan  die 
neaea  Axen  denen  AX,  AX',  AX"  parallel  i|iid  gleicfaUuGg  annünnt  und  durdi  OX,  OX', 
OX*  bcaeUhnet» 

(M.)  x=f+».,  x'=5'+i;.  ji*=:r+<  oder  u=fl+«.  ,  u's.^'+n; ,  nr=fl''+nfi 

daher  erhält  man  die  Glcirhiing  der  FlHrhe  zweiter  Ordnung  an  diesem  neuen  Systeme  aus  der 
an  dem  ursprUngUchen  Systeme  gegebenen  (43.  a.)  oder  (43.  b.),  wenn  man  in  diese  fiir 
it,i^tJ^  Oder  n,  tf,  «"  an  in  den  CBeiohnngea  (44)  stehenden  Werth*  seüL  Hierbei  hat 
man  sich  die  Coordinaten  der  neuen  Spitze  0  im  All^jt'iiu'incn  als  ninslinile  Grüsscn  \orzustel- 
weiche  Ursache  werden,  dass  aus  dem  Theile  der  «weiten  Dimension  in  der  gegebenen 
Cfaichnng  nicM  aliein  der  Thei  der  anteüien  Dimension  in  der  neuen  Gleidnug  berrorgeht, 
sondern  neben  ihm  auch  noch  andere  Glieder  sicb  SRMlgen,  die  Iheils  zu  dein  Theile  der  er- 
sten Dimension,  Iheils  za  dem  constanten  Gliede  in  der.  neuen  Gleichung  geschlagen  werden^ 
müssen,  und  eben  so  giebt  der  Theil  der  ersten  Dimension  in  der  gegebenen  Glelcbnng  theiis 
Glieder  her,  die  su  dem  Theile  der  ersten  Dimension  in  der  ueuen  Gleichung  gezügon  werden 
milsspii,  tht'ils  sol<  he,  die  in  das  constanle  Glied  der  neuen  (jk'ii  liung  iibergchcn.  Wenn  also 
die  SpiUe  des  neuen  Systems  nicht  in  der  ursprüngUchen  Spitze  liegen  bleibt,  so  giebt  nicht 
iMbr  jeder  Theil  vm  einer  beaUmarten  Dinenrimi  fai  der  fcgebeaen  Gleiehnng  Mos  einen  Theil 
von  derselben  Dimension  für  die  neue  Gleichung  her,  wie  da  wo  die  beiden  Systeme  eine  go- 
meinscbaiUiche  Spitze  haben ;  weil  aber  die  Gleichungen  (44.^  skmailUcb  doch  nur  vom  ersten 
Giade  hl  Beng  anf  dte  Goonfinaten  sind,  so  nbamt  die  nene  Gleichung  immer  wieder  einen 
Ausdruck  von  dem  gleichen  Grade  wie  die  gegebene  in  sich  auf,  so  dass  unsere  Flüche  der 
«weümi  Ordnung  an  allen  mtiglicben  FaraUelsyslemeo  ^dijc^b  Gleichungen  dargestellt  wird,  die 
neben  ebtea  coastanten  GUede  und  einem  Theile  der  .eisten  Dimension  aar  noch  einen  TbeA 
der  zweiten  Dimension  enthalten  können ,  in  weldtem  llnillande  eben  die  Beneminng  aflldio 
der  zweiten  Ordnung"  ihre  Rechtfertigung  findet 

in  den  aun  folgenden  Nummern  werden  wir  anaachUaslich  um  auf  die  Verandenrngen  itor 
m  AngnnMik  ikhten,  wekMa  dM  Thaln  der  MwawUn  voKattan,  vlbnnd  «in« 

.1 
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voB  oiBW  der  ia  (43.  o.)  und  (48.  b.)  ai^egebeiien  Fonnen  ans  etmem  Coordilia* 
teMjitfln  in  ein  mdam  Übergetragen  wird,  deswegen  werden  wir  zur.  Tenin&wtang  Mr 

Sdmibwdip    • ./  .  •    • '.  .    .      •.  •>'.  < 

Selsen,  wodnrdi  jene  GIcirhangon  sich  in  der  folgeoden  abgekOnlai  Weii*:iAnik6B  lkM|M} 

•^w  •  .  -    .  •*  '  >.   C«»>  M 

Die  Tlirile  DI  nnd  JV,  hpIcIio  ilfis  roiistanle  Glied  ia  Verbindung  mil  dem  Thrili;  drr  ersten 
Dimension  in  sich  fassen,  verwandeln  sich,  wie  wir  so  eben  geschon  haben,  bot  Jeder  Ucber^ 
tragung  der  Gleichung  aus  einen  PnrallelsTSteme  in  ein  tndevet,  dss  oril  dem  nrsprUngiiehen 
die  Spitze  A  geinoinsrhafllich  liul,  in  andere,  die  wir  mit  M,  und  N,  bezeichnen  werden,  wel- 
che dasselbe  conatimie  Glied  wie  die  M^mi  JV  in  sich  nuGneinnefl,  und  aasserdem  noch  den 
TheQ  der  erslen  Dinmisioii,  der  lediglick  mis  den  Tiidl»  m»  der  gleichen  Dimension  in  der 
gtgMhiar  OietAMV  dnroh  Üe  IM  dlnsr-VebeitaffHiiir  ^vm^kmmim  0<lsBiiliuBBn  mM- 
ten  wird. 

• :  •  j 

,       200J  ^^  ir  (irnken  uns  jet7t  (lurrli  {]':<•  Spilzc  A  <!rs  aus  dni  Axeti  A\,  A  X',  AX"  g6- 

bildeten  ur:>pruugiiLhcu  LuurdinulLiiAj^lcais,  ufi  wclclicm  eiiiu  Fiiiclic  zwcilcr  Urduuog  dufci 
eine  Gleichnng  Ton  der  erslen  in  (45.  Ii.)  enthaltenen  Pom  gegeben  ist,  drei  neue  Axen 
AY,  AT,  A  Y"  ^jelefrl,  von  welrhen  die  A  Y"  mit  der  A  X"  znsaüimen  füllt,  so  werden  wir 
aus  der  gegebenen  Gleichung  die  herleiten  liünnen,  welche  dieselbe  FUchc  an  den  neuen  Axen  *■- 
in  seidefeo  Coordinitam  dsrfi^,^  wenn  wir  in  sia  flkr  x » i^,  Am  dii^  die  GMdmnge« 
(42.  a.)  gegebenen 'Werdie  .ebwels^  Tbnt  wir  diets,'so  «dislleii  wir  i 
die  folgende:         '  .  i     ■  < 

«"  y'"  +  («"  Ar  4- «'  a;' + «  Af  +  2  /?  a;  a:'+  2  a,  a;'  +  2  ^'  a,  j" 

+  («"  A'"  4-  tt  A"  +  ß  A'  -\-2^\'  A"-j-  2ß'A  A"+  2     A  A'j  y'  '     '  .-{<•.«-■  ..^ 

+  2Ca"A;'+/?A:  +  ^A,)y'y"4-2(«''A"-f  i9A'+^A)yy"    ^" '  ** 

+  2[«''A''a;'+«'A'a;+«aa.+/jcaa;4-a''a:)+/3'Caa;'+A'A0+/?'Xaa:+^^ 

Vo' Ai  disi'bedcntely  wss  MS-Jif  dnrdi  din  gIfelAh  SriksflMMon  hsvfotyAl^  WdHl  nMi  mn 
die  swni  uidieslinHnt  g«MielenM'Axai-AT/AT  M/dM 

«ad   '••         y..   (M.  fe.) 

wini,  so  verachwioden  ms  dt|l- (Heichui^  (46.  a.)  die  Glieder,  weiche  des  Predmcl  fsp  »rat 
Cooidinaten  in  sich  tragen  und  in  Folge  dessen  geht  diese  Gleicknng  Uber  in :  ., 

<r y"» + («"  AI" + <?  a;« + «  A? + a:  a;'+  2  ^  a.  a;- + 2  ß-A,  a;)  V      1   c««. 

+  («"  A"*  +  «' A"  +  «  A' +  2 ,9  A' A"+ 2    A  A"  4- 2 /?"  A  AO  f = 3f, . ) 

Ist  nun  a"  nicht  null,  so  lassen  sich  milteist  der  erslen  zwei  Gleichutu^en  (40.  b.)  die  Grös- 
sen A','  und  A"  in  A,  ,  A|'  und  A  ,  A'  ausdriloi^en,  und  setzt  man  die  so.  für  AI'  und  A"  er^ 


i: . 
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IM  A— lytiwht  ••■lelflfc  AM.!?, 

kaltenea  Aiudrttcke  ia  die  driUc  Bediogung  (46.  b.},  so  verwandelt  Mcb  diese  nach  einer  ieicb« 


Durch  die  gletclM  MMfitaribn  v«nnmMii  rieh  üb  CoeOiiariM  tm  y  mä  f  In 
CM.  c.)  Ii: 


i[(«V'-/J0A.''  +  (««''--iS'0A?  +  2(^V-/J/J')A.A;]j'* 

01 

C4M.  +^[c«^«^-^A'*+(««"-r)A*+s(r«"~^mA']i*sM . 

Die  mfl  dea  CoefBziorten  der  gegebenen  Gleiehiiiig  raf  die  Art  gMktm  Ausdrücke,  wie 

CS  dif  ncbrn  den  Projeclions2ahlen  siehenden  Pactoren  in  den  Gfeichnngen  (46.  d.  und  e.) 
sind,  liomaien  von  jetzt  an  vielfach  zum  Vorschein ;  daher  werden  wir  zur  AbkUnong 

vd 

ir^-^^s=r.  fr^-ßr=i'f  pa^pr^i 

falMa,  MBd  ebm  fo  nl«  fei  Bonif  nTdi«  «waito  GMcIm«  (49.  b.),  di«  ns  Bweii  CntSHf 
M«  dNdkh  gMelen  Ausdr«ck« 

C«.».)  md 


Zwischen  den  Ii«  tdfnflIliftM,  ras  den  CoefflaegteB  dar  gf  nbiai  CfciciBng  rasanunea- 
geselzten  Ausdrücken  finden  Beaehni^en  statt,  von  denen  wir  die  vonttgikhatea  gleich  hior 
nseigen  wollen.  Seiet  man  an  die  Stelie  von  x,  x  und  l"  das  was  diese  Buchstaben  den 
GMdHmoi  (47.     nr  Folge  n  bedntaB  liilaii,  m»  ladet  im  lurikfcit,  diM 

ist,  oder,  wem  «fr  di 


in,  md  iiT  dMw  Weiie  M<gt  t$  rieh,  dHi 
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Mi  NU  ■■■  «hker  war  Abkürzung : 

a  «•«"— tf /P  —  «' /T — a"  ^"  +  2  Ä  jir  jTc 
b»M:  ]   ,i*  CM«) 


mf  die  gleiche  Weise  findet  mui  aber  auch ,  iass 

ill,  «wn  SV  AbUtau«  >  

ftMlit  wild  Xebm  dfeten  RdrifooM,  niriite  dn  in  ([47.  b.  md  b.)  beieiehidwi 
«kOcken  und  den  Coeflkienten  d«  anpi1ii|^  gffelMna  Gldcknur  «oBn  wir  «n*  Mcb  die 
Follgeildea  merken.   Es  ist : 

WM  WMHl  M  iits 

wi  V   c*«*  t»y 

wie  man  sogleich  gewahr  wird,  WOB  nin  in  diese  letztem  Gleichungen  flir  x,  x',  n"  und  A, 
X\  X"  nach  Anleitung  der  Gleidmifea  (47.      oder  Pix      0',  &'  und  MMh  AaM- 

tuog  der  Glekhungen  (47.  b.)  das  efauetct,  was  i&eM  Zddiea  vormtellen  iMben: 

lo  Folge  der  in  (47.  a.}  eingeTdhrten  Beteichnungen,  la:>st  sich  die  Bedingung  (46.  d.} 
eo  wdMümt 

xA'A:  +  »'AA,  +  r  (A  A;  +  A' A,3  =  0,  CMiM») 
und  die  Glckliuag  (46.  e.}  naMBt  ie  Folge  derseUtea  BeseichBangen  die  nachateheade 


Der  Gang  durch  den  wir  zu  den  Gleichungen  (48.  g.  und  b.)  gekommen  sind,  stützt  sich 
auf  die  Vonutacetning,  da»  a"  nickt  onll  iat;  jedoch  seUtsl  wenn  a"=:0  wire,  aber  nickt 
nf^Bich  MMh  «'=0  üd  «sO,  m»  kflule  aiii  ftuner'  Mch  wf  dto  gMeke  Webe  se  Iha- 
liehen  Gleichungen  gelangen,  wenn  man  aMMI  der  Axcn  AY"  und  A  X"  die  AY'  und  .\  X'  ^. 
oder  die  AY  und  AX  in  einander  liegen  Hewe  md  übrigens  ganz  ebenso  verHlkre,  wobei 
ann  n  Resallalen  gelangt,  die  imb  Mf  im  vorigen  mnätebar  dwdi  ehe  weebselseiliie 
Vertauschong  der  dritten  oder  zweiten  Art  BBtirtmen  kann,  wenn  inaa  diese  Uber  alle  Accenle 
Bod  Indexe  nicht  blos  der  Coordinaten  und  ProjectionszaUen  sondern  auch  der  Coeffizientea, 
welche  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkonunen,  und  Ihrer  in  (47.  «.}  gegebenen  Zusammen- 
lebrangen  sich  erstrecken  lässL  Nur  wenn  glekiizeitig  «"=0,  «^=0,  «=0  ist,  kann  imb 
auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  nicht  tu  demseONB  JSiele  fdmWi  im  dlMOB  Fnlle 
wandeln  sich  nämlich  die  Bedingungen  (46.  b.^  in :  ' 

/SA;-f/9'A.=0,  /8A'+/rA=t:0  ,  ^'(AA,-i- AA0=O  ,  ..."  («•••.) 
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und  diese  drei  tilcidiungen  können  nur  dann  glcicbzeilig  mit  oiaander  bcftahen,  wean  auch 
iMch  riner  der  Coeflixienien  ft,  ff  mit  ist  Iqdenwn  aiekt  >^n  hald  dB,  dm  mm  mrf 
.  -  •  dMlu  clwas  abgriirKit  rli  II  Wv^ic  itiiinor  wieder  zu  einer  Gleirlmng  von  der  Form  (|48.  b.) 
fdmgen  kann;  denn  geht  laaii  in  dorn  FaUe  wo  jede  von  den  Grösaea  .«,  a',  a"  null  isl, 
bet  der  Vildnnir  der  Gleidiun!;  (46.  a.)  nicht  dRrauT  aus ,  dass  die  Coe||xicnlcn  derjenigen  ihr 
rer  (üi  1  :  welche  ein  Produd  von  zwei  Coordinatcn  in  sich  cnthiillen,  null  werden,  aoadem 
Mns  dMi.ml  ,  (luss,  einer  der  CoeiBzicnten  von  y"  odcr'y  Glicht  null  wird,  welrhes  immer  anf 
f>l  >  unzHhIig  viele  Arten  geschebea  kann,  und  wobei  sogar  noch  die  Axen  AY'  und  AX'  oder  die 
AT  und  AX  in  dinaader  Uegen  Ucibcn  künnon,  so  ist  es  dann  moelieh  von  diesem  zweiten 
Coordinatensystemc  ans,  auf  dem  vorigen  Wi-^rp,  weil  in  der  an  ihm  «jeltüdelen  Glriehune  nicht 
alle  CuefTiziunlcn  derjenigen  Glieder,  welche  die  Quadrate  der  Cuurdinatcn  in  sich  tragen, 
glekhxeilig  null  aiiidf  so  einen  drfiten  Coovdinalenfyslenie  id  gelangen,  aa  wdehem  eine  Glof« 

chun;^  von  der  in  (4H.  b.)  aneezeis^len  Fonn  entslelit,  sn  duss  miin  s■^<^vn  kann,  es  sei  siels 
möglich  jede  Gleichung  von  der  ersten  in  (45.  k}  eiilhaltcneu  Furm  in  eine  andere  auf  ein 
■eiiet'CoofdiD^eMystem  rieh  bexiiAoiide  mit  ichiefen  Coordinaien  HbomilUivn,  nii  wcUMsr 
die  Glieder  venAiwiinden  find,  wdche  die  PMdode'  von  twei  CoonÜnnten  in  sich  «ofaduien,. 


f  I  .et «        201)  Wollen  wir  aber  aas  der  ersten  CSeichnng  (45.  b.)  eine  andere  in  senkrechtea 

Coordinaten  ableitet  wA  dabei  die  fii>f>3ai  des  nenen  Coordinatensyslems  mit  der 

.GramiuKc  AX'  zusammen  fallen  lassen,  so  müssen  wir  in  die  gegebene  Gieiehnns^  für  x,  x\ 
j("  ihre  aus  den  Glotcbungea  (42.  b.)  entnommenen  Werlbc  einsetzen,  wodureli  mau  zu  der 
verlangten  Gteichaiy  biagefiUurt  wird ;  man  kann  indessen  zu  dieser  Gleichung  noch  ciitTaci^ 

auf  die  folirenile  Weise  jrelanofen.  Da  nHinlich  die  Gleiehun^en  (42.  b.)  nus  denen  (12.  a.) 
hervnrt;ehen ,   wenn  nüm  in  diesen  das  Grundzeichen  A  mit  dem  f.-/>  verliiii.schl ,  ohne  an 

v     v'  v" 

lu*  den  Al'zi'irlien  iry^end   eine  Aendrnintr  vDr/.iiiK hnion ,   und  >{1''H''»>'-'''I'R   2)'  3)"  X"  ^" 

Stelle  von  y ,  y',  y"  setzt,  so  muss  man  durah  dasselbe  Mittel  «us  der  QeiciMWg  (46.  n.)  die 
jetzt  verlangte  fiadea.  Dem  aar  Folge  wird  diese : 

■vfo  Mt  auf  gleiche  Weise  aus  dem  vori^i  n  3/,  sich  herholen  lüsst!   In  dieser  Gleichung  ver- 
schwinden wieder  die  Glieder,  welche  das  Product  von  swet  Coordinaten  In  sich  tragen,  weon 
I.'.      ;         die  noch  uobestiotuM  fdriiabata^n  ne«ed:fohrMM>sci  wäMt,  disi.-^  '  '* 
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430, 


'  -  «"        + «'  (^)    + + i5"  ö-^)  (^:) + {A')  i^,)-) = 0 ! ' 

wird.  Sind  dieie  fiediaguvgen  «rlUitt,  M>^ymaiid«lt  äch 

[«"       +  «■  (^)'  +  ö  {-^'  +  2  (^)  {.rj  +  2        (^')  +  2  ß-'  {.4)  (^j]  1-,  =  .V, .  ^ 

Igt  nnn  winder  et"  nichl  null,  so  lassen  sirli  die  Ofüss«fi  i^,'}  und  (./')  iniltt'lst  der  hf^idon 
eroleii  itlcickungen  (49.  b.}  in  (jä,)  uad  (^')  und. in  uad  (^')  ausdiUckm  ftoU  seUt  man 
«MO  AiHdrIkke  in  die  dritte  BwKiiguif  (40.  bi)  m  wj*  dTe  GleichiHf  (49.  H( 
verwiodeln  sich  diese  in  nitre,  wcirhc  sich  mis  den  Cloirhungcn  (46.  d.)  und  (4fi.  e  ")  dnrrh 
dio  dun  angezeigte  V«rl«Mehung  herholen  hissen,  und  unter  Zuziehung  /tler  in  ^47.  a.}  auf- 
gvMrtaa  Baeichinngn  di  driRe  Bcdingong  (49.  b.)  geben    («<:.<> 

do  iiie  die  'ClldebHg'C4».      iBnwdiAdli  liri     '  ^  '  ' 


welche  GMcMoilgeD  sanimtlich  aus  denen  der  torigcn  Mumuter  dorch  die  angne^le  Verlaa- 
Mlniqr  «riMHf  pt  wcrdan  kanoen.  ' 

Auch  gilt  bier  wieder  alles  am  Ende  der  TOrigen  Nummer  GosHjjte.  Sind  nifmlich  die 
CoefFizicnlen  a ,  a',  u"  nichl  alle  drei  ^Ieichzeilr(^  null ,  so  sind  die  Gleichungen  (."VO.  a.)  und  '  '  •  > 
(äi).  it.)  aMs  nvglidi  entweder  ganz  so  wi«  sie  duälcltcn,  oder  wie  mm  sie  ündet,  iii«did«iD 
B*n  in  ihnen  eine  Vertnisobang  der  dritten  oder  sweMen  Iii  vefgenonnmiibnUfWib^  lildi 
über  alle  Indexe  und  Accenti-  zu  orslrrrkcn  hat ;  und  sind  auch  die  drei  Grössen  «  ,  a\  a" 
gleiehseitig  null,  so  kann  man  doch  noch  zo  einer  Gkicbung  von  der  in  (^0.  b.}  ^ihaltenen  t  v  ) 
Form,  Hl  weleber  die  Gfieder  Mlen,  die  du  Prodnd  ven  sw«i  CoerdlMlai  In  cieb  nhehnMii, 
gelan^iTi.  wetin  man  imincr  ntif  dem  cltiL-hcn  Wope  xuvürdersl  nnr  eine  dhidlunp^  sich  ver- 
dchafil»  in  der  nicht  alle  Glieder  rnlilcn,  dir  das  Quadrat  Yon  einer  CoM<dbHle"in  aiob  auflieli" 
tan,  an  der  ihA  dam  die  verlangte  sogleidi  Indner  Mf  deäwfce»  Wege  twthrtm  IHA  • 

90S)  Wm  in  den  beiden  ▼engen  NnmnMni  von  der  enten  Criejelning  (4S».'b.)  erwiesen 

wordon  ist,  liisst  sich  in  ähnlicher  Wi-ise  auch  von  der  zweiten  GleiobOKf«  (4ö.  b  ]  darthun. 
Soli  diese  niimlieh  in  «ine  andere  mit  schieren  Coordinalon  .fibergeltlbrt.ippden  an  einem  n&am 
Systeac,  dM«n  Aie  AT^  bi  dv  ursprüngiicbea  Petame  JkXT  ÜBf  an  .Ueibt,  so  anui  man 
in  die  gegebene  Gleichung  Tur  n,  «l',.n"  ibre  darah  tlir  flliirVangW  (1*  O  fCfebencn  Werthe 
weil  aber  diese  Glekhuagen  aoc  denen  (42.  a.}  hervorgehen,  wenn  man  in  letztem 
I  an  den  Abzetcben  irgend  eine  Verftndening  vorziuwbmen»  x  und  A  mit  n  and  C  vertauscht 
CTt"  Hir  y  setzt,  weil  Teraer  die  zweite  GleidlHg  (45.  aus  der  ersten  hervorgeht, 
man  die  Grundzeichen  «,  jj,  x  mit  denen  ^,  <,  o  omtouschl  und  zugleich  A,  die 
.von  M  seUl,  so  wird  steh  daji  Aesatlai  der  hier  vonuaebm^odea  SitbstitWt«on  aus  der  Giei-r 
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chung  (46.  tu)  dadurch  herboien  lassen,  dass  mm  die  Gmndzeicliea  A,  x,  «,  ß  beiOglick 
'  iti  denen  C,  u,     «  TjBrtNMl«  aal  ntgleiiA  Qp  f  an  «e  Stalte  ▼on  y  and  JV;  a«  ito- 
Stele  Ton  M,  seilt  AaT  dUae  Art  eifiebt  lieh  eÜ  aeua  GMoImhv  die  Mf«de: 

1  r(irj«+(r(r+d'<?+ac?+««<xcr+Ä*'c;cr+»/'ccot' 

j +  2(5';  (3"  CH-tC +*'€,)  y'y"+2<s;'(rc"+«C'+f'Oyy" 

r  +  2 [rcxr+5'Cx:+3(:r,+«(rT;'+r  ( ;) +«XCc;'+CTO+eXCc:+ <  x,^ I y y'~ .v. , 

wo  JV,  siiis  dem  in  (46.  a.)  cnlhaltenen  M,  durch  die  gleiche  Verteiischang  henroigelit,  aeiiB 
man  auch  noch  f ,  ^,  ^'  an  die  Stelle  der  in  Jtf,  inftiatandeii  r  ,  /'  seist,  aad  HM  MM' 
In  dieiir  Gtaickaaf  C'l.  a.)  wieder 

and 

^rc"cr+3'C'c;+«cc.+«'(cc;+c'c,)=o 

werden,  damit  die  Glieder  verschwinden,  welche  das  Product  von  Sirei  Coi^diailen  ia  iidl 

tragen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (51.  a.)  in: 

j3''6;'Y''  +  Cd''c;''+3'C+ac?+2«c:c;'+2e'c,c;'+2«''C,C0i» 
j  +(;r<r'+«'c-+*c'+»«cc''+a^cc''+8*'C(r)j'=Ä. 

tat  aan  aiehl  nnil,  m  kann  nun  ans  den  xwei  «raten  BediagoJigea  (51.  b.)  die  Werthe 
r;'  lind  C  "  darstellen,  und  durch  sie  verwandeit  itdl  cntlidl  die  dliUe  vBedinfn^  <[S1.  Ik)  BUt 

Zuziehung  der  Bezeichnungen  (47.  b.)  in : 

(«f.«.)  öC'c;  +  «j'cc.  +  t'(cc'  +  cc)=o.,     ,  ■ 


•»dann  nimmt  die  Gleidiung  (51.  c.)  in  Folge  derselben 

die  anchaleliende  Gestalt  na:  ■  • 


Cft«.  ».)  (S'^y  'H-  ^  (ff     +  c  C?  +  2 r"  C,  C;)  y"  +  1  o'  C  +  2 r" C  C)  y' =iV.  , 

welche  Resultate  sieh  sümiBllicb.aiu  den  in  Nr.  2UU.  erhaltenen  durch  die  vorbin  ai^ezcigto 
Uadauschong  unariUcBNur  enlBelaMi  kssea,  wenn  maa  beaiktet,  das«  dufdi  diese  .Umtauschung 
sogleich  iiuch  die  der  Grundzeichen  ^  aad  iL  pit  denea  «  aad  v  bewidtl  wkd,  den  BeneiclH 
(47.  a.  und  b.3  gemflsa. 


Wir  .sind  zu  den  ^  o^stchenden  Resultaten  unter  der  Vorniisselzuiiif  trclangt,  daSs  5"  nicht 
null  ist;  wäre  aber  auch  d''=0,  jedoch  nicht  auch  d'=0  und  zugleich  JorO,  so  k(>nnte 
«an  innner  noch  an  eher  CHeichang  von  der  Fenn  (St.  b.).  In  welcher  die  CHieder  IMrieiv  weiche 
das  Product  von  twel  Ceordinaten  in  sich  aufnehmen,  i,'r!iin^i  n,  nur  inUsste  man  die  Axe  .\  Y' 
oder  AY  vom  nenen  Systeme  in  der  nrsprUngltcben  Grundaxe  AS'  oder  A£  liegen  lassen, 
wodurch  man  za  Rcsnilaten  geAlhrt  aM,  die  sldi  aas  den  ehen  uhaHenea  Aircfe  ciaa  dbar 
tffff^pflw**  Aceeale  aad  Il^xe  sich  eiflieciiende  Vertauschung  der  dritten  oder  twsllaa 
unmittelbar  entnehmen  lassen,  welche  man  nicht  blos  in  Bezug  auf  die  ProjectiOBSXaWeB  aad 
Coordinalen,  sondern  auch  in  Bezug  aof  die  CoelGxienlea  der  gegebenen  Glüdbnag  and  iMt 
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in  (47t  k}  an^ezet^n  ^oMnunenseUangca  venuaehown  iwl.  lodc<ii»«n  «acti.  w«nn  die  «irei 

Ton  der  Form  (52.  b.)  g^clanßpn,  wenn  mnn  von  vorne  hrrrin  nirbl  darauf  «usfifoht,  die  GKeder 

in  der  Gleichnng  (51.«.^,  welche  das  Ffodyct  von  zwei  CuordinuU^u  in  sich  tragen,  zum  ver-    ^  ^ 

tdMnden  n  brinfeB,  Miideni  Mm  «hmir,  «iiiMi  der  CoefÜsimteii,  wddie  M  den  OwNlnilm 

vnn  rin^^r  rnnriünale  slehon,  nirht  null  w^rrirn  zu  Ins-son,  wrlc-hcs  sirts  auf  uncndltrh  viclf 
Arten  geschehen  kann,  und  wobei  man  sogar  zwei  Axcn  des  neuen  Systems  auf  zwei  Polar- 


utfk  j^^s  .psprünglichen  Systems  Megtkt  hum  kna;  .dem  hat       ti^  end  ciM         ..^  .  ^ 
«iHng  Terscbain,  so  kann  man  dann  immer  flvT  ien  Tor^ca'Weg«  MS  ftir  da«  andev  'voa'  '  "  *" 

itr  ia  (52.  b.)  enthaltenen  Form  ableiten. 

203}  Wollte  man  endlich  aus  der  zweiten  Gleichung  (45.  b.)  eine  andere  in  senkrechten 
Cüürdinalt'n  herholen,  und  soll  die  FülHra.\e  Ag)"  des  in-uen  Sysleuis ,  an  welchem  diese 
Gleiihuti|^  sich  bihlel,  in  der  ursprünglichen  Pulnrsive  A  J"  lieifen  Mi  IIk  ii,  so  hillle  man  in 
die  gegebene  Gleichung  Für  u,  u',  u"  ihre  in  den  Gleichungen  (42.  d._)  angezeiglen  Werthe 
eB;,weI  aber  die  ÜMmH  gounnlen  GleidraBjg;en  ana  dcnea  (jtfl  es.)  lMrvoi|^liei^ 
la.  dme  tat  dsa  AUekken  eine  Verändunaur.  vonaaehnaa,  iu  CSraadbeicbeB  C  mif 
'  '  v'    V"  .  • 

sich  das  Resultut  di  r  hier  \  nrziniehmendcn  Sulistiluh'nn  aus  der  Gleichung  (51.  a.}  unmßlellNir 
facrbolen.  lassen,  wenn  num  in  dieser  das  Gniiidzeiclien  f  mit  dem  If)  vertausch!  und  »HrieicK 

|Hy«Bf  ^  aa  dia  fiteUe  voa  y.,  y^  y"  aetat.  So  findet  bimi: 

I  -  !T*  •!  .  •  .  •«  .  .  ■.        t  Hill   Hn  .Uf?. 

'+2[d"(r'j(ir)-i-d'(r)(r;)+a(r)(/;)+*ar)(r:')+(/-)(/Tö 
+*'C(r)(i7)+(nTO+«*C(n(j;)+(r)(ro)]^=:jf....,  ni.ti.«o«oj 

in»  dw  j0b%e  iv;  Mt'deai  Vaj^m  jTi  daieh  die  gTetdie'IMMMdnuv  Nnwgdit,  Setart  aiaa 

Bi  diaier  GleiehuuL'^  wieder,  um  die  GBadar,  wakhe  dia  Pradaet  ««■  sani  Ceardiaalee- habaa,  |.«  ^£1 

am  Verschwinden  zu  bnagcn      .  *  , 

.     .r(r;  +*r:)+«;(ro=o,  r(n+e(r)+*'(D=o  i 
Ci.  *--r(n(/^')+«^(n(r:)+^<r)(r.)+e''(ir)vr)+(r)(r.j)=o,y    ••  . 

•0  Teiwaaddt  eidk-dfo  «Kfcliai^  (^  a)  '  ^'  •        :  ' 

+C^''(/^T  +  «'('T)'  +  «(il)'+2*(/'.)(r,0+2«'(r.)(O^ 

+(«"(r/*+f(rj'+*(rj'+äif(jq(i7f2^f^^^  \ 
L  ....     ^. ......... .. 
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bl  MM  r  M  Ml,  M  Im  mm  4m  mmI  «rrt«  Bitfiwgwi  (58.  k)  «tf  WM 

M  (IT)  «d  <rO  4mtenen,  dareh  welch«  iicfa  erHUA  «e  *Ma  Mtag««  (M, 

ZolMiqg  dar  iMeichnunpen  (47.  b.)  verwandek  ia 

(M.*.)  ö[r)in)  +  ,i'ir){r,)  +  r"C(r){r)  +  (r)(r\-)~o,'' 

sodann  nipual  die  Gleichung  (53.  in  Fojgc  derselben  SubcUbiUoncn  und  derttelben  Bezeich- 
nufw  die  MdiftdMtda  Ponn  w  • 

wekke  Resultale  sich  sSmiiiUich  unuilteibar  «us  den  in  der  yorigea  Nummer  erhaltenen  dnrcb 
die  angeieigte  Vertnudnuif  enladuMn  tastea. 

Ist  iT"=0  so  Ihsscii  sirli  aus  den  vorstehenden  Fonncin  durch  eine  Vcrtauschung  der 
dritten  oder  zweiten  Art  in  der  Weise,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer  angegeben  worden 
die  erinhen,  wel^  wieder  in  einer  Gletdiung  von  der  in  (54.  b.}  steimiden' Form  fltlireii, 
vorausgesetzt,  dass  nicht  zu  gleidier  Zeit  ^'=0  und  #sO  nd  Bdbst  wenn  die  drei 
Coeffizientea  i,  ^,  di'  gieiehseilig  null  wiren,  kann  man  dort  nmm  mu  der  GMchnag 
(S3.  «.},  wenn  nan  von  ihr  nidrt  veriai^,  dass  die  Glieder,  welche  das  Prodoct  von  zwei 
Coordinalen  ia  sidl  enfnehmen,  verschwinden,  eine  andere  herleiten,  in  welcher  einer  dw 
Coeffirionl»ni ,  welche  bei  den  Oi'-K'raten  der  Cüordinaten  stchnn,  nirhl  null  wird,  welches  auf 
anzählich  viele  Arten  geschehen  kann,  seBtst  wenn  nuui  z^ei  der  Polaraxen  vom  neuen 
Syiteme  ndl  zwei  Fobrnmi  des  mtfitufiiiim  Syilea*  umnnaafidln  ttfit,  and  mt  Sefcr 
Gleichung  Uasl  sich  dann  ohne  weiteres  Hindemiss  aur  die  in  dieser  JfpMIfr  b^flchclelraM 
9ine  Gieichnng  von  der  in  (34.  b.)  angegebenen  Form  herleiten. 

^  a04)  Wir  sind  so  durch  die  Betrachtungen,  der  vier  letzten  MnnHnem  tu  der  üebeneu- 
fong  gelangt,  dm  fidi  jede  der  beiden  in  (45.  lt.)  anfgeiteUlM  Gleichungen,  wie  noch  ihn 
'  .  \  Coeflizivnten  beschaffen  sein  oKigen ,  immer  in  eine  andere  sowohl  mit  schieren  wie  mit  senk- 
rechten Coordimlen  ibeiführen  lässt,  in  der  alle  Glieder  fehlen,  welche  das  Product  von  zwei 
Coordnlen  ta  tUk  Mihekaiea,  e«  dasi  wir  tn  den  wetteren  Unlemichnngen  die  Gleichung 
dner  Fltichc  der  zweltaa  OcdMOf  Ziels  ils  in  einer  der  zwei  ictalehenden  PonnM  gcfcbM 
««fwsselsen  dOrfen : 

(M.  a.)    l  oder 

( j.  u'  +  y,  u" + K'n"* = 2  u + 2  u'+  2  r;u"+ . 

,  ,     .      In  diesen  Gleichungen  stellen  die  Grössen  a, ,  a',^  a'i  jene  Wertho  vor,  welche  die  bei  y% 
'i*%'f*  sldiMMlen  Ceslliiwlen  hi  den  Gleichnagtn  (4a  h.)  «der  ta  den  CUeidiQngen  (58.  b.) 

angenommen  haben,  ersleres  oder  letzleres  je  nachdem  die  ursprünglich  gegebene  GleichM|f 
von  der  ersten  oder  zweiten  in  (45.  b.}  enthaltenen  Form  war;  es  ist  sonach 

IM.»^     «,s=(«A'«+»'A*+arAAOy^ ,  «6=(»a;*+«a;+2A''a.aOjJ,  , 

tnnn  die  wifil^iiBiilki  flliirlwn  in  sclMiM  fSBrüniliwi  gcgdmi  wer,  wl 

I 


Digitized  by  Google 


fr*  1«  H».  SM.  Knta««  FUdiM  ■MMar  MRODf.  44t 

woM  dk  «pritaiglfche  GUkkmg  U  tiluaell«  CooHtotoB  f«r«b«f  wv.  Bb»  iw  ileteft 

die  GfftsseB  5,,  f,,  y,'  jene  Werthe  vor,  welche  die  bei  v',  v",       giehmden  Coeffizicnten 

bl  den  Gleichiiiigen  (50.  b.}  oder  (54.  b.^  uigeBOonten  haben,  eraleree  wenn  die  urspräng-  «  ■  ^  .-^ 

IAb  GWdHif  Ii  fctie|iM|.  lellllM  Wtm  ift  ■  MiAiMldM  CowüMtan  gegeben  war;  et 

ilt  «obmIi 


wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  in  senlu-ecMcn  Coordinatcn  gegeben  war.  Dabei  rcprüsen- 
liren  2y, ,  2/,,  2/,'  die  aus  3/,  oder  IV,  in  den  Gli-iihungcn  (48.  b.)  oder  (52.  b.),  2,, , 
^jCtt  ^\         -^i  üi  dqn  Glokhungcn  (50.  b.}  oder  (54.  b.^  herzuholenden 

^iofllliienlM  tM  y,  «der  v,  y^  Vt  wd  imm  biA  die«e  Cocfllsienlen  m*  jM^,  JM;  oder 
■U  JV, ,  JV,  hemiholen,  je  nachdem  die  ursprüngliche  Gleichung  in  schiefen  odi^r  in  senkrech- 
ten Cowrdinaten  gegeben  war;  ^  oder  in  den  Gleichoiyca  (55.  a.J  hingegen  bezeichnen 
dik  h'denMlbea  TKdlat,  wenu  eMfe  CMÜsieitMi  gwMMuneit  wordMl  liad,  olhalleiMB  «en- 
ahnten  Glieder.  Da  schon  in  den  Nrn.  201.,  202.  und  203.  angezeigt  worden  ist,  wie  sirh  die 
Aufdrucke  iU«,  N,  und  jV,  aus  dem  M,  durch  Mose  VerUwucbai^  erhalten  lassen,  lo  haben 
wir  klM^dfeiei  taWn  ntaaodi«,  m  ifei  JMcn  Falte,  wo  m-  gewinnt  irfcd,  die  .604II- 
sientM  der  Gleichngen  (55.  a.)  afs  denen  der  ursprünglichen  CMthng  oln»  äl»  HUhe  cnt» 
■eknea  xn  kSnnen.  Bs  geiht  aber  M,  aus  dem  Theile  M  oder 

^  +  2  y  .X  +  2  yx'+  2  Z'x" 

der  ersten  Gleichung  (45.  h.)  H;i(lur()i  hervor ,  dass  man  in  ihtn  Air  x ,  x',  x"  Jkra  dnrch  die 
Gleichungen  (42.  a.}  gegebenen  Werthe  einsetzt,  wodurch  man  erhalt: 

M,=2i\y+ Ay+  A'V")  y  +  2  (A.  y + a;  /+  Kr")  y-f  2  /'y"+ , 

und  aus  diesen  Awdmdi  ergidit  sich  4urch  die  ii^  1fr.  201.  beschriebene  VeriausclHiag : 

*  I  •  m  • 

Unat  dnrch  die  in  Nr.        beachriebeae  Vertanadmag: 

\  ['.\N,=:2iCi-\-i:,:+  c y + 2 (c. c + c; r+  er y'+  c 's;- );"+ » ;   ;  . ; . 

«■üdi  liafeft  dfeaer  letale  Anadmcfc  dordi  dla  in  Nr.  X$.  angezeigte  Vertnaoinuig :     •  ) 


Digitized  by  Google 


Uenu  ^wn  Ondet  man : 
CM.  &)  i  5  oder 

ry.=ri;+c'r+c"r,"        + c;r+ er r,  yi'^rcfr  und  f/.=v, 

je  Mciulem  die  unprUngiiche  Gleichung  in  schiefep  oder  in  senitrecbteii  Coordinatco  gegeben 
ww,  vd  «bcn  to  Met  MM  ta  dm  daan  oder  mdani  Ftfteiv.'  .  y'      •  .. 


Wenn  man  in  diese  Ausdrücke  für  A",  Aj';  C",  C;'  ;  (^'),  (v/l');  (O»  (rT)  Ihre  Mi  dÄ 
zwei  ersten  Gleichungen  (46.  b.),  (49.  b.),  b.)  (53.  b.)  enlaondeicii'WHtte  iikadait 
w  naliMn  die  (M^     ^  f<%eiule  Förm  ae: 


ry.=  («"£-•' r}c+(rr-*ncf.  d'y.=(rc~-^nc,+(i"{--«r)c;,. 

die       fO  lib««gw  «diM  Ob»  in 

,  ^c«^y-/r/ou)+c«'y-/>n(^  s^Kr- 1^>0 (-^) f(ff-m^ , 

>  .    «"2)  *  .  .  »'^ 

oder 

'  C'  '  '     '  ' 

ü=  ^ft»  und  »'.=  »'. 

und  ea  milssen  bei  den  einen  sowohl  win  bei  den  andern  die  zuerst  oder  die  zuletzt  ircp'obe- 
genommen  werden,  je  nachdem  die  arq>rüngliche  Gleichung  in  schiefen  oder  seokrecblen 


Digitized  by  Google 


«'>-/r/'=f',  «'y-^/'=f  sowie  <r'£-,'r=8',  rr~,r=g,  cm.m 

•0  lusen  sich  die  ersten  zwei  Reiben  der  vorstctwoden  Gleichungen  lo  »dirciben: 

oder  \   Ch*  M- 

ry.=9'c+9C',  r/.=fl'c,+9r ,  y:=r«r  und  ^.=:v^  •«! 

Md  dte  leisten  zwei  Reihen  der  vorstehenden  Glcichungeo  ntitom  die  folgemte  Geilill  m:. 

205^  Wir  wollen  uns  noch  eine  nalicre  Auskunft  Uber  den  Umfang  und  Sinn  der  vorste- 
hend «ufgestelllea  neuen  Gleichungen  verschaffen  *  da  nan  bq  .einer  •qrgfaltüerea  PrUfiu||[ 
deridbeo  aaf  eWge  Mwierigkeitea  etHeiL  Fumk  wir  nmüdnl  die  h  Nr.  Wik  geftamtduM 


ErgebniM«  ins  Auge,! «nd  Jicdeaken  wir,  das«  swci  Axenrichlungen  AT'  und  AY  des 
neaen  Systems,  an  welchem  sich  die  Gleichung  von  der  Form  (48.  b.}  erzeugen  soll,  durch 
die  drei  Gleichungen  (46.  b.),  statt  deren  dritter  aoeh  die  (48.  a.)  geoonwien  werden  kann, 
näher  bestimmt  werden ,  wihrend  doch  zwei  Richtungen  nur  dßrch  vier  willkUhrliche  Grössen 
völlig  gegeben  werden,  so  sieht  man  oin,  dsss  man  Über  eine  der  in  der  Gleichung  (48.  b.) 
vorkommenden  Projectionsxahlen  oder  über  eine  Zusammensetzung  von  mehrera  deiteiben  noch  s  t 
mA  BflKelMB  TMAgM  kapp.  iBeiins  mm  4lifte  JewNul'dea  Setd^M  lieiMn  w«II«,  dw 
man  in  jonfr  ninirhunfi  niidi^Ist  dnr  norh  rüoksIHndigfn  willkuhrlichcn  Grösse  eines  der. 
^eder,  welcho  j  '  oder     als  Factor  in  sich  tragen,  oder  wobl  gar  beide  z|ig^ich  ve 

Uhm  s       diüs  JiideMM  dm  Unndämmt.  wli».  mM  dia  iolaiiiie'BelnahlBM,t 
«  4»  TtnaMbWi,- di»  widw  AssO  M«!»  A.890     • , 

j.=«,  j.=mr  »d  ^=n,  ^=n,  ,     ;  ^tm.m,y 

so  lisst  sich  die  dritte  B«dingwig  Ciß.  b.}  sta»  deren  wir  die  Gldahmg        a.)  aekaM  (•!  • 
woUen,  so  schreiben: 

nd  die  sa  7*  n«  )(•  «fUfffOi  CmOMm«  ia  #tr  CMokn«       M,.  «dir  dB«  fc  1k) 
a^giitriglwi  so: 

 «.=  C*m'*  +  «'.+n"n>'3  5^         ••.=  C*»''  +  *'.t .2 .,.  ,1 

Wir  werden  jetsl  ^etok  Coeffiztenten  eine  andere  Gestalt  geben,  Mem  wir  ans  ihnen  mitteilt 
der  Gleichung  (SflL'     ehe  dar  noch  .«beeUnuilen  GrSnaa  ■,*  öd  nf  «HiiiBiieB.  tm  ämm 

Ende  setzen  wir 

«r-fe-rf,  •      ■  •  •         .    ■  •  ••  CM«.) 
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'        «igiebt;  desshilb  können  wir  die  Gleichung        b.)  «inmal  90 

CM.».)  .WWW  xn'*  +  x'+2rn'— —  fxn'+r)^ 

fiadet,  und  ein  aadeiiBtl  können  wir  dieselbe  Glttichung  auch  so 

X  m'  (m  —      +  x'+  A"  (2  m'  -  ^)  =:  0 

CM.«.)  *  xm'*  +  x'+2A"m'=(xin-f  A")^ 

findet  MiUdst  der  Gleichungen  ^57.  b.  und      nun  nehmen  die  in        c.}  steheodea  Glei- 
'      '•     dnagM  di*  litlBMrie  Gmldl  n: 

und  da  sich  ans  den  swej  Gleichungen  (57.  b.)  and  (57.  c.)  die  zwei  GröSMa  und  n'  in 
4i  «tsdrUckcn  lasse«,  M  Iii  tBes  auf  die  efn»  iriOUttrilelie  (Bftttae  J  nrtckgelllMj  nm  er- 
tik  nünllcb  aus  den  genannten  Gleichungea : 

mi  ia  Fa%*  <Iiwm  gdi«  «fe  fllnmiy  OT.  d.)  Iter  in  s 

CM»       ■'..>•«   }   und  I   

"im  man  in  )>eiden  Ansdiüdun  entweder  nur  die  obem  oder  nur  die  oatem  Vorxeicheo  neh- 
■mn  dnf,  weil  nv  so  Ae  Oeicbung  (57.  «.)  te  Bllkllang  gehL  Dnit  4ie  ([^eMMlrtB  Gleichung 
reelle  Cocfßzienten  erhalle,  darf  die  Grttsse  unter  dem  Wuraebeioken  in  den  GleioInnBeB 
(57.  e.)  nicht  negativ  wefden;  man  lat  also  in  der  Wahl  der  wilUdthrUcshen  GrMse  ^  In  •» 
fem  beechrtittkt,  dass  *"  ' 

C»l.f.)  .  .    '  Jx'^-Cxx'-A-J^O  oder  ^^ii?Lf^zAZ3 

j  t  4.     genominpn  werden  MUf,  welche  Bediwgwg  aiels  cfWIt  ist,  waiiB  Kx'—i"^  noU  oder  eine 

negalive  ii^til  ist 

'  '  D«  die  IMingimg  (57.  f.}  siels  adtim'  tön'sdber  ertimi  M,  wwd  «i^— tt"*''  boI  oMr 
BBtüir  iat,  wd  da  naa  nok  des  Uihei^en  BigabalaBeB  IHr  J  jadea  raeUeii  Weirtlr  ndnea 

*  '    darf)  dar  nicht  ^x*J*  —  (xx' — A"*)  zu  einer  negativen  Zahl  werden '  lüiist ,  so  nimmt  es  in 

der  That  den  Anschein  an,  als  ob  man  in  solchen  Fällen,  wo  xx' — ^A"*  null  oder  nepntiv  ist, 
^=0  setzen  und  dadurch  die  beiden  CoelBzicnten  in  (57.  d.  oder  c.}  zum  Verschwinden 
brinfen  kOnrte.  Bedenkt  mm  indeaien,  data  die  drei  Azm  chiet  beCebigea  CowdinileiBy- 
•  ..^  stems  immer  auch  noch  die  Bedingung  eifUUen  mUssent  daae  sie  nicht  rlie  driM'  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen,  und  dass  die  im  ersten  AbsekBÜls  (2fr.  52.}  hierflir  an(j|mt«})tf  Be- 
dingung (99.3  ia  oam  jetziger Päto,  <FO'ih,sa,<ik&sO,  A?=l  iit,  Uch  verwaadell  'ms 
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AAI-A'A,$0  («••••} 
oder  in  Folge  der  19  (56.  a.}  unter  der  Voratusetzung,  dm  weder  A=0  nocb  A,=0  sei^ 

fo  aiMReugi  man  sieb  in  RttckMick  Mf  die  fllektong  (67.  aj,  dan  ana  aar  dua  auf  etn 
OlMliilMonsyslem  hinf^eralui  wird,  WMD  ■Ml  Mbl  BM;  Ml  km  ilM  tie  tedi  dfo 

Wahl  des  Coordinatemtystemt  selber  die  CoeHaeateo  ia  (57:  d.  oder  e.)  vemichtefl.  Dagegen 
Migen  die  fflelekMigen  (57.  e.},  dass  In  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Glei«&ung  der  Flüche 

xx'  X'" 

zweiler  Ordnung  von  der  betendem  Art  ist^  dau  — ssO  wird,  immer  der  eine  oder 

der  andere  von  jenen  zwei  CoefOzienteB  Terfcbwinden  müsse,  weil  in  den  angerührten  Clei- 
ekaqgen  in  jedem  bestiaHiiten  PnUe  eatmder  nur  die  obera  oder  nur  die  untero  Voaeicbea 

•«,^-A-*=0   oder   8  =  0  '  <Mb  k.) 

de«  Glektongen  (47.  c)  gemäsf,  weil  hier  «"  nicht  nuU  seiend  vonugeteM  worden  ist, 
und  beide  CoetBsienten  lidnnen  nur  in  dem  eioea  Falle  mit  etnaader  sagteich  verioraa  gebel^ 
wenn  ausser  dieser  Bedingung  auch  noch  die  aasO  «dHU'vMf  mm  im.ümtuUH  te  GMp 
dmag  (96.  h}  aMb  «ich  sieht,  dass  gieidaeitig 

x=o,  «'=0,  r=o  ,  ,  CM»»> 

odor  den  Beseichaungen  (47.  a.)  gemtfss 

tt'tt'-ß'  —  O,    ««"— jJ"  =  0,  ß'W—ßß-=0 

sein  müsse,  wie  sich  daraus  crgiebl,  dass  wenn  x=:0  ist  aus  der  Bedingung  (58.  b.}  ^'==0 
i%t.  Ml  die  taUt^ß^  (H.     sä^t  im  mm  «sO  md  V'ssO  m,  mdid^O  ffia 

Sodann  mUsscn  wir,  um  nichts  zurüdc  sa  lassen,  nodi  den  AusnahnisfaD  in  Erwflgtmg 
sieben,  wo  aosero  bisberige  Voraustetsiing,  daas  weder  A  noch  Ai  null  sei,  nicbt  statt  haben 
tollte.  Kwlckst  an  bhkImb  wir  dimf  nftneikaa,  Am  la  fimlMhdl  *r  Badtagaag  (M.a.) 
aie  A  aad  A,  sugleich  null  sein  können,  daas  abo  iii  eineni  bestimmten  Falle  hikhstcns  nur 
4iaB  WM  dieten  beiden  GrMsca  als  verschwundea  fick  dealten  lisst;  nehmen  wir  aber  aOi  daas 
AesO  Mi,  sa  seigt  dte  Batt^uag  (58.  a.},  das«  *M  iritbt  au^  sngieidi  A'as^sqjlB  iBaM^ 
III WMiiill  shh  JM  *s  liiüiiü^  <<a  aO,  wana  AsO  m,  iat 

A'CaA;-f-rAO=s0  i 
'  «der,  «ea       iklt  awil  A'sO  wfai  kann,  in : 

»Ai+ri.aBO,  CM»«*) 

.wonns  aiaa 

indeL    Durch  diese  Werth«  vaa-  A  aad  Ai  gtkm  die  CoeOiiieatea  von     i^nd  y"  in  dar 
Arichuag  (4a      «bar  üi  1:.  . 
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Aabiss  sjflit'ii  kann,  dass  einer  von  dicsort  zwfi  Coi'fTizirnli'n  vfrschwindrl,  da  ho\  ihm  keine 
$IK  beiden  Grössen  A'  und  •AiJnnli  «ein  kann;  aacb  dnw  der  aweile  Coe(B»>««l. aber  hh^I  de| 
CMto  mM  nMy  wem  ieii'^l'^ssO  «nd  «  iiUl  aiB  iilv  iriaF-mwer.*  Ptooftmi  Fulgeutifi 
lassen  sich  euch  ziehen,  wenn  A|^Q  aveirilB  Milte,  wie  schon  die  Symmetrie  der  Bedingung 
(Am.  a.3  und  der  in  (^48.  b.)  eaihakeaten  OoMUenlen  ia  fie^uf  .auf  die  (ariNuen  A.,»ßA,Jk 
nUnm,  n  ericenneo  giebt.  ' 

Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Bedingungen  (58.  b.  und  c.) 
von  dein  Umstendc,  welche  Axen  in  einender  Hegen  mebtssen  werden,  gsns  unabhingig  sind* 
Mbm  g«h(  bei  der  (58.  b.)  sckon  daraus  herror,  dass  sie  beziigUch  der  in  ihr  auAretendea 
Ooeflizit-nlen  vollkoaimen  symmetrisch  ist,  und  deswegen  immer  die  gleiche  bleibt,  auch  wenf 
man  hinsiriillirli  der  Aci  ente  i^ine  Vcrfyiuschung-  Hit  rlrilten  oder  zweiten  Art  voniimnil ;  die- 
selbe Symmetrie  lassl  sich  über  uuch  m  Betrcll'  der  iiedingungcu  {bü.  c.J  ervvoi^ien ,  ubüchon 
de  nfadd-  Mgleidi  in  die  Arngm  qnringL  ,  Sdireibt  man  iritaidM^  j«m  Bedii^[imgcn  ao : 

■nd  quadrirt  nn  die  dritte,  ao  kommt  .  0  . 

.  •#'st"'Ä^«<7  oder  .s(,<^-r.(r»=30.,,,:  •. ^, 

M,  da  sT"  nidil  mdt  aeiend*  vonoageaeW  wMdaa  lat;  wm  kam 
Iniion  an  die  StaOe  der  dritten  in  (56.  e.)  stehenden  aelit 

And'ttn  -iina'  wliüIndiM  Smnnulrie  islnfn  ^  ■  ,  ■ 

""'  Alles  uns  in  dieser  Jfnmmer  in  Bem;f  aof  die-in  ffr.  200.  entstandenen  Gleichungen  (ior- 
'geihan  worden  ist,  das  iMssl  sich  ganz  eben  M  nndh  von  den  in  Nr.  301.  eshalleaen  arwciaa% 
md  auA-  ^  im 'kr!  HOk  mUlt'ltr:  gebUdelentGieieinngra  geebrilea  SdrUt  «m  M1III  4m 
gleichen  Gang  und  fhhKa  rt'dSeasdben  ResultaleHrj-iMr  dass  nn  die  Stelle  der  Grundxeicb^ 
CK,  ß,  X,  X  die  S,  e,  a.  r  mit  unvoründerten  Abzeieben  zu  stehen  kommen;  denn  obgleich  die 
in  den  verschiedenen  dummem  aaltretenden  Projeclion$zahlen  sich  in  jedem  andern  Falle  immer 
auf  andere  Richtungen  beziehen,  so  hat  diess  dodi  auf  das  Ziel  der  Betrachltingen  nfcht  deä 
geringsten  Einlluss,  und  man  irelangt  onauffehalten  zu  dem  folgenden  Salze.  Wiewohl  in 
den  Coeffizicntcn  der  Gleichungen  (,48.  b._),  (5U.  b.},  (52.  b.}  und  (^54.  b.}  noch 
eine  gans  willkOhrliehe  GrSaae  siAriIck  bleibt,  wodurch  ea  mSglieh  wird,  nn- 
Tiilhlirh  viele  Coordinatensystcmc  anzuffeben,  welrtie  alle  zu  Gleichungen  vun 
derselben  Form  hinfahren,  so  ist  es  doch  nio  möglich,  diese  wsllktthriiche 
QrSsae  snr  Anffindnng  eines  Coordtanteasyalem«  si  :k^nMsAm  Jtk;  «nlbinife 


Digitized  by  Google 


f.  17.  Hr.  SM.  Kram»  ftUkm  Mrrfter  Ht&nang. 

eines  der  in  ikrem  Theile  der  sweiten  Dimension  «ngeseigien. Glieder  rer- 
■ehwlnde.  Dif  Verseliwindeii  toi  einoai  oder  sweien  der  i*  jend«  Gleieh««» 

gen  vorhandenen  Glieder  der  zweiten  Dimension  kann  nur  durch  die  Beson- 
derheit der  Coefnzienton  in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  zu  Stande 
kommen,  und  findet  dann  bei  allen  jenen  Gleiehangen  gleichmissig  statt,  wel-  ^ 
cbe  au«  den  möglichen  zulässigen  Werlhen  der  willktthrÜchen  Grusse  herror* 
gefirn  können.  Es  verschwindet  nämlich  eindS  dieser  Glieder  aar  daU-i  weiK 
in  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung 

8=0  CMwM 

Ist,  fallf  sie  TO«  der  erslea  im  (41^  b.)  eitlitlleaea  Art  ittt  eder  «eaa 

A=0  CM.».) 

ist,  falls  ste  vea  der  zweiten  In  (45.  b.)  cnthalteaeB  Art  ist,  hingegen  yerschwin« 
den  zwei  von  jeaea  Gliedera,  venn  ia  der  arsprAaglich  gegebeaea  Gleichaag 

gleichzeitig 

«n^-r«=o,  ««^-^so,  «r<r^jr=o  c«^«.) 

ist,  fallf  sie  von  der  ereten  in  (/U,  k}  enthaltenen  Art  Ut,- oder  wead  fletek- 
aeitig 

ist,  falls  sie  von  der  aweiten  in  (49.  h.)  enthaltenen  Art  ist.  Die  Bodingnagen 

(60.  b.  und  d.)  sind  aber  in  Bezug  auf  Gleichungen  mit  senkrechten  Coordina- 
ten  dieselben  wie  die  (60.  a.  and  c}  in  Betreff  der  Glcichnngen  mit  schiefen 
Ceordineten. 

5tHn  ilurf  inHessen  hier  nicbt  iibrrsrlmn,  dnsi  die  Hcrleitung  der  Bedingungen  (00.  a.  und  b.^ 
sich  darauf  stützte,  dass  wenigstens  einer  der  CoefGzientcn  »,  er"  oder  S't  ä"  nicht 
nnl  srf,  daher  nrfrd  flir  dea  Hl,  wo  diese  OseflliiaHtai  die  drei  ndl  siad,  noch  eine  beson- 
dere Untersuehang  aülhlg,  die  ni  der  folgsadan  Nnanaer  Teigenein— i  mrdan  ivfrd 

20()3  Es  hat  sich  von  Nr.  200.  bis  Nr.  203.  herausgestellt,  dass  die  dort  orbnlteiifn  Glri- 
chuogen  ans  den  urspriingliob  gegebenen  nur  dann  unmittelbar  eifaaUefl  werden  kuonen,  wenn 
nichl  gleichseitig  u ,  «"  oder  8^  S",  S"  naB  siad,  snglekh  ist  aber  lach  sehoa  dort  dmmf 
aufmerksam  gentnriit  worden,  wie  selbst  in  diesem  Falle  noch  eine  Gleichung  von  der  in  jenen 
Nummern  aufgestellten  Form  erhalten  werden  kann,  wenn  man  durch  das  dort  eingehaltene 
Verfahren  zunickst  nicht  darauf  ausgeht,  die  Glieder,  welche  das  Prodnct  von  zwei  Coordi- 
aatea  fai  sich  aufnehmen,  zum  Verschwinden  zu  bringen,  sondern  bk>s  darauf,  einen  der  Coefllci-  '  * 
rnlen,  welche  bei  den  Quadralen  der  Coordinaten  stehen,  nicht  null  werden  zu  lassen,  und  hier- 
auf erst  aus  der  so  erhaltenen  Gleichung  auf  dem  dort  beschriebenen  Wege  die  GUcdcr,  welche 
diBS  Prodaot  Ten  twei  CeordinaieB  sidi  aeAiehmea,  vei;pgt;  es  fragt  sich  dalMr  eh  aoeh  fai 
dsm  Felle,  wo  niiin  nur  mit  Beihilfe  eines  Ucbergangssystems  durch  ein  doppeltes  Ver- 
fiduan  SU  Gleichungen  von  der  in  jenen  Nunuaem  beabsickligten  Form  gelangen  kann,  noch 
die  in  (60.  a  bis  d.)  anfgestdilea  Kenmeidien  Atr  das  Venehwfadea  vea  einen  oder  von 
zweien  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  drei  Gliedern  der  zweiten  Dimension  gültig  bleiben, 
oder  ob  nichL  Diess  zu  untcrsachen  ist  der  Zweck  der  gegenwärtigen  Nummer  und  wir  wer- 
den noe  dabei  Moa  sof  den  in  Kr.  m  behandallen  Fall  beeahiiikMi,  nvil  die  in  den  diei 
L  67 
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•.     •         •  • 


In  dm  Pdle  m  «  ,  in  der  gsfdMoeB  Gleidnoig;  ftaHrtKch  ndl  liiid,  venranildt 
si<A«eGMc]NMvC46LaÖta: 

Z(ßA:  A;'+  fr  A,  A:'+     A.  A!)  y'>  +  2  Cß  A'  A"+  /J-  A  A"+  jS"  A  A')  y'  +  2     A;  +  i?'A.)l'r  - 
+  a(^A'4-irA:)yy'+2l^CA'A:'+A''A0+^CAA;'+A'A0  +  ^'CAA:  +  A'A.)]yy 

=  3f,. 

Wir  wollen,  um  die  Rechnungsausdrücke  zu  vereJnbclieii  und  weil  es  für  unscrn  Zweck  ge- 
imgt,  weh  aim«hiMn,  dm  ■«  M  dimr  Uaüloiiniiv  dis  Am  AT'  ia  der  Ar  habe  MefM 


A,=o,  a:=i  ,  A:'=:0 

wM,  so  daSB  dio  vwige  Gleicknng  Qbeigeht  in: 

CM.       atf A'A''+/rAA''+r AA0y*+2/?yr+2(^ A'4-irA)yy"+aC^A"+ir iiyy^ 

i.>  •     ■  h  dicscc  Gleichung  hat  man  die  zur  Ricblung  AY  gehörigen  ProjcdionsBahlen  A,  A',  A"  M 
zu  wählen,  dass  /? A'A"4- /  V  A  "+ A  A'  niolit  null  wird,  was  immer  auf  urizöhlich  viele 
Arten  in  reeller  Wei^e  geschehen  kann;  diess  vuraii^gesctzt ,  bat  man  eine  neue  Gleichung,  io 
.•  wdehcr,  wo  te  der  mrifillmüdiMi  u,     «*  vnA  ß,         etaBdea  Jetzt 

•OJA'A''+/rAA>'+/rAAO ,  0,  0  mid  ß,  jJA'+jTA ,  /»A'+l»'* 

ziehen,  aoi  der  man  die  von  der  gowünschlen  Fmib  auf  die  fridiaw  Weiae  liqmileilaa  fea^ 

Ob  nun  in  dieser  iel/.tcrn  ein  oder  zwei  Glieder  der  zweiten  Dimension  versdiwiaden ,  zeigen 
die  in  (60.  a.}  oder  (GO,  siebenden  Bedingungen,  weiut  inao  statt  tf,  a',  tt^  ffid  ß,  ß",  ß^' 
die  ze  eben  nnlgellieflten,  der  Gldohung  (61.  a.)  cntäprcchonden  Auzdiücke  zetat;  bezeichnel 
man  daher  die  CoefGzieatoi  von  y%  y",  y"*,  y'y",  yy",  yy*  in  dar  Gldehnv  (W.  *)  dmh 
(«»),  (iC),  («'V,  iß),  (ß'),  iß"),  so  dass 

^ («)=  2  (/?  A'  A"+  ß'  A  A '  -f-  ß"  A  A'3  ,   («')    ü  ,   («") =0      ■• ' 
•*  *  * \(ß\  =  ß  ,   1/?')  =  ß  A'+  ß-  A  ,    \ß" I  —  ß  A'  +  ß"\ 

ist,  SO  verschwindet  in  der  aus  der  Gicidiung  (ül.  su)  auT  dem  ohigcu  Wiege  abzuleitenden 
Gkidumg  neben  den  GUedem,  welche  das  Product  von  zwei  Coordhrnlea  in  zieh  tvgen,  noch 
dnes  der  Glieder,  welche  daz  Quadrat  von  daer  Coordinalo  zun  Factor  haben,  wenn 

(«•*>  («)(«')(0-(«)IÄ*-(«OOJ'r-(»")(r)'+»(ft(^)(^')=0 

in,  mild  es  verschwinden  zwei  von  den  znlclzt  genannten  Gliedera,  wenn  gidclizeiiif 

€•1.  *)  («'; («")  -  0^/ = 0  ,  («I {a") - (ir)'=o  ,  («)(«') - (^')'=o 

ist.    Da  nun  den  Gleichungen  (61.  b.)  zur  Folge 

(«)  («')  (•")  -  (»)  {ßf  -      (/?•)•  -  («"  I  (f?  +  2  iß)  (,^1  (ß")  = 

-2  (/?  A'  A"+  ^  A  A"+  ß"  A  .V)    +  2  CfJ  A'  +    A)  G5  A"+  ß"A) , 
oder  wean  zun  znf  der  rechten  Seile  dieser  Gleidang  die  Baaunem  wcgschalll 
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kl,  und  eben  so 

(a'U(n~(ß?  —  -~-r,  lyii«"! -(/?)•=- QJA'+^A)',  («)(«')-(/?")* =-0?A"+i9"A)',  imut,} 

SU  geht  die  Ucdüigung  {Jii.  c.}  über  in :  ■      ,  . 

2ßß'ß"A*=zQ  C«i«») 

wd  dfo  IMfaiipuigen  (61.  d.)  ii«|di»t 

— if=0,  ~QIAH-^Ar=0,  -0JA''+rAy=:o  *.  . 

oder 

/IssO,  /JA'+/?'A=0,  /JA"+/rA=0.  €«i*M 

Brwigt  nm  nun,  im  die  eiiieni  Jeden  hnflel-CoonluteMyslane  mMfOnKcbe  Bedingmf, 

womuch  dessen  drei  Grund-  oder  Polaraxcn  nie  in  CIDW  nnd  derselben  Ebene  liegen  dilifen,  - 
der  im  ersten  AbecfaniUe  (;§.  4.  Nr.  52.)  anrgesteilleii  UngWelinng  (W.)  ^ 
A.=0,  a;=0,  and  A.  =  0,  a;=1  ,  A."=:0  ist,  nub  eich  xiekt,  dtse 

Win  mlne,  so  ttoMengt  na  sich,  dm  •sMt  der  BnlbifiiV  (M.  ff.)  Mmh  dto  Sjl^'/rsO  • 

genoonnen  werden  konae,  und  diess  ist  in  der  Tliat  ift  Wekhe  die  oben  in  (60.  a.}  an- 
g^ebeae  fUr  a=0,  a'=0,  («"=0  tibergelkl,  w.off^M  «rkollel,  de»«  joo^  fiedingi^ng 
^wA  in  4ein  gegenir|lrtif on  Fnllo  aooh  lirpf«ihbnr  ist  ßki  Bo^igimn»  (Ql.  k) 

tfN«,  WOV  A^<>.  S^  MMf, 

nnd  diess  sind  in  der  That  auch  die,  in  welche  sich  die  oben  in  (fiO.  c.)  anircj^^e- 
beneo  verwandeln,  wenn  gleichzeitig  «=0,  tt'—O,  »"=0  ist  Sie  zeigen,  dass 
in  diesom  leisten  Falle  die  nrsprangliche  Glelelinng  anfiiOren  mllsste  Olno  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  zu  sein,  und  ^elion  clion  d«durrh  die  rnmOglichboit 
dieser  Erscheinung  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  erkennen. 

90T)  NacMeea  geseigt  worden  ist,  wie  Mk  jode  Flfche  der  xweiien  Ordmnig  sn  einen, 
ja  an  unzühliif  vielen,  jedeRiit  leichl  1>estimmber(>n  CoordinHlensysIenifn ,  welche  nfil  dein  nr-  ■ 
aprttnglichai  eine  gemeinsoliaMIcko  fljpttie  htben,  und  deren  eine  Grund-  oder  Polaraxe  dabei 
füsl  hnmer  In  efaier  Gmnd-  oder  Peimm  des  nrsprUnglichcn  Systems  liegen  bleiben  kann^ 
durch  eine  Gleichung  darsteQen  Usit,  widcbo  nach  Verlangen  die  «ine  oder  die  andere  der  in  f  •  . 
(55.  a.}  angegebenen  Formen  annimmt;  nnd  nachdem  die  Kennzeichen  hervorgehoben  worden 
sind,  woran  sich  gleich  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  entscheiden  lüsst,  ob  in 
diesen  letztem  Gleichungen  eines  oder  zwei  Ton  den  Gliedern  Tchlcn  werden,  welche  x*,  x^, 
x"*  oder  u',  u'',  u"'  zu  Facloren  hnben,  wollen  wir  jetzt  noch  zusehen,  welchen  Klnfluss  eine 
Aenderung  der  Coordinateiispilze ,  ohne  dass  die  Richtungen  der  Axcn  eine  Aenderung  erlei- 
den, avf  dio  Foim  einer  solcben  Girichung  beben  Itom.  Zu  diesem  Buie  stellen  ww  nns  vor, 
flass  die  Axcn  AX,  A.V,  AX",  an  welchen  die  Fläche  zweiter  Ordnun^^  durch  eine  der  Glci- 
dmgm  (55.  a.)  dargestellt  wird,  mit  sich  selber  parallel  nnd  gieichlilufig  durch  einen  beKeln- 
gen  andern  Pnnct  0  des  Ranmes  gelegt  werden,'  und  dealen  diese  nenen  Axen  tecb  OX, 
0  X' ,  0  X"  an  ;  dann  erhalten  wir  die  Gleichung ,  welche  dieselbe  Fläche  zweiter  Ordnung  an 
diesen  neuen  Axen  darstellt,  indem  wir  in  die  gegebefw  Gleichung  (ttr  x,  x',  x"  oder  u,  n', 
ar  Ibn  ü  den  CMctangcn  (44.)  eaMMM  AnsMdn  salaeo,  nnd  «Mar  |,  r,  T  tnd  '  '  - 


Digitized  by  Google 


il\  Ii"  die  schiefen  und  senkrechten  Coordinalen  verstehen,  welche  der  l'uncl  0  an  des 
Asm  AX,  AX*,  AX*  gieU»  ao  wie  «Her  x»,  4>aCiiBiii,,ai,<de  «eUefsa  and  acak- 

rechten  Coordinalen  an  den  Axen  0  X ,  0  X',  0  X"  von  demjenigen  lielit  bigen  Pnncte ,  der  an 
den  Axen  AX,  AX',  AX"  die  x,  x',  x"  und  u,  u',  u"  hat.  Durch  dio  hier  angezeigte  Subati- 
talioD  gdit  aber  dia  «nie  Gleidumg  (55.  a.)  Iber  int 

md  die  zweite  Giekling  (K.  a.}  wird : 
C«a.  M  •  ■  ■  _  s, -  er.  ,r-  !r:,r + 2  c.  t;  +  2  ,;'+  2 1-, , 

wobei  man  es  im  AUgemeiae«  durcii  die  geeignete  >\'alii  des  Punctes  0  dabin  wird  hringea 


ifuh^^x       *         -«.|+y.=:0,  -«ir+/,=o,  -«;'r+yr=o 

oder 

c«*.«.)  .  -*,«+&=a,  -«;<r+£;=50,  -i:,-+c:=o 

win! ;  diinn  verschwndi^n  ims  den  \  (n-stehcnden  Gleiduin^en  (ß2.  a.  oder  b.}  die  Thcile  der 
erstes  Dimension,  und  es  bleibt  in  ihnen  neben  einem  von  der  Lage  des  Poncles  0  abliiiigigW 
coMtmten  Siede  aar  nodi  der  Theil  der  iwdloa  DiaieMioa  nrtefc,  fa  wrfeheai  die  GUeder 
fciden,  weicht!  iiiil  dem  Product  voa  iwai  Coordinalen  versehen  sind.  Es  lassen  sich  die 
schiefen  Coordinalen  l^t  S'  ^  aerintechten  jg,  9',  tj"  des  Punctes  0,  welcher  diese 
Uadiiiderung  der  GleidiuRg  bewirkt ,  jedesaud  «aa  den  Gleidrangen  (62.  c.)  oder  (62.  d.)  fla- 
deiH  wenn  keiner  der  CoelBzienten  a,,  a',,  a,  oder  d»,  S",,  S",'  null  ist ;  dann  findet  man  nur 
einen  einzigen  Punct  0,  der  diese  Eigenschaft  besitzt,  weil  die  angerulirten  Gleichungen  sänunt- 
üch  nur  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  die  zu  findenden  Grössen  sind,  und  deswegen  für 
jede  von  diesen  nur  eineo  eiai^n  Wölli  Uefera.  Daich  diese  Weitlie  verwaaddt  afcJi  dfo 
Gleidwag  C<3^  a)  io: 

and  die  Gleichunj:  (62.  b.)  geht  über  in : 

Ist  aber  einer  der  erwähnten  Coeflizienten  null,  wir  nehmen  an  e^t  oder  Ö'„' ,  wahrend  die 
übrigen,  hier  ,  u,  oder  A, ,  i', ,  nicht  null  sind,  wclihcs  j,n'sciiieht,  wenn  die  Uedingung 
((KJ.  cl)  oder  (tiü.  b.)  von  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  erfüllt  wird,  so  bissen  sieh 
aas  den  beidm  «niaa  ffletcbiiagea  (6&  e.  oder  d.)  nodi  iaaner  die  Ceotdinalea  |  vad  1*  odtr 
tj  und  ?/,  welche  ein  Glied  der  ersten  Dimension  zum  Verschwinden  briiifjen,  an^rebeii,  aln  r 
aus  der  diilten  Gleichung  fallt  £"  oder  f/'  von  selber  weg,  wodurch  dicso  Gleichung,  weun 
jddiA  aaflOlig  yil  oder  C  »uH  ist,  aamDgUeh  wM,  aad  dsdordi  an  versleben  gtebl,  dioa  aai 
der  aeuen  Gleichung  duü  Glied  der  erslen  Dimension,  welches  .v^  oder  aj'  zum  Factor  hat, 
sich  nicht  enlfemeo  lässL  In  einem  solchen  Falle  verwandelt  sicli  die  GI^Miung  (62»  a.}  iJi : 

<«ks.)  «.x:+«;x?-2y:xr:=fl.+^+g+2;^r 
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ood  die  (ileiciiung  (lo2.  b.}  wird :  '  .  *  . 

sind  (latri'fTrn  zwei  von  jVncn  Cot fCzimtcn  null,  ^vir  nehmen  im  die  «7  und  «'  o«1lt  die  tV,' 
uüd  ö', ,  bo  kann  man  nur  noch  aus  der  ersten  Gleichung  {ß2.  c.  oder  d.J ,  die  Coordinatc  | 
«der  9  iMitiMlea,  wclA»  4m  ntt  «4er  ii  iMWIete  Glied  dar  eniM  MneaiiM  ma  Tarr 
schwinden  bringt,  aber  nus  den  iwei  letzten  Gleichunffen  (02,  r.  oder  d.)  fallen  f  und  |"  j.  .. 
oder  tj'  und  i/'  von  selber  weg,  wodurch  diese  Gleichungen,  wenn  nicht  f'i  oder 
nlUHf  Mdl  riiid,  uniSglich  werda  imd  didorcli  ni  v«nldiai  gdwa,  im  Ä«  ait  ^ 
oder  u^,  behafteten  GUedcr  der  ersten  Dimension  sich  dunhau  nicht  oitfenen  Ihmii.  IN« 
Gleichung  (^62.  a.}  verwandelt  skh  in  diesen  FaJie  in : 

■nd  die  Gleidiing  0^2.  b.)  wird  : 

Weil  jedoch  in  der  Gleichung  (62.  g.  oder  h.)  die  Coordinale  |*  oder  ^  AOdl  g«U  mdl  Be- 
lieben genommen  werden  kann,  so  lunn  man  sie  eo  wühlen,  dag« 

M.+^+^+»Kr=0  oder        |+|'+SCir=0  CM*  M 


wkd,  wclehes  taner  tnid  swir  nnr  en  efaie  einsäte  Wette  geschehen  kintt  den  einen  Pel 

aiisj^cnoininen ,  wo  ziindlifr       oder  ^'  null  ist,  wo  dann  aber  die  Gleicliiinrr-  f62.  g.  oder  Ii/) 
hlos  besondere  Fidle  von  denen  (,62.  e.  oder  Q  sind,  und  deswegen  nicht  weiter  bcrUcksich- 
m  werden  hmnchen.  b  idtoa  andeni  FUlen  gehen  Aer  dio  GMehnegen  (62.  g.  oder  h.} 
■Meist  der  C«S.  1.3  tber  in: 

«»4+«;>7-2r?)i;'=0  oder        + J.a?- 3 0.  .  .  CMbM.) 

Weil  ferner  in  den  Gleichungen  (62.  i.  oder  k.)  die  beiden  foordinaten  f  und  |^  oder  ij*  nnd 
q"  ganz  behebig  gcnonuncn  werden  können,  so  kann  man  sie  äo  wählen,  dass 


zwar  auf  unzählig  viele  Arien,  wobei  der  Punct  0  in  chwr  mit  der  Coordl- 
nalenebene  X'OX"  pitrullehn  Geraden  lie<Ten  bleibt,  geschehen  kann,  wenn  nicht  zufällig  von 
den  Coeflizienten  y\ ,  y'i  oder  ^ ,  }^  einer  oder  beide  null  sind ;  wo  dann  aber  die  Gleichun- 
gon  (83.  L  oder  h.)  blos  besonder»  flle  von  donsn  (OL  o:  oder  f.)  oder  von  denen  (63.  in.) 

werden,  und  als  solche  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  wenlen  lirnuchen.  In  allen  andern  Fid- 
len nehmen  aber  dio  Gleichungen  (62.  i.  oder  k.)  mit  Zuziehung  derer  (62.  n.])  die  folgcude 


.«.jß— 8/,«;-83C«?=0  oder  *,<-3ßi4-3Croi'=0  •  (•«.••) 

Bs  ist  indessen  kleht  zu  zeigen,  dass  die  Gestalten  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  in 
einer  der  Gleiduingen  (62.  o.)  enthalten  sind,  schon  in  den  Gleichungen  (62.  m.)  als  ein  be- 
sonderer Fall  voriiommea  Uieri)ei  dürfen  wir  voraiisselfen,  dass  keiner  der  Codfislentctt  y',^ 
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7f  oder     ü:  Ml  bl,  weil  achoa  4er  Uoee  Aririkk  to  «eeea  Falle  tfa  flli  lit^^M  Qm.  «l) 

als  einen  besoridi-rii  Fnll  \on  deiMI-(62.  m.)  zu  erkennen  picbt ;  dass  aber,  auch  wenn  keiner 
von  diesen  Cuellizienlcn  null  iai,  die  Gleichungen  ^62.  o.}  nur  besondere  Fälle  von  den  in 
QBL  wl)  gegdieuii  eiai,  Hat  ridi  eo  dnflMB. 

WIre  M  dea-AzHi  AX,  AX,  ATT  eieee  MUUgta  Coordlieleiiiyiteiii  ehe  GUiehmf 
fm  der  Fem 

(M      ;  «.x'-ari  t'-a/.'«"-» 

gegeben,  und  denkt  man  sich  durch  die  Spitze  diesej»  Courdinatensystenis  drei  neue  Axen  AT« 
AT',  AI"  gdegtf  von  wdcheii  dfai  eine  AT  fo  der  AX  Hegen  hkJbf,  so  dm  A=l, 
.V=0,  A*=0,  die  swel  endem  AT  und  AT*  eber  in  RidilaBgen  gdmclrt  werden,  Ittr 

welche 

A|=0  ,  AI  =  — yi'm  ,   Ai'rrjim   und  A.=0  ,  At=;^n  ,  ki=y^n 

wird,  wobei  A,  A',  A";  A,,  Mt  Ki  A,,  a;,  Ar  die  scliieren  ProjeelienniUen  vonleBen, 
welche  die  Bidilangcn  AY,  AY',  AY"  an  den  A\en  A\,  A \',  A X"  geben,  00  werden 
'         die  Gieichnngen  swiacbea  den  Cuordinaten,  welche  die  Funde  an  den  neuen  nnd  on  dm  vori- 
gen Ajim  Srfeni,  den  lehdionen  (,41.  a.}  gemüo 

x=y,  i'ss^./.Y+n/,,-,  y+nyry'; 

•oM  nMO  die  liier  Ar.  X,  3^;if  gegebenen  AnsdrttAe  in  die  GMctang  ■•)»  *^  9^ 
dieie  Uber  bi: 

€•».».>   .  a.y'-2nO;'+;'ny"=0 

nnd  bat  mm  dte  Fonn  der  ersten  Glnichong  (62.  tn.},  aus  wekber  sie  bervoigebl,  wenn  OMn 

in  letzterer  «',  =  0  und  yi'  =  n  Qr?  +  y't*^  werden  l«sst.  —  Oder  wäre  an  den  Axen  AXf 
AX',  AX"  eues  JieUebigen  Coordiuatcnsyslcms  eine  Gleichung  von  der  Fonn 

«.)  9,  u'—  2  r.  u'  -  2  ro'u"=  0 

.  r..  •'  :>  gegeben,  und  denkt  uisu  sicli  durch  die  Spilse  A  dieses  Coordinatcnsystems  drei  neue  Axen 
AT,  Ar^.AT*  MBBt  den  ^wi  gehöiigea  Polmzen  A9,  Ag)',  Ag)"  so  gelegt,  diw  dio 
Foiinze  A 9  I«  der  Grand«»  AX  ficfen  Meibt,  alio 

 (r)=< .  (n=o ,  (0=0 

'  ist,  die  Bichlnngen  der  iwei  indein  Folenacen  A9'  nnd  A9"  ober  «o  genoanen  werden,  dae» 

^  (Jt)=:0.  (r»)=-niCr,  {ir)=mü 

(.r,)=o.  (i;)=n{;  ,  (nr)=nc: 

ist,  wobei  (F),  (F),  (F");  (F.),  iT;  .  T'  ;  T/i ,  (D,  r/l  die  senkrechten  Projeclions- 
xelilcn  vorstellen,  weiche  die  Polaraxen  A§),  AS)',  Ag)"  «n  den  Axen  AX,  AX",  AX"  ge- 
ben, so  ist  nach  Auss4)gc  der  Gleichungen  (^41.  T.)       '      '  '  ' 

n==j,  «'=-«{: J^+nß^.  n-=«c^+«s:^-. 

«id  feilt  man  dlMM  Ahr  n»  v',  n"  «rbiltonen  AmMm  bi  die  GloidHi^  c)>  v«'- 
ir^ndeüifnnehin: 
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mi  IM  mn  cto  hmuniem  Pdl  %fa  der  kfeim  («&  fewiMi«»  m  dar  de  kermfiH 
wem  mmmä»  StOs  von  1^,  «  vid  {T  «etat       oud^^^^.  Hieftei  «öle«  irir 

MMk  bCMicf ken  ^  den  es  stell  nB^Bdi  tat  dM  nem  Axen  die  v  illiJteMih  Mienen  BMiliiHfiwi 

anzuweisen,  die  CocOizicnti'n  oder  ^,      in9g«n  gleich  oder  ungleich  sein,  weil  diese 

drei  Richtungen  nie  io  einer  und  derselben  Bbene  ^egjci^  al«o,  stete  die  drei  Axen  eines  Coor» 
dinalensystems  vorstdlen  kOnnen.  Da  fa  den  beiden  Uor  besprochenen  Füllen  immer  eine  vqn  .* . 

den  drei  Coordinatcn  aus  der  Gleichung  ganz  fortgebt,  so  beweist  dieser  Umstand,  dass  die 
durch  eine  (ileichiing  von  der  Form  (63.  a.)  oder  (63.  c.)  dargestellte  Flüche  dCT  sweftcn 

Ordimnsj  eine  CyliruliTfliiche  ist.    (Abschnitt  III.  %.  14.  ,\r.  139.). 

Aus  den  vurangegangeBcn  Betmcbtungcn  eriieliot,  dass  alle  mügUchen  Gestalten,  wekdM 
FlielMtt  der  tireiten  Ontannir  «melimeM  kllnnen,  in  den  CHeicIningen  (62.  e.  oder  f.)  nnd 

(62.  ni.)  enthalten  sind,  welche,  wenn  wir  die  Axen  des  Coordinatensystems  auf  das  sich  

diese  beaieben,  wieder  durch  AX,  AX',  AX"  vMslellen,  und  dem  gemäss  die  Counlinaten 
der  Finele  durch  x ,  x',  ^  nod  n,  u',  u"  beieklnen,  »  wie  dia  in  <Khmi  Gleiebungen  vc»- 
kmnnewka  eonslintea  Nieder  dank  {§>,)  oder  (y«),~aich  w  ickreibeii  lassen: 

a,x*4-M:x^<Cx^(i^«)  oder  J.tf+ainM-'Tii'^^i'i)  CM*«>> 

and 

ii.x*+«lx'S-2r?«^=0   «der   «.••+«'n'4-«C*'s=0,  ■■  CM«».> 

wo  wir  den  Gliedfirn  2  •/,'%"  und  das  Vorzeichen  +  gegeben  haben,  waa  skk  dOTck 

eine  blosc  Geirrnselzuiijf  in  der  Richtung:  der  Axe  AX"  bewirken  Iflsst.  Es  ist  swar  wahr, 
dass  noch  andere  Formen  entstehen  können,  wenn  man  anstatt  oder  S",'  allein  verschwinden 
an  lassen,  el«  oder  allein,  s»  wie  auch  a,  oder  8»  dein  Yenehwiaden  Hesse,  oder  wenn 
man  statt  a','=0  und  a[  —  0  oder  ^,'=0  und  ^^=0  m  nehmen,  «'.'  =  0  und  a„=:0  oder 
^'=0  und  ^•=0,  so  wie  auch  ee^=0  und  ««  =  0  oder  ^',  =  0  und  d«=ü  werden  Uesse; 
allein  daduKih  caiBlttnden  bkm  soMie  neue  Ponnen,  die  aiek  ans  den  ▼vrigen  duuih  Hnn  ki 
Beziicr  der  .Vrcciili'  vdrfji'nonimcno  Vertäu sclmntf  der  dritten  und  zweiten  oder  der  rrslnn  nnd 
zweiten  Art  hurlcileii  liessen,  und  eben  dadurch  an  den  Tag  geben,  dass  sie  keine  neuen  Ge- 
sbdlen  in  sieb  bergen,  sondern.  Mos  dieselben  Gestalten  anf  anders  benannln  Axen  bemehei^ 
tluhcr  da  wo  es  sich  lediglich  am  die  Kenntuiss  der  vcrschicdoncn  GeataVen  derFMtken  SirBä> 
ter  Ordmng  handelt,  gänzlich  ausser  Acht  gelassen  werden  können. 

Die  Coeflizicnton  «„ ,  ,  «e','  und  ;•„ .  .  ;  "  (mI<t  (i, .  ()[, ,  ü"  und  ^, ,  ,  in  solchen 
Gleichungen,  welche  aus  den  ursprüugUchen  nach  Art  der  in  {JA.  a.  und  b.}  besprochenen 
homgehen,  Ueflien  gaan  die  gMchen,  wie  sie  ki  den  Gleichungen  (55.  tu)  geworden  sind^ 
und  wie  wir  s'w  in  di  u  Cltuhungcn  (55.  b.  bis  k.)  anjjt'guben  liabin,  sowohl  fUr  den  Fall,  da.ss 
die  ursprüugbche  Gleichung  schiefe  Coordinaten  in  sich  trägt,  als  auch  flir  den  Fall,  wo  die 
«sprttngliche  GlslAnng  senbeehto  Coordinaica  in  sich  mrfgewmmen  kaL  Dia  GrHasan  (m)  ad 
(v,)  hingegen,  wodurch  dio  constanten  Glieder  in  den  Gleichungen  (64.  a.)  bezeichnet  worden 
sind,  vertreten  die  auf  der  reoklen  Setie  der  Glekhungen  (02. 1}  nnd  (62.  k.)  stehenden 
Ausdrucke,  so  dass  aiso 


Digitized  by  Google 


4M  ÄMlytiMi«  «Mnetrie.  .  AIm^.IV^ 


ist,  wobei  auch  Tür  /4,  und  entweder  die  enira  oder  die  nrcitca  ül  den  Gleichungen  (55.  h.) 
lud  (55.  i.)  ihnen  gegebenen  Wcrthe  genointneB  werden  mOssen,  je  Bacbdem  die  ursprüng- 
liche Gleichung  in  schicfea  oder  in  senkrechten  Coordinatcn  gegeben  war.  Es  ist  folglidi  mit 
Zwiduu«-  der  in  (S&.  h.)  eineaflOrten 


CM>  4>)   <  oder 

so  wia  mch: 
oder 

j-lr-"4-  (9'(r)  +  a^r)r  Ca' (r.) +91  DT  _  -, 

\v,}-.v  -r  g..     -r  ^ ( ^.-flV^-j^., _|_     ,  , :  r  1   « 1  r.T -|-  ö'  (r,)'+  2r"i  r.)i;rv' ' 

und  man  hat  fllr  /i,  sowohl  als  für  entweder  die  obem  oder  die  untern  der  hier  für  sie 
oihollHieD  Ausdrtcln  wa  aehiMn,  je  udukm  die  unpirlliigüdM  GleidNiiiir  in  fchiefea  oder  in 
««■kiMbten  Coordinaten  gegeben  mur. 

Die  vorstehenden  Ausdnirke  gestatten  eine  eigpnthdmlirhc  l'mgestaltnng ,  die  zu  kennen 
von  Autzen  sein  kann,  wobei  wir  uns  Jedoch  auf  den  ersten  in  (64.  d.}  stehenden  Werth  von 
besdiinhni  weiden,  de  der  nraüe  ee  wie  die  beiden  Verfhe  von  (i^)  dnnA  eine  hioee 

kung  nus  diesem  abgolcitet  wrnlcn  kiinnen.     Brinfl  man  niitiilirli  die  zwei  in  den 
Klauimem  der  obem  Gleichung  (64.  d.}  vorkoinmondett  Quotienten  auf  gleiche  Beoen- 
ddirt  lie»  schall  die  Binnen  im  ZtUer  weg  wd  liehl  die  r>  ff  md  f  enOdtandn 
Thoito  inner  in  dn  GUed  nmmnen,  so  kaan  nun  diesen  ZXhIer  ztnfechst  die  folgende  Fem 


r[*(A«A.'»+A-A.*)+3AA,[i'AA.+rCAA;+A'A0]l 
+ 2  f  r  [8  r A  A,  A'  A: + CA  A; + Ä'  AO  C«  A'  AI + »'  A  AO] 

+ f  [x  (a'a;« + A-'AO + 2  A'  a;  [x  a'  a; + r  (a  a: + A'  A0]| 

ihn  sodann  nutteist  der  Gleichung  (48.  a.}  Uberrrdiren  in : 

cfx+ f'x  -  2  f  r  n  (A  a;  -  a' a.)'  , 

so  dass  num  als  Suuuue  jener  licidi-n  Quolienlon  findet : 

er  X  +  f"  X  -  8  f  f  ;t")  (A  a;  -  A-  A,y 
(xA'*-f«^A*+2rAAÖi:xAi*-i-n'A?+ft)^A.A0 


oder  wem  nun  ZlUer  nnd  Nennr  mÜL  A*AS  dividirt,  and  die  Beieiefaanngen  (5«.  a.)  in  A»- 
brimrt: 

(Px'+rx-2frr)Cn-nO' 
(«n*+«H-iiV)C«n'*+ii^+4W)  ' 
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«od  dieser  Ausdruck  gebt  miUelst  der  Gleichungen  (57.  a.}  und  (57.  e.}  über  in: 


»im  tum  Mhlieulkb  usüM  dar  oban  fifoksbug  (64.  d.)  dit  fdgwkk  gefindeo  M: 


iPOlid  die  Art,  io  welcher  «ich  der  Uebergang  von  Jener  ta  dieser  macht,  Bcachlung  verdient. 
Die  enie  Gtefetaing  (94.  e.}  liefert  für  (tyi  dcnfdben  Weift  den  de  (64.  f.)  fUr  {fi,)  gegeben  hü 
and  aus  ihm  lassen  sich  die  unlem  in  den  Gleichungen  (64.  d.}  ud  (64.  n.)  vorkummcndco 
Werthc  von  («o)  und  (r,),  die  wieder  einander  gleich  sind,  ableiten,  wenn  man  die  Grundzei- 
chen cJ ,  g  ,  ^ ,  (T ,  T  an  die  Stelle  derer  a,  f,  y,  x,  ).  und  zupleirh  »-  für  u  sitzL 

206)  Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  alle  GectaUen,  welche  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung anndtanen  ktaoea,  In  den  Ghldinngen  (64  n.  nnd  b.^  emkalten  rind,  nwctcn  wir  m» 

daran,  die  specifische  Verschiedenheit  der  dnrch  diese  Gleichungen  dargestellten  FlSchen  näher 
kennen  zu  lernen.  Die  Gleichongen  von  der  in  (64.  a.^  angegebenen  Fom  ündcm  sich  nicht, 
wenn  nuin  in  ihnen  gleichneMg  — x,  — x',  — an  die  Stde  ▼m  x,  x",  x"  oder  — n, 
— b',  — o"  an  die  Stelle  von  u,  u',  u"  setzt,  und  geben  hierdurch  zu  erkennen,  dass  jedem 
Puncte,  dessen  Coorflinalcn  eine  solche  Gleichung  befriedigen,  und  der  eben  dadurch  ein  Punrt 
der  durch  diese  Gleichung  dargestellten  Flüche  wird,  ein  zweiter  entspricht,  dessen  Coordinaten 
denen  dea  antan  Pmdaa  an  Üt9ue  gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  entgegengesetzt  sind; 
Je  zwei  solche  Pnncle  liepen  daher  in  einer  durch  die  Coordinafenspitze  hindurcli  flehenden 
Geraden,  und  stehen  von  dieser  Spitze  nach  beiden  Seiten  hin  gleich  weit  ab.  £s  vcrfailt  sidi 
dÜB  Goordinatena|itlie  n  Jo  mrai  aotebeii  Pnnolen  dar  Vlldio  iweUer  Onhaag  ganido  ao 
wie  der  Miltelpnnrl  einer  Kugelfläche  zu  den  Endpunclen  ihrer  Durchmesser,  weswegen  auch 
die  Coordinatenspilze  bei  einer  Fliehe  zweiter  Ordnung,  die  durch  eine  der  Ghiicfaangen  (64  u.) 
dtfgesidll  wird,  der  MitlelpvBOl  dioaer  Pllelie  genaml  wM  Ba  babon  mithin  alle 
Fliehen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichungen  sich  auT  eine  der  in  (64.  a.)  an- 
gegebenen Formen  bringen  lasaon,  einen  Uitlelpnnct,  derdieSpitie  derjenigen 
Coordinatensysteme  bildet,  an  welchen  die  Glolehnng  der  Fliehe  diese  Form 
annimmt  Dagegen  lüsst  sich  zeigen,  dass  .snlche  Flüchen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung 
sich  fliif  eine  der  in  (64.  b.)  angegebenen  Formen  lirinc^en  liisst,  keinen  Millelpnnct  haben.  In 
der  Thal  da  sich,  wo  Gleichungen  von  einer  dieser  letztem  Furmen  aus  den  Gleichungen  (55.  a.^ 
hervorgehen,  wie  wir  h  Nr.  Ttff.  geaehan  hahen,  hain  Pnnst  0  iai  Ranroe  talünden  lliat,  wel- 
cher, zur  Spitze  eines  neuen  Coordinnlensj-stems  genommen,  machte,  dass  aus  der  neuen  Glei- 
chung der  ganze  Theil  der  ersten  Dimension  wegfällt,  dieser  Theil  aber  nothwendig  gerade 
entgegengesetzte  Warthe  annfainnl,  wenn  nwn  den  drei  OoeHfaurtan  hei  wgainderter  GrOaie 
cnlijegengcselzle  Vorzeichen  beilegt,  und  also  die  so  abgeänderten  Coordinaten  die  Gleirhiingen 
(64  h.)  nicht  befriedigen  können,  wenn  die  vorigen  es  ihun,  es  mUsata  denn  zufällig  7  "=0 
oder  ^=0  sein,  vre  dann  iber  die  FomMn  (64  ^  Hm  beaondan  Fllle  dar  FonaaB 
(64  a.)  würden,  so  sieht  man  ein,  dass  es  in  Bezng  auf  Flächen,  wel^  durch  eine  Glei- 
chung, wie  die  (64.  b.)  sind,  dargestellt  werden,  keinen  Punct  im  Raome  giebl,  der  iHe  Ei- 
genschaft besisse,  dass  jede  durch  ihn  gelegte  Gerade  der  Fliehe  nur  in  solchen  Fancien  he-^ 
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gegnet,  die  pMrwdM  von  jenem  Pttikt  im  lUuuw  glekh  weit  ibHegcii,  dass  milliia  i «Ich« 

Flächen  zweiter  Ordnung  keinen  Mittclpunct  haben. 

Das  Vorhandensein  eines  Mitlelpuncls  iu  Flächen  der  zweiten  Ordnung  hängt  lediglich  davon 
ab,  ob  sich  ihre  Gleichung  so  umgestalten  lägst,  dass  aus  derselben  der  Theil  der  ersten  Di- 
mension verschwindet ;  denn  da  der  Theil  der  zweiten  Dimension,  selbst  wenn  er  Glieder  mit  des 
Prodiirlc  zweier  roonüimlfn  in  sich  Irvi^'t,  stets  den  trleichi-n  Wrrtli  hiluill,  woiiii  riiHii  den 
drei  Courdinalen  bei  einerlei  Urüäse  eulgegL'iigt'!>elzle  Vorzeichen  beili^l,  ao  zeigt  er  du,  wo 
neben  Bui  kein  lleB  der  enten  Dimenaion  voikmiden  iil,  immpr  des  Duete  eine»  HWelpnncli 
in  der  diirrfi  eine  solchn  Gleiduing'  dnrirfsti'IIlcn  Fliiclif  zweiter  Orriiiunjr  an,  der  <lic  Sjiitze 
des  Coordinatensystems  bildet,  auf  wt>l«-ht>s  sicii  diese  Gleichung  bezieht,  so  wie  umgekehrt 
die  UnmOglidiiieil,  su  einer  Gleic1iun(p  oline  einen  Thefl  der  errten  Dtmension  zu  gdangen, 
das  Nirhlv<irhatiileiisein  eines  Mittel|Huuts  der  Flache  zu  erki  rim  n  dielit.  Aus  den  beson- 
dem  Formen  der  üleichungen  {64.  a.  und  b.])  in  welchen  die  zu  Produclen  von  zwei  Coordi- 
nalen  gehörigen  Glieder  fehlen,  Mnt  «ich  dier  noch  eine  andere  BigenthamBehheit  der  PHdien 
zweiler  Ordnung  erkennen ,  die  wir  jetzt  zur  Sprache  bringen  wollen. 

Die  GleiciiUi^ren  (64.  ».)  behalten  nicht  nur  in  allen  ihren  Theilen  dieselben  Werthe^ 
wenn  alle  drei  Coordinaten  gleichzeitig  ihr  Vorzeichen  umkehren,  ohne  ihre  Grüsse  su  ündefn» 
yondem  diess  ist  auch  schon  dann  der  Fall,  wenn  es  nor  eine  von  den  drei  Cucirdinaten  Ihuly 
and  hieraus  folgt,  dass  jedem  I'uncte  der  durch  eine  solche  Gleichun;j  dar^restelllen  Fläche 
noch  die  drei  andern  entsprocben,  welciie  mit  jenem  zwei  Coordinaten  gemein  haben,  deren 
dritte  Coerdhmle  Unfegw  der  Mten  van  Janoa  Pnncte  an  Man  inrar  «Meh,  4m  Vantf* 
rhen  nach  nhor  entgegengesetzt  ist.  Wefl  nun  Puncte,  welche  <!ie  «uf  zwei  Gninduven  sich 
Iteziehenden  schiefen  Coordinaten  mit  einander  gemein  haben,  in  einer  mit  der  dritten  Uruudtxe  pa- 
nfiden  Geraden  liegen,  nnd  aotebe,  die  dne  der  GrOaae  nach  gidche  dem  Voneii^ea  nach  aber 
cnigefeqgeselzle  schiefe  Coordinain  mi  einer  der  Grunda.ven  geben ,  in  Ebenen  liegen,  die  mit 
itr  an»  den  beiden  andern  Gmndaxen  gebildeten  Coordinatenebene  parallel  Isafen  nnd  von 
diwer  nadi  Mden  Seten  Irin  gleidnrait  abatehM,  so  beliehen  die  FMchen,  deren  Gleichung 
TW  der  ersten  in  (64.  a.)  angegebenen  Form  iüt ,  aus  Puncten  die  paarweise  in  Geraden  lie- 
gen, welche  mit  einer  der  Grundaxen  parallel  laufen,  und  von  der,  an»  den  lieidea  andern 
Grundaxen  gebildeten  Coordinatenebene  zu  beiden  Seiten  gleichweit  abstehen.  Ferner  weil 
Fände,  welche  die  auf  zwei  Grundaxen  sich  beziehenden  senkrechten  Coordinaten  mit  einander 
gemein  haben,  in  Geraden  liegen,  die  senkrecht  gejjen  diese  beiden  Grundaxen  gestellt  sind, 
und  solche,  die  eine  der  Gri>sse  nach  gleiche,  dem  \ orzeichen  nach  aber  cntgcgcjigeseizle 
iealanchle  Coerdfauln  an  dner  der  Gratdmn  UeTem,  in  Ebenen  liagan,  die  aaf  dtoar  Gnnid> 
a.xe  senkrecht  stehen  und  von  der  mit  ihnen  parallelen  Polarcoordinulenflnne  nach  beiden  Sei- 
ten hin  gleichen  Abstand  haben,  so  bestehen  die  Fbichen,  deren  Gleichung  von  der  zweiten 
in  (64.  a.)  angegebenen  Form  iat,  aas  Puneten  die  iwmweiie  je  von  einer  der  PolaKoordi- 
nalencbenen  nach  ihren  beiden  Seiten  hin  gleichweit  abstehen  und  in  Geraden  lioKca,  die  mit 
der  Folaraxe  parallel  laufen,  welche  von  der  erwähnten  Polarcoordinalenebene  durchscbniUcn 
Wird.  Meanl  onn  die  Gerade,  welche  durdi  zwei  Pnnel»  einer  Fttdw  hagreml  wird,  eine 
Sahne  dieaar  FHcha,  an  lässt  sich  die  hier  angezeigte  Eigenschalt  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung kurz  so  aussprechen.  Jede  (inindcoordinatenehene  halbirt  alle  mit  der  sie  schneidenden 
Grundaxe  parallelen  tiehnen  solcher  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  deren  Gleichung  die  erste 
in  (61  angcgabena  Farn  beailil;  nad  jade  PatncoovdiaalaMbfnn  hdhirt  alln  jmi|  dar.  aiA 
•  ^  .t 
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schneidenden  Polaraxp  parallelen  SelMM  SAlchnr  FMdieii  der  xweitcn  Ordnmg,  deren  Glektanag 
de  iwdte  in  (64.  a.)  angef^ebcBe  Pom  beritet  SoUw  Ebene«,  wddie  die  ail  «iaer  ba- 

ilBMMen  GeraHen  paraDelen  Salinen  i-itier  FÜche  hdbiren,  plegft  man  die  dieier  Geredea 
eat«prechende  Oinmetralebene  der  Fliehe  zu  nennen.  Da  bei  Gl<4clninfen  von  der 
ersten  m  (64.  a.}  enlhallenen  Form  jede  Gnmdcoordinatenebene  eine  der  nc  srii neidenden 
Grudaxe  entsprechende  Fiiiilrnlfbfiir  der  durch  diese  Gletchunsr  darecslolllen  Flttche  her» 
yiebl,  so  wie  bei  Gl<'irhun?<'n  von  der  zweiten  in  (6-1.  a.")  «mlhiiltoncn  Vom\  jede  Polurcnor- 
diMtenebene  eine  der  »ie  sctuieidenden  i'ubrue  enisprecheude  Diaioelralebene  der  durch  diese 

andern  Fallt»  durrh  die  dri'i  P(»I«raxi'ii  nicht  nur  die  drei  ficraden  sonrli-m  zugleich  atirh  die 
drei  ihnen  enlsprechendca  i>iamelnüebenen  gegeben  sind,  also  die  drei  Geraden  schon  durch 
die  drei  Ebcacii  hmI  wn^ckehrt  dbse  dsvb  jiBe  beiiHMt  riRd,  ee  wenks  ww  eolche  dtai 
von  einander  nlihäneii^e  I)iainetralobt*nen  mit  Riirk.sicht  auf  die  Geraden,  denen  sie  entspro* 
dien,  verbundene  oder  conjugirte  Diamelralcbencn  der  durch  jene  Gtekbungen  dar- 
ycitelten  Fliehe  aennen. 

Die  Gleichungen  (64.  b.)  behaUen  in  allen  ihrea  TheOea  dieselben  Werthe,  wenn  mau 
staU  i'iiilt  der  (liircli  x  und  x'  oder  u  and  u'  bezeichneten  Coordiaatcn  eine  an  Grosso  ihr  j^loiche, 
dem  Yontfirliin  iia<  1»  aber  entfmrpnei'Sflzte  nimmt ;  es  »Mitsprecbcn  daln-r  jcdciii  run(  lo  der 
durch  eine  solche  Gleichung  darge«tullt«n  Fitiche  noch  die  zwei  andern,  welche  uiil  ihiu  neben 
daai  x"  oder  u"  nocb  eiaen  der  Cootdiaaleawerthe  oder  a,  gcaieiB  babea,  derea 
rweitiT  dii'scr  Irtzlem  Ciiordiniilenwerllio  nber  dem  von  jenem  ersten  Punelt«  »n  Grosse  zwar 
gleich,  dem  Vorzeichen  nach  aber  enlgegengeselzt  ist.  Solche  üleichungca  behalten  hingegeo 
aldl  bi  afflea  Bmo  Tbeilen  diesebea  Werihe,  weaa  Mall  der  daroh  i^  oder  «"  beieichaetea 

Goanfiaate  eine  an  Grösse  ihr  gleiche,  dem  Vorzeichen  niirh  alier  eiitiTetreiiiresi-lzle  i:ennnimen 
«M;  daher  entspricht  einem  Puncto  der  Fhiche  kein  zweiter,  der  mit  jenem  die  durch  x 

oder  u"  bezeichnete  bei  dM  aiaan  Puncto  dem  bei  dem  andern  Pnnctc  an  Griisse  zwar  ifleicb^ 
dem  Voneichen  nacb  aber  ealgegeagesent  wäre.  Deai  sar  Folge  nad  bei  den  durch  die  enia 
(Heidrang  b.)  dargestdtten  Flüchen  die  GrandcoordfanlenAcaea  XAT'aai  l^AX*  wtnt 
DiaiBBlraldienea  in  Bezna  auf  Sehnen,  die  mit  den  Grundaxen  AX'  oder  AX  parallel  lau- 
fen, daflfeifen  :xiebt  die  Gmudcoordinatenebene  XAX'  keine  niametralebene  in  Beauf  auf  Seh- 
nen ab,  die  nut  der  Grundaxe  AX"  parallel  laufen ;  und  eben  so  sind  bei  den  durch  die  zweite 
GMcbnag  b.)  dargeelelllea  FHcbea  die  PolHcaoidhMienebeneB  SAS"  und  S'Al"  zwar 
Diamelralebenen  in  Bezug  auf  Sehnen,  die  mit  den  Polaraxen  AI'  oder  AI  imrtillel  hnifen, 
aber  die  rohircoordinatcnebeac  ÜIAl'  gicbt  keine  Dianetralebene  in  Bezug  auf  iiehoen  ab,  die 
n«  der  Polaiaxe  AI*  parallel  laaüea.  Solehe  DtaMtnlebeaea,  wie  die  Uw  beeabridiene^ 
wo  nicht  jede  aus  /«ei  Axeu  gebildete  Coordinatcnobene  Pianielnilrdenc  in  Bezutr  iiiif  Sehnen 
ist,  die  mit  der  dritten  gleichartigen  Axe  parallel  laurea,  bat  man  den  Namen  der  vereiuzel- 
tea  oder  itotirlea  Diaaielralabaaea  der  danh  Jeae  GWcfauugen  daigestettaa  Fllahea 
gcgabea. 

Lfisst  man  in  einer  Gleichung  voa  der  entea  in  (64.  a.)  enthaltenen  Form  zwei  der  Co- 
ordinaten  x ,  x',  x"  null  \>  erden ,  ?n  erhält  man  ftr  das  Qaadrat  der  dfittea,  wddie  jede  der 
drei  x,  x',  x"  sein  kann,  der  Ordnung  nach 
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und  wird  hi*^rdurch  auf  bMOadcro  in  den  Axcn  A  X ,  A  X',  A  X"  lipgeniie  Puncto  hingc- 
fülirt,  die  jedoch  da,  w«  ein«  der  drei  (jufidrate  als  negalire  Zahl  sich  zeigt,  blos  ein- 
grtMete  lon  werden,  ^^r  Mann  die  diesen  Poielen  entiprechenden  Werihe  fon  x ,  x',  x" 

die  conjugirten  Halbmesser  der  Mitlelpunclsdache ,  gleichviel,  ob  diese  Puncto  wirklich 
existirende  oder  eingebildete  sind,  und  verstehen  im  letztem  Falle  unter  waiirer  Länge  des 
conjugirten  Halbmessers  die,  welche  man  tta  ihn  eriillt,  vrtan  man  das  Yoneichen  unter  der 
flm  darstellenden  QuadratwunMl  wnitthrt,  wodurch  dann  die  Quadratwurzel  einen  reellen  Werth 
annimmt.  Auch  bei  Gleichunfi^en  von  der  zweiten  in  (64.  n.")  an<ri"srflH'nt*n  Font»  ist  o» 
thoalich,  eine  ähnliche  Vorstellung  von  ihr  ai^ehörigcn  conjugirten  Halbuies»crn  hcnortrc- 


Um  m  issiea  Bil  mm  afenlok  «Im  OMelniig  nit  Mnkmllm  GomdiMtiM  nm  der  Fm 

nd  sckreibl  mm  diese  so: 


M»        sie  mler  Beiiielning  der  im  ersten  Absdinitte  aurgefundcnea  CHeidinngen  (57. 


wenn  man  onler  (x),  (x'),  (x")  die  auf  die  Polaraxen  AS,  Ai',  AS,"  bezogenen  schiefen 
Co«rdiMlen  von  denMlbea  tMmfmie  ventabt,  dessen  m  den Chuidumi  AX,  AX",  AXT 

geMUele  SL-dkrcchte  Coordinalen  u,  u',  u"  sind.  Da  dicss  Mm,  Wla  fOTOr,  eiM  fflifeihwg 
■Ü  eeiiiefen  Coordinaten  ist,  so  stellen  jetzt  auch  wieder 


äB  OMdm«  <kr  eonjngiitM  HeltaieBser  in  dem  vorigen  Sinne  vor,  nn-  des»  die  jelriga» 

Halbmesser  auf  die*  Richtunpen  der  Polaraxen  wie  die  vorigen  auf  die  Richtungen  der  Grund— 
axen  bezogen  sind,  wesswegen  wir  die  vorigen  conjugirte  Grundhalbmesser,  die  jetii- 
gen  conjugirte  Polerkalbmesser  tor  Unlersdieidnng  iwider  tob  einender  nennen  werdn. 
Diu  doppelten  Halbnie!>.ser  einer  jeden  Art,  welche  durch  die  rwci,  aus  den  doppelten  Vorzei- 
dien  der  Onadratwunein  entspringenden,  zu  beiden  Seiten  der  Axen  liegenden,  reellen  oder 
isMgMtewi  FMolMqnncI»  tegrenit  «enicn,  mögen  conjugirto  Omni-  oder  Polar- 
Durchmesser  hetnoD. 

209)  Die  in  den  Gleiclninpfen  (64.  a.  und  b.)  enthiillencn  Corffizicnlen  können,  wie  die 
in  den  Gleichungen  (43.  a.  und  b.}  enthaltenen,  beliebige  reelle,  positive  oder  negative  Zahlen 
nnd  «neh  anH  sein,  and  Meninclk  Bodüoiren  sidi  die  versdriedenen  ms  diesen  CReidnmgeB 
her\'orgehenden  Gestalten,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden.  Zunächst  bemerken  wir.  dass  wem 
in  den  Gleichungen  (^64.  a.  und  b.}  einer  der  CocfBziewiea  «>•»  «t«  «»'i  7*  oder  J«,  ^, 
ff  noB  wird,  mft  üm  nigleich  sneh  eltie  der  Coordbnlen  ans  der  Gleiclnuig  lef Schwindel,  nnd 
dann  die  Gleichung  den  oben  (Abschn.  III.  §.  14.  Nr.  139.}  gegebenen  Erörterungen  zofolgO 
nur  noch  eine  Cylindcrflächc  darstellt,  deren  A.xe  und  Grundfläche  man  kennt,  und  die  sogar, 
wenn  noch  ein  anderer  von  jenen  CoeiBzienten  null  wird,  in  einen  Verein  von  zwei  Ebenol, 
oder  andi  in  eilw  einige  Bfeene  äUk  ennaMB  kau;  ocUIssmi  wk  dalMr  dieee  patfceHiai 
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GMtalteB,  derea  £igeiucbaften  flieh  sehr  leicht  aus  denen  der  Curvea  enUiehmen  iuisen,  von 
WM6ni  fwora  BstfMhtongcii  sWf  m  dflrite  wir  in  Jns  drichoiigini  üb  Vwdmwtg  flt6h% 

dass  keiner  von  den  auf  ihren  linken  Seiten  stehenden  CoefBzienten  null  sei.  Sodann  bemer- 
ken wir  m  Betreff  des  in  den  Gleidtun^n  (64. «.}  vorfcomneBdeo  CoefBzienlen  (/i^  oder  (v.), 
dm  er,  wenn  0, ,  0« ,  1^  odor  9»^  ^ ,  9!  flnndfaft  poiRifs  SAfcn  ifnd ,  nie  shd  negallve^ 
oder,  wenn  jene  GrOssen  sSnuntlich  negiüre  2SaMen  sind,  nie  eim-  pdsiiivc  Zähl  sein  kim, 
ohne  dass  die  deicbang  anfühig  wttrde,  irgend  einen  wirklichen  Ponct  darzustellen;  denn  es 
kssen  sich  in  einem  solchen  Falle  (ttr  x ,  x',  x"  oder  n ,  u',  n"  keine  reeDen  Werbe  angeben, 
dnrdi  welche  die  Gleichung  befirledigt  werden  könnte.  Ware  aber  der  CkwBisient  (fi,)  oder  (v,) 
null,  und  stellen  die  Coef&zienlen  «f, ,  a,,  a','  oder  .  tV„ ,  S",'  entweder  lauter  positive  oder 
lauter  negative  Zahlen  vor,  so  wird  jene  Gleichung  nur  in  dem  einen  Falle  befriedigt,  wenn 
MB  die  OoarAmoi  ünrileb  ndD  wertn  IM;  die  GUUkmg  aMDt  ddMr  In  dieian  Fdte 
nichts  weiter  als  einen  Punct  dar,  der  die  Coordinatenspitze  selber  Ist  Sfaid  endlich,  während 
(^}  oder  (v*)  null  ist ,  iwei  der  CoelBztenten  o, ,  «• ,  ce«  oder  9»*  9",^  9i'  positive  Zahlen 
wui  eher  eine  negiÜTe  ZaU  oder  sind  swei  deren  negndve  ZiUen  md  d^  dritte  «tee  posMf««^ 
welche  beiden  Füllt;  durch  rmkehrung  aller  Vorreichen  in  einander  übcrgohrn,  so  knnri  man 
jedesmal,  wenn  man  «t,  und  so  wie  und  als  die  zwei  Coeffizientcn  ansieht,  welche 
Istlea  nü  eineriei  YoadAm  liid»  die  CBeidini^en  (64  a.},  in  «deben  (/i.)  oder  (w,)  mM 
Iii,  Mir  die  fo|g«iie  Pom  briofMt 

wa^+arx^sx!**  oder  ■■P+n'n'*anr^, 

wobei  m  ind  si'  fOwoU  wie  n  jnd     posftfve.  ZaUw  ronteltaL  Denkt  mm  ÜA  fem 
unter  *  *  ' 

pz+»Vs=x^  «der  qt+<a's=«r  CM-l^) 

die  Gleichung  einer  noch  völlig  unbestimmt  gelassenen,  durch  die  Coordinatenspitze  hindurdk 
gehenden  Ebene,  und  will  man  den  üurclischnilt  dieser  Ebene  mit  der  durch  die  Gleichung 
(65.  a.3  gegebenen  Flüche  wissen,  so  hat  man  zu  diesem  Ende  blos  die  vordem  oder  hintern 
GlekiHUgal  (9B.  n.}  nnd  (65.  Ii.)  ds  gleichseitig  bestehende  anzusehen ;  seilt  nmn  niwr  den 

Werth  von  x"  oder  u"  aus  der  Gleichung  (65.  b.)  in  die  (65.  a.} ,  so  erhält  man : 

(p»  — m)x*  +  (p''  — m')x"  +  2pp'xx'=0  oder  (q'  — n)u'  +  (q"  — n')u''  +  2qq'uu'=0, 

wdche  sich  durdi  AnflOsung  mck  einer  der  VerfiaderUcben  x,  x!*  oder  n,  n'.  endi  00  sdum- 
ben  lassen:   

  >  

(q' -  n) u  +  [q q' ^  V q'  q" -  (q'  -  n^  (q"  -  n')]  u'=0  ,  ) 

ond  im  Allgemdnen  einen  Verein  von  zwei  durch  die  Grundaxe  AX"  oder  durch  die  Polar» 
axe  A3E"  hmdnrch  gehenden  Ebenen  darstellen.  Sie  geben  ra  eifcennai,  dass  die  Ebene 
(SR.  k)  dte  fHflbn  («1     gw  iMt  MR,  10  hm« 

p*^-(]^.ai}(p'>-nr)<:0  oder  ^^_(^-«)(V'-iO<0 

M,  UBgngCB  in  anH  Gemlen,  irdekn  dnnih  dto  CooidiMMMpRie  Undnroh  gehrn, 
•0  Imgo 

p'p'*-(p*^a>(|r>— a^^O  oder   q»q'*-(q'-n}(q'-nO>0  CM.«.) 
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ist,  endlich  dass  jene  Ebene  diu  Fluche  in  einer  einzigen  Geradt'n  berührt,  sobald 
CM<  f.)  P'  P""  —  Cp'  -  «")  Cp"  -  m')  =  0    oder    q'  q"  —  (q'  —  n)  (q  '  -  n  )  =  0 

wird.  Ss  steOeo  mithin  die  Gleichungen  (64.  a.},  wenn  (/i,)  oder  (v,)  null  ist,  und  keiner  der 
CoelBzicntcn  tc,,  a',,  a','  oder  S,,  S",,  S",'  verschwindet,  eine  Kegelflache  dar,  deren  Scheitel 
in  der  Cuorilitialenspilzc  liegt,  und  dinii  Sihnille  durch  Ebenen,  die  parallel  mit  der  Grund- 
coordiuulcnebene  XAX'  oder  parallel  uiil  der  rularcoordinalcnebcno  iAX'  und  in  eineni  ge- 
f6l»«nm  Abslude  von  diesen  geftbrt  wtr^oi,  Elipseo  sind,  welche  durch  die  OMtlkmg 
(65.  a.)  dur^ri-stcill  werden,  wenn  inaii  in  ihr  für  x"  oder  u"  den  gegebenen  Absland  setzt. 
Da  diese  KcgeUlüchcn  nach  dctn  bisher  Gesagten  lieincr  wctlcm  tn(un>ocbong  mciir  bcdiirfoni 
80  werden  wir  im  fomeni  Verimfe  naserer  Betnohtn^g  der  FUtoben  sweiter  Otdaaag  mr  die 
F»d!e  ndcli  uoiler  vflrfidgWi  WO  wtder  HMT  der  CoeOizienbni  «4^  od«  ^».^ 
noch  ijit)  oder  (i»^  id  iiL 

INe  HmpIwleQ  der  in  den  w  beednünklen  GMcbnogeii  der  FlMdKR  sweiler  Ordnung 
noch  verborgenen  verschiedenen  Gestalten  riditcn  sich  danw^«  ob  die  in  diesen  Glelcknogea 
enlbaltencn  Cocfüzienlcn  positive  oder  negative  2^lcn  sind,  wie  die  folgende  Botrachlung  seigt 
Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichungen  (64.  a.}  und  legen  wir  einer  der  fn  ihnen  vorkoinmen- 
dcn  Coordinaten,  wozu  wir  die  x"  oder  u"  nehmen  wollen,  einen  beeÜBHnten  Werth  «der 
fl"  bei,  M  hat  man  die  Cur>e  vor  Augen,  in  welcher  die  Fläche 

von  der  £beoe 

CM.k.>  x^=r  -oder  1"=«^ 

,  .  •  -;  geiduriltn  wird.  Veilegt  man  die  Axen  des  CeerdiHemyetemi,  aar  wekhes  eich  diese  Glei- 
chui^en  beziehen,  mit  sich  selber  parallel  nad  ffiMMbg  iutA  einen  Pl|OGt  0  Uadurcb,  deC- 
sen  schiefe  oder  senkrechte  Coordinaten 

0  ,   0  ,   f '   oder  0  ,   0  ,  ti" 

sind ,  und  nennt  x, ,  x' ,  x"  und  u, ,  u,' ,  ui'  die  scbiefen  und  senkrechten  Goordinalen  an  die- 
sen neuen  Axen  von  demjenigen  Puncto  der  OD  den  vorigen  Axen  dio  x,  x*,  und  u,  m",  vT 
halte,  so  ist  den  Glcichongcn  (44.)  gemäss: 

x  =  x,  ,    x'=x'  ,    x"=x;'  +  Jr'    oder   u=u,  ,    u'=:uj  ,    u"=:u"  +  »)" 

und  setxt  man  diese  für  die  ursprünglichen  Coordhuiten  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  Gleichun- 
gen (M.  a  und  b.},  so  werden  sie: 

^  «,xj+«;xr+ofCtf+n'=w  «i«  «.■r+«;«?+«'C'ir+f'7=(»'0 

CM.«.)  .  '         x:'=0  oder  tt;'=0, 

nnd  da  jetzt  alle  Poncle  der  ins  Augo  geflnslen  Gnrvo  in  der  ans  den  neuen  fliinitoJMstf  OX, 

und  0\|  oder  Pularuxen  OS,  und  OS",  gebildeten  Coordinalenebene  Ucgen,  so  kann  hixn  diese 
Axen  als  die  Grund  -  oder  Polaraxen  eines  ebenen  Systems  ansehen ,  an  welchem  die  heraus- 
gehobene Curve  durch  die  Gleichung  (ß6.  c),  nachdem  man  x^':=0  oder  ur=0  gesetzt  hat, 
dargesiettt  wird,  wo  dinn  jene  Qleiclinng  «n  diesem  ebenen  Systeme  die  lügende  Fem  sn- 


IM.«.)  «,x?  +  «;x."=0*.)-«;'r  oder       -f-<r,ur  =(».,) -J-.'n' 
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nad  au  veraüge  der  im  vorigen  Paragraph  durciigerüiirtea  Unlermchangen  uigt,  dass  diese 
tkne  tk»  HypaiM  H  wvm  «•  ni     odar  8,rmit^  UUm  mXi^mUgegMgemimm  Yonah 

chen  sind,  hingege«  dBtBUipse,  wenn  a,  und  oder  8,  und  S",  Zahlen  mit  einnriei  Vorzeichen  sind; 
diasa  leUiere  indeiMB  nr  so  lange  als  (fit)  —  ei' oder  (n)  —  ^V*?'"  eine  ZaU  mit  dem  glei- 
«haiTmeidiMwi«  fl(,«al  <4  oier^.  and  AUefeit^  dflni  diMe  Ellipse  ndrt  sieh  in  dan  einzigen 
Pnet  zusammen,  wenn  (ft,)  —  te',' ^'*=0  oder  (v,) — ^V'^^I^  'i^  nnd  enthMll  anch  nicht  einmal 
diesen  einen  Punct  mehr  in  sich,  wemi  {/i,)  —  a^^'*  oder  (f,) — «ine  Zahl  wvd,  welche 
das  entgegengesetzte  Voneichen  von  dem  annimmt,  welches  die  CoefBzienten  tt,  und  oder 
und  ^  in  sich  uufgenouunen  hnben.  —  Haben  eum  ElsIcii  und  a't  oder  S,  und  9^  etaer» 
lei  Vorieich<ii,  so  bpffpifucf  die  Ebene  ((5fi.  b.)  der  Fhiihc  (_fiß.  a.)  in  Ellipsen  nur  so 
laoge  tia  ^ft,)  —  u^' i"  oder  ^i'«)  —  öii/"'  dasselbe  Vorzeichen  wie  a,  und  u',  oder  und  ä» 
tsksMant  jeae  Ebene  berthit  dieie  Flldl«  la  ciacai  Poncte  oder  trifft  sie  pr  aidU  awlur,  so 
wie  die  aul  dt^n  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (66.  c.)  stehenden  Ausdrucke  null  werden 
oder  Zahlen  liefern,  die  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  dem  annehmen,  welches  die  auf 
ilna  feeUen  Scilea  MMIIiteB  CodItlsalBa  la  sidi  bigM;  dta  Aa«Mel«  Oa^-'sCr' 
(vt)— Ufaaen  tadaascn  aar  dna  aall  imdai,  tob  (ft,)  und  sC  odar  (w^  und  y,'  ei- 


Mriei  Vonekhea  hdiea.  dHM  iber  aowoU  wsaa  r=--V^^  «der  4"=— ^ 


wenn  5"=-f-J^^^   oder   t/' =  +  |/^^r  wird.    Es  ergchen  .'<i(h  mithin  Ellipsen  ilurrh 

alle  i>(-hailte,  welche  zwischen  diese  beiden  Urenzen  fallen,  wenn  a,  und  a«,  «•  oder  ö'^  und 
S,t      daeiM  Tonekben  babea,  htagiegea  dareh  sDe  Msseibslb  diessr  Gnmsa  iegmde 

Schnitte,  wenn  er"  oder  57  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  und  a'.,  odiT  und 
haben;  dagegen  können  die  Ausdrucke  (^,) — tc^ S"^  ^'^^^  —  ^' V  *  nie  null  werden,  wenn 
(^1)  nad  st*  oder  (y«)  aad  9!!  eotgwg  eiigessMe  VoinieheB  tnbsa,  dann  Beftit  joder  duMli  eiM 
Gleichung,  wie  die  (66.  c.)  sind,  angezeigt*;  Schnitt  eine  Elb'psc,  wenn  u','  oder  S",'  und  a, , 
ti  oder  2«,  y,  entgegengesetzte  Vorzeichen  hüben,  aber  es  begegnet  keine  solche  Ebene  der 
Fliehe  (66.  a.},  wenn  oder  J7  und  oe, ,  «;  oder  S, ,  ^  etnoM  Yorzekhen  habea,  la  die- 
sem letztem  Falle  wird  aber  auch  durch  jene  GlekJnug  gar  nichts  dargestellt,  wie  schon  vor» 
hin  angemerkt  worden  ist.  —  Haben  zum  Andern  «,  und  «',  oder  S,  und  3i  cnigegengeselzio 
Vorzeichen,  wobei  der  Schnitt  eine  Hyperbel  liefert,  so  kommt  diese  immer  zu  Stande,  den 
«tasuFdl  matmmmm,  wo  dar  Aasdnwb  (M~<C£"*  oder  (n)  —  a;' NoQ  gieb^  welches 
nur  da  geschehen  kann,  wo  (ti.)  und  a"  oder  fi',)  und  ö"  einerlei  Vorzeichen  hidn-n.  in  wel- 
chem Falle  die  Hyperbel  in  einen  Verein  von  zwei  Geraden  UbcrgcbL  Alles,  was  hier  in  Be- 
iag  mf  Sdndlte,  Ae  ndt  der  GraadooerdbiateBebene XAX  oder  ndt  der  Pohreoordantombone 
S  A I'  parallel  laufen,  gesagt  worden  ist,  gilt  ganz  eben  so  Tür  Schnitte,  die  mit  einer  der  übri- 
gen Gnmd-  oder  Folarcoordinatenebeoen  parallel  geführt  werden,  und  zwar  Wort  für  Wort,  so 
dHr'iidi  dl»  UeilMr  gehörigen  iMriUto  au  dea  votigai  abgeben,  wtm  mm  ia  Bsbsff  der 
Acceale  dm  Tertratttauv  dar  difilMi  oder  nreMen  Ar»  voninad. 


Mff)  im  mfi      ttm  mm  BlwiMli  fwwi*ia-  BsacMenheit  d«r  aeMnearv«,  welche 

cini-  iiiil  einem  Mittelpnocte  begubte  Flüche  zweiter  Ordnung  durch  Ebenen,  die  entweder  mit 
den  GmndooofdllMtsiabmMQ  odeir  mit  den  Folarcoordinaienpheoeo  p^aUel  gelegt  werden,  liefern 


* 
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entdecken.  Nehmen  wir  zuvörderst  tn,  dass  «(,,  cc^,  oder  S,,  31,  S7  in  der  (^eidiung 
(64.  a.}  sämmtlich  einerlei  Voneichen  haben,  so  liitea  vir  mgleich  annehmen,  dass  (ß,)  oder 
(v,)  das  gleiche  hat,  weil  ausserdem  diese  Gleichung  gar  nichts  ÜHrzusteOea  vcmidclilo.  \\ci\ 
nun  in  diesem  Fidlc  a,  und  u',  oder  und  einerlei  Veneicbcn  hal>cn  und  lugleich  (jt,)  und 
odor  (y.)  und  K  duwlw  Venafchn  bMÜica,  w  lieAM  die  dmh  «Im  wMm  «itoluiig 
dargestellte  Fläche  mrh  den  in  der  vorigen  Nummer  g-egehenen  Auseinandersetzangcn  mittelst 
Ebenen,  wdcho  der  Grundcoordinatenebene  .\AX'  oder  der  Polarcoordinatenebcne  £A£'  pa- 
rallel laufen,  von  x"=-]/^^      x"=+j/^^  ««•ß'^  von  n"=~l^  ÜB  a"=+l/^^^ 

Ellipsen  rIs  Srhnittnirven ,  welche  an  diesen  Grenzen  selbst  in  Puncte  sich  zusammen  ziehen, 
und  jenseits  dieser  Grenzen  trefTen  solche  Ebenen  keinen  Punct  der  Fläche  mehr.  Weil  ferner 
Im  dieMB  nUe  auch  tt,  und  «xST  oder  S,  und  8^  einerlei  Vorzeidiea  haben  und  das  Gleiche 
audi  wm     nd  (|it)  «d«r  di  od  (a^  gil^  io  Ueten  lodi  die  BbeMO,  wekhe  nil  der  Graiid- 

«oordtntaadbeneXAX*  oder  der  PoIireoeBdiutett^^  fuiBAyibm,'na3^ss^^^^ 

bis  x'=+l/'^  ^      »'=  «—+1/^  EllipM«  d 

an  diesen  Grenzen  in  Puncte  zusämmenlaufen,  und  jenseil«  dieser  Grenzen  trelfen  solche  Ebenen 
gar  keinen  Punct  der  Flüche  mehr.  Endlich  weil  in  diesem  FlUe  auch  a',  und  u','  oder  S",  und 

(X'  einerlei  Vorzeichen  haben,  und  das  Gleiche  auch  von  ce^  und  ii<.)  oder  5,  und  (r.)  so 
liefern  atu  h  ilie  Ebenen ,  welche  mit  der  Grundcoordinalenebene  X'A  X"  oder  der  Polarcoordi- 

nateoobcnc  i  AS"  panOlel  Uufeo,  von  x=— l^^-i^^  bis  x=+p^^  oder  von  x=— l/'-^ 

laufen,  und  jenseits  dieser  Grenzen  IrelTen  solche  Ebenen  gar  keinen  Punct  der  Flüche  mehr. 
Hieraus  folgt,  dass  die  durch  eine  so  beschaffene  Gleichung  dargostellle  Fläche  eine  vüIlijT  be- 
grenzte ist,  indem  sich  ihre  Puncte  in  der  Richtung  der  Grundaxen  AX",  AX',  AX  nicht  über 

Strecke  oder  in  der  Richtung  der  Folaraxeo  A£",  AS',  A£ 

aiete  «bar  eiM  Sincke  K^*  K^^^  n  Mim  Saften  dar  CeoNtaMMMytee  Un- 

aus  erstrecken,  und  da  diese  Flicke  innerlialb  dieser  Aosdeluniigeii  dnrdi  EImm^  wdAe  Hit 

den  Grund-  oder  Polarcoordinatenebenen  parallel  lanTei^  buter  BDipsan  els  SduitlMinreB  liefei^ 
SO  hat  man  ihr  den  Namen  Ullipsoid  gegeben.  ■  . 

Mm  Ae  drei  Coeilltlai^  ,  «e; ,  oder  8, ,  ö", ,  d;'  in  der  G3eichung  (^64.  a.)  nkH 
aibnmllkii  einerlei  Vorzeichen,  so  miisaen  ZWei  von  ihnen  dasselbe  und  der  dritte  das  entgegen- 
gesetzte haben;  wir  nehmen  an,  dass  «r,  und  a',  oder  d,  und  S",  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
hingegen  a','  oder  ^'  das  entgegengesetzte.  Während  diess  nun  statt  findet  sind  noch  zwei 
Fälle  mügllek.  Bs  kann  nXmlich  die  Grösse  (//.)  oder  (v,)  dasselbe  Toneieheii  wie  die  firel 
Coeffizicnten  «, ,  (4  oder  8, ,  5!,  oder  dasselbe  wie  der  eine  «"  oder  5*/  in  sieh  traijen.  Fassl 
man  nun  bei  diesen  Fttden  die  mit  der  Grundcoordinalenebene  XAX'  oder  der  Polarcoordi- 
nekndwne  SÄST  panMeM  Sdafte  ini  Jagt,  ae  iiM  mm  itA  AaUfUf  d«  Ii  der  iulfm 
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Hummer  gegebrnen  Aiuieuia^iicrscUungeii  gewtlbr,  weil  er,  und  tc',  »dar  d,  wid  if^  aiaeriei  Vor^ 
adchiM  hibMi,  dm  db  lo  ctMUeBn  ScknillGiirvM  iv  n^ien  HUm  hOamm,  Ä  ii«h 

t)  wrnn  (ft,)  and      oder  (y«)  and  dT  eia«riei  Toneiehea  habea,  tlnallich  aar 

niSMriiaA  der  «raiun  tTz^-YH  ond  x^s+j/^*  odor  ir=:-|/5^  ™« 
  «.  «t  <n 

«"=  +  1/  —  ,  hier  aber  überall  vorfinden,  und  an  diesen  Grenzen  st'llist  in  Puncte  zu« 
<'. 

sniiiiiu-nliuirt>n,  wcsslinlb  <lii-  Flüche  ia  dmein  Falle  fluf  iwei  vMi  cionMler  vAlig  getreaa 

ten  Theilen  beslehl;  die  hingegen 

b)  wean  (/f,)  vad  (dT  «der  (y,)  aed  d7  ettlfeiren||r«s eiste  Vorseiehen  habea,  aa 

ji'dor  SU'lli-  i."'ruii<i*.'ii  uiTiIoii  und  sirh  nirgends  in  cini'ii  I'um  t  zusammenziihen,  wi'ss- 
halb  die  Flüche  in  diesem  Falle  ein  einziges  aberail  in  sich  zusammenhüngendes  Ganses 
MMd. 

Fant  mm  degegea  solche  SdmiUe  dieser  Fllehea  las  Aage,  wddie  adl  dea  Gwiadeeor- 

diiiHltMii'l>t  iirii  \  A  V",  VA  \"  oder  mit  den  Polarcoordinalt  iiphenni  JAI",  BTAf"  paralld 
laufen,  so  zeigen  sich  diese,  weil  nicht  nur  ce,  und  a^'  oder  vud  dt  ,  sondern  auch  et^  und 
«iS'  oder  Si  und  Vi  enigegengcsetale  Torzeidien  habea,  sflaimdidi  als  Hyperbela,  dea  fai  der 
vor^fea  Nuauiier  gegebenen  Auseinanderselzungen  gemiss.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die 
doreb  eine  solche  Gleichung  dargestellte  Fiiicbe  Hyperboloid,-  weil  aber  ia  Boae  dieser  Hy-  % 
periieloide  aocb  der  unter  a)  und  b)  beschriebene  Unterschied  Staltfindel,  so  wollen  wir  sie 
dadanli  von  einander  unterscheiden,  dass  wir  dasjenige^  bei  welchem,  wie  unter  b)  voraasg»- 
selzl  worden  isl,  die  Grösse  n/^i  oder  dits  entgec-enweset/te  Vorzi'ii  lien  von  dem  besitzt, 
wcichi'ti  nur  der  eine  vun  den  Coclllzienlen  a, ,  ,  a'^  udcr  ö, .  tf, ,  <>i'  bat,  weil  die  Flik^e 
daaa  eh  etBaigefl,  ia  sieii  UeraB  rafamnaMafBadBi  flaBtwr  Mdel,  da*  eiaaiaataliflf«  By* 
pcrboloid.  Iiintjeiren  dsü,  bei  welchem,  wie  unter  n)  vorausgesetzt  worden  ist,  oder  (v,) 
(kusselbe  Vonsciehen  besitzt,  welches  nur  dem  einen  von  den  Coeflizienten  et«,  «■  oder  ^ 
db,  9it  9i  nkoaHBl,  wel  die  FUche  dna  aut  swei  von  einmder  feaMdeitai  ThaHea  besteM» 
dia  tweinaalelif  •  HypeHwIoid  aeaaea.  ^ 

So  wie  ia  Nr.  S06.  die  KeaaMichea  aagegebea .  irwdea  aind,  dnrdh  dte  wn  aaaAKibar 

aas  den  CoefBzienten  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  erkennen  kann,  ob  ans  den  reda- 
efalen  Gleichungen  (fth.  a.}  eines  oder  zwei  Glieder  aus  ihren  Thailen  der  zweiten  Diaieaaioa 
vcndiwnden  oder  nicht,  d.  h.,  ob  sieb  die  ursprünglielt  gegebenen  Gtetohnagen  bi  aadere  ma' 
der  in  (64.  b.y  aurgelilhrten  Fona  adar  von  der  ia  (64.  ».  )  aufgef&hrten  durch  eine 
Vcründcrunp  des  (loordinatcnsyslems  umwandeln  lassen,  so  wenlen  wir  jetzt  die  Kennzeiehen 
angeben,  durch  welche  man  in  dem  Falle,  wo  eine  Gleichung  von  der  Form  (b4.  ».)  eototeht, 
gleieh  aaa  dea  CoefBriente»  der  araprtnglich  gegebenen  Gleichanf  eifceaaea  kaaa,  weiehe  Vor- 
zeichen die  roerUzienten  der  zu  erzielenden  Gleirliitnir  von  der  Form  (M.  h.~)  annehmen  wer- 
den, d.  b.,  ob  die  so  sich  bildende  Gleichung  einem  lühpsoide  oder  einem  Hyperboloide  ange- 
bflraa  wcrie.  Wir  babea  obea  bi  Kr.  901  ia  den  Glaidiaafea  (BS.  k  bla  g.)  die  GoellBiaB- 
len  der  Gleirhungen  a /)  nns  denen  der  ursprünglich  gegebenen  finden  gtdehrt,  und  in  den 
Gleichungen  (57.  e.}  sind  die  zwei  ersten  von  jenen  noch  in  einer  aaden  Fom  geliefert  wor- 
den. MiB  bat  daa  GWcbnagea  (55.  b.)  ond  (57.  e.)  sur  Folge 
L  M 


t 
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■nd  es  geboren  die  so  beslimmtcn  Coeffiuenlcn  aucli  noch  der  ersten  Gleichung  (64.  a.)  an, 
weil  sie  sich  bri  diesem  xweiten  Ucbcrgango  nicht  vcriiadert  habeo,  wMhread  die  <xi  tu  Unten 
Glieder  (.«.)  und  (v,)  dieser  letztem  Gleichungen  indere  nnd  die  geworden  aind,  wddM  die 
Gleichungen  (64.  d.  und  v.)  an  die  Hand  geben,  und  von  denen  der  erste  in  (64.  d.}  gegebena 
durch  die  Gldcbaog  ^04.  f.}  noch  nehr  entwickelt  dargestcUl  wird,  woMch  mm  hM: 

wodurch  (fi^,  nfolge  der  in  (47,  nad  (55.  h.)  eingditiiHeii  BoelehnuiigeB,  lich  an  de« 
CoellliniMl  der  mpAngUch  gegebenen  Gleichungen  herholen  lässt.  Ks  folgt  hiemus,  da.s8 
(fi^  densdbea  WerUi  beUlt,  welchen  Werlli  man  aach  der  belidiigen  Grösse  J  geben  mag, 
•bo  bri  allen  Coorffiialemystemen,  aur  die  man  dorcb  die  vcrscUedenen  dazu  taaglichen  Weifbe 

von  J  hingerahrt  wird,  wcsawcgen  man  (u,)  bei  allen  diesen  möglichen  Sy.steinen  stets  als  dte 
und  dieselbe  eonstiinte  Grösse  anzusehen  hat.  —  Moltiplicirt  man  die  swci  ersten  GleicfavigeD 
(67.  a.)  mit  einander,  so  erhalt  man: 

und  da  weder  ^  noch      dar  Nnll  gleich  eied,  w  wird,  wem  weder  A  WMh  A«  «tf  iili 

eteto  eine  poeüive  Zahl  eehi;  ei  wird  daher  nnlnr  dteser  VonnsMtnng  ä^d,  wä 

»tt'—iT*  Begleich  entweder  positiv  oder  negativ  werden,  oder  mit  andern  Worten,  ee  twrdon 
wd     entweder  ^nerlei  oder  oitgegengcsetztc  Vorzeichen  annehmen,  Je  iwahdem 

C««««.)  »1^— A'^>-0  oder  «»'— il"*<:0 

isL 

L  bt  0011  eratUck  nii'—  ;i"*>0  nd  nehmen  daher  u,  und  u,  ehwriei  Tonefahen  en,  m 
hewegna  eich  die  aligichea  Werth«  tob  j/jn«^— (»j**— nie  iwiichen  —\xJ  md 

henitti,  weiM  \ » ^±]/\ *» — (» i stete  ein  nnd 


wie  kJ  edbar  enohm,  md  in  Folge  deaien  nehmen  er,  tmd     nnaaegeeeW  deaeefce  Ymw 

wie  4^  eder  wie  4;  an,  wie  me  den  Gleichungen  (ti7.  a  )  sich  auf  den  entea  1 


lliBt.  Ee  werden  denmnoh 

a)  die  drei  CoeHdenten  k,  ,«;,«•  der  redneirten  Gleiebiing  cinertei  Voneichai  in  eich 

tragen,  so  wie^  und  o,  oder    «e  Ann,  «nd  ^  and «* werden einerieiVeiieichenfaeiBh 

tragen,  eo  wie  ihr  Prodnct  »  eine  positive  Zahl  ist  Folglieh  nehmen  die  drei  Ceef- 
fizicnten  c,  «4»  der  redneirten  Glciehnng  einerlei  Vorseichen  in  eich 
auf,  wenn 

CM***)  »iT— r^>0  nnd  x>0 


Digitized  by  Google 


I.  17.  Hr.  fl«. 


Kramae  rUktai  swatter  Ofdaaaf . 


ist.  In  diesem  Falle  hat  jeder  CoelBücnl  dauclbe  Vonekhea,  wekkes  den  flineii  m'i  9dm 
m"  MgcMri.  El  werden  Ui^flgw 

b}  dte  drei  CoefTizionion  a, ,  a', ,  «1'  der  redueirten  Gleichnng  nidil  einerid  Voneiclien  «a- 
nehmen,  obgleich  die  beiden  ce,  und  er«  es  (hun,  wenn  das  Vorzeichen  dieser  letzten  bei- 

den,  d.  h.  dus  von  —r,  das  entgegengeaolzte  von  dem  ist,  welclies  a','  udcr  u"  in  sich 

trüijl,  und  diese  beiden  Grössen  werden  enffifeg-enjresctstc  Vorreichen  in  sich  aurnehmen, 
weiui  ihr  Product  x  eine  negative  Zahl  lüt.  Folglich  nehmen  die  drei  Coeffizienten 
««I  «•»  der  redacirlea  Gleichaaf  aie  einerlei  Vorseiehea  ia  sich  aaf, 
weaa 

und  x<0  («««t^) 

ist  In  diesen  Fille  Int  der  eine  CoeBiient,  dessea  Vomiden  deai  der  iwd  mdem 
entgegengesetzt  ist,  das  gleiche  wie  dis  Prodacl  TOB  aüen  dreioBt  soaedi  daSf  weiohei 

in  «"(xx' — i'  ')  enthalten  ist. 

IL  Isl  alter  sweileBS  »»' — X"'<:0  und  Ingen  deoi  nur  Folge  schon  «,  uad  ea^fefN»« 
feeetete  Voneichea  ia  sidi,  so  ktanea  die  drei  CeefltaieMMB  0, ,  cc, ,  der  ladiwltlea  CHij^ 
ebnm  aielrt  einerlei  Vorzeichen  besitzen;  es  nehmen  nloo  diene  Gneffisinsle«  naek 
dnaa  noek  verscliiedene  Vorseicken  in  sich  aaf,  nrnan 

isL  In  diesem  Falle  hat  wieder  der  eine  Cocfßzicnt,  dessea  Voneicben  dem  der  zwei  andern 
emgefengeseizt  ist,  die  gleiehe  wie  den  Prodnet  von  äUs»  dnsea,  eeoasli  das,  wekhes  in 

^l»g—X"*}  BttOuHea  ist 

Die  vorstehenden  Kennzeichen,  welche  sich  auf  eine  «rsprilnpflicfi  in  ÄchfcFcn  Coordinaten 
gegebene  Gleichung  beziehen,  geben  die  für  eine  ursprünglich  in  senkrechten  Coordinaten  ge- 
geieae  Gleidmug  an  die  And,  wenn  ann  die  (SiandiwtdMn  « ,  »  nnd  Jl  dundi  die  ^,  «  nad 
T  ersetzt,  vorinisecv-cf?!,  diT^s  nirht  fT'=0  ist.  An  die  Stelle  dor  oMtri^n  Ki'nnzeichen  können 
aber  auch  die  treten,  welche  man  aus  jenen  durch  eine  an  den  Acccnten  vorgenomnene  Yer- 
imschung  der  dritten  oder  iweilen  Art  eriillt,  Tenusgesetzt,  dans  de,  wo  ehe  Vertnnsclwy 
der  dritten  Art  vorgenommen  wird,  nicht  «'=0,  und  bei  einer  Vertauschung  der  zweiten  Art 
Bidt  «s=0  ist.  Die  so  sich  etgebendfiB  Kennzeichcii  liefern,  wenn  man  die  Grundzeichen  S, 
«  and  T  «  die  Sidte  derer  «r ,  «  aad  1  setzt,  die,  weMw  eiaer  anprünglich  in  senkrechten 
Coordinaten  gegebenen  Gietchung  «gehören,  für  den  FaB,  wo  entweder  f  oder  8  ntdit  aal  ist 

Da  die  Aufstellung  dieser  Kennzeichen  von  der  Vuraussctzung  ausgieng,  dass  einer  der 
drei  Codfizieoten  et,  a',  «"  oder  derer  ^,  9"  nicht  null  sei,  so  bleibt  noch  der  sehr  be- 
sondere PaD  m  betaachtea  ttrig,  wo  diese  drd  CeeWrieatea  ia  der  nnprüngUch  gegeben« 
fileidning  Stnmllidi  null  sind.  In  diesem  Falle  Itann  man,  wie  «Mo  Ohfgen  Betrachtungen  dar- 
gednn  haben,  nicht  unmitlclbar  von  der  ursprünglich  gegebenen  Gleichung  auf  dem  in  den 
Naaunem  200  bis  203  iwtretenen  Wege  zu  einer  Gldchung  von  einer  der  Formen  (64.  a.)  gelan- 
gen, eondem  man  muss,  wie  dort  gezeigt  wordea  ist,  zuvor  erst  eine  zweite  Gleichung  auf- 
suchen, deren  CoerTizienlen  andere  als  in  der  ursprünglich  gcgelienen  Gleichung,  niimlich  die 
werden,  welche  in  den  Gleichungen  C^i-  b.3  fUr  den  Fall  aagßgel>eu  worden  sind,  dass  die 
«npiUngüdie  COeiching  in  fgUefen  Goordiaalea  gegeben  ist,  and  nnn  .wiedsr  n  ebnr  GWr 
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drang  in  scfaiefen  Coordinalen  gelangen  wilL  in  diesen  Gleichungen,  au»  welchtm  sich  Icicbt 
dte  jcdm  Midflfii  FliHs  flilspvMhcndwi  IictImIm  ImwNi  sIelleR  die  wA  KhMMni  vnifcbcMii 

Zdehen  die  ('(irfTizienten  der  ((^osucblen  zweiten  Gleichunj;  mit,  wi^Irhe  doMB  in  dwr  ursprfln^r- 
Keken  tiltiichung  ohne  Klamineni  voriuMniiMUMlcu  analog  siod.  Diese  zwsito  GMehmg  iwl  nan 
den  obigen  Belnwlitungcn  gemäss  als  neae  arsprUngliche  m  naimeii,  und  Ms  ftr  nm  die  GW- 

diung  vi^i  der  in  (64.  a.)  aurgc^lelllon  Form  herziiln'ieii,  wekhei  stels  gcsclMshen  kann.  Alf 

diese  Weise  wird  narh  Auüsaire  der  Gleichungen  (61.  f.): 

und  es  sind  diu  auf  den  linken  Seilen  dieser  Gleichungen  stehenden  Ausdrücke  in  üczug  auf 
die  in  deoi  gegenwärtigen  Falle  aiAuslellemfen  Kennwieben  des,  was  xnvor  dmck  «, 

benichnet  worden  ist;  weil  aluT.  den  Huf  ilen  rccliteii  Seiten  di  r  \urstflieitdrn  (IIiMchiiiiiren 
kflflndlichcn  Grussen  gemäss,  die  jetzt  für  x ,  x"  zu  neiuneiuien  Werlhe  nulhwendig  nega- 
tive ZaUen  oder  nall,  abo  nie  positive  Zahlen  werden,  so  Tolgt,  dasa  eine  Glekhnng  von  der 
hier  angenommenen  spccieHenFonuniedieiweile  der  (67.  e.)  entsprechenden  Bedingungen  errüllen 
kann,  also  nie  eine  Gleichunff  von  der  Porm  (64.  ».}  giebt,  in  welcher  die  drei  Coefllaenlen 
te','  oder  <(, ,  y, ,  K'  einerlei  Voraeicben  besitzen.  Genan  zu  denselben  Resotlaton  wire 
■Mn  aber  auch  gelangt,  wenn  man  dio  oben  eriuiltenen  Kennzeichen  unmittelbar  auf  die  gege- 
bene Gleichung,  in  welcher  die  Copdizii-nteti  « .  <•/,  «"  oder  ti ,  !)'.  tV  sHtnintlich  feUeBi  in  An> 
■   Wendung  gebracht  hätte;  denn  iu  dic-sem  l-alie  htilteii  die  Gleichungen  {41.  a.} 

rfw»  Ar  »,  k",     nor  negativa  ZaUan  oder  nnB  gegeben,  wodnicb  mm  wieder  anf  ^  Ken» 

aeichen  von  der  in  (67.  f.}  oder  (67.  g.}  angezeigten  .\rl  hingewiesen  wird.  Ei  laaMO  also 
jene  Kennzeicben  selbst  in  diesem  beaondem  Falle  noch  erkennen,  dass  die  reduetrle  Gleichung 
von  einer  der  in  (64. «.}  aurgestcllten  Pom  eine  solche  wird,  deren  Coeflizicnten  a, ,  ,  «• 
üdiT  uucli  Stjä^fSa-  Bkiht  alle  dr« i  einerlei  Vorzeichen  haben.  Via  aber  in  diesem  besoadeni 
Falle  das  Vorzeichen  zu  erniitlclii,  welches  nur  in  einem  der  drei  Cnclliricnleri  vorkonnnl,  hat 
man  blus  zu  bedenken,  dajis  es  im  AUgemeioen  das  von  a"  (xx  —  k  ")  oder  a\xx" — k'^^  oder 
«(xV'-i*)  ist,  wia  bei  Ba«i«niff  (67.  «:)  aaganaill  irarde,  im  Mbw«« 
(47.  a}  aar  Polg»  diu,  wal^kea  demjenigen  von  den  drei  Prodkelen 

angehürt,  dessen  vorderer  Factor  nickt  null  ist,  so  dass  eben  desswegcn  dieses  Vorzeichen  das 
von  {  selber  ist.  Man  erhält  ans  dieaeat  Grande  das  veriangte  Vorzeichen  in  dem  gegenwär- 
tigen besondem  Fale  mit  dem  von  S  augleick,  wenn  man  die  in  diesem  letztem  Ausdrucke  er- 
scheinenden  Coemzienten  mit  Klammem  umgicbt,  und  hicraur  Tür  diese  nenen  CoeHitenlen  ihre 
darch  die  Gleichungen  (61.  b.}  gegebenen  Werthe  setzt   So  wird 

« = 2  ^  (^  A'+ 1?"  A  )  (/?  A''+ /r  A)  —  2 /J«  OJ  A' A"+ A  A"+ /T' A  AO 

«=2jS^^'A', 

wie  aeban  in  der  flieidiang  (9t.  e.)  ei wiesen  worden  ist,  wanaa  man  rieM,  daai  der  CoefR- 

zient  in  der  rcdurirton,  anf  ein  reelles  Cii(irditiiilfii>^\ stem  bezogenen  (üeiiluinrr,  dessen  Vor- 
zeicben  nur  in  einem  der  drei  Coeffiiienten  «e,,     ,       vorkommt,  mit  dem  Producte  ßp^ 
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211)  Wir  sind  Dun  im  Stande  die  Merkomle  «nzugeb«i,  woran  sich  gleich  aus  der  ur- 
iprDnglidi  gegcbeiMn  CHeidinng  etkeaam  MMt,  wdche  Art  im  Plldica  iweUsr  OmlMiif  ii 
Inr  ealhdlai  HL  Weat  Gleieliaif  tIdU  ntadkli 

I)  ein  Ellip^uitl  dar,  wi-nn  Mcht  BUr  eine  dor  dm  ürüssen  xx' — i"',  xx"-  ).'\  x'x" — i' 
oder  a'i,  ui  grösser  ab  Nnll  bl,  wou  erforderlich  ist,  dass  nicht  alle  drei  Cuedizieii- 
tm  « ,      «"  gleklueit^  mdl  find,  sondtn  Mieh  fflNrnKeii  eiM  der  drei  GrOnen 

»,  k-,  »"  «der  tf^-ß'f  Ä«"-^,  ••'-/r* 

and  »rar  eine  von  de«  beiden,  wddw  in  der  Tarifen  Bidli|nBg  «llralen,  dnn  ZM  lleiort, 

die  grösser  als  Null  ist  In  «lie^irin  Falle  crhall«?ri  nfimlich  dip  drei  f^•f•^Ti^ilttll•Il  «. .  a'^ .  <r"  , 
von  welchen  einer  einem  der  a »  a\  a"  gleich  ist,  einerlei  Vorzeichen,  und  dann  stellt  diu  re- 
dwMe  CHeidniaf  ein  BUpmld  dar,  «rcn  diwce  VoneMiei  dem  von  (^) ,  wekke  OrdMe 
durch  die  Gleichung  (67.  b.)  (.n  lu  n  wird,  jflcich  ist,  gar  nirhts,  wenn  diesi-  bt  idoii  Vorzeichen 
einander  enigegengenetst  sind,  und  einen  cinxigen  Puoet,  wenn  |j<,)=0  ist  Jene  tileichnng 
Mdi  hingegen 

B)  ein  Hypefbolaid  dar,  I*  wem  wieder  che  der  drei  Grtme» 

»V—l-,  ^jT-V  oder  «f"« ,  •*« .  mi 

gritaMr  als  Hol  «nd  ngitiA  eine  von  den  drei  GrOasen 

jc,  1^,  ^  oder  diT—ß^,  »^-ß*,  ttm'-ßr* 

mi  zwar  eine  von  den  beiden,  wctcfae  in  der  TOi%cn  Bodtaguig  anllrelMi,  kleiner  alc  N«l 
illj  S*  wenn  eine  der  drei  Grössen 

xx'— /."',    xx"— A'',    x'x" — X*    oder    «'S?  ,    «' 1'  , 

lileiner  als  Null  ist.  in  diesen  Leiden  Fallen  nimmt  derjenige  von  den  drei  Coeffizienten  «e,, 
alt,  «T,  dessen  Voneidien  das  enlgegengeseiiie  tob  den  der  lieiden  andern  la^  dasjen^e  ta, 
wekbes  in  der  entsprechenden  Grösse 

«"(x/— r')  ,  «'(xx  — i")  ,  «(xx"— i«)  ,  d.  Ik  in  S 

enÜlsHen  ist.  Weil  nnn  dieses  Hyperboloid  ein  /.weiiTiHntelifet  oder  eto  einmanlellges  iüi,  je 
nachdem  dieses  Vorteichen  das  gleiche  oder  das  entgegengMeWo  von  dem  in  (/t,)  enthalttuten 
M,  ao  folgt  noch  weiter,  dasa 

•)  dieses  Hyperboloid  ein  swetmailaiigM  is^  WMB  die  in  8  and  (f^)  niiürilnm  VonaielMn 

die  gleirhen  sind ;  hinireifen  dass 

b)  dieses  Uyperbuluid  ein  eiuniantcliges  ist,  wenn  die  in  £  nnd  (ft^  entliallencn  Vorzeichen 
einBndcr  enigcgengusettt  sind,  wobei  inaier  den  durch  dfe  CSMehong  (67.  b.}  gege- 
benen Amdmcfc  vorstellt 

I!<'>i[zt  die  iirsprunglidi  jrejyebenc  Gleichun(|^  keinen  der  drei  CoefTizienlen  a',  a  \  wo 
dann  immer  der  Fall  Ü)  eintritt,  so  hat  man  in  a)  und  b)  ahstaU  Ü  das  Prodnct  ZßPß'  m 
nehmeB,  in  wefadiea  sich  « in  der  Ifad  verwanddt,  wenn  gtefahneilig  «=0,  «TsrO  und  «"ssO 
ist;  zu  gleicher  Zeit  hat  mm  ahw  MOh  an  die  Stelle  von  t>,)  das  zu  setzen,  was  die  Glei» 
chnng  (6T.  b.}  dafitr  giebt,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seile  statt  der  doHiifen  CoefTizienten 
die  der  zweiten  Gleichung  setzt,  in  welche  die  ursprttnglidie  vurkulig  umgcaadert  werden  muss, 
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4k  wo  dieser  Fall  vorimuBt,  an  voa  ihr  ms  Mif  dem  eliigeii  Wege  «t  der  GkielNaf  von 

einer  der  in  (64  a.}  aufgcstcUlcn  Formen  gelangen  zu  können,  übschon  die  vorstehenden 
Merkmale  nur  den  Fidl  «ogeben,  wo  die  orsprüngUcbe  Gleichnng  in  sclücren  Coordinatcn  g«^e- 
ben  ist,  und  nm  wiedw  n  etaer  Qeidnng  in  acUeren  Coordinalen  gelangen  will,  so  lumn 
■MB  WS  ihnea  dodi  nitldit  der  beltauleB  dnbdlen  Snbeiüiitioiieii  alh  andern  aUetten  ^> 

Die  Ar  daa  Hyperboloid  und  fUr  das  EUipsoid  erhaltenen  Kennzeichen  lUngen,  wie  sich 
leidrt  ze^en  lisst,  in  bosilnnnlcr  Weise  von  dem  analytiscbea  Baue  des  Tbeila  der  zwcilen  Di- 
mension in  der  uri-in  uagliLb  gegebenen  Gleichung  nb.  HieiM  werdoi  wir  Uoa  die  CMdiaogf 
(43.  a.),  welche  schiefe  Coordinatcn  in  sich  trägt,  berUcksichligea,  da»  waa  rtm  ihr  gezeigt 
wird,  notluvendiu  auch  von  der  ^43.  b.)  gilt,  imloni  b^Mcic,  iinalytisrh  ijenonimen,  viSlIig  die  glei- 
chen sind,  und  auch  bei  jener  wollen  wir  voraussetzen,  dass  einer  der  ihr  zugehörigen  Coef- 
tiltiatim  «,      m"  nicht  mdl  cej,  was  inuner,  wie  wir  geseliea  hidien,  der  Fall  ist,  wenn  diese 

Gleirhiinrr  pineni  Flüpsoifl  anc-chört  Wir  wollen  fempr  auf  einen  Auijenbiick  annehmen,  flass 
die  Gleichung  so  geschrieben  sei,  dass  dieser  eine  Coefizicot,  worunter  wir  den  a"  verstehen 
woleB^  als  posiliTe  Zahl  nribtii^  was  stets  gesdislieB  kam^  so  llsst  skh  icigeo,  dass  der  UmI 
der  tweilen  IKmeMloii  fai  der  gegebenen  CHeicbnng,  BMmlich: 

sich  immer  auf  die  Fom 

+0n  x)'  +  ( n  V  +  n\y  +  (,,  x  +  p'x'+  p'xj 

Iwilgen  lasst;  denn  scbafll  man  in  diesem  letzten  Ausdruck  die  Jüauimern  weg,  und  sctst  man 
die  an  eineilel  CoocdbudsaMisdruck  gehörigen  CoeflUenlen  in  ihm  vnd  in  dam  IMb  der  swii- 
len  DlBMnaion  einander  gleidi,  ao  aMtast  man  nnf  die  fo%enden  GMdMmgen: 

±m'±n«+p«=s«  ,  In^+p-Ä^,  jr=^ 

±nn'+pp'=/r.  fp-«^.  ^9''-ß' 
Die  letale  auf  erster  Zeile  od  dw  cwei  letalen  anf  swetter  Ze3e  von  diesen  Gleicfanngen  geben: 

nnd  DUM  sieht,  dass  diese  drei  Zahlen  reell  werden,  d«  u"  positiv  vorausgesetzt  worden  ist, 
sngleidi  aber  andi,  dass  bei  einem  negativen  Werth  von  das  Gleiche  sidi  noch  imnmr  da- 
durch enielen  iHsst,  dass  man  dem  dritten  Quadrato  das  Vorzeichen  —  anstatt  das  -f*  gicbt 
Dia  zweite  anf  etsler  Zeile  und  dio  erste  auf  zweiter  Zeile  stehende  Gleiciiung  geben  hierauf 

+n'*=<,'-.^  nnl  ±nB'=:/r- ^ 
odar  mit  BenUtanng  der  in  (47.  a.)  elngefldulen  Bnaeiehnongen 


WM  mm  die  hier  fefkaidenen  MerkMle  mh  jenen,  i}(e  Kuter  im  Anhanf^e  ama  sweHen  Unit  lefner 
Inlr  odu  cl  io  nur^i-alclU  bat,  vergicichrn,  »o  muu  man  in  Recluiuog  brinKnn,  diu  <li>  sir  Analyst  bei 
feinen  fietncbiuogea  iuimcr  cinea  der  drei  xu  den  QiiadraMi  der  Coordinaioe  gchörifca  Ceafliuealea 
all  nieU  Mdl  aaia«4  «ad  iabai  pMMv  VMmMlat.  (IBcManM  Pttialmag  Cap.  V,  ftWJ., 
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nd  dien  nigt«  difB  man  äudk  dh  WiU  dsi  vofdera  Tonflickow  tJ: 
daüs  n'  und  dam  anob  o  dne  redle  ZaU  iviri  EndUdi  lier«rt  die  mf  «nicr  Zeie  ilehMde 
Glekkunff 

•dar  nR  BeaWsiaf  darsalb«  Beseidmngca: 

man  kann  also  durch  die  Wahl  dci  Voneichens  +  immer  machea,  dan  aiidi  noch  m  reell 
werfe  Verfangt  asan  aber,  dass  von  den  doppelten  Voneichen  immer  nur  das  obere,  nInliA 
-\- ,  gonommpit  wrrdi',  so  wird  n'  und  in  Folsjc  dt-ssi-n  anrh  n  nnr  dnnn  vim-  n-t-llc  ZHhl,  wenn 
X  und  a"  einerlei  Vorzeichen  haben,  und  m  wird  nur  dann  reell,  wenn  a"x  und  xx  —  il"*  ei- 
nariei  Veneicheii  babea.  Die  BedfatgOBf ,  daie  das  GM  der  iwreBii  MaeiMioii  bi  der  ar- 
sprOnglich  gcgrbcm'n  cieirhung  sich  als  Sanute  JeMT  drei  OwMirale  BDÜ  reellen  BaaeR  dar- 
stellen lasse,  besteht  also  darin,  dass 

a"x>-0    und  zugleich    xx' — A''>0 

ael,  welche  Bedingungen,  da  u"  positiv  vorausgesetzt  ist,  mit  dem  Keimeicbai  lllr  daa  BM^ 
aoid  Eins  sind  md  bd  eiaea  iiegalim     dte  gloiebnn  bMbca,  wena  aen  tMm  drei  OnadnH 

lan  das  Vorzeichen  —  tfieht 

Aehnlich  iMsst  sich  zeigen,  dass  daa  K^mzeichcn  für  das  Hyperboloid  Eins  ist  mit  der  ana- 
Ijliaeben  Bigaaadiaft  dee  TheBa  der  sweüen  DnMnefam,  ebdi  te  drei  Ooadrale  zeriefen  n  la^ 

sen,  die  jedoch  nicht  alle  dn-i  ziiulcirh  tlasscllfc  Vürzeichi-n  Hnriflnni'n  kimncn,  wenn  ihre  Basen 
reell  blcibeo  sollen.  Man  kann  demnach  such  sagen,  die  ursprüngUch  gegebene  Gleichung  stellt 
eni  BIKpaoid  oder  Hypeiboloid  dar,  je  naehdeai  sieh  ihr  Tbefl  der  iwefloi  Nncniiea  ala  etaa 
durch  blosp  Addition  oder  durch  Mose  SuLtradion  i  rilslnndcnf  Vt  reinigung  von  drei  Quadraten 
mit  reellen  Basen,  oder  als  eine  theils  durch  Addition  und  theils  durch  SobtracUoo  enlalandene 


212)  Aehnlicbe  Betrachtungen  lassen  «adi  bi  Bebreff  dar  CMcbangeA  (64.  b.)  an^ 
stellen.  Legt  man  nämlich  in  diesen  Gleichungen  der  Coordinale  z"  Oder  a^  einen  coMlawlep 

Wertb  S'        9"        wodurch  sie  Ubergehen  in: 

ß.x'4-«;  x"  =  — 2y;'|"   oder  5.  u' +  f.  u-*  =  —  2  r.V', 

und  nun  auf  das  aus  den  Grundaxen  AX,  AX'  oder  aus  den  Polaraxen  AS^  Ai'  gebildete 
ebene  Syaleni  bezogen,  die  Cmre  ameigen,  in  der  die  PMche,  welcbe  durch  dfo  Cleleliwig 
(64.  b.)  dufestcHt  wird,  von  der  Ebene  x"=^"  oder  u"=»j"  geschnitten  wird,  so  sieht  man, 
dass  diese  Schniltcttrven,  wenn  «r»  and  cr^  oder  8,  und  S",  beide  zugleich  positive  oder  beide 
zugleich  negative  Zahlen  vorstellen,  nnr  Ellipsen  sein  können,  und  zwar  nur  so  lange  als 
—  2yri"  oder  — 2  dasselbe  Vorzeichen,  wie  a,  und  oder  S,  und  «T, ,  haben,  was  jo- 
dnrh  stets  auf  einer  von  den  beiden  Seilen  der  Coonlinalonspilrc  in  der  Richtnng  der  Grund- 
axe  AX"  oder  der  Polaraxe  AS",  wiewohl  nur  auf  dieser  einen  Seile,  der  Fall  ist;  und  eben 
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•»  lielil  tmm,  4m  dteie  MniHoarviaa,  w«Hi  «•  nd  «S  oder  8,  vai  f,  taOffegeagenMt  Tw«- 

7,<  ii  hi  n  liflben,  Flyperbcin  werden,  welcha  inr  «n  der  Coordinatrnspitzfi  in  einen  Verein  von 
zwei  Geraden  übergeben,  die  entweder  in  dar  Gmodcoordinatenebene  XAX'  oder  ia  der  Po- 
IveoordiiiateMbeiw  SAT  Hegen  nnd  dnrch  die  CooidiMdenspitze  Idndnidi  gdwn.  Legt 
aber  einer  der  Coordinalen  \  und  \  oder  o  und     «inen  ooMtanlen  Wertk  |  nd  1*  oder  ii 
moA  n'  bei,  m  gehen  jene  Gleii-Iiuni>:eii  Uber  in : 

«.t'  +  2y;'x '=  — *i;r  «der  J^n'  +  a^Vs— d;«'», 

wenn       ^  oder  ii'  tax     oder  n'  teilt  nnd  in 

•;ir+»y;«*=-«,r  oder  d;u-+»Cra''=-J^«», 

wenn  man  ^  oder  i/  fiir  \  oJit  ii  selzl,  und  von  diesen  gehen  die  einen  in  die  andeni  durrh 
eine  VerUiucbung  der  ersten  Art  über,  was  zu  verstehen  giebl,  datu  die  einen  SciiniUc-urven 
in  Besag  nnf  die  Axe  AX  odw  AX  duiAe  sind,  was  die  enden  in  Beug  auT  die  Aze  AX 
oder  AT.  Ale  dieee  SdmiUennren,  welclM  dnrdi  Ebenen,  wie 

3^=^  oder  11'=«'  nd  zs{  oder  «=r« 

erzeugt  werden,  sind  lauter  f^leichgcstalletc  Parabeln,  von  denen  die  dureh  die  ddehnng  (64.  b.) 
dargt^slellte  Flüche,  die  man  Paraboloid  nennt,  ihren  Naint  n  erhallen  hat.  Dieses  Parabuloid 
wird  ein  elliptisches  o^cr  ein  hyperbolisches  genannt.  Je  nachdem  die  zuerst  betrachteten 
yer  ndt  XAX'  oder  XAI'  parallelen  ScferiUe  BBipMn  oder  Hypeiteln  sind.  DM  Keaueidien, 
ob  eine  urapftnglich  in  scliierni  Coordinaten  gegebene  Gleichung  ein  pHrabnIoid  darstelle  oder 
nicht,  ist  du  in  der  Gleichung  [ÜO.  a.3  oder  {J60.  b.}  enthaltene.  Ist  nüuilich  diese  Gleichung 
■I  ecfaiBfen  Coordinalen  gcigeben,     enlhiill  lie  ein  Firakobid  in  eicfc,  eo  oft 

CM*  •>!  8=0 

Irt;  ist  aber  die  fflebiuing  vrspriigtkh  in  tenkreoklen  Cooidhnlea  gegeteo,  eo  eotkütt  sie  ein 
Pnboloid  in  rieb,  eo  oft 
CM*  b.)  A=0 
in 

Ob  das  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  ein  hyperboli.'^ehes  st  in  werde,  hängt  lediglich  da- 
von ab,  ob  dit^  CoefBzienlen  der  zwei  rückständigen  Glieder  des  Theils  der  zweiten  Dimension 
in  den  Gleichungen  vuii  den  in  (^55.  a.}  enthaltenen  Formen  einerlei  oder  enigegengcselzte 
Voneidien  erhalten;  denn  d«  die  weBem  Verftnderangon,  welche  wir  an  solchen  Gteidrangen 
in  der  \r.  207.  vorgenommen  haben,  um  zu  Cleichiingen  von  einer  der  in  (ßi.  ;i.  und  b.")  auf- 
gcstcUlcn  Formen  zu  gelangen,  diese  CoelHzienten  stets  lassen,  wie  sie  zuvor  waren,  so  stellen 
a»  nnd  «^,aowie^,  nndd^inden  leWera  Gleichnngon  dsMelbo  vor,  waa  die  gieiehen  Zet- 
ehen  in  jenen  fiiiliern  Gleichungi  n  ln  dculett  n,  und  wir  haben  hier  d«s  Paraboloid  ein  ellipti- 
scheji  oder  hyperbolisches  genannt,  je  uadideni  a*  und  oder  ö,  und  ö",  einerlei  oder  ent- 
gegengesetzte Yoiieieiien  haben.  Da  nun  in  jenen  frtdieni  detchnngen  der  zu  oder  «"* 
gehteige  Cetflbdent  a'^  oder  S",'  stets  von  \ull  verschieden  Ist,  SO  ist  das  Paraboloid  ein  ellip- 
lisches  oder  ein  hyperbolisches,  je  nachdem  der  eine  bei  z*  und  x"*  oder  bei  u*  nnd  u"*  noch 
Obrig  bleibende  CoelBzient  mit  dem  cc*  oder  einerlei  oder  enlgegeogesclztea  Voneichen  hat; 
ee  ist  ober  bei  den  Mioloidi  wo  num  »it—r'rsO  hUt»  dteeer  GoelBiim,  den  bi  Nr.  30». 
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gegebenen  Au«ein«i4e»eUungen  gemäs«,  wenn  die  ursprüngliche  Gleichnng  in  scfaiefen  Coor- 
fegdm  ift,  Wlnedar 

A'^j,   oder   A?.^^  , 

ibo  in  jedem  Falle  mit  dea      elneriei  oder  enlgegengesetsles  Vontddiai  an,  je 

nachdem  das  PfdiIui  I  aus  ihm  und  a"»  ninilich  A'^x  oder  Af^^x,  positiv  oder  negativ  iÄ 
Das  an  rtillcu  Lüür(linatensysl«n«Q  wljtgftisle  Panbolotd  iit  nilUo  eia  eHvtiMifaee  oder  br- 

pcrbolischcs,  jo  nachdem 

x>0  oder  s<0  C*^«»l 

ist.  Da  jene  frUhom  GIcichungon  iinlnr  drr  Voraussetzung  erhalten  worden  itad»  daif  oder 
ff'  nicht  null  sei,  so  ist  die  Bedingung  (69.  a.}  noch  von  dieser  Voraasselmg  oiqgefliqil;  d- 
Mb  niB  Ifterzeogt  sich  leicht,  dms  dieae  Beedtrlnlnng  eine  blos  foheinliore  lai  Denn  entlieh 
springt  in  die  Angen,  dass  x^O  in  Folge  der  Bedingung  xx' — X"*=0  «ach  x'^0  nach  sich 
sieht,  80  wie  ungekehrt  auch  x^O  zur  Folge  hat;  man  iiann  also  in  dem  Kennzeichen 

(69.  a.)  x'  an  die  Stelle  von  x  setzen.  Ware  nun  auch  c(*=0,  so  könnte  doch  behn  Para- 
boloid,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  zugleich  auch  «^sO  rind  «IsO  sein,  und  dann  wäre  man 
berechtigt,  in  dem  Kennzeichen  (69.  a.)  an  die  Stelle  von  x  entweder  x  und  x"  oder  x  und  x" 
sn  setzen,  wodurch  es  aber  in  keinem  Falle  eine  andere  Veründerung  erlitte,  als  die  aus  einer 
m  4m  Aeeeatoa  votgOMMMMMi  Tertamdinng  der  drfHM  odor  iweitMi  Art.bonroiVBbti  Ei 
ist  ftdg^  ÜH  specÜBoiM  Kenudehen  Tür  das  elliptische  ParabdMd  Jedei  der  drei  fo^anden: 

x>0  ,   x'>0  ,   x">0  ,  CMife>> 

eo  wie  für  des  kjpetbolische  Paraboloid  jedes  der  drei  folgendaa: 

x<;0  ,    x'<0  ,    x"<:0  .  (••>«.) 

Gany  auf  die  gleiche  Weise  überzeugt  ;nan  sich  da,  wo  die  urspjrttogli^be  Gleichong  in  senk- 
ceebliii  CoordimleB  gegeben  jst,  de«  des  Pueboloid  ein  eUpHeelMi.  M»  M^m  einei  der  dret' 


fl>0  ,   ff'>0  ,   ö">0  CM*d*) 
stattfindet ;  hingegen  e^a  hyperbolisches  bei  jedem  einzelnen  der  drei  Kennzeichen 
i  '     '     ..  .<.     I         <r<:0,  o'<:0 ,  (i"<0 .  CMi«*) 

.  Die  fai  dieser  Nummer  den  Parabololden  vindicnrten  Merkmale  entspredien  wieder  einem 
besÜBirten  Baue  des  Theils  der  zweiten  Dimension  in  der  ursprünglich  gegebenen  GIcichungf 
Die  Bedingung  9  =  0  oder  yi  =  ()  sagl  nümlich  nichts  anders  aos,  llf  deif  Sioh  der  TImH  der 
zweiten  Dimension  in  der  gegebenen  Gleichung  auf  die  Form 

(m  X  +  m'x'+  m'V7  +  C«  «  +  »'xj 

mm  BMI,  wem  dte  Gleiduuig  in  söUefea  CoordbMiea  vorikgti  ud  «tf  dte  Fem 

C«  tt + ■rir+  uTuy + Cn  u + n'uO* , 

die  GWohnf    leabreelilen  CoonfiMtai  TOiVegl»  wobei  ■ ,         wd  n,  a'  Jedeneil 

als  reelle  Grössen  angesehen  werden  können,  wenn  man  vor  jedes  dieser  Ouadrate  eben  sowohl 
das  Vorzeichen  —  wie  das  -|-  zu  seljcen  gestaUei  SchaiK  man  nämlich  aus  den  vorstehenden 
»4  «VaT  ipflielieafca  Omdnlw  » läwiytn  wmrt  edil  — ni«  «■  * 
L  60 
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Quadrulcn  der  i'uonitnalcn  gehörigen  CocfBzicnIcn  denmi  gleich,  weiche  in  drr  ersten  Gleichung 
(4S.  b.}  vorhoMnea,  00  wird  mii  «uf  die  folgenden  Relilioiien  Viaffätlktt^' '  "         <-  ■ 

in*+n»=«  ,   !!»'•  +  «••=«',   m"'  =  «",    inn.'-fnn'=        mm"=ß",   m'in"=|?  , 

lind  im  Fülle  die  zweite  Glciehiirig  {A5.  b.^  gegeben  würe,  Atlirdcn  die  obigen  11 ,  u',  u"  ent- 
Kailcnden  Oiuidnte'dnrdb  VerglohlNthg'HtR  flnr  diesellw«  Schdiimen  'gefeen,  'tUct  dntf  dicr  Qimä^ 

ttichen  ü  und  ß  durch  die  H  und  «  i  rxetzl  wiirdmi.  wesshalh  wir  unsere  Befutnptiin!»  blos  an 
.      ,      den  einen  Formen  zu  er«-eisen  brauclien.  Aus  der  dritten  und  den  zwei  letzten  dieser  Bclationen 


i '      I':.- 11  •  1.  ; 


.  -    •  '  y 


I. 


wMhread  di«  vierte  jener  Betationeii  Di  die  ^nigniigä|gleicli«ng  " 

C-  T  .  -i  )  flhpr:;t!if,  wodurch  (Jie  zAvisrlicii  di-n  Coeflizii'nten  der  gogelienen  Gleirhung  error(1(  rli<  ho  Hela- 
tiun  ausgesprochen  wird,  wunn  die  angezeigte  ünfomuuig  ducf  'Sküiä  der  swetlen  JDiinensioa 
.  , ,  möglicii  «ein  eoB,  wad  äe,  iMeUen  mm  sie  fuidiirt  hat,  in  der  Thal  in  die  Bedingong  C66u  a), 
nämlicli       —  /.'"  =  0  oder  9  =  0,   übergeht.    Die  vorstehenden  Gleichnngen  zeipun.  ihss 
ni,  m',  m"  eine  imagiidire  Form  annehmen,  wenn  a", negativ  sein  sollte,  aigleidi  aber  sieht 
inaii  ebt,  dAss  'üteae  ÖfiMien  selbBt  itt  dieseM  FaOe'rodi  fteli  werden,' wtnn  nudi  dM  Qtta^ 
^  ^  drate,  worin  sie  voriUMnn«K,  das  Vorzeichen  —  giebl,    Eben  so  nehmen  die  GriMwn  tt,  1^ 
'  eine  imaj^inüre  Komi  an,  wenn  ««" — oder  «'«" — ß'  und  a"  Zahlen  mit  entfreirengesetzlcn 
Vorzeichen  sind,  dem  man  joduch  immer  dadurch  entgehen  kann,  dass  man  dciH  (Juadrale,  wo^* 
(.•>  .f  I)  lia  iie  vortomaacn,  daa  Vefteietoi"-^  fidit,  «der,'-wna  dawaOie tat,  nV—i  md  wtV^^  an 
die  Strllc  \Liii  n  und  n'  setzt;  denn  man  überzeugt  sich  bald,  dass  diese  beiden  Grössen  nur 
gleichzeitig  entweder  recl)  oder  imaginür  sein  Itönoen,  weil  sich  aus  den  oben  sie  danslellenden 


I 


eygiebt .  und- dicss  zufolge  der.  inioiit  gegebeaen  BednigiiagRgieidNBig  ß'a"—ß  fi>  = 

}.'ii'bt,  hIso  das  Prodnd  nwf  Meto  redl  Werden  mnss.  Es  ist  somit  erM'iejien,  dnss  PiirabO'^ 
iüidc  den  Their  der  «weifen  DliBenaion  in  der  gegebenen  Gleichung  imniiir  iiii 
Algebraische  Summe  von  kirel  OniArtVeil,  -if/iiin'iträmitikUn  ^Mter'iFbelle  V*«* 
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41f 


jHf  ifM^mptpm.^  Hipl»tl^  ^^-^.X7^0,ti^M  ^  flr«i  «ssjO,  '»;r=i9f  TsO  4u(t 
IM,  wdeber  Fall  in  dm  GhichiiBgi»  (S8.  c)  ausgecprochen  ist,  hat  mm  .    . , 

•     ^v=C,"«it=^:,  r=^' 

 «  «       '  a 

und  dnrdi  diese  Werthe  von       cc ,  ß"  lU.sfit  sicli  der  Theil  der  ivtvWen  Üinierisina  ia  dor  rrslen 
GleiclHiBt       k.)  mir  die  Vom 

...  -    .     .<  .f  V  •  - '  •  ■ 

briqypn.    Hieraus  lulgt,^  dpn  sich      diuseiii  bespndern  Falle  der  Theil  der  zweilcn  Dimen- 
sion iil  der  srqrebMen  ^iefdfiuig  als  «in  eioziges  additives  oder  sdblrdctives' Quadrat  mit  *^*"  ' ' 
lauter  rri  llni  RcslüinIUicilcn  Rii8chppib<>n  lüssl :  diinn  «bor  ist  in  Act  ef^elw'niMi  Gleichmiflf  keil 
l'undjuluid  luelir,  iiuudi^rii  t-ine  CyUndurHiii'h*:  vnthuUeii,  deren  LuiUurve  ctii«  Ptirahci  jsL.  -.  i    ■  } 

Wir  ilbef)!elieii  Mer,'  wie  sehon  bd'den  itypieiliolotdett  gaoohehen  ist,  die'Ualefmeidiiiig 
der  zwei  \rlt'n  sdlclior  Flüchen  von  einander,  da  diese  oluni  si  hon  niif  tiinlonii  WcffC  jxesclM&en  ^  ^  ^ 
i»t,  und  zudem  in  dun  gegenwärtigen  Fflnn<>n  sich  gleichsam  schon  von  selbst  ergicbl. 

.  213)  Naflidcm  wir  Meranl  halMn,  dtss  sieh  Jt'de  Gleiehunir  von  eineir  der  tR'(4S.  a.  oder  k,^ 

angej{ebciieii  I'nnnrn  slels  entweder  iMif  i'iiii'  Her  in  ft>4.  h/)  oiIit  mif  eine  der  in  (64.  I).) 
atchenden  Foimcn  briii|fen  iässt,  und  nachdem  wir  die  fcoonaeiehea  krnuea  gdarnt  bakea,  an 
4mm  sieh  die  ünumft  und.  Art  dW'ia  iBesen  Fonnan  mbdMbaa^lErtnMmi  VllriKtf  aoai  Tofü 
•US  üe\\m\  XUS  den  zaerst  gH|ttuiui  allgcuteimtten  Gldchanf^  erkennen  lüssl,  wollen  wir  jetül 
denselben  Uegeoslnnd  in  seinem  fifanfccn  Umfantrc  znr  Spra«^4ie  hringea  Du  niimlieh  bei  de« 
bisherigen  UeberTührunnfeu  mcbl  nur  «inc  4ier  Axcn  vom  ursprüngtichen  Coordinatensyatem  fliat 
ftUßiBt  in  das  neue  System  mit  herttb«'  genommen  werden  konnte,  und  ^och  ttbentiess  in  den 
ündresnllnten  eine  auf  ilie  f.iiffi'  der  neuen  Axen  sich  be/ieliemle  (Irflsse  unliestimmt  blieb,  die  ' 
iniiefhslb  gewisser  Grenzen  ganz  naih  (jefallcn  gewäldl  werden  kunntc,  su  leuchtet  ein,  dass 
m  mkiO^'^yliAt  lSMit^^  j)atol  wwde^  an  wddiai  iain»  ISkiOm^       den  id 

(64.  a.)  orler  (t)!.  I)  ~)  cnllnilliMien  Formen  uiiferstelit;  dulirr  ist  unser  Zweck  jetzt  der,  den 
Zusammenhang  dieser  unendlich  yi^n  Cowrdiiittteas}»tei|ie  unter  e^Aander  zur  Anacbanuag  xa 
bringen.  Bei  den  mm  folgeoden  BetrachtaBgÄ  aeiieo  wir  voram,  daaa  dir  de  in  Ualeranehaqf 
gegebene  Fläche  zweiler  Ordnung  bereits  eine  Gleichung  \on  den  in  (^64.  a.}  oder  (6-1.  b.} 
a;igcgebefwu  f /{fii}flo  ^autgestt^l  .wor^cq.  aei^  «lad  yt-ulle«  erfaJtren,  an  wcld^ep  andeo)  Coarift 
■ileiwyslaneD  diese  Fttcbe  wiedef  eine  Glei(Amig  von  einer  dieser  Fenneii  «w^elin^  kitooa 
Diese  Untersuchung  spaltet  sich  \uii  selber  in  zwei  Thcile,  deren  einer  von  den  in  (^64^  a.) 
iM  deren  anderer  von  den  m  (64.  b.}  mitlnltenen  GIricfaungaa  'auagelH.       '  •  •  '  I 

1}  Hat  rurs  Erste  die  Gk^ichung,  \m  wtilcher  aiisgcgaagm  wild,  die  erste  in  (,64.  a.j 
MdbaileBe  Form,  und  Int  man  zvr  Absicht  die  von  ihr  dargestellte  Flioiif  an  <^nen  vMKy  un- 
kfeafiinM  Metbenden  Coordinateiiayateni  darch  'eiu»  GMeiNing  mit  adUel^  I6öoMIimMii  ' wieder 

 — -*  '  .■■■!".•»,         •  •  • 

«)  Baier  spriaht  diwes  KwMataya  (a.  a.  tk  ^lIlL)'«»  mitt      in        'bn  TlwU  dar  awailMi  DkaM- 
iioa  Ihw  iMh  bsin  PsnMald  hi  «w«i  Padorm  a«riegan,  Aa  aalwadar  raaU  oiar  iMf|iUr  .warben 
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in  geben,  »  mm§  nm  fei  «le  gtfAm» CMeiNng  f&r  x,  x\  if*  ierai  dnvh 
(flctchungeB  (iti. «.)  gflfdms  Wcflke  dwetwi^  wodmch  die  TOvdm  fleiefcng  (VC  a.}  äA 

verwanden  in: 

Ca,  A'  +     A'^  +     A"'3  y'  +  (c-'.  A?  +    Ar  +  a'.'  A;")  y"  +  («.  AJ  +     A^  +  <  A;'*;)  j"* 
+  2  C«.  A  A.  +  a.  A  A;  +  ai'  A"  A.")  y  y'+  2  (a.  A  A,  -f  a;  A'  A;  +  «;  A"  AQ  y 

wH  ma  «bWr,  dMS  in  Hattn  CUUkmig  Ab  OMer  lidit  nn  Voiwbeto  Iiowm,  «dAe  4« 

Product  von  zweien  dt-r  drei  Codrclinalcn  zum  Fnrior  UbeBi  M  HOM  BHI  die  MMB  COOnl- 
nalenaxcn  duhin  beschranken,  dass  in  Bezug  auf  sie  glddizeilig 

C««.».)  «.AA,+ff;A'A:+a;'A"A;'=o,  a.AA,4-a'.A'A;+«;'A"A;'=o,  ö,A.A,+«;A:A;+<i;A;'Ar=o 

Mi»  wodurch  daao  die  vorsiehende  Gleichui^  der  Fläche,  wenn  man 

w^»»>  «,A'+«;A"-f-«;A'^=:(tf^,  «,Aj+«;A;'+«;'Ar=(«;),  «.A:+«iA?+cCAr=(«;') 

setzt,  «M: 

O».  «i)  («.)   +  («'.)  r  +  («'.')  y"* = C".) , 

nn<!  so  die  vprlan(jrlc  Form  erhalten  liat.  In  dieser  Gli-it  hung  behält  (ji,)  denselben  Wettllf  dn 
üns  consUnle  üÜed  in  der  Gleichung  haUe,  »us  welcher  diese  abgeleitet  worden  ist 

ff)  Hai  wum  Arihni  die  Ctoioh— f,  von  mldwr  «Mgegangwi  wird,  wmr  wieder  dfo  ento 
in  (^64.  a.)  anifcifebene  Fom,  k4t  nun  aber  jetzt  dir  Absicht,  m  itm  MH  einzurührenden 
Coordioateiwysteffle  eine  Glekli«V  Bit  senkrecfaten  Coordioaten  zu  erhallen,  ao  muM  mm  in 
jMB  GMohnf  ttr  X,  x,  x"  dem  dweh  dte  eVieiMiMi «Mduingen  (41.  e.)  gegebeae  Warthe 
MiMBy  wedendi  dto  Tovdeve  GMchnf  vefWHdelt  las 

+3(«.(^0(^.)+«'.(^)(^.)  +       (-<r))  ^ =0*.) ; 

will  man  daher,  dnss  in  dieser  Gleit  hune;  die  Glieder  nicht  zum  Vorschein  kommen,  welche  dae 
Prodnct  von  zwei  der  drei  Cuordinaten  zuin  Factor  haben,  so  moss  man  die  neuen  Coordina- 
tamoee  dahin  lesdulnken,  deea  hi  9mg  enf  ate  f/UUkuäBg 

<n.«.)  [«.(^(^j+«;(-i'){^)+«;'(-rf")(X)=o ,  «.(^(^.)+a;(^)(^.)+«;'(^')W=o. 
«  «,(4)(wrf.)+«;(^{^+«r(^(^=o 

sei,  wodurch  dann  die  vorstehende  Gleichung  der  in  Betrachtung  genommenen  Fläche,  wenn 
seilt,  wird: 
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KnniW6  THtAck  kwvNu  Mdvap^ • 


nd  M  die  veriangle  Form  erluülea  bat.   In  dieser  Gleichiuii^  bähfll  wieder  Qt^  imuXbm 
imkL 

UY)  Fiat  7uin  Dritten  die  Gleichung',  von  wrlchrr  !ius^<»pangcn  wird,  die  zweite  der  in 
(64>  il)  «ufgestellteD  Formen,  uad  hat  nan  war  Absiebt,  «■  irgead  eiaeu  oenen  Coordioalen- 
•yitaBM  cfao  GMchuf  4er  nieha  aift  MUefen  Comämkm  x«  eilallaa,  fo  aiHt  mm  Ii  jea» 

Glcichun);  Tür  u ,  u',  u"  deren  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (41.      migUfndbmB  Wflrtw 
einsetzen,  wodurch  die  hintere  Gleichung  (64.  a.)  sich  vcrwandell  in: 

(j.  c  +  s-,  c"  -h  y:  c")  y'  +  is,  cf + ö:  c;« + ö:  c;  "j  y '  -f  qö,  q + <5;  c;'  +  d'.'  c;''j  j- 
+ 2  (a.  c  c + c  c + a;'  c"  c")  y  y '+  2  (5.  c  c + c  c; + a;-  c "  c;')  y  y" 
+ac*c,c+«:crc;+«rcrcoyr=<n)j 

tvfll  mui  daher,  dass  in  dieser  Gleichnag  dte  CQieder  nicfat  wem  Vonchefa  konmei^  wekhe  das 

Produet  von  zwei  der  drei  Coordinalen  zum  Factor^  haben ,  so  miUR  BMUI  die  MUen  Coimlillft- 

tcnaxcn  dahin  hcschrfinken,  dass  in  Bezug  auf  sie  gleichzeitig: 

c  c, + c  c; + c  c;'= o ,   c  c,-*-  <>;  c  c; + <>;  c  -c^^  o ,  ö,  c.  c+ i;c;c;+a;'c:'c;'=o  c«»*  ••) 

•df  wodmch  dm  dto  voKtetaida  flkifc^lHf  der  !■  BekMhtang  gezogenen  Fläche,  wenn  biib 

«iC+iic+if (r=(«.) ,  «.cj'+«:c?+«rcr=(«:) ,  *.c!+3;c?+«'^cf=K) 

aeM»  wkdt 

(«.)y*+(«;)y''+{«;')y"'=(".), 

od  ao  die  varlangte  Farm  erhalten  bau  In  dieser  Gleichung  behält  (y.)  onverflndert  denselben 
Warth»  dn  dae  oomtaale  Glied  in  der  Qeidumg  hatte,  aus  welcher  diese  heigelailet  wor- 
dn  M; 

IV}  Hat  zum  Vierten  die  Gleichang,  Ton  weldMr  aW|gegangen  wird,  zwar  irfedar  dh  zwaite 
in  (64.  a.}  audretendc  Form,  hat  man  aber  jelit  lor  Abaicht,  an  irgaad  etaeai  neuen  CoordK- 
natensysteme  eine  Gleichung  der  Flache  mit  senkrechten  CoonfinaleB  sa  eiMleii,  lo  muas  man 
in  jene  Gleichung  für  u ,  u',  u"  deren  in  den  allgemeinen  Gleidnatgea  (41.  t)  Mtfagataia 
Werthe  eiiiseliaD,'wo4faucli  sich  die  hintefe  GteicbBug  (M.  a.}  varweiidail  la:  - 

+2C5.(rxra-K(rxr:)+i;nrir:o)^+2(«.(iO(r^+5;(rxr,H-i;xr'x^^^ 
+2CMro(ro+ w){r;)+ar(iTXiT))  ^.==W ; 

wiD  BMB  daher,  dass  h  dieser  Gleichung  die  Gfied^  iddit-naiTtosciiaiB  IwaBa«,  wM»  dai 
TfOdaet  von  zwei  der  drei  Coordinalen  zum  Factor  haben,  s6  BHW  aiaB  dh  MaM  CiMfdiHK 

tenaxen  dahin  beschränken,  dass  in  Bezug  auf  sie  gleichzeitig 

d,(r)(ro+a;(r)(r;)+3:'(r")(r;')=o  ,  Ä.(r)(ro  +  3;(r)(ro+i;'cr)(n)=o .  > 

5.(ro(r.)+a;(r)(r.)+a;'(r:')(/T)=o  i  (n.«.) 

aal,  wodaidi  die  vorstehende  Gleidiung  der  in  Belrachlang  gesogenen  Fliehe,  wean  bmd 
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+ 1 +  ( jr.'i  v'"  =  (i«.,) , 

und  60  die  veiianji^te  Form  orhulten  hui.  in  dieser  Gleichung-  bohüt  wieder  ^y,)  «k-weibcn 
WMlh,  den  dM  cMiMale  €Me4  i«  dar  fiMchunff  hatte,  mu  wolclwr  &am 


Aus  dni  in  dieser  Xuniiiier  imfiri'runilrnrii  Foniuni  lasscd  sich  die  iiiii  lisIc-Iii^iKlt-n  Srliliusi- 
ziehen:  Entüicfa  gehen  die  Gleickungco  ^72.  a.  und  b.}  aus  denen  {10.  u.  uiid  kj  tM;r\t«r,  wenji 
■HD  dm  Gnoubeicfc«!!  kt,  wfe  dem  9,  verttoMlit  nd  ataU  der  feUef^  Pfojeclionandilct«-  dvm 
Gnmdwieheil  A  ist,  die  senlirechlen,  deren  GruntlzckJien  C  iit,  setzt;  nun  erhUlt  dnher  die  auf 
jflUefe  Coordinaten  sich  beziehenden  Gleichungen  am  neuen  Systeme  ra»  der  gegebenen  Gleichqng 
«uf  die  gleiche  Weise,  diese  letztere  mug  sdiicrc  oder  senkrechte  Coordinaten  in  sieh  enthalte«, 
nur  dass  im  lelzleni  Falle  die  senkrechten  rrojertionszaUcn  der  neuen  Axen  an  den  urspriinjjr- 
liclieii  zu  iii'Imii'M  >;itiil,  wo  im  erstem  Falle  die  srhitTen  stehen,  üihI  iiiiiLfeKclirl :  eben  s«  gehen 
aber  uuch  die  GleKlumgen  (73.  a.  und  b.}  aus  denen  {11.  u.  und  b.j  hcrtor.  Zweitens  gehen 
•nifllit  wm  die'  Gleieimngeii  (Ii.  a  nod^  b.)  «m  demm  (TO.  a..  md  b.),  Miideni  eben  w  am* 
die  (73.  a.  und  b.")  «us  denen  (72.  a.  und  !>.")  henor,  u<>nn  man  sich  an  die  Slelle  der  (Inmd- 
axen  im  neuen  Systeme  dessen  entsprechende  Pulara.\cn  gesetzt  denkt  und  statt  ,  («•) ,  («r^O 
sehraibl  {^)2>r,  f^tD?*;  ea^atehen  milbin  die  deiehmtgai  mit  »ebiefen  mal- mit  #anb<- 

rerlileti  rnDrilin  ili'n  in  t!,  r  (.'li  irlini  BesMMRg  ZU  einander,  weiiii  IhIiIc  aus  derselben  (Jleichung 
mit  schiefen  oder  mit  M'ukrechien  Coovdfaulca  horrOrgegtuigen  .smd,  wir  das»  im.  eniecn  Failr 
■oMeßi  hoJaelbmamAlcn  mtnrolMi,  w»  im  leMfen  Falle-  aeirtdredie<»a>mi.  Mtt«m,  z«|^  ein 
auf  die  varalebenden  (.li  ii  lumgen  geworrener  vergleichender  Blick,  daaa  Jedes  schon  gerundene 
neue  System,  an  welchem  die  ursprüngliche  Gleichung  eine  der  Formen  (70.  c.}  oder  (71.  c.} 
Jt^x  t$iif\k  eine  der  Formen  (72.  c}  oder  (7J.  e.}  unninnnl,  zugleich  auch  eines  von  jenen 
■nanan  SjiateBien  un  die  Hund  giebl,  an  welciiem  die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  (he  zwdtie 
jener  Formen  .mniiiiuit ;  mau  hat  n;iinlicli  r.u  diesem  Eiuh;  nichts  wi-iler  zu  Ihiui.  als  in  dein 
schon  gefundeucu  neuen  Üyslcin  die  Grund-  und  folaraAcn  nüt  einander  zu  \erliiuschen.  In 
^  Thal  ist  man  i.  &  la  ebiem  neuen  Coofdinatensyatmae  gebälgt,  welcliea'  den  Bedinguairen 

^(jKk  a.3  genöffl  und  diirmii  eine  Ch  i -liting  TOn  der  Funn  (70.  c.)  licrerl,  nnd  nun-lit  man  .".eine 
Pötaraxen  zu  Giuuiltixeu,  womit  dann  iiotiiwcndig  zugleich  audi  dessen  Gniudaxca  in  l'uhiraAen 
alch  venrandebi,  so  frcÄien  die  dun;h  das  Grnhdkdcben  A  angvdealeleB  Proloctipnssablen  in 

die  durch  das  Grunilzeieiien  (^4)  an^edeuleli-n  über;  es  fnuleu  dahi-r  an  ileni  su  aligerniderten 
Systeme  die  Bedingungen  (71.  a.J  statt,  wesshalb  an  ihm  eine  Gleichmy;  von  dpt  Form  (71.  c') 
skh  biUlcn  mnss.  Ganz  anf  Aetelbi;  Weise  Hnt  sieb  zeigen,  daaa  dnrcb  das  gldcbe  lGnel  ana 
einer  Gleichung  \ün  der  Funn  (71.  c.)  eine  von  der  Form  (70.  r.),  so  nie  eine  der  Formen 
(72.  e.)  iiud  (73.  f.)  auÄ  der  muh  ni  ahjjeleilet  werden  kann.  Die  vor.sli-hcnd  ausgesproelirnen 
Analogien  erhallen  dadurch  einen  Zuwuclks  an  He<leutun^r,  (la-><s  sie  zeigen,  wie  die  bcirachlelen 
Gleichnngsfonaefl  aus  einander  durch  eine  ganz  einfache  Snlj.slitulion  ubgeleilet  werden  können. 
Aii-si  iilein  lii-isl  sieli  ans  den  Redinginigen  (7(1.  a.),  (71.  a.),  (72.  a.),  (YJ.  a.)  noch  leicht 
erkennen,  dass  die  Ebene,  welche  durch  zwei  von  drei  conjugirtuft  Grund-  oder  Polardnrch- 
hWnrcb  -«cM,,  in  Bai«b(mi«aeMne  dar  llill«;pWKMfll%.af  4«r,  ^  fiaralleli  lauQ, 


Digitized  by  Google 


f: -lt.- irr:  Sit*.  KraiMfe'  WtWftil  iwtj|lh''#^iimig.  m 

an  welcher  der  driMc^  conjngiric  DnrcliiiieMfr  diese  Fliclie  durvhwIitioidi'L  ita»  [iflegt  von  der 
V»  eirwllmlen  B^eRdMlBillcMfHt  «ter  bimelnilelNMtf  M»'  räctttriiiUig«»  Sysledke'  «iriarliitafl||«i 
lifbrnuch  zu  iiuohcn,  was  ji'iknli  \nn  uns  Iiier  nit  ht  geschehen  ist,  nm  dfo  BjgenllliinlieMMitldii 
neuen  Formeln  melir  an  die  Spitee  stellen  zu  künnra       '     J  f  .(t;> 

Wen  huiB  dte  mdmriei  Fejrir,  '«reldv  in  -  dieser  Nuuuucr  xwf,  SprHdio  gekommen  8inc|, 
Hur  rol(;(>nde  Art  in  eine  ^uige  niaeiwnfnzirhen.  Stellen  niiiiilirh  (y),  (v'),  (y")  die  schieren 
Coordinairn  mh  deh  zum  neuen  System  g^chiirijrf  "  Poliiraven  Af)  ,  A  ?)'■  \W  des  l'uncles  vor,  ^  •** 
dessen  senkrechte  Courdinaten  an  den  nencn  Ucundueu  v^  v',  .v'^  bin«],  üv  liut  inan  nach  An- 
leüanf  der  im  eralen  Abschainc  aurgesidllen  pjeiehnigen  (57.  b.),  wemi  mea  sie  auf  dieses 
aeae  System  ia  Amreade^  brhigt':  ^     >*  '* 


gilirt.MMi  aber  diese  aemm  CaaidiBalat 'an  dUi  ^Ij)  'derer  v  ,  v',  V"  Wn,  so  kiMi  mab'dld 

iejel^angM  C^l.  .«)  mid  C7Ä.  &3  ae  dobiei^^  ^     !!  '  .  * 

wenn  irinn  bei  crst«i«r  dir  Cocflbkenfeli  \<() , '(^ji  j  W  BfldbHp^«»  ^yi-  bi)  geatfsa 
besliuuiit ,  ilasü 


«ird^  wid  iMi  der  aaden  GleIctaiHr  die'  i^eaflEiieily»  (d),  (d^t       de«  Badi^uagen  (73.  b.)  ^ 
geadiia  so,  das«  '*  *'  '' 

wird,  wodurch  die  in  IQ  und  lY}  cnibaUcneu  Pormeii  denen  in  1^  und  US)  enlhaNeaen  gaaa 

ÄaMeli  weMKa  Ai  da  «(A  Im  ar^rdngliciMin  CWer'dbwWasyiiaae  •    '  '  • 

•  ^  ■  ■■       •  •         •    •     •:  ,  .  .  .  •    :  I 

ist,  wenn  xi,  i.  ix''^  die  schieren  Coordiiuten  an  den  rolanixen  Af  .  A  AI"  des  Piinc»- 
tes  bezeichnen,  der  ün  dun  üru|>daxeQ  AX,  AX^  A^"  zu  sciikrcciilcn  Coordinaten  die  a ,  u',  u" 
hat,  SO  kaaa  mad  sogar  dib  xweife  GleidiaHg  (64.  kj|  s*  «dtfeiben: 

wodurch  sie  am  Folarsystcmc  dieselbe 'Foinm  yik  die  erste  >am  Otimdsyileaie  amiamil,  somit  ^  '^'^^ 

alle  vier  Fitilf  in  eine  einzige  Forin  zn!«Hninieii£r(>hen.  i» 

'  213*^  Wir  wolleo  jetzt  in  mncr  Aebenbetnohliuf  die  von  (7U.  a.}  bis  (7ü.  c.}  erbalteBen 
Writhaageti  mabr  t»  ttMiidiiw  iMelNti,'«m  iOleW  ah'friMlei|/<iif"deiie*  4eb  ahw  nidl  «t>» 
Wtditige  EigeMdMft  dbr  -IHileljiimeMihA^^svailerTM^  «dl  frtsseeer:  Lelckdglnit 

MHnmen  lassen.  <  ■  :  ■  f  . 

l)  iMssX  man  da,  wo  Gleichaagen  von  der  Form  (70.  a.  bis  c}  Air  eine  FUcbe,  die  dnrdi 
Gleidiung  von  der^mikFarti  (64.  a.)  gegeben  ist,  aurgefundeB\weideB  soOe«,  die  aeae  r  '  .c  ) 
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Grundaxe  AY"  in  der  oraprUngUoh  vorhaadenea  AX"  liegen  bleiben,  so  dua  A»=0,  A4=0 
nl  iU'=l  «M.  M  MhMB  die  B«dla«M|M       O  ^ 


CMb«**)  tf,AA,  +  of;A'A;  =  0  ,  A^srO  ,   A;'  =  0; 

dem  zufolge  werden  die  Gleichungen  (70.  b.)  in  diesem  Falle: 

CWbib«)  «.A'+«;A'^=(a,) ,  a.A;4-«;Ar=(a;) ,  «;'=(«;'), 

and  nun  geht  die  Gleichung  (10.       in  die  besondere  Uber:  '  * 

(«.)y*+(«i)y  "+«;'y"'=y'.) » 

in  Beng  nif  wriche  die  leWto  Cigfctaif  (70.  b.*}  ganz  tlberilllnig  geworden  iit 

n)  Llirt  nnn  dk,  wo  Gfetehangen  von  der  Pom  (Ti,  9.Vbt.^  tta  ebie  Flidw,  die  dnreh 

eine  Gleichung  von  der  ersten  Fomi  QCA.  a.)  gegeben  ifll^  anfgefundcn  werden  sollen,  die  neue 
Folaraxe  A§)"  in  die  arspriioglicli  vorhandene  Grundaxe  AX^ftdlen,  so  dass  (^,)  =  0,  (^,)=0 
und  (<^')=1  wird,  so  nehmen  die  Bedingungen  (71.  a.)  die  nachstehende  besondere  Ge- 


dMB  nfol^c  werden  die  Gleichungen  (71.  b.}  jetzt: 
und  nun  geht  die  Gleichung  (71.  c.)  über  in: 

c«.  •••>  (».)^ + (<?;)  V + ^ = 0'.) , 

in  Bezug  auf  welrhp  die  letzte  Gleichung  (71.  b.*)  ganz  Uberflüssijif  wird. 

111}  Lisst  man  da,  wo  Gleichoqgeo  von  der  Form  (72.  a.  bis  c.)  Tür  eine  FMche,  die  durch 
eine  Gleidnnig  von  dir  swfiten  Ponn  (ßi.  a.)  gegeben  ist,  nurgefunden  werden  sollen,  dio 
neue  Grundaxe  AY"  mit  der  ursprOngUdien  Folaraxe  A3E"  zusammciirullen,  sü  dass  C,  —  0^ 
C;=0  und  c;' =;(!;'  wifd,  so  ndunen  die  Bedingnafen  (72.  a.)  die  nachslehende  besondere 
Gestalt  an: 

itm  infolge  miden  die  Gleichangeo  (tt.  b.)  jelzt: 
and  nmi  geht  die  Gleichui^  (72.  c)  Uber  in: 

€«•  ••*>  f + («0  y" + s:   r* = (v.) , 

in  Bezug  auf  welche  die  letzte  GlLicliiitig  (72.  b.*)  völlig  überflüssig  gewürdeu  ist. 

IV3  Lässt  man  da,  wo  Gleichungen  von  der  Form  (73.  a.  bis  c.}  fUr  eine  Flache,  die  durch 
ehe  CNeiehHig  von  der  fweiien  Perm  (64.  a.)  gegeben  ii^  aalgeanDU  werin  seien,  die  nenn 

Folaraxe  A®"  in  der  ursprünglichen  AST'  liegen  bleiben,  so  dass  (r,)=:0,  i'ni  =  0  und 
(r't)=((i'  wird,  so  nehmen  die  Bedingungen  (73.  a.J  unter  diesen  Umständen  die  nachstehende 
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(.  17.  Vr.  tIS*. 


m 


4$m  mblge  werden  die  Gleickangen  (13.  b.}  jetzt: 

3.  (r/ + s',  (Ff = (5.)   ,  s,  (r,f + d;(ry' =(«r,)  J)." .     «:» =(«;-) as" ,         cts.  ».•> 

md  mui  geht  die  Gkühung  (73.  c.)  fiber  in: 

bi  Bvag  auf  welche  die  leide  GUOmig  (Ii.  h.)  wMiumm  UttMulg  wM, 

Wae  «ntau  dto  Gteidnn«««  ONk-  e.»  bb  c*)  betrift,  m  ceigea  die  (7a  Am 

Axpn  AY,  AY'  aller  möglichen  neuen  Systeme,  deren  dritte  Axe  AY"  in  die  AX"  fUllt,  mit 
denen  AX,  AX'  in  einer  und  derselben  £b«ne  li|!t^[^,  dass  also  die  l'roJecUoiuuUen  A^  A' 
nd  A,,  A!  eben  ee  gvt  aaT  die  ime  den  Azen  AX«  AX*  md  AT,  AY'  febüdeleB  ebeieii, 
wie  auf  die  aus  den  Axen  AX,  A \",  A  X"  und  AY,  AY',  AY"  gcbildelen  riiunilichen  Systeme 
bezogen  werden  künnen.  Denkt  man  sich  nun  durch  einen  Punct  D  der  Axe  A  X"  eine  Ebene 
gelegt,  weldie  nil  der  GeorduMlenebeM  XAX*  iMnOd  Heft  md  die  vorgelegte  MiUelpoocts« 
Hiebe  j«  einer  wiridioben  Cnrve  Mbaeidet,  so  ivM  ifleee  Cnrve  dinsb  die  GMchmge« 

tefaildli;  wtmf*  dea  AbMand  AD  bezeichnet,  oder  aach  durch  dfe  etae  CÜeMbaqg 

wenn  omui  diese  anf  eis  ebc»ea  Syslen  heziebt,  deaaen  Axm  CX  oad  DX'  darcb  den  Pinol 
D  gfttm  vad  Mit  denea  AX  ond  AX'  parallel  lanren;  ea  wird  aber,  Mm.im  mägtm  Vmh^ttf 
|bea  JIr.  tSC  giffBbeaeaIiWena«en  feaiii^  AeaeGltf^^ 

•  {«i)i«+(«öVÄog-«:t«  ••••  ' 

an  jedaB  andem  cbcn>~ii  Syslctuo  üliere-i'fiilirt,  dessen  Axcn  OV  und  DY'  mit  den  vnngrn 
eburiei  Spike  und  £bcne  haben,  wenn  die  Projectionssahlcn  A,  A'  nod  A|,  A|,  welche  diese 
aenea  Ama  DT,  OT*  aa  deaea  DX,  OX'  jeaea  eralea  ebaartki  ByBtaa»>lafeni,  dto  enla 
Bedingung  (70.  a.*)  einhalten  und  die  Cocfllzioaten  («,)  ,  {a',)  der  letztem  Gleichung  durch 
die  zwei  ersten  Gleichungen  (70.  b.*)  besliamt  werden.  Desswcgen  und  weil  die  Axen  OX, 
DT  denen  AX,  AX*  pardd  sind,  werden  swet  mit  denen  OT,  DT  parallele  Axen  AT, 
AY'  in  Vcriiiriiliing  mit  der  in  AX"  liegenden  AY"  alle  Bedingungi-n  (70.  a*)  erfüllen  und 
die  Gleichung  (70.  c.*}  liefern,  wenn  («„)  und  («',)  wie  zuvor  durch  die  zwei  ersten  Gleichun- 
gen (70.  b.*3  bestimmt  werden.  Weil  aber  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Fo%e  die  Axea  OT  vad  OT,  welche  zu  emer  PhnaetrJgtelchüBy  flib^H^  baner  Ää  Lage  voa 
zwei  conjugirtrn  Durchmessern  der  Schniltrurvc  beullmmen,  so  spricht  sich  in  den  vorstehenden 
Bctrachlungea  der  aachfoigeode  SaU  -aus:  Man  kann  aus  einem  Ceordinatensyslciae, 
aa  doaaea  Axen  AX,  AT,  AX"  eine  Terfrelcfte  Hittelpvnetariiehe  dnreli  eia« 
Gleichung  von  der  ersten  in  (64.  a.^  enthaltenen  Form  ilargcstcllt  wird,  eine 
Menge  neuer  aus  den  Axen  AY,  AT,  AI.'  zusaameageselater  £oor4inatenay- 
•teine.  aMeiten,  an  denen  dieaelbe  FlMcbe  dnreli  eiae  fil«ieb«af  voa  der  Fona 
OVOLc.*)  dargestellt  wird,  wenn  ainn  die  eine  Axe  AT*  la  der  AX^  liegen  und  die 
IWei  andern  A  Y  und  A  Y'  den  oonjugirten  Durcbroessern  irgend  eines  der  Coordi* 
a^teaabane  XAX'  parallel  geführten  Sckaittea  der  Fläche  parallel  sein  Uesk 
L  <i 
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AbMfe:  IT. 


Was  zweitens  die  Gletchangen  (Ii,  tu*  feil  c.*}  betriA,  so  listl  sich  die  (71.  c.*)  mit 
ZBiMmy  derer  (71.  k*)  so  «ehrribent 

(«.  (^)' + «;     ^.  +  («.  (^0' + «;  (^f)  ^ + «'.'    = (^.) . 

und  diese  geht,  nach  Aussage  der  im  ersten  Abschnitte  milgetheiUen  Gleichungen  (57.  b  "),  wenn 
(y)f  (y')i  (y  )  schieren  CourdiuHlen  an  den  Polaraxea  A^^,  A$',  A$"  von  demselben 
Pimde  TontdieB,  der  «  deBOmdMcfea  AT,  AT,  AT^dfetnibsdrtciiCooffAMleaT,  V,  V 
g(dit«.lllier  in: 

M  tttwandcin  sich  also  die  Gleichungen  (70.  a.*  bis  c.*)  in  die  (7i.  bis  c*},  so  wie  nun 
bei  jenen  die  neuen  Axen  A  Y,  AY',  AY"  durch  deren  Polaraxen  erüetzl,  worin  sich  der  fol- 
gende Salz  aussprichl:  Man  kann  aus  einem  durch  die  Axen  AX,  AX',  AX"  gebilde- 
ten Coordinatensysteme,  an  welchem  eine  Mittelpunrlsfläche  durch  eine  Glei- 
chung von  der  ersten  Form  (64.  a.^  dargestellt  wird,  eine  Menge  neuer  aus  den 
Axa»  AT,  AY*,  AT*  lagaanaengeaelils  Coordiaatensysteaie  ableitea,  aa  deaea 

dieselbe  Flüche  durch  eine  Gleichiin^r  von  der  Form  (71.  c.*)  dargestellt  wird, 
wenn  mau  die  eine,  dicsou  neuen  Axeu  entspreehende  Folaraxe  A^)"  in  der  oi- 
nea  arspriagliehen  Graadaxe  AX"  liegen,  aad  die  iwei  andern  aeaea  Polar- 
axen AD  und  A  9'  irgend  zwei  conjugirten  Durchmessern  einer  mit  der  Ebene 
XAX  parallel  goftthrten  Sohaittcurve  der  vorgelegten  Mittelpanclafliche  pa- 
rallel laafen  li«at 

Was  eadlkh  die  CMdaagea  ^  a.*  bis  &*)  aad  (73.  a.*  bis  c.*)  anlangt,  so  ist  ea 
leicht,  das  hierher  Gehörige  aus  dem  mvor  Gesagten  abzuleitea.  Ist  nMinlich  eiae  Mittelpiucifl- 
flüche  durch  eiae  Gleichung  von  der  zweiten  in  (64.  a.)  stehenden  Form: 

d,n»  +  j;a"+J:ar'«=(«0 

gagabea,  #d  MMbl  nai  dieao  ao: 

so  gehl  dieselbe,  den  im  ersten  Abschnitte  mitgelhentcn  Gleichungen  (57.  b.}  rtir  Folge,  wenn 
(x),  (x'),  (x")  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Polaraxen  A£,  AX',  Ai'  von  demselben 
PMCle  TonleBea,  der  aa  dea  amen  «nMpredwndea  Graadaxen  AX,  AX*,  AX",  «paaT  dia 
gqgc^eaa  COekhaag  aich  baziehl,  die  senkrechten  Coordinaten  u,  n',  u"  gMbI,  tter  k: 

c\  (5'  (xY  +  ar  (xT + jf;  (Fr  (x")' = m  , 

und  weil  diese  wie  die  von  der  ersten  Form  (64.  a.^  wieder  in  schiefen  Coordinaten  gegeben 
M,  MT  daaa  IoMm«  atch  Jelat  auf  die  Petavaxan  AS ,  AT,  AST  beafebea,  io  aNtaaen  aaeb 
die  beiden  vorigen  Sätze  bei  ihr  niu  b  wahr  bleiben,  wenn  man  in  ihnen  an  die  Stelle  der  Gnind- 
axoo  AX,  AX',  AX"  die  FoluraxenAf,  A£',  A£"  treten  lässt,  wodurch  man  au  den  nacii- 
fleheadenfialz  hhigefUirtwird:  Itt  eiae  HiUelpanctaflNche  durch  eine  Gleichung  von 
der  zweiten  Form  (64.  a.)  gegeben,  so  kann  man  aus  dem  zu  dieser  Gleichung 
gehörigen  Coordinatensysteme  noch  eine  Unxahl  anderer  Coordinnteasystemo 
ablaitea,  äm  d«Ma  diaielha  Klloha.illadar       Olaiabaag  tob  dar  erfftaa 
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KnimiMi  TUcihM  «fraMer  (Mamg . 


wohl  aU  von  der  zweiten  Form  ^64.  a.)  lic>rcrt;  man  hat  nur  im  ersten  Falle  eine 
im  nevea  Grnadtxeii  AT*,  in  «ndWn  Pille  ein»  der  neaen  PoUrikea  Af^"  ia  '  * 

der  oinon  iirsiiniiiarliohcn  Polaraxe  AJ"  liejTon  zu  hssen,  und  im  rrslen  Falle  die 
beiden  andern  neuen  Grundaxen  AY  nnd  AY',  im  zweiten  Falle  die  beiden  andern 
aenen  Polar«xenA9  und  A9'  Irgend  zwei  conjugirt^n  Darclinieafera  voa  einer 

der  Schniltrurvcn,  die  man  durch  ciiuv  mit  der  urSprllnf^flichen  Polarooordian« 
tenebenc  lAI'  parallele  Ehen«'-  erbaltt-n  kann,  parnllcl  zu  nehmen. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  i»alze  kann  man  in  vielen  Fidlen  das  Aufsuchen  von  conjugir« 
ten  DiwnelrkMwiien  bei  miei|»vnelellUli^  tweilcr  'Orilmng  auf  die  BnmilcliBig  ton  co^jagii^ 

ten  Durchmessern  bei  Miltelpunriscurvctt  zweiter  Ordnung  snttddUhren,  und  denn  deil'BMwch-    '  ' 
tungcn  die  gleiche  Anschaulichkeil  jrchen,  wie  den  netrachlnngcn  der  ebenen  Cunvn. 

214}  Die  durch  die.  fiodulaben.  a  und  b  von  einander  gchellenen  Gioidiaagea  ^70  bis  73} 
der  TOi%eB  Nonaner,  worin  atdb  die  Relationen  aussprechen,  die  swiwkea  den  Coeflhdeaien 
zweier  dersclfpcn  Flüche  zweiter  Ordnung:  ani^rphüris(cn  DiatnelraljrleichunKen  und  den  Coordina- 
teasyatennn,  woraaf  sich  diese  .CUeictaagen  brziehica,  statt  finden  iwissen,  lassen  bemericcns- 
ateiho  Itetfeilillnagili  am,  w«d»A  Üo  JMwhdIonf  solcher  Glekbungen  eehr  «ileMitart  wird, 
lad  dte  wir  doww^oa  ia  dieaer  Kanaaer  Miatellei^>WBwleB.  . 

Nt-hinni  wir  znniirhsl  die  Bedingungen  (70.  a.)  aar  Bind,  Und  oliminiren  wir  aus  der  er-  • 
sten  und  zweiten  ainmat  «elA'  und  ein, andermal  ttiATt  au^  der  ersten  und  drillen  einmal 
tUK  nad  ein  eadenad  «;'a;',  aus  der  sweiUHi  aal  mitai  etaael  u'tK  nnd  ein  mdeniial 
«('A;',  m  eiffllMBflehMoh»CUeielinmea,  dia  floh  iaFoniivopi  VoAmaiMea  wie  iMIgt  «ducl- 
bea  bmen:  / 

«.A  :  «;A'  :  Ä;'A"=A;A;'-ArA',  :  A.A?"— AI'A,  :  A.A'.  — A;A,  ,  i 

«,A,  :  «'.A;.  :  rt;'Ar=A'A;'_A"A;  :  A.A"— A;'A  :  A  A;  — A'A,  ,  >   (M. 

«,A.  :  a;A;  :  «1' A;' =  A' A;' —  A" A,'  :  A,A"~-A;'A  :  AA;  — A'A,  , )  ^ 

worin  sich  ein  ganz  gleiches  Verhalten  von  je  einer  neuen  Coordiualenaxe  zu  den  zwei  «nden 
•BHiiridM.  Aai  diesea  fiWrtaayra  ii%t,  duf  mm 

3At=><AjAr-ArA'0  ,  XAfsssf  CA.Ar-i«rAOS^    eCA''sreCA>A;-A.'A.>,  • 

<i,A,=fftCÄ'ir-A«'AO ,  Va:=5p.(;a,ava?a),  <Ar=e.(;AA:-A'A.) ,  I  cm.m 

«,  A.=ft(A' AT-A-AQ  i   „ii^AisreiCA;  i^'-r^Kk^  ,    <  A?^CA  Ai-A'AO  ,  ) 

setzen  kann,  wenn  man  q.  q,  ,  o,  darin  noch  völlig  unbcslimmle  Grössen  sein  ÜMt;  nniiliplicirt 
man  aber  die  auf  erster  Zede  stehenden  Gleichungen  (74.  b.}  ihrer  Ordnung  aadi  mit  A ,  A', 
A",  die  aar  sweiter  ZeOe  aleheadap  ndt  Ai^  A,',  AT,  taletsl  die  auf  dritter  Zele  alehendea 
■dl  Alf  A«,  A" ,  und  addirt  jedesmal  die  drei  zu  einer  Zrilr  [rrliiiri(icn  GlciclMin^'i  n  zu  einan- 
der, M  eridilt  Ulan  mit  Zuziehung  des  iqi  erstcq  AbacbniUe  durch  che  obem  Uletchuagen  (,öi.  b.}  - .  .... 
«ingellibtaa  Zeieheaa: 

«,A«+«;A'«+«rA-Ä^[Ai ;  i^A.«+«(A;*+«srAr*=-^9.[A]', 

:  «f.Aj+«;A;'+«;'Ar=f.[A] ,  ^^..1 

■ad  dieae,  vefgUdw«  adl  den  in  (70.  b.}  reslgestelllen  Gleichungen  zeigen,  d«M 
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AaaljtiMlw  mnmMB,  •    ilMk  I?. 

CM.«.)  ^[A]=(«^,  -f.£AJ=(«;),  ft[A]  =(«?),  oder  ^rrÖf^  ,  ,  «.=  <4) 

[A]  [AJ  £A] 

g«MM  irankn  MMf  wodonli  tf«  delehungen  (74.  b.)  Qbei^elini  fai: 

Ä,  A  [AJ = («.)  (a;  a;'  -  a;-  a;  ) ,  «;  a'  [a] = («.)  ca.  a;'  -  a?  ao  , 


et»*«.) 


•CA''i;a]=(«s)  ca,a;-a;  ao  , 


•rAr[A]=(«o  CA'A.-A  a;)  , 

«,  A.  [AJ=  K)  (A'  A." -  A" AO  ,  «;  A;  [A]=(«;')  (A,  A"- Ar  A )  , 

a;'  I.AJ = («;')  CA  a:  -  a'  a.)  •)  . 

Da  sich  nun  die  Gleichungen  {71.  ■.  und  b.^  von  denen  (70.  a.  und  b.^  bios  dadurch  unter» 


1,  dm  du  GnndMiehn  (ud)  n  db  SMI»  vm  dm  A  galuln  Iii,  «nd  dm  {8JiVf 

,  (5*/)  3)1''  steht,  wo  zuvor  («,) ,  f«',^,  <u")  stund,  so  crhttit  man  die  ihnen  cnlsprcchea- 
den,  denen  (75.  r.}  analogen  Rosullalc  aus  diesen  durrh  die  gleiche  Substitution,  näiiüich: 


(^')  rU] = (y.)  2>;'  ((.4-)  (^.)  -    (^,)) , 

f  (m(^[(4]=(«')a>;''  ((^){^')  -  (^'j(^)} ,      [(^)] =(<5;'}  d;"    {^')-{-^)  M)J . 
«;'(^.')[(J)]={3;')5>;"((^j{v/:)  -  • 

Da  ferner  dit;  Gleichungen  (73.  a.  und  b.}  sich  von  denen  (70.  a.  und  b.)  blos  dadurch  unter- 
scheiden, daiis  das  Grundzuiclien  C  an  die  Stelle  von  dem  A  getreten  ist,  und  dsäs  J,,  d'«, 
fidrt,  wo  nivor  <:^t  i°>»  (l>o  diesen  Glekrhingoi  ent^raclienda 

C75w  1.)  miogm  RMollate  mi  diesen  duch  die  gleiche  Sabelitnlioa;  ■■■  Indel 


l«»-   -^«»c  [c] ={«;)  (C" c;  -  c  co  ,  k  c  ;  l^j  =  («;)  (c  c;-  - c  c)  , 


*)  DicM»  GleicbttB(en  lutea  (ich  kürter  fiiaen ,  wrnn  mu  reciiU  vom  GletcfaheHneicben  ü»  ProjectioM- 
Mhlea  einfUhn,  4ma  GnnMUnkken  «Mcnn  UebcreiikoBBn  aar  Folfc  B  irt,  ctaM  VcrdifaaläiKi  dto 
wir  jcdoek  Uar  mcb  «iir  te  Site  1la|n 
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$.  17.  Nr.  S14.  KnuMi0  mdlea  swctter  OrdaihiK.  4tl 


«rc:[ci=(«f)ccc;-cco . 


Da  endlich  die  Gleichungen  (73.  a.  und  b.)  sich  von  denen  (71.  a.  und  b.}  blos  dadurch  un- 
terscheiden, dass  das  Grundzeichen  (T)  an  die  Stelle  vpn  dem  getreten  ist,  und  duss  S,, 
S', ,  S",  steht,  wu  zuvor  «, ,  «4 ,  cc^'  stand,  so  ergeben  sich  die  den  jetzigen  Gleichungen  cnl- 

Um,  wodnrdi  mn  ladet: 

3r(n[(r)]=w  ^  m  (r,)~(r:)(r,))  , 


jr(n)[(r)]=:(a?)arc(D(r3-(ro(ro). 

Aof  des  ffleiefcmigwi  (75.  a.  Ms  d.3  aan  laaMii  eioh  ndt  groaaer  Leichtigkeit  die  amge> 

nen,  woranf  im  Eingange  zu  dieser  iVuimucr  angespielt  worden  i:tt.  3IuUipiicirt 
die  drei  vordersten  Gleichungen  (75.  a.}  ihrer  Aufcinanderfolgo  nach  einmal  mit 
A'    A'     A4  A"    A"  AI' 

, — ,  -4:  >  — ^  oad  ein  andermal  mit  , — r »  r-k  >  ,-77?  and  addirt  jedeanal  die  drei  resultiren- 
(«.)    (es.)  («.)    («e.)  (tf.) 

dea  Gleichungen,  so  erhält  man  zwei  neue,  und  eben  so  erhält  man  zwei  neae,  sowohl  weaa 
iMB  die  mildfliii  OMmtm  (TS-  a.)  ^*       "*  **"  ""^^  ™*  & 

,      oder  die  Ualentai  etand  »ii  7^ ,  .Ar ,     ,  und  ela  aadermal  adi     ,  Ahz 


vad  Jedeml  dto  drei  leenltireBdeii  CSdchaafea 
Gleichungen  sind  jedoch  faarwaiia  dm  ^tUhgn,  M  daai  wtm  olgeadkfc  aar  dto  M  folfMalM 

GleichungcD  erhült: 

AA'     A,A'     A,  A'      ^       AA"     A,A;'     A.A'.'_.       A'A"  .  AjA^  .  A;A;' 

Setzt  man  ferner  die  aus  den  vordersten  der  auf  erster  und  zweiler  Zeile  stehenden  GleiohaiK 
gen  (75.  a.}  cKwMmwiea  Weifte  tm  A  vad  A«  te  dto  swdte  «d  drill»  danAM  mT  4Mm 
Zefle  stdiflBdflB  ÜUkimtgm,  «0  aliiiit  mn  «wälderat  auf  folgeade  ResdUto: 
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iUbtt^  IT. 


Alf  ilmliclw')nrci  Caekhangen  stdaat  nun,  venn  mm  die  Wertiie  nmA'mAM  wu  im  Hitl- 

km  der  auf  erster  und  zweiter  Zeile  stehenden  GliMcliungcn  (75.  a.}  in  die  erste  nnd  dritte 
der  auf  dritter  Zeile  stehenden,  oder  >venn  man  die  Wertke  von  A"  und  AT  au  den  letzten 
auf  erster  und  zweiter  Zcflo  stehenden  in  die  zwei  ersten  Glcidiimgen  der  dritten  ZeOe  ein- 
selzl;  von  den  so  in  AllenT  sii-h  ergebenden  sechs  Gleichungen  (Uhren  aber  je  zwei  immer  nt 
dem  gleichen  Besuilale,  .wecsiudb  wir  zu  den  voriigen  beiden  nur  noch  die  eine  gesellen,: 

«:  <  A?  [ir«  wK(<)rAr    + -  A.  j^'' + ^^^^ 

Die   letzte   drei  Gleichungen  gehen  mit  Zuziehung   derer  ^76.  a.),   sefolge  welcher 

multiplicirt  man  diese  letztem  Glcii-hunifen  aber  ihrer  Aufeinanderfolge  nach  mit  «i^'f  M^f  Mb 
und  addiit  sie,  so  findet  man  mit  Zuxicliung  der  Gleichungen  (70.  b.},  d«ss 

CM.*.)  «,«;«f[Ap=(*0{egK) 

ist,  und  Büttelst  des  hieraus  fUr  j^AJ'  sich  ergebenden  Wcrlhc^  nehmen  di<iseib«n  Gleichungen 
die  foigeBde  Pom  an:  ' 

^?=*(5r)+^;?)+(;^'- J2-(53+^)+lÄ^'  ~{s:rja:)-^ia^ 

Die  Gleichungen  (70.  a.  und  c.)  sind  sehr  lucrkwUrdigo  Umfonnungcn  derer  (70.  a.  und  b.}, 
wd  ihhliehe  Ihtfoiwungwi  der  Gleichungen  (71...a.  md  li.),.(T2.  tu  und  6.%  a.  und  k) 
' .  *  .  lassen  sich  in  minloffcr  Weise  am  den  Gleichungen  (7Ä.  h.^,  (7r>.  c.},  f?"?,  d  )  herholen,  die 
man  jedoch  noch  bequemer  aus  den  so  eben  eriialteneB  durch  die  vorhin  angegebenen  Sub- 
-JÜMionen  iwürilwr  (rtaben  kann.  Mn  ni^  den  daea  «^er  »deni  Weg  tüMMagn,  ao 
gelaugt  nau  m  Jede«  FhUe  am  den  GMelwtBgeu  (71.  a.  «nd  Jh.)  ^-den  liolgeadqpi;; .  •  ■ . 


•J    üiete  Cleichunifi'n  lumrn  tich  aurh  unmiticihnr  oiu  ilrnrn  (  75.  «.)  hrrlcltrn ,  wenn  man  dir  vordrrn  mit 
A,  A, ,  A,,  di«  milllern  mit  A',  A^,  A^,  die  hintern  nül  A",  Aj',  A^'  maitifilicu'l  uod  jcdcjuuü  die  drei 

fnilatlwglitihMf—  m  alnuliit  aidii«. 
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f.  IT.  Vr.  Sil.  KrmriM  IHAw  kweKer  Ordnung. 

(A){^)_ .  jAM)  .  {Ar) (^.)  _ft      (^U  )  ,  (^.)(^;)  . 

i».«i;«:'i:(i)j=(j.){5;)(3;')i;'D;'!Dr,  im.h,y 

Bb«  M  flllrai  Hb  GMcimign  (72.  a.  md  Ik}  n  lto%ntet 

5.  j;  s-;  LC]* = («.)  {« ;)  («n  ,  tw.  h.) 

a;'  ~  («.)   {a,)   («;') '   0;   (a.)  ^"      K)  ' 

«rf  (Bb  (TS.  a  aad  In!)  fatal:  -  - 

(Otr)   (r.)(ro  ,  (r.)(ro_      (r)(n   (r.)(r;o   (/;)(/»)  _q 


(r)(n  (nxr')..  (n-rr^  _  < 


2153  Wir  können  nun  noch  mehrere  andere  wichtige  Eigenschaften  der  zu  einer  und  der- 
fdbea  nit  cioen  Miltel[iinict  Tersehenen  Flldie  xweiler  Ordnung  gehörigeo  DianetnIgleiichiiqgeB 

•M  den  bisher  gelierertcn  Gleichungen  abieilen,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  werden  soIL 

r)  Ein  auf  die  einandnr  ontsprnchenden  Gleichungen  (70.  b.)  und  (76.  c)  geworfener 
Blick  zeigt  unmitteliitr,  da&s,  wenn  die  CoelMeiilen  der  einen  von  swei  u  deraelben  Mittd- 
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I?. 

inmelilttehe  zw«iler  Ordnung  gdiOrig«n  COeicbungen  mit  cchief«  CoerAMlea,  die  ndi  bcMe 

auf  reelle  Coordinateiuysteme  beziehen  und  eiaeriei  constuites  Glied  haben,  alle  drei  eineiiei 
Vorzeichen  halien,  die  in  der  nndem  Gleichung  nothwendijf  auch  einerlei  und  zwar  dasselbe 
Vorzeichen  besitzen  müssen,  und  die  Vcrgleicfaung  der  einander  entopreckenden  Gleichungen 
(Tl.  b.}  «od  (77.  &>,  (T2.  k)  »d  (7&  (l),  (7S.  k)  Md  (TU     «dg«  WMk  mwibm,  im 

der  hier  ausgesprochene  Sulz  noch  wahr  Mcibf,  auch  wenn  die  eine  oder  die  tindere  odv  tuA 
beide  von  jenen  Gleichungen  senkrechte  Coordinalen  in  sich  aufgenommen  haben. 

D)  QawbM  iimdie6leiclniigaiC'&ik)aBdMMBnlllr[A^ 
ein,  fo  ivcndm  äat 

(^U'= ^5i^CA; Ar-Ar A;y,  lf!^A'«=?i^cA.Ar-ArA.)*, 

i^Af=  ?i^CA  A;  -A'  Ai7  ,  A-=  fiJt(A  AT- A'  AO'  , 

(2^1.-.=  f^i(A'A,-A  AO* . 

i2J^^AJ=f^(A'Ar-.A'*A0'.  i^!j^A?=2i^CA.A''-ArAy. 

Ög|^A;''=?^(AA:-A'A.)', 

woraus  sich  sogleich  schliessen  lässt,  dass,  wenn  die  za  derselben  Miltolpmelilkhc  zweiter 
Ordnung  gehi>rigcn  Dianielralglcichungen  mit  schiefen  Coordinaten  sich  beide  uf  reelle  Coor- 
bestehen,  md  eineriei  coofluiteg  Glied  beelfeMi,  die  Owtfeilen  - 


(«:)  («:')    («.)  (a':)    («.)(«.)  «.«; 
(«.)  '    <«;)  '    («;')  '   «.  *   «;  ' 

simmtlieh  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  in  sich  tragen  müssen,  was  mit  der  Aussage  in  1^  zusam- 
mengehalten nichts  anders  sagt,  als  dass  unter  den  Cocflizientca  der  einen  Gleichung  eben  so  viele 
peeWve  md  negative  ZaUen  veriteannen  miaeen,  wie  «nter  den  Coefliienten  der  andcn  CMei- 

chung,  und  die  analnrre  Bekendlung  der  Gloirhiiti^on  (75.  b").  (7r>.  c.^  nnd  ("75.  rl.)  Zfi^jl  noch 
iibcrdiess,  dass  der  so  dm  aufgestciUe  Satz  noch  wahr  bleibt,  auch  wenn  die  eine  oder  die 
bdde  Gldclnmgen  eeokrecUe  Cioefdinalen  &i  aidi  enIJienennen  haben. 


HI}  Die  im  ersten  Abschnitte  aurgestellte  BichtuqgsgleidNing  (51.)  auf  die  diei  neuen 
Am  AY,  AY',  AI"  angewandt,  gicbt  «n  den  M  flmndexen  AX,  AX',  AX^r 

1  =  A*  +  A'»  +  A"* + 2  A  A'  cos  W  +  8  A  A"  cos  W+  2  A'  A"cos  W", 
1  =  A;  +  Ar + Ar  +  2  A,  A.' cos  W + 2  A,  Ai' CM  W+ 2  A:  AT  eos  ir, 
lsA:+A?+A?*+2A.A;«eeW+SA.A7ceiW+aA;Ar«eeir. 
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17.  Nr.  215.  Krumme  Flicken  zweiter  Ordnung.  4M 

Dividirt.tnan  diese  GleiohoagM  ihicf  Oidwif  ndk.mU  («•),  («4}»  (<C)  vai  tMil  äe  ÜMTMlf 

susvmineii,  so  criiiill  inMii:  , 

_1_._1_.J_  _  AI  .        .         .  A2  ,        ,         .        ,  AT  , 

(ct,i  f «;)  («: ;   i«,)   I «;  I  ( "'"(«,)"''  i  «;>         (c)   i«;)  («;') 

«ddw  OMdnHV  arit  Zasiehuif  derer  (7&  i.  aad  c.)  Uieigdit  in: 


Ebenso  liefert  (ItescIlH-  Riclilunus^rli  irhiing,  nuT  die  drei  Mewa  FolmxeB  A9i  ^Vt 

gewandt,  an  tieii  dri'i  ursiiniiiglit  heu  CinimiiiM  ii : 

1  =       +  (^)*  +     7  +  2       U')  .-OS  W  4-  2  (./)  (J")  cos  W'-f-  2  (J-)  [A")  cos  W,       ' '    -  * 
1  =  {J,f  +  (^)'  +        +  2  {J,)       cos  W  +  2       (^;')  cos  W'-J-  2 1^;»  (^;' i  cos  W, 
1  = + 1      +  f-^')'  +  2       Lf,)  cos  W  +  2  U,]       cos W+  2  f^.)  (./;'.)  cos  W. 

unil  «iivulirt  uiun  «üeüe  iiurer  Ordnung  nacii  mit  (d,)  iD' , .  (d^)         (^•jD^  'i  lüiuint  iueraul  die 
Swwiie  vo«  aUe>  draiMt  so  findet  nun  mit  Radoiolit  md  die  Glddinngen  (TT.  a.  ud  c.}:  * 


Ferner  gicbt  die  in  ersten  Absi-hnitte  lUifLrcsteltlc  RicbtungsgMehn?  (53.  •.),  mT  die  drei  neiM 
Grvndaxen  angewendl,  an  den  ursprünglichen  GruJidaxcn: 

«=  |c+  !!<?•+  |<r-+  (|+|)c  c+d+Dc  <r+(|+|)  c- <r , 

i=|c;+|c+|'c;'+(|'+|)c,c;  +  (|"+|)c.c  +  (|'+^)  qcr , 

i=!i;+|.;-+|c;-+(|:+|)c,c-,;(|:  +  |)c.c;-+(f+|)c:cr,  ' 

nddirt  man  über  diese  drei  Gleichungen  zu  «inander,  nadidem  man  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit 
(«•),  {a't],  {«»)  tfiridlrl  bit,  so  eriiili  mn,  die  Gleichungen  (78.  a.  md  c.)  berilekaichligcnd: 

1  ,  1  .  1     a  .  a;  ,  a;' 

der  in  ersten  Abschnitt  mitgethcilten  Gleichungen  C^S»): 

-L-L-Lo-J-—  JLj-     ^  4- 

^«.) + («-,)   i«. )  -  d.   +  d.  (41'  +  d;'  ä;"  •  t**- 

62 
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Ii«  AMl3rtl8clle  eeomctric  Abidi.  IV. 

Dieselbe  Richtungsgleicliuug  (52.  giebt,  mf  die  ilrei  neaeo  Polaraxen  angewandt,  ,aa  deo 
unprOngKchen  Gnmdncen: 

i=|(r/+|(r/+|Ar7+(|+|'yxrH.(|V^)(rArH(f +1^^ 
«=|(rw'+|(r.)M-|(nf+(|'+|)(ro(w(|'+^y^ 

■nd  addbrt  man  diese  dkei  Caeichaiigen  sn  einMMier,  nedidem  hhii  aio  ihrer  OrdmMff  necli  adl 
,  r.>;      ,  (^)Sr  dividirt  iMt,  m»  eriillt  oini  nil  ROckJiclüanahme  auf  die  61eieluiiig«i 
(79.  a.  und  c.}: 

a:»  W)  3);"    « ^r.     ^tf  * 

oder  nit  Beiiiehinf  der  dben  enriAaten  fileielNUigca  (36.) : 

_|  i  ,      i     _  1    ,  _[_  ,  1 


la  de«  OeichMgen  (8a  a  Ms  d.)  sprecben  sicii  einfoclie  imd  well  m  beedilewle 
«OS,  die  stete  zwisdien  den  CoeOiienten  sweier  deneiben  ]lilld|wiiciilllciw  angdiSriger  Dla- 

mctralgleichunf^cn  slatlfindcn  miLssen. 

IV3  Es  sind  zu  Ende  der  Xr.  20*?.  zwemWi  Arien  von  conjugirtcn  Halbmessern  bei  Mil- 
lelpvneislllelien  der  cwdien  Ordminif  nr  Sprache  gebracht  and  durch  die  Benenmof  der  GmiMl^ 
oder  roIar-Hullmiesüt  r  von  einaader  anterschieden  worden.  BsI  OHUI  ninlich  eine  Diaaeirsl- 
gleichung  in  schiefen  Coordinaten  von  Ji  r  Fünn 


und  benichnet  man  durch  s, ,  s^,       die  reellen  oder  iiiiugiiiaren  conjugirlen  UiiU>uies> 

ler  der  dunh  dieee  GIcMnng  dargwleillen  Milteipwicisfliche ,  so  ist  jaiea  Bebrnddongen 
mr  BMge: 

CM«  «•}  — sSt,"jj=8,,^=s,; 


hei  nun  hingegen  eine  DianelrsIgleiclMUig  in  senkrechten  Coordinalen  von  der  Form: 

*.B«^«tt'*+a:n-=(ir.), 

und  schreibt  man  diese  so: 

oder  den  im  ersten  Akedmille  milgelheilten  Gleichungen  (57.  b.)  geoiln: 

as.»(x)«+d; •r'(*'T=W, 

so  ist  dloss  wil  (Irr  ririp  Gloichuna;  in  scliiiTi  ti .  wiewohl  jfl/.t  auf  dns  Polarsystcm  bczoyi'ncn 
Coordinaten,  und  bezeichnet  man  die  zu  diesem  rolarsy»leni  gehörigen  conjugirlen  Halbme«- 
{K)t  (si)«        M  ist  in  deneiben  Weise  wie  sinror: 
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f.  IT.  Hr.  ta.  Kramae  FlidMa  swdler  Ordamg.  «tl 

^=(C.  ^=W.  C«-M 

Die  conjHgirteB  HtlbiBener  s* ,  s* ,  sS,'  liegen  in  den  BicUuigMi  der  Cnuidaxvn,  die     ,  >1  .  (s^') 

in  den  Birhliinffcn  der  Polantxcri  ilcsjcni^^rn  roordinalcnsyvtenis,  wonnif  ilii^  Glricliimt;  sich  be- 
zieiit,  und  aui»  dii-üeiu  Grunde  haben  wir,  uiu  beide  vun  einander  uu(er:>i.'beidea  zu  koiuieii,  jene 
die  coi^Jagirteii  GraadhaUmweser,  dieee  die  coajngirlen  PolarhallmieiMr  gennaL  Dieses  vor» 
aiis^ri'srUt  ist  erstlich  man  auf  dem  in  Nr.  213.  I)  aqgaielgteK  Weg»  eu  einer  Glei- 

chung von  der  i'unn  «,\'-|-«;x''4-«;'x  "'=y4«j  zu  einer  von  der  Fem  («•)y*+(«'öy^+(«»)y'*^(iW  * 
gekonMM  ist,  nadi  Avneife  der  Gleieliiingeii  (81.  tu}i 

«•       ^  '      «,  '     «;  («,i  (a.j  *    («.)  » 


S»,  s', ,  si'  und  <r, ,  ai,  die  zur  ersten  und  zweiten  (ileiehung  gehörigen  conjugirten 
QlUldbalbuicsscr  vorstellen;  in  Folire  dieser  Gleiehungeii  \ erwandelt  sich  aber  diu  (pO.  a.) 
in: 

s: + s;' + »;'• = + + a-r .  ••) 

Zwei|eB>  ist  dn,  wo  ninn  ouf  dem  in  Nr.  213.  11^  angezeii;ten  Wege  auä  einer  Gleiehung  von 
der  F«nn  «,  a'  a,  x"  +  «,  x' ' = (/•,)  zu  der  andern  {S,)  v*  -j-  ^«J'.) »"  +  (JJ')  v"' = y/,)  gekoui- 
nen  Ist,  mch  Aessage  der  GiaiolHuiseii  (Si,  e.  and  b.)i 

wenn  s* ,  ,  «•  die  zur  ersten  Gleichung  gchurigeo  eonjugirten  Grundhalbiuesäer,  i  tf«) ,  (ol) , 
(eS')  die  inr  iweiien  Gleicliang  gehörigen  co^jagirten  PolsiliidiNnesser  Torsiellea;  in  Folge  die- 
ser Rebümien  venrandell  sich  aber  die  GMchnag  (SU  b.)  in: 

«: = (<r.)' + Kr + «y  •  cm«  *i 

Drillens  ist  da,  wo  man  auf  dem  in  \r.  213.  III)  bezeichneten  Wege  aus  einer  Gleichung  von 
der  Form  Ö,u*+ ö',u''-j-ai'u"'=U',)  zu  der  andeni  y'4- («i)y''+ =  (»■.)  gekommen 
ist,  nach  Ansaage  der  Glekhangea  (81.  a.  «ad  h.')t 

^.=(S.)».    ^.=<V,    ^^;-e'  =  '^-^  i-^)  =  ''*'  =  (SÖ^"*    '  ^""'^ 

wenn  (s,),  (s^),  («D  die  rur  ersten  Gleichung  gehörigen  eonjugirten  rolarlialbmesser,  ir, ,  <r^, 
^  die  lur  zweiten  Gleichung  gehörigen  eonjugirten  Urundhallimcsser  vorstellen;  es  verwandelt 
sich  aber  dhsen  Rdattnaen  aar  Fe^  die  Gtaiehaag  (|BOi..c)  in: 

(a,)'+(*y+(s,7=«J+«;'+<tf*.  (•!.«*> 

Endlich  ist  da,  wo  man  auf  dem  in  >'r.  213.  IV^  bezeichneten  Woge  ins  einer  Gleichung  von 
der  Form  u'  -f  u  ' + r,'  u"'  =  () .)  zu  der  andern  v' + {y,}  V* + (^)  v"*=(ir.)  geknauaea 
ist,  nach  Aussage  der  Gleiehangen  (61.  b.): 

«wn  (aj,  (s;) ,  (s;:)  aad  («^ ,  («;) ,  K')  die  aar  cislea  «ad  •waMea  OaMv^r  gahtfrigea.  oon- 
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vorstellen ;  es  verwandelt  »ch  «ber  diesen  Relalioaen  »ir  Folfe 
die  GleidHuv  (8a  d)  In: 

Aus  (Ion  nioirlnui;,Tii  r.  Iiis  f.")  geht  luTvor.  dnss  in  zw<m  H  i  a  ni  et  r;tl  ir  1  r  i  <■  Im  nirun, 

welche  dieselbe  Mittelpunctsflttchc  darstclleu,  diu  Quadrate  der  drei  coiijugir- 
ten  Halbmesser  stets  dieselbe  Sunme  ^eben,  w«na  man  bei  der  Gleiehnngr, 
welche  schiefe  Coordinaten  in  sich  cnthiilt,  die  Grandhalbnie^i^LT,  und  bei  der 
Gleichung,  welche  senkrechte  Coordinaten  in  sieb  entbMlt,  die  Polarhaibmesser 
nimmt 

V}  Beseichnel  man,  wie  schon  (Abschnitt  I.  Nr.  44.}  geschehen  ist,  die  luluille  des  ur- 
sprünglichen Grund-  und  rolarsyslcins  durch  h  und  (h),  die  des  neu  eing^Dihrten  Grund-  und 
Polnrsystrtns  diirrh  k  und  k  ,  so  ist  den  im  eisten  Abschnitle  (Mr.  40.)  aifgesieilteB  tHel» 

chungen  (04.  a.  und  c.)  zur  Folge:  ' 

[A]*=g,  LC]'=h'h'  mid  [(i)T=l^\  [(r)r=:h'iii)- 

■eM  man  aber  diese  Weribe  von  [A]%  [Cj*,  [(J)J',  und  zugleich  dia.  dar  conjugirten 
Grund-  oder  Polarhaibmesser  ans  (81.  c,  b.,  fO  <Ue  GMehmgmi  01.  b.},  Q^,  tk}, 
(78b  b.}  und  (79.  b.)  ein,  so  weiden  diese: 


s:s;'s;-h'=(ff,)'(0'(ö;7(k)» , 


Bhrlft  man  «n,  dMB  dra  im  arstan  AbsctaiUo  mägHlUtlbim  QUkkmgt^  (4L)  sar  fdg» 

—  „:„  VI"-  »     *  —       W  »     *•  — 


sin  NV  "■  '    "      sin  W  '    ^      sin  W 
ist,  und  auch  weil  (i,  (£i ,       im  urspriinghcbeu  Grund-  und  i'olarsyslein  völlig  einerlei  Be- 

fi_J!i'_    c-JÜ,  e-JL, 

sich,  dass 

g'C."«;'*  b(hy 

iP     ~sittWsiaWainirsin»siB8iraia«r  * 


«dar,  wafl  kraü  der  im  «nlan  AbadurfUe  «baltaMB  Ghlehnnfen  (43.)  am  GnmlB|sl«iM 

h=smWafaiW'ani8r 
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(8.)'(s;)*(8;)'(h)'=tfi      ar  k'  , 


(*»«.  ■.) 
(««.  k.) 

e.) 
dl.) 


In  diesen  deidrangcn  spricht  bhA  der  fUfende  Sati  ans:  Bei  zwei  Diametralgleichungcn, 

die  zu  einer  und  derselben  llitlclpunctsfl8r)i>  /  vrilL-r  Ordnunj^  gchürea,  ist 
der  Inhalt  des  Ober  den  drei  conjngirlen  entweder  Grund-  oder  Polarlialbmes- 
sern,  je  nachdem  in  der  Gleichung  schiefe  oder  senkrechte  Coordinaten  auf- 
treten, beschriebenen  Parallelepipcds  stets  der  gleiche.  Bei  diesem  Satze  kam 
man  die  0<>adrale  aller  conjusiirten  Halbmesser  immer  als  positive  Zahlen,  sonmh  von  den  con-  '  • 
jugirleii  lialbniessern  stets  deren  wahre  Langen  nehmen,  weil  der  in  U)  erürlerteo  Eigenschaft 
geartM  «r  teMm  SeKm  der  GWduiii^  (BS.  a.  Ms  d.)  sMs  glddi  vide  poiiüve  nd  m- 
gsUvi-  (.>(iMrlratc  erselidiia^  und  also  tai  Ünea  die  iiqfaiüveo  «neb  In  pwiUv«  ZeUcn  imfskehrt 
werden  dürfen. 

\[)  Fährt  man  mittelst  der  Relationen  (81.  c,  b.,  c.,  f.)  die  conjagirtcn  Gl  und  «der 
larMbanesser  in  die  Gleichungen  (80.  a.  bis  d.)  ein,  so  gehen  diese  Uber  in: 


wdehe  sieii  in  Worten  se  anaspreelicn  lassen:  Bei  xwei  Dianetralf leichnngen,  die  etne 

nnd  dieselbe  Mittrlpunctsflüchc  zweih  r  OrdnunR'  darstpllcn,  hat  die  Suininu  der 
Ovndrate  ihrer  drei  conjugirten  entweder  Grund-  oder  Polarbalbmesscr,  je 
Mckdem  die  eine  oder  die  andere  Gleieknng  aekfefe  oder  senkrechte  Coordi- 
naten in  Sick  anfgenosmien  kat,  In. allen  Flllen  denselken  WortL 

Bin  Moser  Blick  aaf  dfo  GMckangen  (83.  a  kii  d.)  giifet  n  eritcoaen,  dies  man  die 

Oiiiidrate  von  don  t-iner  ikmich,  erst  nocli  zu  suchenden  DiamotralgletchuJig  entsprechenden  con- 
jugirten Durchmessern  aus  einer,  derselben  HiUclpvnctsfliche  angehörigca  und  schon  bduunleB 
DIanieltilgleichang  in  ihrer  positiven  oder  nefathren  Bedeutung  voUkomnen  kestinant  sckon  an- 
Mgeben  im  Stande  ist,  so  wie  man  nur  deren  Verhältnisse  zu  einander  kennt.  Auih  i^elieii  die 
nehrerlet  hier  von  einander  getrennten  Falle  schon  uamüteikar  aus  dem  zb  £ode  der  Kr.  213. 
angegeboMB  CSesichlspnncle  kcmr. 


»:  +  s;'  -f  s;"  =  61  +  , 
+ =:(ff.)'-i-K)'+K)', 

W'+W+W=(oir+(oÖ'+(o?f. 


(M. 
(M.  k.) 
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9163  ^'^  *-'>°uuttelU-u  llelutiunuii  sinii  aucb  iiuiii  liiurcichcnd  zur  EriiuUolung- 

desjeoigMi  CoordiMtensyBleiiu»  an  weldiem  «ine  MitMpuiictofllclie  zweiler  OrdMUg  giefataällg 

sn«olil  rinc  niamclrulrrli'ichiinrj  mit  srhifTcn,  wie  rinc  mit  senkrcfhli^n  Coordinulen  liefert.  Zu 
diesem  Zwecke  wollen  wir  indessen  den  Gleichungen  (73.  a.  bis  d.)  zuvor  eine  bessere  Fora 
eriheflcB.  Mm  kann  aRndidi  den  Gleidmngea  (73.  a.)  mit  Zuddraig  der  im  «rstai  AbiduüRe 

«u^iefiMMleiien  BeiaUonen  (88.  tu),  in  welcben         \A  \  ^  nnlelMt  die  andere  Geelalt  (elien: 

«,Ä  B  ,    f4A'=:|«,j  B,  ,    «i'A"  =  («„}  B,  . 

(t,A,—iu'j  B'  ,    a',A',=ia',)  B[  ,    a't  A"  —  {u',)  h',  , 

tf.A.=(«;')B",  «;A;=(«;')Br,  «;'Ar=(«;')B;', 

weldie  Gleichungen,  wenn  ana  analalt  der  Prejeettonadilen,  daran  Gimdaeidien  B  iH,  millclal 
der  feilten  Gruppe  der  in  (87.)  enthaltenen  Oeichn^n  den  ersten  Abedinilts  die  PltojecliMe- 
saUen  aetzl,  deren  Grundxeidieo  (f)  ist,  Üheigchen  in: 

1«.  A  ,  «<;a'=(«.)  ,  «;'A-=(«,)  ^ , 
«iA.=(le;)^^^  «;A:=(«;)<^^  «;'Ar=(*y^^^ 
«,A.=(«:'  )g^  «;A;=«/gJ,  «;'Ar=(«;')^^^  • 

Aelmlich  nehmen  die  Gleichungen  (75.  I).)  mit  Znziehnag  der  in  ersten  Abschnitt  milsrtMhcilten 
Rdalionen  (86.  c),  wenn  aan  berttckucbligl,  daie  ±^=[(^j      die  folgende  GesttU  an: 

it,{J)={9,)^  (B)  ,  (B.)  ,  «;'C^=(«Oa)*  (BJ  , 

«(i(^=(a:)2);'vr) ,  «;(--f.)=(cr.')i>riB;':i ,  «:'(-/;'.=i:5:''2>;"(b;';  , 

und  geben,  wenn  man  in  sie  -slnll  flcr  Proji-i  lionszahlcn,  <liren  Gnmdzriilien  (Bi  ist.  iiiiliHst 
der. ersten  Gruppe  der  in  (b7.)  enthaltenen  Gleichungen  des  ersten  Abschnitts  die  setxt,  deren 
Cmndneichen  C  ist:  . 

=(a3  a>:  c  ,  «;  (o=(«;)   c: ,  «r (^)=(aa  ax  er. 

Eben  so  kann  nnm  den  Gleichungen  (75.  e.}  mit  Zadehmg  der  im  ersicn  Absdmiile  ff^ebe- 

nen  Relationen  (90  wenn  man  beachtet,  dass  |C]  =  +  hk  ist,  wubei  das  obere  oder  un- 
tere Vorzeichen  in  ili-iisclben  Fällen  jfcnomuien  wci-dcn  mus.s,  wo  es  in  den  Relationen  (90.  d.) 

steht,  die  folgende  Gestalt  geben,  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  ^^4>  =  g,  jj^f  =  » 
;^=6r  imd  eben«»  g^=:a>,  ^=JD.',  ^=S)r  hl: 
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s,c  iiv  ={a,\  j  ,  a;c'(s;i>  ^,  ,  <r;c"(5;'2)  —ia,^J,  , 
.\  c,  (5 1:  =  («;)  ^  ,  s:  c;  x;  =i«;j  ^;  ,  -r;  er  (s;-  x;  =  /«: , 
5,1,6  x;'= («;')./',  ii;c;(s;x;'=(«;',i^;' ,  rvc;'(5;'x;'=itf;'.^; , 

uwi  diese  gelten,  wenn  man  iniltebt  der  zweiten  Gruppe  der  in  (p^.^  cnihallenen  Gleichungen 
des  ersten  Abschnittes  sistt  der  Projectfoiunldcii  nril  de«  GmiMbeicken  die  mK  dem  Grunl- 
zeidien      lelsl,  Uber  ht: 

«T.C  X  =(ä.)(^  ,  3; CD  =(«,)(wf)  ,  3;'C"2)  =(«ij(^')  ,  » 

Ä.c,  x:  =ia;i (^.)  ,  d;c: x;  =(«;^ (^)  ,  ir/crx;  =(«;>  (--/;') ,  >  cm..«.) 
ö,  c,  x;- = f«: ,  a;  c;  x;' = («;'  •  (^,1 ,  s:  r;  x;' = («r.K-^';') ;  j 

Mhiilk-Ii  nehmen  die  Gleicb«i|gen  (75.  d.)  mit  Zuziehung  der  im  ersleif  Abachnilte  niiltrelheilleil 
Rdationeii  («^      wc«  »n  bewertet,  das«  [(r)J=±k(li)  vmI  ;g;j^=5>,  isfe=^^» 


(Ii) 

ist,  die  ndere  Gestalt  an: 


d.(r)(i=(j,rx  ,  d;in(s;=(j.)x  ,  s':ir')m=is.)  i>  {j.)  , 
j.(r.)5=(3;)  ©;  {-j')  ,  <j;(n)  e;=(^;)  x;  {j-,}  ,  d;'(r:')6;'=(a;j  , 
*,(r.)(5=(j;'j2);'(^')  r  r.(n) «;=(«j;'r2^' .  «'.'(n)«;'=:W)i)i'(-^) , 

wid  diese  gelm,  wnm  mm  ■Mdit  der  leMn  Ctnpf«  4er  in  (m».)  eiMtawi 

dl  s  rrsiL'n  Abschnitts  statt  der  FftJedioDsiaUen  mit  dem  Grandadchco  {d)  ikr  mit 
zeicben  A  setzt,  üher  in: 

j.ir)=:iJ'»)  X  A  ,  5;(r»=ii.)  x  a'  ,  ö':{r)—{»,)3>  a",\  . 

s,ir,)=iS'.)  x;  A,  ,  s',{r.)={y.)  x;  a;  ,  s':ir:)—<s;i  n;  Ar,>   cm* 

;To = xr A. ,  ö'.in) = (r^;') x;'  a;  ,  0: 1  r;o = : xr  \'; . ) 

Aus  der  Form  der  Gleicliungcn  (ßi.  a.  und  b.j  sowolit  als  derer  c.  und  d.J  geht  hervor, 
dass,  wem  von  xwei  xusanuncngehörigen  Gnmd-  imd  Pelaraxen  eines  mven  CoonHnalensysteaai, 

an  wddiem  eine  geircbiiie  Mittelpunc(«niirlie  eine  Diametral^leichung  liefert,  die  StcUung  der 
einen  gegen  die  Axen  des  urspriingUchen  Systems,  an  wclehein  dieselbe  Fläche  schon  eine 
Diametralgleiebung  lieferte,  bekannt  ist,  man  hieraus  allein  sjchon  die  Stellung  der  andern  zu  den 
Axen  des  urüpriingliclien  Systems  eritenneii  kamt.  Hieraus  folgt  aber,  dass  durch  dkl  Lage  vo« 
einem  der  drei  lonjugirten  iiciK'ti  niiichinesscr  zugleich  auch  die  Lege  der  ihm  zugeordneten 
neuen  Diametmlebenc  gegeben  ij>l  und  uiugekehrL  Diese  Eigcnschail  kann  in  vielen  Fällen  zur 
Veresabchmiff  der  Betrachlnifen  bmilHit  werdea,  wiMroM  wir  von  ihr  kainea  Gebraeck  vadiea 
werden. 

Im  Allgemeinen  nun  bezichen  sich  zwar  die  Projecüonszahlen  in  den  Gleichungen  (bi.  a.  und  b.^ 
oder  in  denen  QM.  c.  und  d),  (reiche  A,  A,,  A,  und  C,  C, ,  Ci  oder        (-^i)»  ('^O 
(T  ,  iT.i,  (r,i  zum  Grundzeii  hen  lialieii,  nicht  auf  dieselben  drei  Grundaxcn  AY,  AY',  AY"  oder 
auf  dieselben  drei  l'ularu.xeu  A^,  A9',  A^"»  wed  die  beiden  Formen  (70.  c.)  und  (Ii.  cJ)  . 
oder  (72.  c.)  und  (73.  c.},  welche  «is  einer  mid  derselben  DiameDralgleicfaung  hergekoK  wer- 
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sollen,  in  der  Regel  an  versckiedeiicfl  Coordiimtviuyslemcn  cnlsiclien  werden;  aber  da,  wo 
beMe  Fernen  gfoictedtif  an  «inen  md  demselben  Syileme  ndi  büdnt  soBeo,  bat  man  jene 

Prnjrrlionsziililon  imnirr  als  tlensclbcn  drei  RirlihiiiLri  ii  iitifrclKiriii  aurzurasscn  und  dio  drei  Riih- 
tungen,  worauf  die  Projectionszahlcn  mit  dem  Urundzcichen  A  oder  C  sich  beziehen,  für  dio 
GnmdaxoD  diese«  einen  Systems,  hingegen  die  drei  Riehtnngen,  deren  ProjedioMnUen 
oder  (F)  zum  Grundzeichen  haben,  für  dessen  Polaraxen  anzusehin.  Eben  dcssweg:pn  halien 
«nch  in  diesem  Falle  die  Zeichen  !^ ,  !X>o  S)|  in  den  Gleichungen  (Ö4  a.  und  b.J  oder  in  de- 
nen (M.  c  und  d.)  völlig  einerief  Bedentang,  «id  ins  diesea  Gmiid»  findet  nun  dureh  kreus- 
wcisc  Multipticalion  sowohl  der  glcich>ielten  Gleichungen  (84.  n.  nnd  h.")  wie  der  gleidnrielien 
(84.  c.  und  d.}  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

f      A  C  Ii'  =(ß.)  {Aj  (D  ,  (^.'1  A'C'X'  ={«.)  {A-){n  ,  (Ä.)  A'-iVI,*  =(«.)  (^"J(n. 

(M.  •.)  1  iT.i  A,  c,  X?  =(«;)  [A,)  (r.) ,  (^r.^  a;c;d;'  =(«;)  (^;i(r;) ,  (5-.)  Aren;'  =(«;)  (X)(r;'), 
( (d;')A,c,'i>;"=(«;'.i(y/.)(r,:i,  (5;')a;c;x;"=i>;';i,/.)  ^n),  i<)A;'c;'3)r=(a'.'K^/;'i':r,'t. 

Addirt  man  von  diesen  äeicbuqgen  immer  die  drei  auf  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  zu 
einander,  so  erhält  man: 

(8.)  35»  (A  C  +  A'  C  +  A"  C")  =  («.)  ((^  iH  +  W)  (r)  +(^)(r'D  l 

(«r.)  3);-  tA.c.+A|c;+A;'c;')={«;)  ((^,)(r.)+(-<){r3+(.4')(iT)) » 
(«•)ar(A.c,+A;c;+Ai:co=K)CW(ro+(^(rj+(^(Jt)).» 

Glddnu«m  gehen  nU  Bachsichft  mT  die  in  «nten  AbMknilla  s^egabme  iücUai«f- 
ClIO  «karte: 

CM.M  (*ja>'=w,  (9'w={'^,),  (3;')  3)'.'* =(«:), 

worin  sich  oine  Rclulion  zu  crkcnnon  gichi,  die  zwischen  den  Coeffizipntpn  der  Gleichungen 
(70.  c.}  und  (71.  c.},  sowie  zwischen  denen  der  Gleichnogcn  (72.  c.}  und  (73..  c.}  slatlGnden 
«■BS,  wenn  beide  dieselbe  ]iiltei|wncliliifche  an  einen  nnd  demselben  CoovdinaleBsysIcme 
dnrsti  ii<  n  sollen,  mit  deren  HUfe  die  deichnngen  (85,     enb  sehr  einfache  Gestalt  amdmen; 

sie  werden  nämlich: 

(M.n.)   <  A,  r.i ,  A;r;=(.^)tr:)  1  Arc^uCKr,') , 

f  A,c,r-^../,, /V  ,  \',c;=L-f,ur,\ ,  A;'c;'  =  (.o^rr) , 

und  cnliiullcn  gar  keine  CuelUzieiUcn  der  Gleichung  mehr.  Die  Gleichungen  {pi.  a.^  geben, 
wem  man  die  auf  einer  Zeile  stehenden  in  einander  dividtrt: 


«^A_(r)     «,A_(r)  «'.A'_(r') 
*•/  i?r— (T) '  7l!T''~W)  *  STT'— (n  ' 

nnd  noch  die,  w  eiche  sich  aus  diesen  ergeben,  wenn  uian  den  Buchstaben  A  nnd  T  den  Index 

1  nnd  2  anhüngL  Auf  dieselbe  Weise  gehen  die  Gleicliuiii^'cn  (Hl.  b.}: 

tMM.  «»»(^)_C.      et,  M.I  _  C        a.yA)  _C'  .1 
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and  noch  die,  welche  man  aus  diesen  dadurch  crhittt,  d«M  man  an  die  Buchstaben  ji  und  C 

TOn  den  rnsatninengchJirigcfi  Grund-  und  Polararen  AY  nnd  A8)  verionffen,  gleictimlnig  Mch 
bei  denn  AY'  und  A|)',  so  wie  bei  denen  AY"  und  A9"  atittlfiadeii  nwe,  wobei  wm  noch 
benctken  kiH,  im»  jode  vob  dem  OeMonfM  Mhon  in  im  iwd  mkn  aaf  dandbaa  Zdle 
gllheiiden  enthalten  ist 

2173  Schreibt  man  die  Gleichungen  (85.  d.  und  e.)  in  der  Form: 

«.A  {r)=a,x  {D  ,  «.A  (0=«;-  a"  (n  ,  «; a'  (r')=«;' a"  (H 
■ '  «,    c = «;  Lr)  c  ,  a.     c" = «;'  (./ ')  c  ,  «:  (.^  i  c"=   (^'i  c, 

MM  Uennr  in  den  obern  für  {F),  (H,  (r"),  in  den  untern  Tiir  C,  C,  C"  ihre  Werthe 
Ii  idiiefee  dendbM  lU^ng  angehörigcn  rrojeelioMnhleB,  den  hl  «nte«  AbMshnMe  «Q^f«- 
alelfen  BcUinM  (HA)  gMlMf  so  gdiiigt  nun  m  den  oadMctendeB  BwM—Mgca: 

«,A  K^ü0eW+(-O«fir^(#))=«CA*£(^  +(-f)«»W+(^)o«iin , 

«4A'[(4)eoiir+(^  coiir+{wr')]=«5:  A^M  cMW+{^+(^«ofin 

«.      [A  cos  W  +  A'+  A"co*  W"J  =  «;  {^)  TA  +  A'cos  W  +  A'  cos  W]  , 

«,  (^)  LA  cos  W'4-  A'cos  W"+  A"] = «;'     ')  [ A  +  A'cos  W  +  A'  cos  W]  , 

tf;(^J[AeeiW4^A'co»W"+A"J=«;'{^')[AcosW+A'+A"«OiW'J  ; 

liekt  wm  aber  die  drei  leMen  GteidMOgen  der  Refte  wwh  von  de»  drei  m  Ibm  tteteBdea 
dl,  M  ladet  tarn: 

•^(A(^-A'(4)]+•a:A(-0-A"(^)»•w"s3•;(A'(,^ 

«.[A(<)-A'(iOJeertr+«.[A(Y^-A'(^>a<'[A''(^-A(.r)^ 
*;£A'{4)-A(^]co.W'.+<A'(^A''(^))==<[A''(4KA(^]«^ 


1.-» 


A(^-^A'(^=M,  ACrfO-A^C^ssM',  A'«)-A'*(4)=ir  .C««*«*l 

C«.  +  «:)  M  -f  tf,  M'  cos  W"  —  «:  M"cos  W'rr  0  ,1 

«.  M  cos  W  '+  C«.  +  «'.')  M'+  tf M"cos  W  =  0  ,  V  ....  ^ .............  .  .■  CM* 

—  «;  M  cosW'+ «;'Jii'cosw+ («; + «n  M  "=  0  . ) 

sieht  heim  crslea  Blick  auf  diese  Gleichungen  ein,  das«  mau  iluieu  durch  das  gleichzeitige 
Sotien  von 

■sO,  ITtsO,  M^O  CM.»! 


genlgt;  woBle  aan  aber  M  aiehl  der  Nidl  glelcb  eeban,  aad  dividlrle  ana  dieser  Annahaie 

M'  M" 

geailit  dfe  (Sdchngea  CML  k)  dwch  M  >  ao  aihiBÜe  aam'^  BeelimiaBiy  von  g  t  g  drei 

t.  es 
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;en,  ileren  giekhxoitigos  Beste  Ii  ea  milhin  ein  i)e«uudt:r«iä  \  crluilleii  zwischen  deu  CdüC- 
tiinlM  «ad  dea  Axemriakeh  W,  W,  W"  n«^  a»cbte.  Zu  ähnlichca  Bedi»- 

(fuiiffiTi  würde  iimn  j^tTtihrt,  wenn  man  aftnt'hinf'n  wollte,  dass  entvTeder  M'  oder  M"  nickt  nnll 
sei,  und  alle  diese  i>pct.ielk'n  Bedingungen  nehmen  stets  eine  der  drei  foiff enden  Fonaeo  an: 


\ 

1 2cc,«^  ce^'rc 


f."eosW3f=0   oder   c;co8W'M=0   oder   «, cos W '3/ =  0 , 

wo  der  Eiiilmliheit  hiilber 

ros\vcosW'cüsW"+(«.+«;)«;''  co»'vv-f  c«, + a.'n  («;+«;')  «jcos'w* 

gcsclxl  wurden  ist.  Jude  sulclic  specicUc  Bedingung  ütelll  jeduch  eiue  Abhängigkeit  der  Uit- 
lelpiiocUflilche  vQB  dem  Coordinatentystene,  m  wekhem  dieselbe  durdi  die  gegebene  Gteicfaang 
dargestellt  w'irif  feat;  gehen  wir  daher  daraur  aus,  nur  dssjeitige  Coordinatensystem  kennen  zu 
lernen,  an  welchen  jede  Mitteipunctsflächc,  ohne  dass  äa  loldbeii  Beschrünkungeti  unterworfen 
wird,  eine  IHnMln(glefdinng  gleichzeitig  sowolil  mft  seiriefen  wie  mit  scnitreclilea  CoMdina- 
ten  lierert,  so  kann  diess  nur  da  Juri  Ii  s^e^i  hellen,  dass  wir  f^leichzeiti^  die  drei  Bedingungen 
(86.  c.}  befriedigen  oder,  wenn  wir  für  M,  M',  M"  wieder  das  setzen,  was  diese  Buchstaben 
den  Gletcliungcn  (80.  a.)  geniäsa  la  beseidNwn  Imben,  dan  das  geancble  Co«nibMteMyitai 
die 


A{.iO-A'(^=0  t  A(^-A"(4)=0  ,  A'(^— A"(^)=0 

iMfiriedffB,  «dciiea  geHÜiidit,  wenn 

CM.  ■  A  :  A' :  A"=  (.fi  :  (yf)  :  (.-/") 

ist.  Da  aber  zwei  Richtungen,  deren  schiefe  Projeclionszahlcn  an  den  gleichen  Axcn  einerlei 
YerhilNnlsse  unter  sich  einhalten,  nothwendig  einander  parallel  sind  (Abschn.  L  Nr.  31.),  80 
sagt  die  Bedingung  (86.  e.)  niohla  anderes  aus,  als  dass  die  Polsraxe  A9  M  gmMm  Sy- 
stems in  dessen  jener  INdurnxe  enlsprerhenrlen  (Irundaxe  AY  liegrn  niDssc;  weil  aber,  wonttif 
'  schon  in  der  vorigen  .\uunncr  auluierttsaui  gemacht  wordtiu  ist,  vun  allen  einander  entsprcclicn- 
Gnmd-  md  Pohmea  des  fesuchten  Syatems  gOl,  wu  von  einem  sofehen  Paare  erwiesen 
werden  kann,  so  folgt,  dass  alle  Polarnxen  des  (jesuchten  Systems  in  dessen  diesen  Pniara-Ten 
entsprechenden  Grundaxen  liegen  müssen,  d.  b.  dass  das  verlangte  Coordinatensystem 
noihwendiger  Weise  ein  rechtwinkliges  werden  mttsse.  Auf  das  gleiche  Resultat 
slösst  man  auf  die  jrleiche  Weise  wieder,  wenn  man  die  analogen  Betrachtungen  an  die  Glat« 
chungen  (64.  c.  und  d.}  ankoilpA,  d.  h.  wenn  man  die  GleidHing  der  MiMdpuacIsllMche  statt  in 
gdilefen  hi  senkrechlen  Coordtmlen  gegeben  voraussetzt;  man  stasst  iladieh  durch  ^  Be- 
handlnvg  der  Gleichungen  (84.  c.  und  d.),  welche  iler,  die  wir  so  Aen  denen  (84.  a.  und  b.) 
haben  angedeihen  lassen,  viilliff  unaloc;  ist.  wieder  auf  die  Gleichungen  (86.  e.}.  Da  sonach 
in  dem  verlangten  Coordinalensyslcme  die  durch  das  Grundzeichen  (A)  vorgestellten  l'rujec- 
lionszahlcn  denen  durch  das  Grundzeichen  A  voi]geslellten  bei  einerlei  Abiejehen  gleidi  sind^ 
so  werden  die  Gleichungen  (85.  c.)  sämmlUcA  idoMischa^  «ad  die  Glekhungen  (85^  d.)  SOWOhl 
wie  die  (Ö5.  e.}  gehen  gleichzeitig  Uber  in: 

«.  A__c.     «.  A  _  c     «;a  _C' 
IM.  f.)  ISTP-^*  yr-c" 
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in  weicht?!!  man  wieder  dea  üucbi>Uibcn  A  und  C  die  Indexe  1  und  2  anhangen  darf,  wts  llidito 
«den  ngt,  als  dau  die  Gleidngea  (88.  t)  vidi  bhw  Ar  4i»  Am  AT,  Mmdem  anii  lllr 
die  A  Y'  und  A  Y"  slalUindcn  müssen ;  auch  ist  wieder  jede  dtoMT  GMdwfW  idwi  fal  dn 
xwei  andern  auf  die  gleiche  Axe  sich  l>e£iebenden  enthalten. 

S18>  Ite  um  Lag*  ier  Axm  in  dtoKM  TMhlwbiUlfW  gyrtenw  «4  Mirch  et  sel- 
ber enrl  voHsländliBf  zu  bcsUmmen,  mflssen  wir  die  Gloii  Hungen  (88k  t)  noch  weiter  zeriegon, 
wobei  wir  blos  diese  auf  die  Axe  AY  «ich  beaieheadcn  weiter  in  tttMgcn  brauchen,  da  w« 
idira  «issrn,  dass  alles,  wm  rie  ^  4hmr  Am  meagen,  iMk  bei  dn  nral  mdan  Am 
wahr  Ueibca  mm.  U  imfem  jMstm  Zwecke  fAreibea  wir  di«  GleichngM  .(88.  V)  ao: 

«.  ■  A  —  a;  ■  A  —  57  ■  Ä"  '  t«* 

und  bezeichnen  den  durch  diese  Gieichungen  dreimal  gegebenen  gleichen  Werth  durch  s ,  so 
dMi  TOmlelkeiide  GleidUngeB  in  die  drei  Ibigeodeo  nrMen: 

CMebt  nu  diesen  CHeicbimgcn  die  Fonn 

C  =  «.As,   C  =  «;A's  ,   C'^rti  A-'s  ' 

und  muUiplictrt  sie  ihrer  Ordnung  nach  mit  A»  A',  A",  addirt  hierauf  die  drei  so  sich  erge- 
Iwiin  OeidiiMigM.  m  eirnndir,.  m  findil  peNfx 

A  C+A'C+ A*  C^C«»  » » 

oder,  weO  in  r«|ge  der  BicIrtuigigleidNHv  AC+AX'+A"C^s 

-  =«.  A' +«;  A' A'"  , i 

io  wie  amcb,  da  A9  ui  A  Y  in  einander  Ufgeji:-  / '  ' "  " 

woraus  man  ersieht,  dass  ^  der  xu  y*  gehörige  CoelBzieni  in  der  neu  calstehenden  Gleichung 
(TOl  c.)^  so  wie  j-^  der  n  gehBiige  GoeHnenl  in  dsr  nea  enlMeheaden  6leicluiif  (Tl.  &) 
wird.  Aehnlldi  weidca  die  m  y^.  wd      geUMgen  CtoeHfiwd—  der  Gleiebutg  (Vk  c)  \ 

,  S| 


*)  Dn  gmie  fol^nd« 

4m  GlMdMagea  (M.  «.  wrf  i.)  i 


A  A'  A* 


am  Mflwch  «oiahl,  im  am  In  Min  FaUn  aar  vMUg  ihaUahe  |faf«lMii«N 

'       .     .   '  i 

«9« 
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wmI  ^,  «0  wie  die  w  v'*  vml  v"*  gehörigoi  CoefGzienten  der  Gldcbiuig  (71.  c")  und 
^    ,  wciui  Si  und  «1  du  bedeuten,  «u  ans  s  in  der  GlelclMnig  (87.  b.)  wird,  wenn  mu 


dton  in  aar  veriuMMMden  BidHialwn'A  md  C  den  Index  i  nnd  9  ki^  8eW  man  h  den 

Gli-ii  hiitijfen  (87.  h.)  an  die  Stolle  der  soiikiüclitcn  ProjiM  lionszahlen  C ,  t",  C"  nach  Anleiläng 
der  im  crslen  Abschnitte  1.  Hr.  17.}  gegebenen  Glcicbungeo  (12^3  ^  dergleichen  fiichtang 
«ng^ürigen  sctdefen,  ao  nebnen  Jene  Caeidlinmen  db  folgende  Geatail  an: 


1,  ^„  cot  W+ ^    eoaW''+ = 8  , 

oder,  wenn  man  aie  der  Reihe  nacii  mit  multipUciit  und  die  Gliederi  wdclie  keine 

PlojeeHonazaUen  entlnltcn,  von  der  Indien  anf  die  rechte  Seile  fchaHl: 

l^cosW-f^coaW=«,8— 1  ,    4cosW-t-p  CO»  W  "=«;«— I  ». 

f  ^ewW'+^,coair=«:a-l  , 

und  diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  man  die  Quotienten  awieehen  den  sdüefen  Prajeetiena 
in  Ouutieiiten  zwischen  senbechlett  PwjerthMMwMen  MMetat  dy  Caeicfcnfan  (BT.  aO 
t,  anch  ao  sdueiben: 


2^cosW  +  ^f  conW=«.a-l  ,   ^^cenW+?i.^'coiTr=n;t^i  , 

^^co.W'-i-^g„co«.W'=«;'»-i  . 

Der  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  Grössen  A ,  A',  A"  und  s  durch  die  Gleichungen 
(b7.  d.)  oder  zwischen  den  Grössen  C,  C,  C"  und  s  durch  die  Gleichungen  (87.  e.}  fesl]c;^e- 
ateUl  wird,  ist  ein  sehr  merltwürdigcr  und  versteckter,  wessbalb  wir  ihm  unsere  volle  Aufmerii- 
•aadwil  mnnMnden  beben.  Selsen  wir  nnicr  der  Yommtuag,  dan  A  nicbl  nal  aei 

CM.«.)  j=nir  nnd  frsm" 

«nd  te  Fdie  de«an  i.       ^,  ^  an  dte  Siele  ^  ^,  ^  in  dl 


(67.  dL),  ao  weiden  de 


■'coaW+Hreonirasai.a-.l  ,  ^cosW+^'^WilTs«;!— 1  , 


y«oair+ Jeanir=rff- 1 
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(«;'  8  —    cos  W  4-  CO«  W'co»  W"        ^_  C«;  g  —  1)  CO«  W'-f  cos  W cot  W" 


Mlit  BH  ii  AifeM  n  die  Sidl«  von. «'  and  n*  wieder  du,  wm  rie  mfalfe  der  Glri- 
(B8.  «.)  m  bedeoten  beben»  ao  Abren  ai«  m  Mgeedea  YeibMlrii^f k hufen ; 

A  :  A':  A^saCÄli— OKi— l)-eoe»W*:  i-l)eee1ir+coeWcofir 

:  («i  i_|)eotW+ciwW«ofir; 

wiri*cr  h  JewB  «McfaMi  ««»  der  Yerwwielwg,  dMe  A'  liibl  mH  Mi 


j,  =  •   und   jr  =  ■ "  (M.  •.) 


aad  den  nr  Pelge  dte  Stelle  wn  ^ ,       ^,  bo 

^eeiW+r*(*^^*'i"~' »  BCMW+ifooeW^sMie— 1  , 


cee  W'+    CO«  W"=    e  - 1  , 


od  ditolmi  wir  edNelil  der  ende«  mi  dritten  n  nnd  ri^  in  e  ene,  lo  erhalten  wir: 

C«r  «  —  1)  CO«  W  +  CO«  W'co«  W"        „     («,  s  —  O  cos  W"+  cosW  cosW 
"~  C«.  «  —  s  —  0  —  cos'  W'  '    "  ~  (a,  s  ~  1)  C«;  s—  1)  — cos'W  * 

CHciebnngea,  wenn  man  n  und  b"  wieder  anf  ihre  in  den  Gleichuagea  (bö.  aage- 
tndenhw  nKtaUntagt}  M  dnn  ffl^geMdM  VertlMiigleieiNngen  flÄnn: 

A  :  A':  A^ss«»-  l)oeaW+coeWc«f  IT :  («,s—  l)(«;'a— l)~coe*W 

:  Caibf-^OeefW+enilfoaeW; 
«k  «dUb  vder  der  Terauaelrav,  deie  A"  nicbt  nd  eel 


od  des  tmiisi  - ,    ,  ^ ,  ^  an  did  Stele  von  ^  ,  4^ ,  ^ ,  ^, ,  w  werden  Jene 

PPFP  AAAA 

^coeW+:aMWs«4e-l  ,   ?  cos  W  +  J,  eeelTssnJe— 1  , 

md  driMkoi  «fir  arittlat  der  errten  mi  nreiten  p  md  p'  to  e  ans,  ee  linden  wir:  ■ 

_  («;  s  —  0  cos  W'+  cos  W  cos  W"  (g.  s  -  1)  cos  W"+  cosW  cosW 

'~  C«,  •  —  1)  («i  a— 0  — ooe*W  ?  .  '  —  C«.e—  O  —  eoe*  W ' 

woraus  steh,  wenn  irinn  die  deichen  p  und  p'  wieder  auf  ihre  In  (]B&  ft)  < 
Butekfidut,  di«  folgenden  VerbUlniaagleicbmgfln  ergeben: 
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t 


IT. 


CM.M 


«  / 


A  i  A't  A''=C«;f~l)coiW+eHWefHV":  («.s -  l}coi W+omWonW 

«fifail  ■■>,  dus  in  Jedem  fdle  nR  s  zugleich  andi  A  :  A':  A"  gegebea  nd  aleo 
«e  lUehlviv  AY  feMünHl  iat,  md  dt  UKk  Auim«  der  GMAn^  (87.  i.) 


CM.  c) 


A  :  A' :  A  "=  -  C 


ist,  so  kann  man  dipsr  Bichlunsf  nach  Belieben  durch  ihre  schiefen  oder  senkrecbicn  ProjcfUons- 
zaUen  angeben.  Die  Gleichung,  wodurch  s  besliiniat  wird,  läut  «ich  auf  sehr  verschiedene 
Wetaen  erhalleiL  Man  kann  die  Warthe  von  nf  and  ja  die  «nie,  «der  die  Warth«  ^  n 
und  n"  in  die  zweite,  oder  die  Werthc  von  p  und  p'  in  die  dritte  dar  vunilldbar  vor  ihnen 
stehenden  Gleichungen  setzen,  und  gelangt  so  jedesmal  zu  dor  einen  nachstehaidaa  Gleidunif : 

!)(«;»— oc«i'»—0—C«»»— Oc«*'  w -(«:s  —  i)cos'w' 

—  C«;'  s  -  1 3  cos'  W  —  2  cos  W  cos  W'cos  W"=  0 , 


und  schaOt  man  aus  dieser  die  klammem  weg,  und  setzt  für  2  cosW  cosW'cosW"  seinen  aus 
der  in  ersten  Abadinitlc  CS- 1-  ^r-  mitgetheilten  Gleichung  (40.)  eataaamienca  Werth  ein, 
w  Tvrwandell  ab  sieh  in: 

.         ^  <  _L  1\  ,  .  /^sin*W^»fa*W'  ,  gin'W"^  t*     '  ^ 

Auf  dieselben  Gleichungen  stüsst  man  aber  auch,  wenn  man  eines  der  Verhältnisse  A  :  A', 
A  :  A",  A't  A"  iu  mtkm  dar  VaridttiHsgleidmngcB  (88.  b.),  (88.  d.)  und  (88.  f.)  auf^ 
sucht,  und  die 
den  Gleichungen: 

(«;  s— 1)  («;'  s  —  1)  —  cos'  w"  _  («;'s— lyoü  w  +  cos  wv-os  w" 

(«;'  s  —  i^cos  W  +  cos  W'cos  W"  ~  (u,a-  l){a^V^l)  —  cos'  W  , 

C«4  i  —  O  cos  W'  +  cos  W  CO»  W*  • 
™  («.f  -       W"+  caa  WcäTW 

oder 


'  («•  *  ^li^  s  -  i)  —  coe'W"  _  («:'  s 
(«;  8  —  i  j  cos  W'-f-  cos  WooaW" 


1)  cos  W  -\-  cos  W'i  os  \V" 
(a,  8  —  1 J  cosW"+  cos  W  cos  W' 


oder 

(a'„'  s  —  1 )  cos  W  -f-  cos  Wros  >V' 
C«i  s  —  1)  cos  W  +  cosW  cos  W 


Wa— n  cos  W'+eoaW 


(tt,  s  —  13  cos  \\" '+  ''i»!»  cos  \V' 
[^8  —  1}  cos  W  "-^  cos  W  cos  W 


:<ia^l>(«;a-0-««a*1l" 


di«  eiM  mtHe  achon  in  dar  andam  Blüte' 


Mi  « 
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Gieiclnx««  (88.  I».^  oder  (m.  i.}  oder  (8&  Q  durch  die  C8&  k)  Mler  (&&  L)  in 


üni  nichts  zmidiriMMn,  mm  sv  beMem  tbmMt  in  die  Natur  der  hier  behnDdellea 
Gleichungen  dienen  kifmHe,  bemerken  wir,  duss  die  Vergleichung  des  otf  enicr  Zatetlefeeade« 
ersten  und  letzten  Ausdrucks  in  den  Gleichungen  (^68.  L)  liefert: 

^  '  («^i  — l)cosW'+eof  WcmIt 

welche  Relation  sich  auch  aus  der  Gleicliung:  (881  II)  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht 
cosW"=U  sei,  entnehmen  lüsst,  und  die  Tür  cusW^sO  eine  identische  Gleichung  liefert,  «bo 
selbst  in  diesem  Ftlle  loch  vfN«  GBMgfceil  behlll;  fmdir,  dUa  i^ui  durch  ütmt  Werth  von 
(«Is-lX«:«— O—cosPW  dm  Verhtilnissgleichwgen  (881  b.)  dl«  imMMiide  Focm 

geben  kann: 

 j  

"  C«"  S  —  1)  cos  W  +  .  US  W  cosW"  * 

welche,  wenn  man  die  ersten,  zweiten  und  drillen  Glieder  «i  beiden  Seilen  des  Gleicbhuitsxei- 
mli  «.«OAVr,  «(«M  W,  «:cmW  aMHipliebl  «ad  der  KwfceMM« 


«wWwwW— cosW*     .«      cos W  cos  W— cos  W  _         eosVcosW"—  cosW  _ ,  , 

«.cosW"        =**  ».  «icosW  ♦    .       Ä'coTW        — *  l»«.  I.J 

setzt,  ftbergeht  in : 

«,A  :  «;A:KA"=^^^^«j^^  :  ^— ^j— ,  :  ^^-j-jj—^ 
«der  Dul  Rikehsieht  «nf  dte  V«rMlhdiigMcha«g«n  ^(8&  g.)  hi:  )   tM*  h.) 

und  zu  der  gleichen  [lolaUon  Tuhrcn  aucli  die  Gleichungen  (pH.  d.}  und  (8Ö.  Q  uiiltelst  der 
«nf  xw«iler  «ad  diiler  Zeile  «iehoade»  AasdrtM»  (m  h.>  IM  dta  eas  (Ml  «0  n  eeh»- 
pTcadea  VeihillniBW  swisehea  €,  C,  C  geht  .aber  die  «nio  Gleicfaaag  (BT»  e)  Uber  hi: 

.1       cosW'cosW,        i       cos  W  cos  W"  '"i^ 

•  «tc«+i')  ««w-  «««w  =«iTr 

   1        cos  W  cos  W  • 

«,(s  +  rj      -~  —  •  —        ^j.  j-'^  tos 

flir  I"  ha  ZKMer  «efaiea  Werth  a«s  (Ba  L)  abant,  «neh  m  iohreibea: 

ö,  (s  +  Ä")  cos'  W"     «;  Cs  H-     cos'  W  ^  ärCsTÄJcöPw  "~  cos  W  cos  W'cos  W"  * 

Diese  letzte  Gteicbong  kann  wie  die  (H8.  hO  oder  (88.  i.)  zur  Auffindung  der  Werthe  von  • 
und  dann  gehen  die  Verh«hai«8c  (bb.  hi.)  hier  wie  die  (88.  h.)  oder  (8a  d.}  oder 
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f.}  dort  die  dua  gehörige  Rieh  lang  an  die  Haad.  Da»s  die  Gieichung  (66.  a.)  in  der 
llal  Biil  im  Mtem  ▼oUnaMi  ttkeniMUnMe^  Annm  kam  md  iidi  Mch  Im  Btwdiw  mI 
fit^MMh  Art  ubrrzeugen.  S«ImA  nn  wM/Okh  «M  dar  Gkidinif  C8&      H—iBliilw  NflHer 

weg,  wodurch  sie  wird: 

oder  ifofl  dm  ia  (S8.  I.)  eingefldutea  Beseiclnningeii  mr  Folge 

«OS W  cos W  j«  1   1       cos  W  cos W"  i  *       coc  W'cos  W"  j  i  ^ 

■■■«.«mW"  -*  "^Ä'     •;eooW'  '    ~S?^SW~~  '^'Sf 

bt: 

nd  durch  Auri>isung  der  io  ihr  beOadlidMa  KbuMuem  ikli  Terwandelt  in: 
DieM  GleidNuif  bt  ober  kdM  ndere  ab  dio  (881  V),  Mm 

=0 

tat,  wie  uB  sogMdi  «imiffcl,  von  m«i-be«ohlel,  dan 

8  «;  <  r  A' A+ «, «;  r  x'+  «,  «c  r  i + «: «;'  vi=v 

in  Gemässlicit  der  Bezeichnungen  (88.  I.)  wird.  Alle  diese  Gleichungen  sind  gleiohwic  die 
(88.  b.}  und  Qi8.  ij  vom  dritten  Grade  in  Bezug  auf  s ,  sie  liefern  also  ullgcaiein  gesprochen 
drei  Wcfllw  Ar  diese  GrVife  «iid  ^dieee  drei  Werlhe  IBIireii  dam,  wem  sie  standicii  reefl 
uml  \<iti  citMiiiIrr  viTsi'hiedfn  siiul,  zu  den  drei  A.ven  des  go^mlilcti  roordinnlensyaleoM  Ua» 
weil,  wie  wir  vorhin  schon  gesehen  haben,  jede  Axe  .durch  die  gleichen  Bedingungea 
wird.  Pia  jedeamJjgo  Bibtem  doi  gaattdilafc  wciiiiwByjgm  CaoidiiMiaM|iil»wii  bt 
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ausser  ullon  Zwcird  geslelli,  wenn  sich  zeigen  Iis»!,  das»  die  Gleicbnng  (68.  b.3  odor  (68.  ü), 
oder  (tS4.  n.)  stets  drei  re^e  Worxelo  nefert,  dte  von  efmmder  TenehiedMi  staHl,  wni  dun 
■tels  nur  tu  drei  liesliniintcn  Geraden  Tühren,  in  denen  die  CoonUnitemxeil  liegen,  oder  wena 
swei  davon  oder  alle  drei  einander  gleich  werden  sollten,  die  Etgeaschafl  besitzen,  dass  die 
gldehen  Wundn  stets  zu  einer  gam  oder  Iheilweise  anbestimmt  bleibenden  Ricbtung  hinTUhren, 
so  dass  man  aus  diesen  anbestimmt  bleibenden  Riclilun^cn  dann  immer  beliebig  zwei  auswfthlen 
kann,  die  dus  rechtwinklige  System  zu  lieiVni  im  Stande  sind.  Diese  nicht  ohne  theoretischo 
Schwierigkcilcn  durciuufUhrenden  Untersuchungen  Uborlragen  wir  der  folgenden  Nummer. 

UV)  (NwciMn  iKe  in  der  vorigen  thrnrntr  anfgcAndenen  Gleidnuf  en  nit  dem  dae  sehr 
grosse  Aehiilirlikt'il  hahcii.  auf  welche  n>an  slüsst,  \venti  man  im  rechlwinkliiren  Coonlinalcn- 
systeate  die  Lage  der  Uauptaxcn  im  £llipsoid  oder  Hyperboloid  aufsucht,  so  ist  doch  der  ßaa 
der  eralem  sosamnengesetsler,  tvu  daher  rObrf,  dasa  neben  den  in  den  Nennern  der  CSekhanf 
(88.  n.")  vorkümiiiendeii  Factorin  i-j-l",  s  +  P.',  s ).  auch  noch  die  er,,  a', ,  a"  vorkommen; 
desshalb  sehen  wir  uns  bewogen,  zu  deren  besserer  Auficbliessong  noch  die  Tolgenden  fie- 
trachtimgtn  hianiiafilf  eib  Der  Gmg,  ifavch  den  wir  in  den  Gleichungen  der  vorigen  Nnanner 
gelangt  sind,  stellte  immer  die  Voraussetsuf  an  seine  Spitze,  dass  eine  der  Projcctionszahlea 
A,  A',  A"  oder  C,  C,  C"  nicht  null  sei;  es  verlangt  daher  der  Fall  noch  eine  besondere  Be- 
räcksichtigung,  wo  jene  Projecliouszalden  alle  drei  null  sein  könnten.  Jfun  können  zwar  weder 
dia  drei  scliicren  noch  die  drei  senkrechten  Projectionssahien  von  irgend  einer  bestimmten  BtdK; 
tug  je  gleichseitig  nall  werden,  aber  da  in  den  Gleichungen  (87.  d.}  und  (87.  e;} 


dia  Verhlflinisse  von  je  xweten  auftraten  and  diaie  in  der  Form  ^  cfschainan  Hlaslen,  da  wo 

dir  Riclitung,  worutif  jem-  Projcclionszahlen  sich  beziehen,  unbestimmt  bleiben  könnte,  so  ver- 
langt dieser  besondere  Fall  noch  eine  nähere  Betrachtung.  Den  Gleichungen  {JöS.  ol)  zur  Folge 
ndmen  dia  Projecllonaiahlan  der  gesuchten  Riditang  aar  In  dem  «iaen  PaOa  cia  vabedlHnBla^ 
VeAUtniss  an  einander  aa,  m  Folge  desaea  die  Biehtung  aellMt  aina  anbeatamala  arird,  wfnii 
deichaetlig 

(s+n«>«w",  c«+*')«ö«w',  c«+a)«mw 

entweder  unendlich  grosse  Wcrllic  nniichiiicii ,  nder  wenn  sie  null  werden.    Diese  Ausdrücke 
werden,  wenn  man  in  sie  Pur  l",  A',  X  das  schreibt,  was  sie  zufolge  der  Gleichungen  (ti8. 
SU  bedeuten  haben: 

„.„  ,  co8WeasW--eaaW  .  coaWaeair— eaaW       ^„  ,  eealTaaaW-HiaaW 

SCOSM   H  .  SCOSW'H  :   ,  SC0SW4  

a,  a,  a, 

und  zeigen  so,  dass  sie  nur  mit  s  zugleicii  unendlich  grosse  Werlhe  eriangeo  können;  ein  un- 
addllch  grosser  Werth  voa  a  aber  vrtrde  hi  Gemlsshait  der  Glehdiamg  (W.  ah»  Glied  dar 
SU  findenden  Glcichunir  vernichten  tmd  dndurch  zu  verstehen  geben,  dass  sie  wedir  l  iii  Küip- 
aaid  noch  ein  Hyperboloid  in  sich  enthalL  Beschränken  wir  daher  unsere  Betrachtungen  nur 
anf  Fliehen  dieser  Art,  wie  bisher  hnawr, 

Ausdrücke,  als  nie  auflrelcnd,  nicht  weiter  zu  beachten,  und  erhallen  als 
nnbestinuuten  Axenrichtung  die  drei  gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen: 

cosWcosW'-cosW"      -             ™  ,  cosWcosW"— cosW 
f  COS W  4  =  0  ,    8  cos  W  "4  =0»i 


^.  aoaW'cosW"— cmW_^ 
a  cMW-t*  1 —  =sw, 


(••.■.) 


M 
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aus  wekiien  sich  ergicbt 


cos  W  cosW  —  co$W"  cos  W  «>«W"--  cwW 

■=  jj^snr —  »  •=  ^sjw» —  » 

oder  Mit  ImUkmtg  iet  Im  (8S.  L)  etagelttliileii  Beaeidkiniiigcn: 

nd  dt  diese  drei  Gleichungen  gicichzetUgf  bestehen  müssen,  so  sitht  man,  dwc  »hh  Auftreten 
«bestimmter  Axenrichtwig«»  Fliichea  von  besonderer  Art  erfordeit  wcrdeiH  dena  ItnUir  in  dea 


C«*bc.)  x"z=r=i. 

enthalten  ist,  worin  sich  eine  gewisse  Abhängigkeit  zwischen  den  Cueflicienteii  der  Ursprünge 
Ikh  gcgrebenen  GleMimf  md  den  AxeawMds  des  CoordiMlensystenis,  Mif  wdehef  sie  htm^ 
gen  ist,  ntssprirhl.  Hierbei  verdient  noch  der  Fall,  wo  eine  der  drei  Grössen  rosW,  cosH", 
cosW  null  wird,  eine  .besondere  Enrühniing.  Aas  den  Bedingungen  ([89.  lu}  gehl  hervor, 
dus  in  diesem  Fale  gleiciBeitig  noch  ein  iweiler  der  erwihrien  Kostaiwe  ml  mId  ariM^ 
«MI  w  cMiwever  non  Mcn  ver  mnet  wn  es  wäre  wb  ■isptungdn  gegocM  weigiwy 

«dm  die  veringicv  «der  <•  oOne  |  dea  Wertii  voa  eiaoa  der  CoefBriealcn  «r^,  aa, 

wobei  sich  die  dteflen  CSoalliiealen  eatepredwade  Axe  swar  adieinlwr  nieU  bestiamle,  aber 

doch  immer  mit  den  zwei  «nrlom  Axen  zujrli'i'  li  cregebcn  würe,  ausser  wenn  «,  —  «* — «7  und 
aach  der  dritte  von  den  obigen  Kosinosen  null  würde.  —  I  m  die  Folgen  der  iiedingungen 
(ML «.)  aa  aaidecbaa,  idiea  wir  h  der  GleidMaf  (8a  «.)  X''=l's=k,  wod«*  «ie  dte  M> 


und  nun  seigt,  dass  sie  in  der  That  zwei  Wurzdn  voa  der  GrOlBe  —  X ,  wie  in  den  Gleichun- 
gea  (89.  k)  angegdMa  iat,  ariiilt,  so  wie  die  Bediagni^  (BBl  c)  aa  Ar  aiflllU  aind,  and 

dm  Am  driie  Wand  daaa  tat;  ea  wM  ^ida  diese  driUa  Wanal  dea 

varigM  tireien  gleich,  wenn  neben  der  Bediagnag  (89.  c.}  aadi  aorh  die 

CM.«.)  i  +  i  +  4  +  «=-*«der-»=i+i  +  4 

stattfindet   Hieraus  folgt,  dass  mir  dann  zweien  Axeii  des  gesuclilcn  rechtwinkligen  SysteiM 


elae  anbcsthnmie  Ridilang  aagaalaiea  wird,  wenn  die  Bedingaagen  (89.  c.)  etfUt  aiad 

die  aus  ihnen  hervurgehetide  Gleirhunfir  d  )  rwci  gleiche  Wurzeln  in  sii  h  Iniifl,  w«s  in 
Folge  der  Gleichung  (87.  c}  zwei  gleiche,  bei  den  Quadraten  der  Coordinateu  voriionnnende 
CoeWilealea  in  dar  am  reehlwialifigea  CoordiaatenaTslenie  sieli  büdaadea  QMdmag  naek  sidi 
zieht.  Unter  solcln  ti  Uiustanden  ist  aber  die  urtri-boiic  Flache  eine  Rolalionsfläche ,  «leren  Ro- 
tatiooBaxe  die  aus  der  dritten  Wurzel  der  Gleichung  (89,  d.}  bcr^orgcheode  dritte  Coordtnaten- 
aia  des  iccfeliriridigen  Systems  ist,  wdcier  RoMioaHuw  dae  vÖlUr  bdUnunle  Gerade 


Digitized  by  Google 


S.  17.  JNr.  330. 


Krumoie  Fliehen  zweiter  Ordnung^. 


»•7 


wiesen  wird,  wenn  der  Werth  der  drillen  Wurzel  von  dem  der  zwei  gleichen  Wuraela  ver- 
Khieden  ist;  ist  hingegen  diese  drille  Wurzel  den  beiden  vorigen  gleich,  wekbes  geschieht, 
wem  noch  Uhrdtoi  iHe  Btdiiigwif  (BSl  e.)  v«Amim  bt,  fo  MeiU  sdbit  die  RicMmff  der 

ihr  eiit.sprechi'iulen  drillen  Coordinaten«xr  noch  nnhrstimml  und  es  werden  in  Foljro  der  drei 
gleichen  Wertiio  von  s  die  drei  zu  den  Quadraten  der  Coordinulen  gehörigen  Coellizicntcn  in 
der  «n  reditwinkl^fen  Syileme  reenltiKiidai  Gldehong  ebiender  gleidi,  wodordi  ni^eseigt 
wird,  dnss  dio  iintfrsuchle  KliUhe  zweiter  Ordnung  nirhts  amlen»  ids  eine  Ku^elflaehe  sein  kann. 
Auch  folgt  umgclichrt,  das«  jcdcsiiml,  wenn  die  cubi«che  Gleichung  in  s  Tür  diese  Grösse  zwei 
glekbe  Wimeln  lieTert,  die  Bedin^n^f  (89.  c.}  dufck  die  ursprünglich  gegebene  pleidntnf 
sich  bewühren  imissr,  und  auch  noi  li  ilic  (89.  v."),  wenn  jene  Gleichung  für  s  drei  gleiche 
Wimeifl  Ucferl;  denn  im  erstem  Falle  werden  zwei  von  den  ('tiefUzieotcn,  welche  zu  den  Qua- 
draten der  Coordinalcn  in  der  am  rechtwinkligen  Systeme  entstehenden  Gleichung  gehiiren,  und 
im  k'lztern  Falle  alle  drei  einander  gleich,  also  hat  man  es  im  erstem  Falle  mi(  einer  Rolaliona» 
(lüehe,  im  undern  init  einer  Kii^el  zu  Ihun.  milhiii  bleibt  in  jenem  Falle  die  La^c  zweier  Axon, 
in  dicseiu  Füllt-  die  Lage  aller  drei  Axen  des  rechtwinkligen  Systems  nothwendiger  Weise  un- 
bestimit,  delier  faden  stell  die  Bedit^fopgai  (89.  c)  und  In  lelilenn  Feile  «uh  nodi  dte 
C68.  e.)  iML  . 

230])  Nach  diesen  Aoeeinandenelniiigen  ist  die  jedeemaHge  Existenz  des  gesuchten  rcrhU 

winkligen  Syslenis  und  damit  dus  unbedinjfle  VoHuindcnsein  von  senkrecht  iiuf  einander  stehen- 
den conjugirten  Diuniclralebencn  iiu  Ellipsoid  sowohl  als  im  Hyperboloid  erwiesen,  wenn  ge- 
seigt  werden  Itenn,  dna  die  eeliii^  GMdmng,  wodereh  •  beslinmt  wM,  ftrer  Ifatwr  Mcfc 
flir  dii'sr  Griissr  ■-Ifts  drii  reelle  Wcrilie  liefern  müsse.  Da  «ich  der  Beweis  hierfür  niciit  anf 
die  zierliche  Weise  wie  bei  der  Aufsuchung  der  Uauptaxeo  da,  wo  man  von  einem  rechtwmk- 
Ilgen  Goovdinatensysieme  ausgeht,  filhren  lint,  weldie  man  ta  der  naeii  einem  IKhographirten 
Memoire  Cauchy's  von  Moth  herausg-cffehenen  Sehrifl  „l'eber  die  Theorie  des  Lichts"  nach- 
lesen kann,  weil  die  in  der  Gleichong  Qiii,  n.}  neben  s-|-A",  s  +  A',  s-^-l  stehenden  Factorcn 
hier  nicht  wie  dort  stets  positive  Grüssen  sind,  so  werden  wir  m  dfeiräni  ftide  efaien  «idem 
Weg  einsi  der  nii  Iii  minder  anschaulich  ist,  und  uns  noch  den  Vortheil  bringt,  dass  wir 

den  allerdings  si iiw  icrif^en  (le^jensland.  welchem  hier  die  Hede  ist,  noch  von  einer  andern 
Seile  beleuchlen  können.  Da  wir  iiaadicb  schon  wissen,  dass  die  gesuchten  Richtungen  AI, 
AV,  AY"  eine«  recklwinküfen  CoMdinnlensysieno  angeiiOren,  fiills  sie  möglich  sind,  so  nrils- 

gen  zxsisriien  den  ihnen  zukoniniciiden  Projeclionszahlen,  wofür  wir  die  (ddi^en  Bezeichnungen 
bcibehalleu  wenleu,  jene  im  ersten  Abschnitte  (^$.  2.  Sir.  2U.}  milgeüicilten  Relationen  (21.} 
statündon,  denen  gemlss  mm  hat: 

Ac+A'c;+A"cr=o ,  Ac+A'c;+A''crs:o ,  A,c+A,'c;-i-Arcr.  i9m»n 

Bezeichnet  man  nun  den  zur  Richtung  AY  gchiirigen  Werlli  von  s  durch  s, ,  den  zur  Richtung 
AY'  rr(<hi'iri<ren  durch  s,  und  den  znr  Richtung  A¥"  gehörigen  durch  s»,  50  bt.den  Glekhun- 

gen  (»t*.  ni. )  zur  Folge : 

^  =  «.(i.4-i-^€eeW*  Vfe-H')cei1lr^'ngCM-A)coeW* 

A  :  A:  :  Ar=  j^^i^+XT^cos W"  *  a;C«i,  +  Ä.)tos  W  '  ii'CM^ÄJöwW 

64» 
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C  :  c; !  cr=  (;s,  +  r)cosvr'  •  (s,  +  a') .-OS w  *  ör+>.)«iirw  * 

niUeUt  dieser  VerhMltoiMgkicliiiiigen  gehea  aber  die  üleichaqgea  (89.  f.}  iibiir  in: 
f_  \   .  1   .   <  -o 

[«. (s, + (8, + r) cos* w" 5(5^frK^r+i>3?w' ci;'C8.+i3(s.+i>^ ~  * 

*  _  +  ?  +   '  =0, 


i«.  (s,  +  r)  (s,+  i")  t^^os'  W"  ^  «;  (s,+A  )  (ü.  +  /.  )  tos'W  '  a;  c.s,+/.)(.s+/.>os'\v 

TOD  denen  die  ersle  in  Bclrcff  der  Axen  AY  und  AY'  gans  dasselbe  aussagt,  was  die  zweite 
ia  Bemir  der  Axen  AY  «nd  AT*  oder  Ae  dritte  fn  Betreff  der  Am  AT*  md  AY*.  SäuMl 

WMt  in  der  ersten  dieser  Üleichungrn  die  Faclores  fi+i",  +  «i+l  «H  den  JUtmem 
weg  nad  aeixt  man  fUr  einen  Augenblick  der  Kürze  wegen: 

CttuM       «,(i.+r')cw*w"=]i%  «;(«.+ioc<M*w's]i',  «;'Ci.+it)cot«w=ii, 

M  nnmt  aie  die  folgendn  Gestdt  na: 


«Bd  wird,  w«H  nan  die  Kbunaern,  worin  s  vorkonunt,  auflOit  und  nach  den  Potenzen 
Grosse  ordnet: 

wekhc  l<'tzlL'  Glfirliiincr  in  Bcziil'  :iuf  s,  (|ii;idriilisi!i  ist,  iirxi  (liuliinli  zu  MTstclicti  iriclil,  dass, 
wenn  von  den  drei  Grössen  s,,  s, ,  s,  die  eine  s,  gegeben  ist,  niun  iiiiUeist  ilirer  die  andere 
ii  Inden  kann,  wöbet  man  gleiehzeitig  zwei  Werihe  für  diene  GrHsse  erliNlt;  weil  aber  die 
zweite  GIcioliunjT  g.}  in  Bczu;;  auf  s,  geiuiu  die  gleiche  ist,  wie  die  erste  in  Bozug^  auf 
ii,  so  sieht  man  ein,  dass  die  zwei  Wcrthc,  die  man  aus  der  Gleichung  {ß9.  i.)  Tür  s,  findcl, 
wenn  s,  gfegeben  ist,  die  zwei  Verihe  s,  und  s,  sind,  welche  vereiniffl  mit  dem  fffcebenen  s, 
die  drei  Wurzohi  di  r  culiiM'liin  Gleichung  in  S  bilden,  und  vun  denen  der  eine  eben  so  gut 
wie  (li'r  iiiidiTit  ;ils  zur  A\i>  A  Y'  gchiiriij  jjenoinmnn  werden  i\ann.  Sii'lil  iiuui  dnlicr  s,  als 
eine  der  (ileichuag  (^ts^.  ii.^  angehürige  reelle  Wurzel  au,  {jind  da  diese  Gleichung  vum  drillen 
Grade  ist,  so  hat  sie  immer  wenigitens  eine  solche  Wund),  so  Befert  dto  Glewhang  (89.  L) 

zu  dieser  einen  Wurzel  die  beiden  andern  !■  dOT  cubischen  Gleichung  enIhHilenen,  welche  daher 
reell  oder  imaginär  sein  werden,  je  naclideil  es  die  Iwiden  in  der  quadratischen  Gleichung  cnt- 
iMlIeiioa  sied.  BekanUMh  bsstehl  das  MerfanaU  dass  die  beidfln  Wvnehi  eiM 
(HeidMnf  von  dsr  Font' 

ax'+bx+c=0 
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reell  sind,  darin,  das«  b*  — 4ac  nie  negativ  werden  darf;  es  wordon  daher  die  beiden  au  dw 
Gleichung  (89.  i.}  zu  schtipfendcn  Werthe  von  s,  reell  sein,  vveiiii  der  Ausdruck 

^  "'Jl*'  '  T"  '  T  *  '  jn    ' )~    \H"  *  fl'  'uJ  VH"  "r        T  Jl  y 

nie  eine  negative  Zahl  hergeben  kann,  aad  diew  Eigensdiift  konuBt  flm  in  der  Tbit  n;  dna 
er  ttsat  «ich  durch  eine  leichte  l'nironnung  abündem  in: 


woait  abo  bewiesea  bt,  daie  die  drei  Wanelii  der  cnbiMlieii  Gleidnm^  in  s  Over  Nalar  mdi 

stets  &änimÜich  reell  sein  müssen  und  unter  allen  riiistiiiiden  eine  i^rlridi  einfuelir  Dur^lellung 
geslallen.  Dieser  Beweis  bleibt  weseiillieh  der  gleiclie ,  wenn  man  auch  ^ie  ursprüngliche 
Gleicbung  schon  rat  ein  nddiriabliges  bestem  bezogen  vofWMelsl,  in  wekber  noeb  die  Glie- 
der YOffaanden  lind,  wddie  die  Piradncle  der  Coordbuten  in  lich 


Qevor  wir  diesen  Gegenstand  veriaüscn,  wullen  wir  noch  eine  niedliche  Relation  zwi!>chfl 
den  in  den  Xenneni  der  nii'iclninjren  {^9.  g.)  auflretenden  Flictoren  nutlbeikn.  Zn 
Ende  schreiben  wir  die  genannten  GU'i«  liungen  so : 


WO  zur  Bequemlichkeit  des  Schreibens 

«.Cs  +  r)C8.  +  r}C8.4-r)cas'W"=N"  ,    «;(s.  +  A')  («.  +  ^'3  («,  +  A')coa'W'=N',j 

tui  einen  Angenbüdc  geaeM  waidea  iaL  MaMpUdrt  nwn  die  crale  nnd  aweile  der  Caaicbungen 

(89.  k.)  mit  s, -f- und  s, -|->l,  die  erste  und  dritte  mit  s, und  s,  +  X,  die  zweite  und 
drille  Ulli  s,4-A  und  s, +  A  und  subtrahirl  man  sodann  die  jedesmaligen  zwei  Resultate  von 
einander,  ao  crbllt 


Cs, + Ä  j  C»^.  +  Ä3  -  (8. + ^3  C«. + n  I  C»» + i-'}  Ct^H-    -  C^»  -f  ^)  C»». + _0  ^ 
Ji"  H' 

wakbe  aieb  ao^^ebb  anaauunensiebeB  laiaen  ni: 

,  (a.-s.)Cr-A)_     Cs.-«.Kr-A3   Cs.-sOCX-ä)  _ 
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und  IM  dieser  Form  auwagen,  dü»« 

unler  dor  Voraussrlziing  :ifin  niUssr,  dai>ü  kn'nc  zwri  von  Am  drei  Grossen  s, ,  s, ,  s,  cininder 
gleich  sind ;  denn  die  üleickheit  von  zweien  (iieser  Grüssen  hüUe,  wie  wir  vorhin  gesehen 
die  Bcdingongim  (H9.  c)  zur  Fulgc,  wodurch  •Dein  edion  «Be  drei  vor  (89.  m.) 
Gleichungen  befriedigt  würden.  Weil  aber  die  Behandlung,  welche  uns  zur  Gleii-hung  (89.  mü) 
durch  Elimination  der  drillen  Glieder  in  den  Gleichungen  (89.  k.)  j^oruhrt  hat,  eben  so  gut 
auch  auf  die  Elimination  des  zweiten  oder  ersten  Glieds  in  jenen  Gleichungen  ausgehen  kann, 
SO  werden  neben  der  Glefadimg  (80.  m.}  mch  noch  4Sn  beetehen,  welche  mm  aus  ihr  dereh 
die  tm  den  Accenten  vorgenomn)one  Veitauichvng  der  ersten  oder  zweüen  Art  erhält,  nimiich: 

-jp-+-j5-^=0  nd  — ^  +  -_,--=0. 

Sdiallt  man  aas  den  Gleichungen  (B9.  m.  und  &)  die  Nenner  W9g  «d  aelit  mn  wieder  ftr 
V",  N',  N  was  sie  den  Gleichungen  (89.  I.)  nr  Folge  sa  bcdeolcn  haben,  so  stOssl  man  anf 

die  nachstehenden  benierkenüwcrlhen  Relationen: 


€••••») 


=    (;;•- ;.  ]  (s.  +  x)  (s, + ä)  (.s + cos'  w  , 

welche  Gleiehtmgen  liercm,  die  in  Bezug  auf  Jede  der  drei  Grössen  s, ,  s, .  s,  nur  vom  ersten 
Grsde  sind,  und  dadurch  zu  verstehen  geben,  dass  jede  von  diesen  drei  Grössen  durch  die 
zwi-i  »ndern  in  völlig  bestimmter  Weise  gegeben  ist,  sowie  die  (89.  g.^  an  die  Hnnd  fi^eben, 
doss  aus  einer  von  jenen  drei  Grossen  gleichzeitig  die  beiden  andern  in  solcher  Weise  gcrun- 
den  werden,  dass  man  mit  gkicbem  Reehle  jede  von  ihnen  rar  dWeilen  nnd  dann  die  noch 

iiliriLT  hlrilMMulc  zur  drillen  nelinien  kiinnc.  Diese  Hiffenlhiinilichkeilrn  sin<I  Fdlr^rn  des  Um- 
slandcs,  dass  unsere  Auflösung  drei  bestimmte  gerade  Linien  den  drei  Axen  des  gesuchten 
redilwtnitligen  Systems  in  nnbeslinmler  Weise  vorsehreiM,  nMndidi  in  solcher  Weise,  dass  jede 
einzelne  von  diesen  Axen  in  jede  beliebige  der  drei  Geraden,  hierauf  jede  der  z^vei  andern  Axen 
beliebig  in  die  zwei  noch  Übrigen  Geraden  gelegt  werden  kann.  Aus  den  Gleichungen  (89.  o.} 
kann  man  wieder  rQckwHrts  durch  Eüninalion  TOn  je  chier  der  drei  GrBssen  s, ,  s, ,  s,  zu  den 
.  Glficliuiieen  (H9.  g.)  treliiiiiren.  Zum  roborflusse  wollen  wir  noch  anmerken,  dass  die  Weg- 
si  liiilTunur  der  Nenner  \  ,  N  '  iiiis  den  Gleichungen  (89.  m.  nnd  n."),  sowie  tiberhaupl  der 
aus  solchen  Facluren,  wie  diese,  gebildeten  Nenner,  stets  erlaubt  ist,  wcU  Ute  Fluche,  wo  solche 
FMloren  unendiidi  grosse  WeiliM  «nndmMsn  kVnnlen,  von 


821}  Wir  werden  jetzt  die  den  bisher  entwickelten  £igenscbanen  der  Miltelpunctsflichen 
analogen  Eigensehaflen  der  Faraboloide  vor  Angen  fthren.  Wir  haben  schon  oben  bi  Nr.  907. 

gefunden,  dass,  naclidein  mim  dasjenige  Coordinatensyslem  aufgesucht  hat,  nn  ^v^!l•hem  die  Flache 
zweiter  Ordnung  eine  Gleichung  von  einer  der  in  (35.  a.}  milgelhcilten  Formen  Uefert,  aus 
deren  TheD  der  xweüen  Dhneüian  dto  €3ieder  verschwnnden  sind,  welche  du  Prodtocl  von 
zwei  Coordinalen  zum  Factor  haben,  in  welcher  aber  noch  der  Theil  der  erslcn  Dimcn-sion  zu- 
rückgeblieben ist,  was  sich  als  stets  ansOUirbar  erwiesen  Int,  man  durch  parallele  und  gleich- 
linSge  Verlegung  der  Axen  des  Sysleaai,  die  wir  durch  AX,  AX',  AX"  bezeichnen  wollen, 
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durfli  einen  nnm  Punct  O  hindurrh,  welclK  Axen  wir  in  lUeaer  ned^n  Lagt'  dcrch  0  X ,  0  X', 
0  X"  voriteUcn  werden,  es  utiler  der  Vmtusetaang,  dats  auf  der  Unken  ^etie  der  GleidiuBg«« 
(55b  Ums  flttw  CMiiw  vcriafm  iftgtagem  iat,  dmb  die  got»§am  WaU  des  Pmelea  O 
iminrr  dahin  bringen  ksnn,  dass  der  fi^iinze  Tlieil  der  ersten  Diniensidn  aus  der  auf  diese  Axen 
0\,  OX',  OX"  üicii  bezieilenden  Gleichung  verschwindet,  und  man  zu  einer  Gleiclrnng  von 
diKr  dMr  in  QKL  oder  (62.  f.)  angefabeaea  Femen  fehagt;  daiettit  M  «•  aieh  aber 
aacil  gaifllgl,  dass  dt«  Wct^srhidTiinir  fU'^  s^mT.vu  Ttu  ils  der  erüleii  Diiiiension  durch  keine  Wahl 
dee  Pinctei  0  bewirkt  werden  kann,  wenn  die  Flüche  zweiter  Ordnung  von  solcher  Art  ist, 
Aus  ans  der  «nf  die  Axen  A X,  A X*,  AX"  sidi  besielMnden  CÜsfehnag,  in  wefdier  kein  Cflied 
wukr  cnlliallen  ist,  welches  das  Product  von  swei  Coordinaten  ztnn  Factor  hätte,  zugleich  aadl 
noch  eines  von  den  Gliedern  ihres  Theils  der  zweiten  Diasension  verschwindet,  welches  das 
Quadrat  von  einer  der  drei  Coordinalen  in  sich  trüge,  dass  vietmeiir  In  einem  solchen  Falle, 
faUs  die  Flai-he  /.weiter  (Inlimni;  keine  Cylinderflärhe  ist,  nolhwendiger  \\'eise  In  der  Glekhnag 
eines  von  den  Gliedern  iltres  Theils  der  ersten  Diiiienston  i^uriiekMeitH,  und  sie  daher  eine  von 
den  In  (62.  g.  bis  k.}  aufgerahiten  Formen  aiininiml.  Zugleich  wurde  dort  von  uns  erkanntp 
dns  SMn  da,  wo  dieses  geaciiielMt  dudb  die  Wehl  d«e  Penctes  O  es  immer  in  seiner  €emA 
hat,  thn  mnstante  Glied  aus  der  auf  die  Axen  OX,  OT,  0  V  sich  beriehMden  Gletflnmg 
zum  Verschwinden  zu  briogcn,  wodurch  eine  Glelchang  von  einer  der  in  (62.  m.}  oder  (62.  «.^ 
snujegebeflen  Fonnen  cnlslsM,  tor  denen  die  erstem  die  Fliehen  darstelleN,  weichen  wir  den 

ITmicn  Poraboloid  beigelei^t  hiibtni,  und  die  in  (64.  b.")  nls  nnf  die  urspriinfrlirhen  \xm  .\  .V  , 
AX*,  AX"  sich  beziehend  aufgestellt  worden  sind,  wobei  den  obigen  EriMemngen  gernkss  A 
Inner  einer  von  den  Pnncten  des  An  eh  diese  Oleichiing  daigeslelHen  Panbelefds  seAer 
Km  werden  wir  noch  zeigen,  dass  aus  diesen  letztem  Gleichungen  immer  wieder  andere  vev' 
derselben  Fonn  sich  herleiten  lassen^  welche  das  gleichfl  Paiabolotd  darsleUen,  aber  Mf  andeW 
Coordinalensyslewe  sieb  beziehen. 

Versucht  nun  es,  in  die  vordere  Gleichung  (64.  b.)  fUr  x«  x\  \"  ilie  fUr  sie  in  (41.  a.) 
oder  (41.  e.^,  oder  iu  die  hinlere  Gleichung  (ß-l.  b  )  für  u,  u',  u"  die  Tür  sie  in  (41.  c) 
oder  (41.  f.^  gegebenen  Ausdrücke  einzusetzen,  su  gelaugt  man  zwar  zu  ucueu  Gleichungen^ 
wn  denen  sich  Jedoch  ieleht  cinsehea  MM,  dass  sie  an  kehien  nenen  Axen  wieder  ehw  Glei> 
chung  voTi  <I(T  Kiinii  (tVt.  h.)  Ucfem  können.  Erwügt  man  aber,  dass  durch  die  angezeigten 
Substitutionen  nur  solche  neue  Coordinalentuien  iu  die  Betracbtuag  kommen,  die  mit  denen,  tn 
wekhea  die  Gletchuag,  voa  der  aam  ausgegangen  isl,  Statt  hat,  ehieriei  CoordhMlensfitie,  die 
hier  durch  .\  bezeieluict  worden  ist,  besitzen,  so  wird  man  auf  den  Gedanken  gctinicht,  ob 
nicht  vielleicht  doch  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form  (64.  b.}  aufgefunden  werden  könnte, 
wenn  man  nene  Coordinalensysteme  mit  sbgelnderier  ^Nse  zur  ffllTe  nlhnw.  Un  diese  Frage 
zu  eiUsiheiden  (Miren  wir  an<>ti)tt  der  Axen  AX,  AX',  AX",  wt  welchen  iSe  in  der  Fofss 
(64.  b.)  gegebene  Qeidlung  Statt  hat,  drri  nette  »it  den  eben  genaanlen  paraMe  nnd  gieidi- 
binGge  ein,  die  aber  nicht  mehr  durch  den  Pnnct  A,  sondern  durch  einen  andern  0  hindnrA 
gdhen,  dOssen  schiefe  oder  senkrechte  Coordinalen  an  den  vorigen  Axen  f ,  1*,  oder  g ,  ij',  tj" 
sein  niftgen,  je  nachdem  die  Gleichung  schiefe  oder  senkrechte  Coordinalen  in  sich  enthüll, 
welcho  neue  Axen  wir  zum  LalerM-tuede  von  den  vorigen  durch  OX,  OX',  OX"  vorstellen 
a>oSn.  Beneisliaet  nnw  nen  die  sddcfsn  oder  nrfmcMen  CoonUnslon  oinsa  InJichigen  PttM» 
tPK,  der  an  dem  vorigen  Systeme  die  x,  x',  x"  oder  »,  u',  u"  hatte,  an  dorn  neuen  Systeme 
dwNiii  X(,     ,      oder  n«,  «;,»;  ,  so  finden  wir  aas  der  gegctienea  Sleiehnng  die,  wodorch 
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dasselbe  Paraboloid  «a  den  Mueu  Axvn  dargeiUelll  wird,  w«mi  wir  io  jMW  fttr  x ,  x',  x"  oder 
«t  die  Utr  h  Gkidrangen  (44)  ausgesproclMM«  ZummmUbmagtn  «UMagut, 
Anf  Mkh»  WfliM  vcfwandelt  ikk  «ker  «e  vonlet«  od«  hulera  GMctang  (61  k) 

C«^«.>   ]  oder 

oder  w«iu  an«,  um  wn$  nmen  ierm  «OMiMlef  CWed  «egnudiillMi, 

CM.k.)  «.r4-;r+«7cr=o  oder  8,n*+t^ir+9c:^=zo 

setzt  in ' 

i«,x!+«;x?+2«,|xi+2«;r«i+8rr*;'=o 

 <  oder 

f  a,«:+a;o?+2«,9«.+2a;fl'o;+2cr«:=o ; 

es  gehen  aber  die  Gleicliungcn  (90.  b.)  ans  denen  (64.  b.)  hcnor,  wenn  niiin  in  letzleren  an 
die  Stelle  vom  x,  x\  x"  oder  u,  u',  u"  seUt  |,  ^,  |"  oder  q,  q',  q",  woraus  folgt,  das» 
not  Balateheii  der  Gleichangen  (90.  c}  nichts  weilor  erfordert  wird,  ds  dasa  men  eiiwa  der 
Punclc  des  durch  die  Gleichung  (64.  b.")  ffeuebeticn  Panilioloids  zur  neuen  Coordiiialenspitze 
0  wHide,  so  wie  umgekehrt  jeder  Punct,  der  nicht  in  dem  Paraitoloid  liegt,  die  tileichungca 
(BQ.  Ik)  nabeftiedigt  lilsst,  und  eben  desswegen,  zur  Cioordmilenspiiie  genoBuncn,  keino  Glei* 
Aaag  TOD  cinf  der  In  (90.  c.}  aur^eütellien  Furmcn  liefern  kann.  Nchwea  wir  daher  iiigeBd 
einen  von  A  verschiedenen  Punct  Ü  des  Paraboloids  zur  Coordinaleuspitze  der  neuen  Axen  n, 
so  entsteht  jedesmal  eine  Gleichung  von  der  Fom»  (90.  c.)  nnil  ausserdem  nicht. 

1}  Fuhren  wir  jetzt  statt  des  aus  den  A.\en  0  \ ,  0  X',  0  X"  geliiideleii  Systems  noch  ein- 
m1  ein  neues  ein,  dessen  Axen  durch  denselben  Punct  0  gehen,  aber  ebw  andere  lUcfitnng 
lif  die  eben  jjenannten  eintu  fimon,  nnd  bezeichnen  wir  die  Gmnitüxen  dieses-  neuen  Systems 
durch  OY,  OY',  OY",  seine  Polaraxen  durch  Og)i  0$',  0!^',  während  die  schiefen  und 
«enkrechten  f^rojedionnaMen  dieser  neoen  Axen  an  dnwn  OX ,  0 X',  0 X"  oder,  was  dneselbo 
ist,  an  denen  AX,  A.\',  A  \"  durch  diosi  llu  n  Zrirlwn  wii-  in  <5.  3.  Xr.  44.  vor^reslcllt  werden, 
ao  verwanden  sich  die  obere  Gleichung  (üü.  c.  j,  wenn  man  durch  y ,  y",  y"  die  schiefen  Coor« 
iBnalen  an  den  letaten  neuen  Axen  tob  den  PoMto  des  Paraboloids  beieklmel,  der  an  den  to- 
rigen  OX,  0 X',  OX"  die  x.,  ^,  xT  gab,  und  flir  z.,  xi,  xT  das  sebl,  was  in  den  Glei- 
chungen (41.  a/)  ausgesprochen  ist,  in: 

!(«.  +  a,  A")  y'  +  («.  Af  +  a,  A^)  y"  +  C«.  +  «1 A?)  y  "  +  2  («.  A  A,  +  «;  A'  A;)  y  y' 
+  2  («.  A  A.  +  «;  A'  A;)  y  y"+  2  («.  A,  A.  +  «'.  A;  A',)  y'y"+  2  («.  A  ^  +  «;  A'  ^+  Ä''/^  y 
+  2  (ö.  A,  5  +  «;  A;  r+  AI' ;-;')  y'H-  2  («.  A,  t  +  a.  A',  ^  +  K'y.l  )"=  0 , 

und  uum  überaeagl  sich  loichl,  dass  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  welche  y"*,  yy",  y'y" 
lum  FiMtor  Inben,  mr  imn  Tetaeiiwludea  ktunen,  wenn  nun  A,=:0  nnd  Ai=0  sein  lifut, 
was  A^'  =  +  1  zur  Folge  hat  und  den  tu  y"  gehörigen  CoefKzientcn  in  4-  }\  verwandelL 
Wliren  nämlich  A,  und  A^  nicht  null,  so  würde  zum  Vemchwinden  der  zu  yy"  und  y'y"  ge- 
hörigen  CoefQaienten  gefordert,  dass  A  :  A'=  A<  :  A!=: — ««Ai  :  ««A,  sei,  und  die  Ver- 
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nichluusr  der  zu  y  und  y'  srehön'fren  Coeffizienifn  vrrlanele  dann  noch  weiler,  das«  «,Ajf +cfl  AT+ A";'i' 
=  «,A,|  +  «iAI^+A,"7'i'=0  si'i,  wns  zur  Folg»  hiiUc,  dass  A  :  A';  A  "  =  A,  :  AI  :  h','  sein 
■rilasle,  wdche  Bedingnn;  mit  der  Natur  de»  Coordtnatensystflnu  umreririiglich  ist,  weil  keine 
zwei  Avi-n  von  dirsi-in  in  einHiidiT  llpffi  n  künncn.  Durch  die  i-ht'n  Hnircjri'honon  Wcrtlic  von 
At ,  A^  und  wird  über  restgescizi,  da.4S  die  Axe  (>  Y"  mit  der  0  \"  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen  bleiben  oiilMe,  «der  dan  die  OY"  mü  der  AX"  parallel  m  Inren  habe,  «nd 
durdi  Aecelben  Weribc  wird  die  deidinnf  (91.  lÜ)  ungcindert  int 

C«,A«+«;A'Oy»+C«.A?+«;ArDj*+«C«.AA,+«;A'AOyy' 

+8C«.Af+«;A'r+A";C)y+«C«.A,t  +  «;A;{'+A,"yOy'±»yry"=0;  CM.».| 

sti'IIi  man  dahor  an  die  beiden  audmi,  iiodi  >üllig^  unbealiannt  gebliebenen  Axen  OT,  OY*  die 

wiileron  .\nfor»h'rungpn ,  dass  sie  gleichzeitig 

«.  A  A.  +  «;  A'  a; = 0  ,  «.  A  t  +  «;  a'     A"  y;' = 0  ,  «.  a,  | + «;  a;  ^4-  a;'  =ü     (»i.  e.) 

werden  lassen  sollen,  so  geht  die  GK-iiliung  (91.  b.)  über  in: 

C«.  A'  +  «;  A")  r + C".  a;  +  «;  a;»)  y"  ±2/;  y  "=  o ,  (••. «.) 

und  bat  nun  in  aehi^Ten  Ckiordlnatai  dieadbe  Fem  wie  die,  aoa  welcher  lie  beigeleüet  wor- 
den i.sl. 

11}  Will  man  ulicr  aus  der  uberu  ülcicbuiig  (9Ü.  cj,  welche  ans  einer  GleiclHUig  von  der 
▼ordein  Form  (G4.  b.}  berslainuit,  eine  Gleichung'  in  eenkrecbten  Coordinalen,  die  wir  dorcb 
V ,  v',  v"  bezeichnen,  von  der  hintern  Form  (64.  b.)  herlfilt-n,  so  hat  man  in  jene  ftir  x, ,  xi, 
2^'  die  Aiudittcke  la  fclaen,  weldie  in  den  Gletohnngen  (41.  e.}  angezeigt  sind,  und  erfaält: 

[«,  w  + ]  ^,  +  [«.  (^,)'  +  <  {^,n  ^* + («.  w + «i  (^n 


V'  V 


(«•••.) 


■nd  man  überzeugt  sich  wieder  gani  wie  eben,  daas  in  dieser  CHeicbung  die  GOedcr,  welche 
V^,  VT*,  v'v*  zum  Factor  haben,  gieiobzeilig  mit  denm,  wehhc  v  und  v'  zum  Fuclür  hüben, 
mir  dann  verschwinden  können,  w«in  man  (^,)=0  und  (./,)  =  0  sein  lüssl,  was  (,/;'i  =  -f  1 
zur  Folge  bat.  Durch  diese  Werlhe  von  {At)y  {A,)  und  {AI)  wird  festgestellt,  dass  die  neue 
Polaraxe  0  '  mit  der  Grunda.\c  0  X"  in  einer  und  deraelben  Geraden  «i  liegen,  oder,  wm 
dasselbe  ist,  mit  der  A  .\"  parallel  in  lauTen  bebe,  «ad  ea  ladert  akb  durch  dicae  Werihe  die 
Gleichung  (92.  a.)  ab  in: 

L  .  69  ' 
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stellt  man  daher  an  die  bctdoii  andern,  noch  ganz  unbc^iUmmt  gebliebenen  Polaraxen  09  vaA 
Oy  die  wdlara  Aifpfdeningen,  dasa  aie  gletchzeUig 

CM.«.>  <^^o+««^^=o,  «^^•j(u#)r+{^r=o,  «.(^05+«it-«)r+(^')rr=sO 

werden  Inieen  sollen,  m  geht  dfe  Gleklwng  (92.  b.)  Iber  in: 

und  hat  nun  in  senkrechten  Coordinalen  die  hintere  Form  (64.  b.),  wahrend  4e  ant  einer 
Gleichung  mit  schieren  Coordinalen  von  der  gleichen  Form  hervorgegangen  ist 

III)  Derselbe  Gang  lasst  sich  auch  einhalten,  wenn  man  aus  einer  Gteiclum^  mil  aenhfeeh- 

len  Coordinalen  von  clor  hiiilern  Form  (04.  b.)  i-iiie  ariiicre  mit  !>chierfii  odiT  sonkrcdilen  Coor^ 
dinnlen  von  einer  <ier  in  ((»4.  It.)  enllnillciieii  Foiiiieii  <'iliiillen  will.  Suclil  man  iiiiuilich  zu- 
vürdcrsl  aus  ilor  gegebenen  Gleicliung  die  von  der  untern  in  (\H).  c.)  angezeigten  Funn  auf, 
wekhe  aldi  «tT  die  Axen  OX,  OX',  OX"  beiidil,  and  ftthrt  mm  ein  neues  Coerdinileiisy- 

Slem  ein.  dessen  A\eii  OY,  O  V.  OY"  .sind,  durch  y.  y',  y"  dir  Coordinulcn  an  diesen  neuen 
Axen  vun  dem  l'uucle  des  i'araboloids  bezeichnend,  der  an  den  Axen  OX,  U.V,  OX"  die 
a,,  intte,  so  ninss  mn,  endieGleidnHif  desPeraboloidsaiidoaAxeBOY,  Or,  OV 

zu  erhallen,  in  die  unlere  CleichMQg  (10.  C.}  Ahr        V^,  iC  <hs  SetZM,  WSS  die  GIcilllwngeW 

(41.  c.)  anzeigen,  und  (indel : 

i  (j.  c  +  cV,  c")  y^  +  (rv.  c?  +  ,r,  (7)  y  '  +  C'^.   +  ^7)  y'"  -f  2  c<T,  r  c.  +  ö:  c"  r;)  y  y' 

CM.         I     +2  (J.  f  V,  +  ,Y,  C      y  y"+  2  0^.  C  C,  -f-  d\  C,  i  ',)  y'y  '-f  2  (,\  C ,/  +  d;  C',/+  C"  Ü^)  J 

i  +  2  OV.  c. »;  -f  s:  t^: '/+  r;-  r;)  y--f  2  o>.  c, -f  .v.  i ;     c;  r;.)  y"=  o , 

end  man  Uberzeugt  sich  immer  aut  die  alle  Weise,  duss  in  dieser  Gleichung  die  Glieder,  mil 
7^1  7  y«       glelcbseüig  mit  denen,  welche  y  und  y'  sum  Factor  haben,  nnr  dann  versehwte- 

den  können,  uenn  nuin  (',—()  niid  (",'  —  0  sein  lässl,  vvn.s  r','=:-|-CS"  zur  Folß-e  hat.  Durdl 
diese  Wcrthe  von  C, ,  C^,  Cj'  winl  festgesetzt,  dass  die  Axe  OY"  senkrecht  auf  der  Coordi- 
Biteiidieae  XOX*  sa  atdun,  oder,  was  dasMlbe  sagt,  parriM  mit  der  Pdame  AJT  m  len- 
fcn  hebe,  «nd  es  indert  sich  durch  diese  spedetlea  Wcrthe  die  Glekhimg  (9S.  a.)  ab  in: 

;  (3.  (?+ «C")  y'  +  (.\  (■? + y,  CT)  y" + 2  OV.  c  c.  +  ,v.  ('  c;")  y  y' 

+  2  OV.  C    +  ,V,  (",,'+  C"  rO  y  +  2  (5.  C,  »i  +  S-,  C; ,/+  C      y'  ±  2  Q'-  -  y"=  Ü  ; 

Stellt  man  daher  an  die  beiden  andern,  noch  völlig  unbestimmt  gebliebenen  Axen  OY,  OY'  die 
weiteren  Anforderungen,  dass  sie  gleichzeitig 

(M.C)      «.cc+^ccjso .  «,c«+«c,'+c"i;'=o,  j.c,+i:c;v+crc=o 

werden  hssea  soOea,  so  geht  die  OeidiaRg  (93.  bu)  Ober  la: 

CM.  «.>  c«.<?+i;coy'+(*c,+«c?)y±2qB:cr=o, 

nad  bsi  naa  in  seUeren  CoerdüMlea  üb  vordere  Fem  (64.  h.). 

IV)  Hat  man  hingegen  zur  Absicht  die  untere  Gleichung  (90.  c)  in  eine  andere  mit  senk- 
rechten Coordinalen  von  der  hintern  Form  (64.  b.)  ttbersnrilbrai ,  nnd  bezeichnet  man  durch 
V ,  v',  v"  die  senkrechten  Coordinalen  an  dem  dazu  geeigaelea,  aus  den  Axen  OY,  OY',  0 1" 


Cm.  h.) 
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gebüdeU»  Systeme  von  deinjeaigen  Funde  de»  PanOwloidi,  der  an  den  Axen  OX,  OX',  OX" 
«e  0,«  n;,  <  üellBH,  m  raan  »»,  nm  «He  flkiebug  fuMUU»  m  im  Asm  OY* 
OY',  OY"  /II  rrliHltPii,  in  die  untere  (Ml  ei3  0«,  U»  4h  Wtieil,  wai  die  < 
(41.  L)  daTür  geben,  und 


IM.«.) 


+  2  L*.  (ii)  (ro  +  «r.  (nj  (r,)j       +  2  [J.  (O  n  +  a;  (r-) »/  +  (r,  i:^]  i 
+  2 1«,  (rj ,  +  y.  (rj)  v+  (/T)  ff]  ^+2p.(rji,+a;(Qi#'+(rr)C]^s=o, 

^  und  man  überzeugt  sich  wieder  auf  die  alte  Weise,  dusü  in  dieser  üleii-huitg  die  Glieder,  welche 
v"*,  vv",  VV"  um  Factor  haben,  gMcbzeitig  mit  denen,  welche  t  und  Y  nm  Factor  haben, 
nur  dann  vcrschwindm  können,  wenn  man  (r,)  =  0  und  fn)  =  0  sein  iHsst,  müs  iP.'^r^  +  CT" 
zur  Folge  hat  Durch  diese  Werlbc  von  (F^ ,  (H) ,  (/%')  wird  festgesetzt,  dass  die  neue  Po- 
lanxe  OfT  senhredii  ntf  der  Cowdiniilenflhene  XOX*  n  ttohen,  oder,  ww  danelhe  ngl, 
mit  der  Pnlaraxe  0  T'  pnrallel  za  liBfea  habe,  mid  dufch  dleae  ipecMea  Wn<he  Miideit  ädi 
die  Gleichung  (94.  a.^  id)  in: 

+  2  \s,  ,,r)  .j  +  3;  ( n ,/+  (n    ^  -h  2  [s,irM-^s',{r,w+  (rn  r.'i  ~ + 2  rr.'  jj> =0 ; 

■teilt  man  daher  an  die  beiden  andern,  noch  ganz  aDbcstiiniat  gebliebenen  Polaraxen  09,  09' 
die  weileren  Anfordarnngen,  dm  ale 

*(D{n)+«(n(r3=o,  8.mi,+r»(n^'\-{nc:-o,  »,(ro«+a;(W+(r;')C'=<»  <•«.•.) 

verdau  laiaea  MBeQ,  so  gebt  die  CHeidMuqr  (94  b.)  über  in: 

|5.(r;  +  i;^r/j^,  +  is.ir.f  +  d'.ir.n  ^,+2(j;'i;' l^.=o  ,  («4.  ^) 

and  hat  in  senkrechten  Cuonlinuten  die  zweite  Form  (64.  b.). 

Die  nur  Paruboloidc  -«ich  bcziclicmicn  Gleichungen  dieser  Nummer  stellen  unter  einander 
in  einem  ühnliclicn  Zusummenhaiige,  wie  die  in  Nr.  213.  gegebenen,  welche  den  Mitlelpuncts- 
*  IBeben  aagdrihrea  —  Erstlich  gäben  die  Gleichungen  (93.  c.  und  d.)  »u»  denen  (91.  r.  und  d.) 
hervor,  wenn  man  nii  die  .Stelle  von  a,,  a't,  yi',  ^ ,  ^'  und  y"  setzt  5. ,  ^. ,  C.'  ,  », ,  »/  und  (fi'  y" 
und  zugleich  die  Projectionszahlcib  deren  Gruadzeiclien  A  ist,  mit  dcoen,  deren  Grundzeichen  C  ist, 
veflanscbl;  man  erhalt  daher  die  anf  lehiefe  Coordinalea  aich  beiiehanden  GMebamea  «a  aaaan 
Systeme  aus  der  jj;cpcbenon  Gleichuni^  aurdifsi  Ibc  A\'ni>.i',  es  nuiij  diese  lelzloro  schiefe  oder  si  nk- 
rechtc  Coordinalcu  in  sich  enthalten,  nur  dass  im  letztern  Falle  die  senlu-cchlen  Projectionszab- 
laa»  welche  dto  Aien  OY,  OY',  Or  m  daMa  AX,  AX',  AX"  Mm,  n  vAmn  aia^  w«  im 

«9* 


« 
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cr»len  Falle  die  sciut-fen  ülchcii,  und  uitigckchrL  £beii  so  geben  uIht  hucIi  die  Gleich«ingoa 
(94  e.  md  A)  raa  dcam  &  and  d)  kenror,  mr  dait  die  P«lin»eQ  AI,  AST,  AJT  m 
die  Sldle  der  Grundaxcn  AX,  A  .V,  A.\"  Irelcn.  -  Zweitens  pelirn  nicht  nur  die  nioirliun- 
gen  (92.  c.  und  d.)  aus  denen  (91.  c.  und  d.^,  sondern  eben  so  auch  die  (9>1.  c.  und  d.}  auü 
denen  (Vi.  c  und  d.)  Iwnror,  wenn  inao  an  die  SteOe  der  Grondaxen  OY«  0 Y',  OY"  die  diesen 
«ntopredwnden  Polaraxen  0<r),  Offf,  09"  nch  geselil  denkt,  nnd  ddid  nodi  die  Zcidien 
V    v'    v"  * 

y,      y  nit  denen  ^  Tertmieht;  e>  liehen  nilbin  nene,  donudben  Fenbotoide 

iiti<:L'liiiri(re  Glciciumgen  mit  .si-liioft  it  und  senkredilcn  Coordinnli'i)  von  den  beiden  in  (64.  b.) 
aurgestclllen  Formen  in  der  gleichen  Bezicliong  ui  einander,  das  Paraboloid  mag  urspiOngllch 
durch  eine  Gleichung  von  der  ersten  oder  tweilen  bi  (64.  b.}  eniballencn  Form  gegeben  wor^ 
den  eein,  nur  dass  im  lolzlem  Falle  senkrechte  Prnjcctinn.szablen  ^enomnion  werden  niiissfu, 
wo  im  ersten  Falle  schieff  sl«'heii.  —  Drittens  giolil  »lie  Ver^lcicliunii  <ler  Formen  (91.  J.), 
(92.  d.J,  (93.  d.j  und  (94.  d.}  unter  einander  in  der  Weise,  wie  in  Ar.  213.  in  Bclrcff 
der  Mütelpnnelifliichen  gesebelwn  ist,  gam  leiekl  an  erkennen,  daaa  jedes  Coofdinalensy- 

•slem,  an  weleheni  diiÄ  l'unilioloid  durcli  eine  fi'li'irliiiiiuf  \on  liiier  der  beiden  Formen  (Ol.  d.) 
oder  (93.  d.}  dargcstcUl  wird,  immer  auch  ein  zweileii  an  die  Hand  giebl,  un  welchem  dieselbe 
FIKdie  darch  eine  Gleidniag  von  einer  der  beiden  Pennen  (92.  d.)  und  (94,  d.)  dargeslelll 
wird  und  umgoliekrt;  man  hiit  zu  diesem  Ende  blos  die  Grundaven  des  Systems,  an  welchem 
das  Paraboloid  ursprünglich  durch  eine  Gleichung  von  einer  der  xwei  in  (64.  b.^  eolbaUenen 
Femen  gegeben  worden  ist,  als  Pelaraxen  anizarasson,  wodurch  ein  bi  der  Idee  abgdndertes 
Sy.slem  zu  Stande  kommt,  de.ssen  Grundaxcn  die  Pohraxen  des  vorigen  sind,  wahrend  iMSkle 
doch  immer  ein  und  dasselbe  Doppeisysteni  aosmaclien.  —  Die  vorstehend  ansgcsprocbeoen 
Analogien  enthalten  aber  auch  die  Mittel  in  sich,  ans  einer  der  von  (91.)  bis  (94)  forthrn- 
fenden  und  mit  dem  Buchsliiben  d  versebenen  Gleichun(|fen  tilie  übrigen  durch  höchst  einfache 
Suhslilulionen  lii  r/nli  ilm.  Aiisserdi  iii  lüsst  sieli  nmli  luis  den  Fomu'n  der  mit  deiihrllieii  Glei- 
chungsiiummeru  und  dem  liuchslaben  c  verselicnea  Bedingungen  ohne  Schwierigkeit  unUiebmcn, 
dan  die  Gnmdaxen  OY,  OY*  oder  die  ihnen  entsprechenden  Polafaxen  09t  09'»  j*  Mdh> 
dem  die  Gleichung  des  I'xmlioioids  in  schiefen  oder  senkreelilen  Coordiaalen  daigettelll  tat,  fal 
der  zum  Puncto  0  gehörigen  Tangentialebene  dieser  Flüche  liegen. 

Da  sieh  ans  den  Betrachtangen  dieser  Nnnuner  ergiebt ,  dass  jeder  Punet  eines  Fann 
iioloids  zur  Spilze  vii'ler  Ciinriüniiti'iisysleme  genommen  werden  kann,  an  uriclieti  diese  Fliehe 
durch  eine  Diamelraigleichuug  dargcstelll  wird,  so  wollen  wir  hier  gleich  auch  noch  die  Frage 
aalwerfen,  eb  nnd  wekhe  von  seinen  Foncten  in  einem  sokken  CoordntMentTSlenie  iBhren, 
dessen  Ave  OY"  senkrecht  auf  den  beiden  andern  OY  nnd  OY'  slAt,  das  dso  dn  an  OY" 
sedtrechles  Coordlnatensystem  ist. 

A)  Bei  Anfstdlung  der  Gleichungen  (91.  c.  und  d.)  kam  die  neue  Gmndaxe  0  Y"  paralld 
mit  der  ursprOnglidien  AX"  zu  liegen,  es  ndlSien  also,  wenn  dos  neue  System  ein  SB  OY"  * 
senkrechtes  werden  soll,  die  heiden  nndeni  neuen  Grundaxen  OY  und  OY'  mit  der  ursprüng- 
lichen Grundaxo  AX"  rechte  Winkel  bilden,  d.  h.  es  nmss  iMch  Anleitung  der  im  ersten  Ab- 
sdndlte  ndlgelhdllen  Gleichung  seht: 

AcosW'+ A'cosW"+A"=0   und   A,  ros  W  + A;  r<,s  W  "-f- A;'=:0, 
weil  cos  W,  cos  W"  und  1  die  senkrechten  Projectionszahlen  der  Richtung  A  X"  oder  0  Y"  an 

Am  AX,  Ar,  AX"  skid.  8d«dkt  mm  dte  «Mi  MUsii  Bedngungea  (91.  o.)  se: 
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und  liehl  dieie  zwei  Gleichungen  von  den  M^rigcu  beiden  ab,  so  koinint: 

ö':ooiW-«rf)A+0;co»W''-«;iOA'=0  nad  0;coeW-«,i3A.+0;«50«W"-«;fiOA;=:Oi 

Migt  mm  ibm  A'  vmA  M  enÜMltaaden  Glieder  dfescf  iwei  letslen  Gteidinig«R  mT  dto 
udera  Seile  des  Gletrhhcitszeichens  und  multiplicirt  hierauf  beide  mit  cinaader,  so  eihill  nMQ: 

(; :    w-      A  A, =(/;'  cos  w— Ä;ry  A' a;  , 

nad  schreibt  inen  die  erste  Bedingung  (91.  c.)  .so: 

u'„  v  a;  =r — «.  A  A, , 
tO  gicbl  die  llultiplicatioii  diist  r  mit  dnr  vorantregangcneii  Gleichung: 

«i  C/i'  tos  w — ß,    4-  a,  (j'','  cos  w  —  «;    = o , 

welche  unabhüngig  von  der  Beschaffenheit  der  beiden  Coefliztentcu  a.  und  a',  nur  dann  bestehen 
kma,  weoa  gkidHeilig 

}CeosW— «b|=0  und  T^rcosW— «;{'=0 

isl,  vonns  mm  Andel: 

S=^cmW    nad  r=ö«»W", 

9» 

nd  dt  Man,  weil  0  ein  Pnact  des  Panboioids  ist,  noeh  nuseideai 
iMt,  SO  ergeben  sich  iBr  |«     $"  stets  dnd  reede  und  vöilio  bestimmte  Werihe,  so  dass  ee 

also  nur  einen  rinzitren  PuncI  0  aicl)!,  diesen  nber  jedesmal,  der  die  verlanfffc  Eiinvischnfl  be- 
silxl,  und  man  überzeugt  sicti  leicbi,  dass  dieser  I'uiict  der  ist,  in  welchem  das  Taraboloid  von 
einer  anf  der  Gnmdaxe  AX"  seohreehten  Ebene  bev4dirt  wird. 

Bei  Aufslelhinrr  der  Gleichungen  c.  und  d.}  kam  die  Polaraxc  0  5)"  de«;  neuen 
Systems  parallel  mit  der  ursprünglichen  tiruudaxe  A  X"  zu  li^en,  es  werden  abo  die  zwei  an- 
dern nenen  Polaraxen  09  md  09'  mit  der  09*^  rocUe  Winkel  bilden  und  in  Folge  desssa 
wird  dieses  Tolarsystein  ein  an  09"  senkrechtes  sein,  der  unter  A}  angelllhiten  Gleicfeanf 
(9.  a.}  jieniiitis,  wenn  gleichzeitig 

t.-/ 1  cos  W+  [.4")  cos  \V"+  i     1=0    und    [,(,}  cos  \V'+ /;  i  cos  W"+  (J",')  =  0 

ist,  und  die  zwei  letzten  Bedingungen  (92.  r.)  lassen  .sieb  in  der  fnljrcnden  Fonn  schreiben: 

^(jiH-^ (4)+i^')=0  und  ^'mo+5^(.^)+(.^')=0. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  die  zwei  ersten  unter  A)  gegebnen  mit  dem  Unterschiede,  daas 
nn  die  J^lelle  des  Grundzeichens  A  das  (y/)  getreten  ist  ;  es  Inssen  sich  daher  aus  ihnen  wie 
zuvor  wieder  dieselben  Gleichungen  (94.  a.*^  ableiten,  woraus  folgt,  dass  dem  einen  in 
galtandenen  Fnnet  ntgMeh  lodi  ein  neues  an  0^9*  ««dweeblis  PohrsysleBi  tndniunit,  was  • 
vorauszusehen  war,  da  das  Polursystein  von  eim-m  an  OIT'  seubechlm  GfnndsySlMie  nofll- 
wendig  auch  ein  an  09"  senkrechtes  ist,  und  umgekehrt 
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C}  Bei  Aufstellung  der  Gleichungen  (^93.  c.  und  d.)  kam  <lie  neue  Grunduxe  ()  V"  mit  der 
mpitmHelMm  Potanxe  AI"  imnIM  m  Hegen,  es  «criMi  deMiedi  He  swei  enden  neuen 

nriiiif!;i\fn  OY  und  OY'  »nil  der  OY"  reclile  Winkel  bilden,  inid  in  Folpe  dcs<;on  winl  das 
neue  Grundsyslcm  ein  an  0  Y"  senkrechtes  werden,  wenn  die  Richtungen  0  Y  und  0  V  mit  der 
AS"  radite  Wiakd  Mden,  «nd  dfess  geecUeht  deieelben  CUekinng  0^.  a.)  gemin,  wenn 

(A)eDi«'+(A')€OifB"+(A")=:0  «kl  (AOcotUr+CAOcoi V+(AD=0 

ist,  alle  Zeichen  in  ihrer  stehenden  Bedeutung  genommen,  weil  und  1  die  senkrech- 

ten Projerlionsublen  sind,  welche  die  Richtung  AX"  oder  OY"  an  den  Poiaraxca  A f ,  AJT,  AI" 
Uerert;  diese  Gleichungen  nehmen  aber,  wenn  man  mittelst  der  Im  ersten  Abschnitte  aufgefnn» 
denen  Relationen  (87.)  die  Projectionszahlen  (A),  l  A'),  (A"j  und  (A,),  (AJ),  iA;')  in  jene  um- 
wandelt, welche  dnrch  C,  C,  C"  und  C,  C!,  CT  beseiclinet  werden,  die  folgende  Gestalt  an: 

|cosSB'-f- ^  cosffl"H-~  =0  und  ^  coi  «'+ |  eoitt"+ ^=0. 

Eliminirt  man  auü  diesen  Gieichungen  die  Grüssen  C"  und  Cj'  mittelst  der  zwei  leMen  Bedin- 
gungen ^93.  c.),  so  erhdt  nwn: 

(|'  cos  ffl  -  ^fljC  +  (^  cosaß"-  ^oc=o 

und 

(|'  cos  W-  ^  «j)C.+(^  cosäB  -  |ifl  )C;=0, 
«WIM       anf  tei  »  A)  Mganngtcn  Weg«  tsdat: 

^  ce.  «r-        CC=.  (|  CO.»--  ^uTCC; . 

«Arend  die  erste  Bedingung  (9,i.  c.} 
gieM,  «M  deren  Muiliplicaiion 

«(1  coa + (f  «««•'-  §r^y=o 

hervorgeht;  diese  Gleichung  kann  aber  nnabhängig  von  der  hcAundeni  BeM-hulTeniieit  der  Coef- 
liienlen  9,  vad  9,  wac  dann  bnatehen,  wenn  gleidneilig 

^  cos  Sü  — ^,  fl=0   und    |>  cosHÖ  —  ^»j  =:0 

litt  wonu  awn  findet: 

wozu,  da  0  immer  ein  Pvnct  des  Paraboloids  ist,  noch  kommt: 


> 
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M  Am  sich  fllr  tj ,  q',  q"  steU  drei  reelle  md  vüUig  besüiiunle  Werthe  ergeben,  und  aUo 
Mr  «in  ehiigwr  Fand  0  dw  PmMoids  die  veringte  Kgvnidnfl  besiM,  von  den  rieh  Idcit 
z(<i(ren  liisst,  dass  es  der  ist,  in  w«lclwni  dM  P«r«boloid  v«a  einer  mf  der  Polanoce  A2"  fedk» 

rvchlon  Khenc  licnihrl  wird. 

Auf  deiuelbüii  durch  die  (jleicbuiigcji  [\)4.  b.*j  besliniuiten  l'uacl  slösst  man  wieder, 
in  Falle  nen  dte  Oeichungen  (94.  e.  und  d,}  vor  Aagm  kal,  wovon  man  aidi  Mif  die  unter 
i-irigchuiicnc  M'oisr  iihrrzpugcn  bann,  was  aller  ancb  adiOB  von  aellMt  ndttebt  dei  dort  tm 

Ende  Gesugten  in  die  Augen  springt. 

2223  Die  Ebene,  in  welcher  die  Axen  OY  und  OY'  aller  der  zu  dem  beliebigen  Funde 
0  gehVrigen  CoordinatcflsysU>ine  liegen,  an  denen  das  Paraboloid  durch  eine  DiametralgiaiclMMY 
dugestdil  wird,  liisst  sich  ohne  Zuziehung  der  Berühnin^fsebenc  wie  folgt  finden: 

1}  SwM  man  du,  wo  die  in  voriger  Nnnuner  Boler  ZilTer  1}  angegebenen  Resultate  aiiek 
wardett  Mieii,  diejenige  Richtung  0 Z  auf,  denn  aabraflUe PrefedionaHiUaB  c ,  c,  c"  m  den 
Gnadaxen  AX,  AX',  AX*  die  Eigeuchail  Iteailieii,  diaa 

o  :  0':  iTzsu^S  :  t^it'-  yT  €•»• 
iat,  wodurch  die  Rirhtiintr  O  7.  eine  völlig  bestimmte  und  mit  dem  I'tim  1  O  ziiiricirlt  ijngcbcnc 
wird,  so  bissen  sieb  ia  Folge  der  Bcsliiiunungen  (9b.  a.3  die  zwei  Iclzlcn  Ucdingungcn  (ül.  c.^ 
aneh  in  der  nacfcitefceadc«  Fono  anfaldlen: 

Ae+AV+A^iS'sO  md  A.e+A.V+Are'^ssO, 

md  sagen  nnn  aus,  dass  die  neuen  Axcn  OY  und  OY*  beide  senkrecht  auf  der  Riehlong  OZ 
aidien;  es  lipjfcn  mithin  die  zwei  (Iruiidaven  OY  und  OY'  von  allen  möpliche« 
■eaen  Coordinatcnsystemcn,  dio  denselben  i'unct  U  des  Paraboloids  zur  Spitao 
lieben,  und  an  welchen  diese  Fliehe  eine  Gleichung  von  der  Form  (91.  d.)  an- 

nimmt,  in  einer  Hud  derselben  Fbene,  welche  auf  der  mich  (05.  a.^  bcstinintoa 

Riehtuni;  (J  Z  senkrecht  steht  und  durch  den  Puni  t  ü  hindurch  geht. 

11)  Sucbt  mun  d»,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  Zifler  11}  mitgetheiltcu  Resultate  ei^ 
gldt  werden  soHen,  diejenige  Richtong  OZ  aoF,  deren  senhiedite  PraJeeHousariilea  e,  e*, 
an  den  Axen  A  V ,  A  \",  A.Y"  die  Eigenschah  besitzen,  welche  in  (95.  a.}  angezoifrt  wordpn 
iül,  d.  h.  nimmt  man  Tür  OZ  wieder  dieselbe  Richtung  wie  in  1},  so  lassen  zufolge  der  Re- 
aHmmuifBB  (H.  a.)  dto  awei  leMea  Bedtugmgeii  (93.  c.}  sieh  auT  die  falgeade  Art  mo' 
drndwBi 

(^)c  +  i:^)c'+(^')c"=0    und    U,)c  +  (y/;)c'+(^')c"=0,  (M>  «•! 

und  diese  sagen  aas,  dass  die  neuen  Polamxen  OS),  OS)'  beide  senkrecht  auf  der  Richtung 
OZ  stehen;  an  liegen  «Hhia  die  swd  Pdanxen  09  und  09*  von  allen  nflglichen  neaaB 

Coordinatensystemen,  die  dcnscU>en  Panct  0  des  Paraboloid.s  zur  Spitze  hulien,  und  an  welchen 
diese  Flüche  eine  (jleichung  von  der  Fem  (92.  d.)  annimmt,  in  einer  und  derselben  i^bciie, 
weide  dieadbe  Iat,  wie  dh>,  worin  fan  Falle  0  ^  Grmdaxm  OT  md  OT'  k§m. 

Hl}  Sucht  man  da,  wo  die  in  voriger  Nummer  unter  ZiOTor  III)  milgetheilten  Resultate  er> 
zielt  werden  sollen,  diejenige  Richtung  0  Z  auf,  deren  sduafe  FNjecttOMaahlen  an  den  Am 
AX,  AX',  AX"  die  Eigeoschafl  besitzen,  dass 

a  :  a':  a"=J,«  :  S',fi :  (M.  «.) 
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iil,  wodnrch  die  Riditwig  OZ  eine  vüUig  besfanie  und  miA  dcM  Punctt  0  lofieioli  ffebeae 

wird,  so  liibsen  !>icli  zurul)(v  der  Bcstiamumgea  (95.  d.)  die  sw«i  loUleo  BediagnafM  (IkS.  ft) 
in  der  inclistelieiidcn  Form  aufsicllcn: 

(•4.C.)  iir  +  n'C'+n"r"=0    und    a  C,  +  h  C;  +  »"C 

und  sagen  nun  aus,  daüs  die  m  ucn  tirundaxen  0  Y  und  ü  \"  beide  auf  der  Richtung  ü  Z  senk- 
ledit  stehen;  es  liegen  milMn  die  zwei  Grundaxen  OY  und  OT  von  allen  mOf li- 
eh c  n  C 0 0 r d i n a l c II s y s I e ni (•  n ,  die  d e ii s e I Im- n  P ii n r t  0  d s  I' a rn Ii o  1  o i d s  zur  Spitze 
haben,  und  an  welchen  diese  Fläche  eine  Gleichung  von  der  Form  ^93.  d.}  an- 
nimmt, in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  aaf  der  nach  (95.  d.)  bestimmicn 
Richlun(r  OZ  scnkrechl  siehl  nnd  durch  dco  Puiict  O  hindurch  geht. 

IV)  Suilil  man  da,  wo  die  in  von'ecr  Niimincr  nnler  ZiRi  r  IVl  inil^etheilleii  Resultate  er- 
zielt werden  sollen,  die  Richtung  0  Z  wieder  wie  im  vorigen  Falle  lilj  auf,  so  dass  ihre  schieren 
Projeelionssahlea  a,  a',  a"  aa  den  Axen  AX,  AX\  AX"  die  Eigcnschail  (95.  d.)  besiltea, 
so  lassen  sich  hl  Folg«  dieser  EtgefMchallen  die  zwei  letzten  Bedtagnagoi  (94  «.}  wie  felfl 
ausdrucken: 

CM.  ff.)  t(r)  +  a'(r)+«''(n=0  «ad  a(n)  +  a'(r3+t"(rr)=0, 

und  diese  sagen  aus,  dass  die  neuen  Polaraxen  0  9)  und  0  2)'  beide  senkrecht  auf  der  jetzigen 
Richtung  OZ  stehen;  es  liegen  mitbin  die  zwei  Pularaxen  und  0$'  von  allen  möglichen 
Coordinatensystemen,  die  denselben  Punct  0  zur  Spitze  haben,  und  an  welchen  diese  Fliehe 
.  chie  GleichaDg  von  der  Form  (94.  d.}  annimmt,  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  dieselbe 
ist,  wi("  die  im  voiiiren  Falle  unter  III")  angcnihrle,  worin  die  Gruiiduxen  0  Y  und  0  Y'  lagen. 

Fkir  sulchü  l'unctc  0  des  l'araboloids,  deren  Coordinalcn  |  und  |'  oder  und  >/  beide 
»mieidi  mdl  sind,  liefert  Im  mk»  Falle  die  Bedbiignnf  CBS.  ■.): 

c=0  «nd  c^=0, 

im  andern  Falle: 

•=0  und  a'sO; 

a»  Bichianf  OZ  Hegt  daher  ha  enien  Pale  nril  der  AI^,  ha  nreäea  Falls  adl  der  AX"  pa- 
rallel, woraus  fol^rl,  dass  Tür  solclie  Puncto  0  im  Falle  1)  die  Grundaxen  OY  nnd 
OY',  im  Falle  11}  die  Polaraxen  0^  und  09'  tnit  der  Grundcoordinatcnebeae 
XAX*  parallel  lanfen,  dass  hingefea  im  Falle  III)  die  Grvndaxea  OY  mod  OY', 
im  Falle  IV)  die  Polaraxco  09  »d  09*  »it  der  Polareoerdinateneheae  SAJT 
parallel  laufen. 

222*}  Wir  wollen  jetzt  in  einer  Ncbcnbetnchlong  die  Gleichungen  (91.  b.  und  c.}  bis 
(94b  h.  und  ci.)  mehr  hm  Beseadere  ziehen,  nm  zu  sokhcn  Formen  m  gshafen,  aas  denen 
wir  die  wiehligaten  Eigenschaflcn  der  Parabohlide  mÜ  grdsserer  Leichtigkeit  ablesen  können. 

n  Denkt  man  sich  lui  Anfsin  huiig-  einer  neuen  nianietralaleichunsr  unter  den  in  Nr.  22!. 
unter  Ziller  1}  angegebenen  l  uistanden  die  Puncte  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
|=|'=§"j=0  ist,  and  nun  ah»  nar  selche  Diametralgleichttngen  anfflnden  wH,  die  aa  Ceev- 
dinalensyslemen  mit  derselben  Spilzi'  rnlslehen,  wesswegen  wir  die  iirs]irünglichcn  Axen  hier 
durch  OX,  OX',  OX"  bezeicJiucn  werden,  so  uuiss  die  neue  Axe  Ol"  uiil  der  uraprüQglichen 
OX"  hl  thisr  and  derselben  Genulen  liegen  Usihen,  so  dass  mn  wß  anvor 

A,s:0,  A;=0  und  iS=±i 
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kat»  und  weü  die  Axea  0  ¥  and  0  ¥',-  wie  wir  gebudea  habe«,  alle  in  einer  und  decMibea 
iego,  wdeto  Uer  dh  ZOr  M,  wie  Hi  des  ai  Bhfa      nofm  Hhüt  ^  ge- 
Schrift  gednNkten  Salie  berrofgehl,  w  bat  mn  jebl  w>eh  .«nnerdeai: 

A''=30  md  Ar=0.  CMtik*) 

Zufolg«'  iIiT  liiiT  ciatretenden  EigenschHnen  (91.  und  weil  ^=^z=^'=zO  ist.  ornülon  sich 
unter  den  gegen wäfl^ea  Uawlladen  die  zwei  leUten  Bedingungeo  (91,  cJ)  von  »elber,  su  das« 
jebtt  mr  noeh  die  eine  ente,  elnlicll  '    t  .. 

tn  befrieditrcn  übri;;  bleibt,  und  alle  Axcn  OY  und  OY',  weldie  dieser  Bedingung  gcnOgen; 
in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  OY"  eia  Coordinateasyelcm  liiMeB,  an  wdcbeni  eine 
Qeichang  wie  die         d.),  nündich: 

C«.  A' + «;  A"»)  + («.  a; + «;  a;»)  y- + 2  y:  y"=o  it.  •.♦) 


B)  IMht  mm  tUk  M  der  AaTandMUg  «iaer  ■eaeo  Maawtralgladiang  mter 

Nr.  231.  Ziffer  II3  angfegobcnen  Tingtiinden  die  Puncto  A  und  0  in  einnndor  liejg^cnd,  so  dass 
jf=|'={"=0  wird  und  man  also  nur  Coordinatensysleme  uiil  genieinschaAlicher  SpiUe  0  vor 
A^rea  kd«  weeeiitge»  die  anyiinglidieR  Aiea  durch  OX,  OX,  OXT  ▼orgealeat  werdea 
kimiu  n.  so  tuun  de«h  wie  mver  die  aeoe  Polaraxe  0  mit  der  urspraogHchen  Grunda.ve  0  X" 
in  einer  und  dcnelben  Geradea  üegc«,  alio  wieder  (^«}=:0,  (^=0  und  (^)=:^1  sein, 
und  weil  die  Polenxen  09  und  09*«  «i»  wir  getedeB  bniMB,  alle  in  einer  and  dwielhen  . 
Ebene  liegen,  welche  hier  X  0  X'  ist,  wie  aus  dorn  zu  Ende  der  Torigen  Mnnaier  inil  geqierr*  \  ^  y 
ter  Sdirift  gcdmcliten  Saixe  hervorgeht,  so  hat  man  Jetzt  noch  aanerdem: 

{^']  =  {)   und    U;')  =  Ü. 

ZoFolge  der  Eigeuschancn  (92.  a.*},  und  weil  |  =  |'e|"=0  ist,  crfiülea  sich  unter  den  ge- 
genwüitigen  UmilSnden  die  zwei  fetalen  Bedhignagen  (M.  h.)  ven  eelber,  so  du*  jelit  nnr       >*  • 
die  eine  errtn,  nlmlicii 

zu  borrieiligen  Übrig  bleibt,  und  alle  Polaraxen  0  9  und  O^,  weiche  dieaer  Bedingung  genü- 
gen, in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  Polaraxe  0  §)"  ein  Coordinalensysten  bil- 
den, an  deisen  GmndsyMeai  eine  Gieichitng  wie  die  (92.  d.},  nämlidi  1  .  . 


III)  Deidtt  man  sich  bei  der  Anfraclnnig  einer  neaen  Diaaielnrigli'irhung  unter  den  in 
Tir.  221.  Ziffer  III)  ange^rohenen  Unisiiinden  die  Pnncle  A  und  0  in  einander  liegend,  so  dass 
if=9'=tj"=:0  wird  und  man  also  nur  Coordinatensyslcme  mit  der  gcmeinschafilichen  i>pilze 
0  vor  Augen  hat,  wosswegen  die  ursprünglichen  Axen  dnrch  OX,  OX*,  OX"  Torgestellt  wer- 
den können,  so  nmss  hier  wie  dort  <lie  Axe  OY"  mit  der  Polaraxe  03t"  in  einer  Geraden  lie- 
gen und  daher  r,~(),  (",  =  (),  (",'=4-^7  sein;  weÜ  aber,  wie  wir  gefunden  halxn,  die 
ürundaxen  U  \  und  0  ¥'  alle  in  einer  und  denielben  Ebene  liegen,  and  diese  hier  die  i'olar- 
L  «6 
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coordiiMtcncbene  iOi'  ist,  wie  aus  dein  cu  Ende  der  vorigeo  Numincr  mit  gesperrter  Schrift 
gednicirtMi  SUm  fcartwgalt»  m  htt  mm  Jelit  Mdi  MMevlMi: 

CM.«.«)  CssO  wd  Gr=o. 

taMge  der  Eigenscharicn  (WL  C*},  und  weil  ^  =  i/'=  0  ist,  ernuien  sich  unter  den  ge- 
genwürtigen  Umständen  die  tiTcl  kteten  Bediogu^geft  ''0  ^«1  ffliber,  lo  dan  JeUt  aar 
die  eine  erste ,  nimlicb 

xa  befiiriligrn  übrig  bl<il)t,  uinl  alle  neuen  Grundaxen  OY  und  OY',  welche  dieser  RodinijiiTig 
geattgen,  in  Veriundung  mit  der  schon  bestiuimtcn  dritten  Grundgxe  0  Y"  ein  Coordinateosystem 
UUea,  u  wetchen  doe  Glekhuv  wie  die  (93.  d.),  Mnlich: 

«■MehL 

lY)  Denkt  man  sich  bei  der  Aufsuchung  einer  aeacn  Diameiralgleidiung  unter  den  in 
Nr.  2SI.  ZifTer  IV)  angegebeaen  UmflUadea  die  Ponete  A  und  O  ia  eiainder  Kegend,  eo  dau 

ij  —  il'=.ri"=iO  wird,  and  man  also  nur  CoordiBatensystemc  mit  der  gemeinschafUicben  Spilse 
0  Tor  Augen  hat,  wesawegen  die  nnprüngiichen  Axen  durdi  OX,  OX',  OX"  voigestettt  wer- 
den können,  so  muss  hier  wie  dort  die  Potaraxe  OST  mit  der  Polaraze  OS"  in  einer  Geraden 
liegen  und  daher  (r,)  =  ü,  (r',)  =  0,  (/%')  =  +  ?','  sein;  weil  aber,  wie  wir  gefunden  hall» 
die  Polaraxcn  0  ^J)  und  0  2)'  alle  in  einer  und  derselben  Ebene  liefjcn,  die  hier  die  Polarcoor- 
dioatencbcnc  diOi.'  ist,  wie  aus  dem  zu  Ende  der  vorigen  Nummer  mit  gesperrter  Schrift  ge> 
dfMhIw  Sika  iwrviwgellf  to  lad  mm  JeM  noch  aaMndan* 

CM.«i«>  (n=o  «Ml  ciDso. 

Zufolge  der  Eigenschaften  (94.  a.*),  und  weil  ^  =  f/=t/'=0  ist,  erflillen  aieil  aatar  den  ge- 
genwürtigen  Umslinden  die  zwei  leUlea  Bediqgnngen  (94.  b.)  von  selber,  M  dan  JelH  aar 
aadi  die  ab»  enle,  nXadich: 

(•i.».*)  .  *(D(rj+«;(r)(rj=o 

zu  befrirditrcii  übrig  bleibt,  und  alle  neuiMi  Polaraxen  0?)  und  O  5)',  welche  dieser  Bedinjping 
genügen,  in  Verbindung  mit  der  schon  bestimmten  dritten  Polaraxc  09"  ein  Coordinaleosysteoi 
MUeni  aa  dewen  Giaadsyitewi  eiae  GieidiaBg  wie  die  (M  d.),  aiadich: 


Ad  I).  Wir  woOen  ana  ans  den  «wslelieadeii  ResaMalea  einige  Folgcnrogea 
trachten  wir  zuvörderst  den  in  dieser  Nummer  unter  1}  vurgeführten,  auf  eine  gegebene  Glei- 
chung von  der  Form  a,x*-|-a^x''  +  2;'«'x'  — 0  sich  beziehenden  Fall  genauer,  so  sehen  wir, 
dass  die  Axen  OY  und  OY'  die  eine  Bedingung  (9i.  b.*)  zu  erfüllen  haben  aad  dass  &  Bidt> 
tungsgleichungcn  dieser  Axen  an  den  ursprünglichen  Gnwdaxen  den,  dtesen  besoadem  FsBe 
aagehdrigea  Bedingungen  (_tH.  ».*)  gcmüss  werden: 

l  =  A'  +  A"-|-  2AA'cosW    und    1  =  A?  + A;»  +  2  A.  A!  cos  W  , 

so  dass  die  Projectionsiuihlcn  A  ,  A'  und  A, ,  M  lediglich  aus  diesen  Gleichungen  in  Vcrbindnng 
■it  der  Migung  (91.  b.*3  zu  scbOpfea  sind.  Veifleicht  bmm  aber  diese  M  QUUmim 
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Krumme  Plidien  sweiter  (Mnang^. 


■nl  denen,  wodarch  im  vorigen  ttngofk  Ha  vewcMatoM»  ebeiieii  Sydeme  beslimml  wordeft 
«iad,  an  ««klwa  «iM  Milltlptiwlwiiie  mraltar  <MMHf  imA  ttae  DtaneMgieichung  in  wMb 
fiu  Goordinalea  dargetleUt  wird,  so  wird  man  gewahr,  das«  die  dort  unter  (13.  bJ)  oder  (28.  «.} 
itehende  Bedingung  mit  der  in  (91.  b.*)  aufjgestellten  völlig  eina  ist,  und  dasa  auch  die  dort 
munittelbar  hinter  (28.  e.)  stehenden  Richtungsgleichungea  ganz  die  gleichen  sind,  wie  die  hier 
sulelzt  angegebenen,  dem  Falle  1)  entsprechenden;  und  da  auch  die  dort  reniltirende  Gleidiang 
(13.  c.)  bei  y'  und  y''  genau  die  gleichen  Coeflizicnten  hat,  wie  sie  hier  in  der  Gleicliung 
(91.  c.*}  vorkommen,  no  folgt,  das«,  wenn  eine  Linie  zweiter  Ordnung  durch  eine 
Gleickanf  <i,i*+d;x'*s:^,  in  welcker  ft  einen  beliebigen  Werlb  linben  kenn,  na 

dt'ii  (Irunda.xcn  A\,  W  cinps  ebenen  Systems  dargeslelll  wird,  und  nicht  nur 
die  bei  x*  und  x'  vorltomuienden  Coeffixienlen  und  o*  dieaelben  aind,  wie  die 
bei  ieaselben  Ovadreten  liebenden  in  der  Gleiehnng,  wodnreh  ein  Ptrabeloid 
gegeben  wird,  sondern  aui:h  die  Axen  AX,  AX'  des  ebenen  Systems  mit  den 
Axen  OX,  OX'  de«  räumlichen  Systems,  auT  das  sich  die  gegebene  Gleicbang 
dei  Pariboloidt  besieht,  parallel  lanfen,  so  geben  je  swel  a«ae  Axen  AT,  AT 
im  ebenen  Systeme,  an  weleben  die  hier  crwihnleMiltelpuaclscurve  durch  eine 
Diamctralgleichung  dargestellt  wird,  dadurch  dass  man  ihnen  parallel  und  gleich- 
linfig  kwei  Axen  0 Y ,  OY'  durch  denPunctO  desParaboloids  legt,  ein  aua  die» 
•en  beiden  Axen  OY,  OY'  und  der  stets  gleichen  OY"  gebildetes  Coordinaten» 
System,  an  welchem  das  Paraholoid  durch  die  Diamctralgleichung  (91.  c.*)  dar- 
gestellt wird,  und  diu  zu  y'  und  y'*  gehörigen  üoefiixienten  sind  in  der  Gleichung 
der  MiUeipnaetMirTe  an  . den  Axea  AT  aad  AT*  aad  ia  dar  Glaiehaaf  (Vf.  e.*} 
nn  den  die«ea  farallelea  Axea  OT,  OT  Ia  Verbiadaaf  aJI  4«r  OT*  •lata  dia 

gleichen. 

Ad  liy.  Schreiben  wir  in  dem  unter  11}  vorgekomiacncn  und  wieder  auf  eine  gegebene 
Gleichnag  voa  der  Fem  «,x*+tf;x''  +  2;<:x*=0  lidi  bwMieaHea  FtUe  die  GMeba« 
(9S.  e.*3  aa«h  Andogle  der  ba  «nlea  AbacbaMa  atügelbeaiaa  Briatiaaea  (51  k)  Mt 

ia  welcher  (y) ,  (y') ,  (y")  die  schiefen  Coordinaten  an  den  Polaraxen  0  >  0  §)',  0  D"  von  den 
Punclen  des  Paraboloids  ^oistcllt-n,  «liTon  scnknililc  Coordinaten  an  den  Gnindaxcn  OY,  OY', 
0  Y"  V ,  v',  v"  sind,  so  i^t  dadurch  dieser  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt  mit  dem  L'iUer- 
•cbiede,  dnsf  hier  Äe  aenen  Pelanuwn  anllrelen,  wo  dort  dte  neaea  Giaadaxea  aar  Spndie 

Ad  III}  und  IV).  Die  Fälle  IIQ  und  IV),  in  welchen  das  Paraholoid  durch  eine  (Ileirhung 
von  der  Fom  d,u'4~^*u'*  +  2j|i' u"=:0  gegeben  ist,  lassen  sich  dadurch  auf  die  zwei  vor- 
hergehenden sttrnchltthren,  daas  an  «fie  Stelle  der  aaf  die  Givndaxea  OX,  OX*,  OX*  sich 

beziehenden  senkrechlen  Coordinalen  u ,  u',  u"  der  Punde  des  Paraboloids  ihre  auf  die  Polar- 
axen OS,  03r,  ü3i"  sich  t>eziebeaden  schiefen  Coordinalen  (x),  (x'),  (x")  aelsl,  wodurch  die 
gegebene  Oleldmng,  den  ba  ersten  AbachaMe  ndtgeAeOten  Relathmen  (5T.  b.)  gemäss, 
t),li'  {\f  +  y.Q?  (xy-\-2C,'  (är  {x")  =  0  wird,  auf  welche  nun  alles  frUhere  von  den  Fällen  l) 
und  II)  AusffcsHijto  wieder  volle  Anwendung-  jedoch  niil  dem  l'nlerschiede  findel,  dass  hier  die 
Fohuraxen  OJt',  üi  ,  Oit'  aullreteu  müssen,  wo  dort  die  (irundaxen  0 X ,  OX',  OX"  vorkamen. 
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22ä)  Aus  den  vorstehend  gegebenen,  die  Paraboloidgleichungen  inlangenden  ümfonniuigM 
Ihm»  riek  wm  die  vorzüglichsten  EigeonhaftMi  loMwr  PUtelMn  qli*e  Miie  berMMn,  wtM 
wir  Mos  GleklMllfett  Hril  schieren  Coordiitalen  zu  Grundo  h^son  ^vordcn ,  da  alle  abn>en  FUo 
tuf  diesen  einen  in  der  eltcn  Hnsfofllhrlen  Weise  leicht  zurUcktfoführl  wcrdi  ii  kuniien. 

«3  Isi  ein  Parabuioid  durch  eine  Gleichung  in  schielen  Coordiiialeii  vun  der  Funii 
«ri^'f-«'x^<f>2/'x'=0  sn  einen  Coorihnlensysleme,  dessen  Axen  AX,  AX*,  AX"  sind, 
grfr''hon  und  will  man  eine  netie  Gleichiitiu'  in  sriiierrri  Coordinnten  von  der  gleirhen  Form  nn 
einem  Coordinatensyslenie,  dessen  Spitze  ein  anderer  Punct  0  des  I'araboloidi  ist,  erhalten,  so 
nSisen,  den  in  Nr.  221.  gegebenen  BrSrterungen  gemäss,  swel  von  den  dufdi  den  Funct  O 
gehenden  Axen  so  n^cwahlt  werden,  dass  ihre  Projecfioiiszalili-n  nii  dm  iirspriini.'H(  tw  n  Axen 
AX,  AX',  AX"  den  Bedingnngen  (91.  c.)  geniigen,  wenn  man  in  ihnen,  der  hier  gegebenen 
CHeichung  gemäss,  sn  die  Stelle  von       0;,      seist  und  anter  |,  |',  ^'  die €001^ 

dinaien  des  hier  sngenoiuBeBen  Pndet  0  des  Psrsboloids  vefsleirt,  wodureh  jene  Bedingnagt« 
hier  werden : 

«  A A,  +  «■  V  \;  =  0  ,  « t  A  +   t-        A"=:o  ,  « t  A,  +  «'  t-  a;  + ;  a;' — 0 . 

firfiUlen  die  Projectionüzatden  von  zweien  der  durch  den  Punct  U  gelegten  Axeu  diese  licdin- 
guagen  nd  lldl  die  drilt«  dieser  Axen  srit  der  AX"  psrsld,  so  wird  dss  PsialNlold  «n  diesen 
■enea  Axen  dsNfc  die  (9i.  d.),  weiche  jetat 

C«  A«+ «' A'Oy'+ C«  Af + A:0  t^±»/*l^ssO 

wird,  dargestellt 

b}  Znden  bat  es  sich  in  Nr.  222.  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Riohtaeg  OZ  anCndd^ 
dori'n  sonkrtH'liii'  Prcirctionszaldcn  0,  c',  c"  die  in  (95.  e.}  angegebene»  VetUltnisee  niar 

einander  einhalten,  wornach  hier 

c  :  c' :  c"= «  ^  :  a'  |' :  y" 

sein  nniss,  and  dnrdi  den  Pnact  0  eine  zu  dieser  RicMong  OZ  senhrecbte  Bbene  legt,  je 
swei  in  dieser  Ebene  liegende  von  0  ausgehende  Richtungen  die  zwei  letzten  der  drei  in  «} 
stehenden  Bedingungen  schon  von  selber  crrülleii,  so  dass  .solche  zwei  Riohtuntren  nur  nodl 
die  erste  der  genannten  drei  Bedingungen  zu  crrutlen  braudien,  un>  in  Verbindung  mit  der 
dritten,  schon  gXiuUch  bestimmten,  dorch  0  gehenden  Axe  ein  Coonfinetensysten  la  liefern, 
an  welchem  das  PHrnlioüd  durch  die  in  a)  anjfpffelieiic  Gleicluinq-  durL'i  s'fllt  wfard.  Msn  bcMe» 
digt  die  erste  der  genannten  Bedingungen  aber  offi-nbur  «ludurch,  dass  man 

A'=0   und   A,  =  Ü, 

4  h.  dadurch ,  dass  man  die  swei  in  der  auf  OZ  seidireebten  Ebene  su  nehaMmdea  Axea  dea 

Coordinatenebenen  X  A  .\"  und  .VA  .\"  piiralli-l  sein  las.sl,  und  in  Ftd^c  dieser  besondein  Weitho 
von  A'  und  A|  wird  die  in  a)  auf^reruhrte  Gleichung  des  Paraboloids 

«  A'  y'  +  tc'  A;'  v  '  +  e  ;    y"=  0  , 

in  welcher  A'  und  A','  völlig  bestimmte  Wertlic  annehmen,  die  sich  aus  dem  Umstände,  dass 
A'=0,  Ai=0  ist,  und  dass  die  swel  Richtanfen,  anf  welche  sich  die  ProJeetionsBaUen,  deren 
Grundzeichen  A  und  \,  sind,  in  der  anrOZ  senkrechten  Ebene  Megen,  welches  I.iMrterc  in  den 
Glcichnngea  (95.  b.}  ausgesprochen  isl,  idcht  in  reeller  Weise  herholen  lassen.  Man  hat  dem- 
aach  die  hier  tslelat  eriisHsae  Gleichaag  ds  cias  vollsündig  gegebene  anzusehen,  weieha  wk 
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Krumme  Fläche«  iweiter  Ordnung. 


von  jelBt  tn  »tr  unpritiiglicli  gegebenen  «wehen  werde«,  woMhalb  wir  die  Axen,  anr  welche 
tUk  dMto  Boidrt,  Mi  OX,  OJC,  OX"  «od  äe  sdber,  ud«»)  wir  «  A*  =  <i.,  a' K'=zii 

bezeichnen  wollen. 

c)  Sehen  wir  mm  das  Parabuloid  als  durcit  diu  hui  Eiulu  von  b)  erhaltene  Gleichung 
«. x' -f- «; X "  +  2 v;'  x"=0  an  den  Axen  OX,  OX*,  OX"  gegeben  an,  und  legen  wir  pmHel 

mil  der  Courdinaleiiehene  X  0  \"  ir<;enil  fiiii-  Hndere  Ebene,  «cldie  das  P«raboloi4  lä  ciMT 
Cuno  sehueidel,  so  wird  diese  rurve  daigcslcllt  (iiiroli  die  Gli  i«  luini^eii : 

«,  X* -f- «i  x'' +  2  ^-i' x"=  0   und  \"—^", 

wem  dm  «llc"  Poxten  der  schneidenden  Bbcoe  gMchnlssig  angehi)r|g[en  Werth  von 
beieldiBeL  Durch  diese  Gieic'liuiiL:t-u  wird  die  Schnillcnrve  des  Paraboloids  an  den  Axen  OX, 
OX',  OX"  dargcsldll;  sielll  aber  D  den  Punct  vor,  in  weli-hein  die  Axe  O  X"  xtn  der  sehneir 
dende«  Ebene  dorchdruiigen  wird,  und  sieht  man  in  dieser  scbncidondca  iüjviie  die  Hidilungea 
CX  und  DX'  den  Axen  OX  und  or  pandlei  «Ml  gMdiliaf,  M  wM  di«  SdniUeanre  mA 
dnif  ealellt  durch  die  eine  dekhung 

ß.x'+«:x"=-2;:r 

■II  dem  aus  ilen  Axen  D  X  und  D  X'  lusanimengtselzleu  clu  iieti  Sybtenie. 

d J  Gehen  wir  jetzt  darauf  aus,  neue  zu  demselben  Funde  U  gehörige  Coordmaleiuyiilcme, 
deren  Axen  durch  OY,  OT,  OT*  bexefehnel  werden  wDen,  «ufenfinden,  m  wekheii  dn>  Pi»- 
riidiiloii!  wieder  eine  Glcieluinir  in  schiefen  t"oordirial(  ii  von  der  gleichen  Fonn  annininil,  so 
tritt  der  in  Nr.  222.*  unter  ZiiTcr  1}  besprochene  Fall  ein,  woniach  die  Axe  OY"  der  OX" 
parallel  gelegt  werden  mim,  und  die  dort  durch  A ,  A'  und  A, ,  A'  hetHehneten  ecMefm  Pra- 
jcctionszahlen  der  neuen  Aven  OY,  OY*  an  den  Axen  OX  und  OX'  des  ursprünglichen  Sy- 
stems, an  welchem  das  Paraboloid  durch  die  am  Ende  von  b)  aufgeliUirtc  Gleichung  gegeben 
wird,  blos  die  eine  Bedingung  b.)  zu  crfttllen  brauchen,  damit  die  Gleichung  (91.*  c.} 
XU  Stande  honune,  führend  hier  alle  solche  Axenpaare  OY  und  OV  alels  die  Bodhlgungen 
(91  •  a.)  wahr  nuiclien.  Ks  sind  mithin  liei  jedem  solclniii  neuen  Axenpaare  genau  alle  die 
Slerkuiale  vorhanden,  welche  in  iVr.  222.*  bei  deui  ad  1}  Gesagten  pustuhrt  wurden,  und  da 
Mich  die-n  Ende  von  c)  eu^g^estelle  Glekhvnsr  der  Schidlicurve  unter  den  glefchen  UmsHInden 
sich  hefindel,  die  an  der  dort  zur  Hiire  genommenen  Miltelpunclscurvc  postulirt  worden  sind, 
SO  findet  der  dort  zu  Ende  von  nd  in  Nr.  222.*  mit  gesperrter  Schrift  gedruckte  Satz  in 
Betreff  der  hter  gesnehlen  neuen  Axenpaere  OT  and  OT"  und  der  Schnilteurve,  wekhe  durch 
eine  mit  \ 0  X'  iiar  itli  lr  Ebene  ins  Pnrnboloid  ^onuicht  worden  ist,  s<'iiie  volle  Anwendunir; 
man  tindcl  nämlich  alle  Axenpaare  0  Y ,  0  Y",  wenn  man  in  dem  aus  O  .V  und  O  X'  gebildeten 
ebenen  Systeme  alle  neuen,  derselben  Ebene  angehürigcn  Axen  OT,  DT*  nfsueht,  die  ein 
von  dem  vorigen  \ersihii'denes  ebenes  System  bilden,  an  welchem  die  Schnilteurve  durch  eine 
Diametralgteichung  dargestellt  wird,  und  die  .\xcn  OY  und  OY'  je  zwei  solchen  neuen 
Axen  OT  und  OY"  parallel  und  gleicliläufig  nimmt,  wobei  die  ta  y*  and  y'*  gehörigen  Coef- 
ßzienlen  in  der  neuen  Gleichung  des  Piraboloids  an  den  Axen  OY,  OY',  OT*  denen  /n  ilei»- 
selben  Quadraten  geböriircn  in  der  ueoeB  Diimetnügleklniiig  der  Schnittcurve  M  den  Axen 
O  Y  und  O  Y'  ganz  gleich  w  erden. 
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D«  nan  die  Coeliizicnlen  tc  und  «'  der  ersten  in  »)  gegebenen  arsprüngiichen  Gld- 
dnmg,  sowie  dfe      wd  «;  oder  orA*  and  a^AT  der  n  Ende  Ten  b)  au  Ar  itfeleilBlwi 

sweticn  ursprOnglichen  Gleichung  Zahlen  mit  einerlei  oder  mit  entgegengeselztrn  Vorzeichen 
sind,  und  sonach  die  Schnittcurve,  deren  Gleichung  za  Ende  von  e)  gegeben  worden  ist,  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  je  naebdem  das  gegebene  ParaboloTd  eia  elliptMdMo  oder  hypor» 
bolisches  ist,  so  können  wir  aus  dem  Bisherigen  noch  mehrere  andere  wichtige  Eigenschaften 
des  Paniboloidä  aUeiten.  Ist  näinlirh  (Ins  Puruboloid  ein  elliptisches  und  dem  );emiiss  die  Schnitt- 
curve eine  Ellipse,  so  giebt  es  für  diese  stets  zwei  neue  Axen  £  Y  und  £  Y',  (welche  wir 
in  Paragraiili  lA.  dteees  Abiehnitts  Nr.  194.  xa  finde«  gelcbrt  haben),  an  denen  die  EllipM 
durch  eine  Diameh  BlpIeichime  dariicslellt  wird,  dorcn  zu  y'  und  y'^  j^elu  rii,'!'  Coeflixicntcn  ein- 
Mider  gleich  sind,  und  dann  liefern  die  diesen  beiden  parallelen  0  Y  und  0  Y'  in  Verbindung 
■dt  der  driHen  OT*  eia  lianriidM  Coordtaelensyile«,  aa  weldwm  dM  «OiiÄoh«  Paraboloid 
durcli  eine  Diiimctndijlpichung  dargestellt  wird,  deren  zu  y'  und  y  '  ^jchüriire  rofffizientcn  cbcn- 
falis  einander  gleich  sind,  dem  sub  d^  Geaagten  gemäss.  Dividirl  nun  die  so  sich  ergebende 
GMdiung  des  elliptiscbea  Fmboloidt  MÜ  «inom  der  gleicben  n  y*  aad  gehOr^ea  CodBilaa- 
tea,  aa  aiUlt  ana  dne  Glddi— g  vn  der  Fona 

y*+y+/y"=0   oder  x'+jt^+yx-rzrO, 

je  nachdem  man  diese  (Ilnirhnnc  als  neue  oder  als  urspriinglirhe  ins  Aupe  Tassen  und  derea 
Axeo  durch  OY,  Ul",  U¥"  oder  durch  OA,  ÜX',  Ü.V  beieichnco  will,  und  ciao  Giei- 
ehaag  voa  dieaer  Form  kaaa  daa  Paraboloid  aa  jedem  aeiaer  Paaete  O  oaaoh- 

men.  Ist  hingegen  das  Paraboloid  ein  hypcrliolischcs  iinil  dein  peiniiss  die  Schniltenrve  eine 
Bjpecbel,  so  können  ia  Gcuuissheit  der  im  Paragraph  16.  dieses  Abschnitts  geschehenen 
EMMoraagea  keiae  swet  aeaea  Axm  CT  aad  OY  aufgefundea  werdea,  aa  wdcbea  die  iiy- 
perbel  durch  eine  solche  Dbuaetralgleichung  dargesteUl  wird,  deren  bei  und  y*^  stehende 
Cocffixienteo  einerlei  absolute  GrOsse  haben,  ausser  wenn  schon  o,-|-((^  =  0  ist,  und  dann  tritt 
dieser  Umstand  bei  allen  Axen  jD  Y  und  D  Y  ein,  welche  nnr  Oberhaupt  eine  Diametralgleicfaung 
fikr  die  Schailtcarw  n  lieCera  im  Stande  sind.  Hieraus  folgt,  dass  das  hyperbolische  Pa- 
raboloid aar  an  gewiesen  seiner  Pancte  0  durch  eine  Gleichaag  voa  der  Form 

f^j'*-i-rt'^0  oder  *^+yj^'s=0 

dargestellt  werden  kann.  Um  die  besondem  Puncte  0  des  Paraboloids,  an  denen  es  durrh 
eine  Gleichung  von  dieser  Form  dargestellt  werden  kann,  näher  kennen  zu  lernen,  darf  man 
aar  erwigen,  an  welchen  Pnadea  0  die  in  Ende  von  V)  erhaltene  GleiHioiig  die  B^eaachafl 

erhält,  dass  «,  +  «',  =:  0  oder  der  dort  ein>r<'rülirli'n  Bezeichnung  zur  Folge  «A'  +  «'.\['=0 
wird.  Da  nun  die  Bildung  der  zu  Ende  von  bj  aufgestellten  Gleichung  verlangt,  dass  A'=:0 
and  A,=ü  genommen  werde,  wobei  sich  die  Projedlonazahlen  auf  die  besoodeni  Richlangea 
OY'  und  OY',  welche  spiiler  durch  OX  und  OX'  bezeiilinet  worden  sind,  an  den  A\en  AX* 
und  A  \  beziehen  und  durch  diese  Werlhc  von  A,  und  A'  die  erste  der  drei  in  a)  stehenden 
Bedingungen  schon  von  selber  in  Krrüllung  geht,  die  beiden  andern  aber  sieh  auf  a^A-^-y'A'  izdi) 
and  a;  +  /'  A" z=0  zurückziehen,  so  wird,  wenn  man  die  hieraus  für  A  und  A|  sich  er- 
gebenden Weilhe  ia  die  zu  bewirkende  aA*-^u' Ai'=0  einsetzt,  die  andere  hervorgehea: 
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Bs  sind  «her  die  Hidiluiigjigleicbujigea  der  besoodem  neuen  Axm  0  Y  und  0  Y',  welche  später 
Ml  OX  mtä  OX  huMMiel  «win  iM.  ««0  M  Imb  A'=0  wti  A,s=0  >»*  Am- 
tagte  der  im  «utm  AledttiHe  eil^eitM  fitaUw« 

IsA'+A'^+SAA'eosW  ni  13SA7+ Ar+aAIATeocW, 

wenn  W  und      die  Axenwinkel  X  A  X "  nnd  X'  A  X"  beieiduHi^  nd  dtaM  ffrittwgn 
dank  die  so  eben  IHr  A  und  a;  erheHwM  Weslke  «iiwr  ta: 

*=^^i|r-+A--a5j^eo«W    nd    1  ss^r^+Ar^2^^eogir; 


j£=^"  +  «  r  -  2  /•  i  cos»'   und  ^'=^4-«'{^_2r"rcosW" 

Md  fa  Felge  «eeer  fbr  |S  und  ^  gehad^ewi  Wcrthe  idnel  die  n 

j£h-^=0  die  folgeade  Geetah  m: 


oder,  weU  IcosW+^cos  W"+r=  v"  iü,  wm  4"  die  mkraehle  GoeidiMle  dee 
Ptodee  0  m  der  Axe  AX"  bedeutet: 


r  auch  der  gesachte  Punct  0  Mck  inmer  ein  Puaot  de*  FmMeide  ill,  tid 

«r+«'r+Sr"r=:0  iMl»  e»  sehliesslich: 


md  Heu  xdft,  das«  alle  Pancte  0  dei  dvreli  die  Gleieliani^  ax'  +  et'x^+2/'x*=0 

gehobenen  hyperbolischen  Paraboloids,  an  denen  diese  Fliehe  Gleichungen  von 
der  Form  x'  —  x'*-{-yx"=0  zu  liefern  im  Stande  ist,  in  einer  auf  der  Axe  AX" 
senkrechten  Kbcne  liegen,  deren  scnkrechle  bnlfcrnung  von  der  Coordinatea- 

spitee  Ir"  (^  +  ^)  beträgt. 

f)  Wir  können  noch  eine  andere  nicht  unwirhti^n;  EigcnschaH  des  Paraboloids  aus  deai 
MriMfigen  entnehmen.  Da  wir  nimlich  im  Paragraph  16.  dieses  Abschnitts  gefanden  haben, 
dMt  M  jeder  HMelpHnelMarre  der  iweitaB  Ordnung  nur  swet  auf  einander  senkrechte,  durch 
flUfen  Millolpuncl  gehende  und  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  existiren,  welche  die  Kigenschaft 
fceeitien,  dass  die  Milteipttoctscurve  an  zwei  Axen,  die  in  diesen  Geraden  liegen,  durch  eine 
DiMNlrdghidnag  deiyaenüt  wird,  and  dieei  abo  aadi  vea  der  SdudMeenre  gUt,  dcrea  Giei- 

Bade  von  i)  pegulteii  wonlcti  isl,  so  werden  krafi  lies  in  d")  Gesagten  zwei  dnrcli 
0  den  eben  genannten  parallele  Gerade  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  zwei  in  ihnen 
Axia  OY  aad  OY'  in  VeMuhn«  all  der  ichea  keefinlett  drillea  OY"  eia  Cooiw 
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dinaleiisyslem  bilden,  an  welchem  das  l'araboloid  durch  einu  DianielnilgieiGhuiig  dargafidll-  wU. 
Et  bttw  iM  irnMA  4m*  j«l«i  .NMl  0  4w  Fmbaloidi  «M  Asm  OY^  OlT  im«  OY* 

legen,  von  doiu-ri  die  OY"  der  A  X"  oder  OX"  parallel  laufi.  und  die  OY  und  OY'  auf  eU\- 
andcr  senkrecht  stehen,  jedoch  immer  iu  denseUteii  zwei  Geraden  iiegui  bleiiicn  milssen.  Hier- 
an Mg^t  durch  Jeden  Punel  0  eines  Partboloidt  nur  drei  bestiminte  Gerade 
gelegt  werden  Kiinni  n,  von  denen  eine  stets  dieselbe  Richtung  beibehält  und 
die  zwei  andern  auf  einander  »«nkreciit  stehen»  welche  die  Bigenschart  besitzen, 
daii  da«  Paraboloid  an  elaeai  Coordinatensrstaaie,  dessen  Axen  OY,  OY',  OlT 
in  diesen  drei  Geraden  liegen,  durch  eine  Dianelralirleiehuii<:  dnrjresteili  wird. 

g3  Verbindet  man  die  zuletzt  aurgerundenc  Eigenscbart  des  Paruboloids  mit  der  in  Kr.  221. 
Lit  A}  erkannten  EigeathiimUchkeil,  wornach  nur  ein  Pnnct  O  im  Faraboluid,  dieser  aber  stets 
exislirt,  der  zur  SpÜie  eiaes  aas  den  Axan  OT,  OY',  OY"  gcbiUlcten  an  OY"  senkrechten 
f oordinalensystems  irenoinnien  werden  kunn,  nn  welrlieni  das  Piinilioluid  durch  eine  DiRmcIral- 
gleichung  dargestellt  wird,  so  sieht  man  ein,  duss  nur  an  diesem  einen  Puncte  drei  völlig  be- 
ilfannrte  Gerade  aagegebea  werden  ItHnaea,  voa  denen  je  iwef  einen  rechten  Wtokel  mil  dnan- 
der  bilden,  und  welehe  die  Ei|;Tfnschaft  besitzen,  dass  das  Parnboloi<I  an  dem  Coordinatensystcni, 
dessen  Axen  in  ihnen  liegen,  durch  eine  Dianielralgleichung  dargestellt  wird.  Es  müssen  so- 
nach die  drei  Axen  eines  reehlwinkligen  Coordinatensystenis,  an  welchen  ein 
Paraboloid  durch  eine  Diiunetraltrleirlnirii;  <liir;,'r'.tellt  werden  soll,  durch  einen 
einiigen  v<illig  bestiwuiten  Puact  dieser  Flüche  gehen  und  stets  in  denselben 
drei  Geraden  liegen. 

224}  An  das  von  .\r.  2i:i.  Iiis  Nr.  230.  fiber  HiUdpumisniiehen  zweüer  Ordnunfr  Gesagte 
reihen  wir  nun  noch  die  folirenden  in  vielen  FKDen  einer  Anwendung  Abigea  Betrachlunfren 
an.  In  den  durch  die  Buclislaben  a.  und  b.  unterschiedenen  Gleichungen  C70.}  bä  (73.}  spricht 
sich  die  Ge^renseitigheit  der  Lage  aus,  welche  zwischen  den  Axen  zweier  CoordinatensystenM 
ciniiehidtcii  si'in  nniss,  wenn  sich  dieselbe  Miltelininelsfliirhe  zweiter  Ordnung  nn  beiden  Systemen 
durch  eine  Üiamelralgleicbung  darstellen  lassen  soll.  Denkt  niun  sich  die  Miltelpunclsflaclie  durch 
efaie  der  Gleicbangen,  deren  CoeiBiieBicia       «i,  «C  odar  («r»),  (cHl),  (t^  sühI,  aad  dareb 

das  Coordinatensystem,  womuf  sich  diese  Gleichung  bezieht,  gejrehen.  und  wü!  mnn,  dnss  beide 
Gleichungen  einerlei  constantes  Glied  erhalten,  so  kann  mau,  woraul  /u  Ende  der  Hr.  213.  aur- 
anericstm  geniMht  worden  ist,  die  Cocfllzienten  der  neuen  Gleldiung  angeben,  an  wie  man  mR 
deren  VeHüiltniss  zu  einander  lieknnnl  ist.  Ol)  nber  die  so  gerundene  neue  Gleiehunor  die  ge- 
gebene Mittelpuuctsflüche  au(  h  wirklich  darzustellen  im  Stande  sei,  das  faüngt  noch  davon  afa^ 
ab  sich  das  CoardinMansystem,  an  welchem  die  gegebene  Millelpunetsinirbp  durch  die  geruodeae 
neue  Gleichung  dnrgealell  wird,  als  ein  in  Wahrbeil  vorhandenes  (l.irsleücn  i;is<t,  d.  h.  ob  die 
Projeclions/nblen  der  neuen  Axen  in  reeller  Weise  siefi  iinlliiiden  lassen.  Alan  sieht  hieraus, 
dass  es  Fülle  giebl,  in  welrhen  man  aus  den  durch  die  Uuelislnben  u.  und  b.  unterschiodenea 
Cleicbaagen  (70.}  bis  (73.}  die  in  Ihnen  voilcoinnieadea  ProjedionsttUeB  za  finden  geaOHngl 

wird,  was  schon  dn  >Mid  ircschchcn  müssen,  wo  dits  »llgenieinc  Verhallen  zwischen  den  Cocf- 
fizienten  zweier  Diametralgleichungcn  zu  ermitteln  aurgegeben  würde,  das  die  beiderlei  Coef- 
fisienten  unter  einander  eMiallen  mOssen,  wenn  beido  eine  and  dieseBw  Mülelpunolsliciw  an 

verschic'li  r'.cn  iiti  Riinmc  existirendeii  Cdcirdiiiiilcnsysleincn  {l;irsl<'llen  sollen.  Die  aUgcaMiaa 
Auriusung  der  hier  zur  Sprache  gebrachten  Gleichungen,  wenn  man  die  in  ihnen  \  orkoanBendsM 
Projecliooszahlea  als  ftre  anbekannten  Grossen  ansiefal,  sniss,  wn  die  ihr  calgegenstdie«dea 
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Hindernisse  zu  venneiden,  eigentbüinliche  Wendai^a  nebmen,  die  nicht  ohne  Interesse  sind; 
daher  nehme  ich  keinen  Anstand,  dieselbe  ihren  HaupMgen  nach  hier  vor  Augen  zu  legen.  Wir 
haben  in  Jir.  214.  gesehen,  wie  sich  die  Gleichungen  (70.  a.  und  b.)  in  die  Formen  (76.  a.  und  c.), 
(iic  (71  rt  und  fi  ")  in  die  Formen  (77.  a.  und  c),  die  (72.  a.  und  b.}  in  die  Formen  a  nn<l  r  ), 
endlich  die  (Jd.  a.  und  b.^  in  die  Formen  (79.  a.  und  c.}  Uberrühren  lassen;  wir  können  daher 
die  Uer  mgeregto  Anflflwnf  klo*  i«  Besiig  toT  die  «nten  dieser  GIdclwtgen  unleraelnDeii,  de  all» 
Uhrignn  durch  die  in  Nr  SIS.  aageieiflen  Mitlel  mT  die  gldehen  Fem»  nrtdtgenihrt  wer- 
den itünnen. 

ZnvUrdent  bemeriwn  wir,  data  die  Gleiekangeii 

t'+tf'+^-l,  «•+ar+ar*=l,  *!+i?+arasl) 


die  Fom  der  GkidnngeB  (70.  b.)  und  (76.  e.)  duinreh 


«1   4«  A**      *?»—  *"*  A"* 

(«.)  («.)  (h.) 

setzt,  und  dass  die  Gleichungen 

f i,+«'i;+**ir=o ,  z7.,-fi'i;+z"z,''=o ,  z,x,-f-f;a;+ir«r=o) 

■ad        ^  I   

durdi  die  SobsUtotionen  (97.  b.)  in  die  (70.  a.)  und  (7ß.  a.)  übergehen,  wenn  man  in  jeder 
dieaer  Gleichungen  allen  Wurzelzeichen  immer  nur  einerlei  Yurzeichen  giebt.  Hieraus  gehl  her* 
vor,  dass  dun  Ii  lüi'  Bi  sliinitiiinff  der  Grössen,  den  n  Grundzeichen  z  ist,  mittelst  der  Gleichungen 
(97.  a.  und  c.)  zugleich  auch  die  Bestimmung  der  iu  den  Gleichungen  der  Hr.  214.  zur  (Jnter- 
•ndnag  gdtoanenen  ProjeelionisaUen  gcffebcn  iat,  wdelw  dto  Axen  der  naoea  Coordineten- 
Systeme  an  den  Aten  des  ursprunglichen  Systems  liefern,  wobei  man  jedoch  nicht  tibersehen 
darf,  dass,  da  die  zwölf  Gleichungen  (97.  a.  und  cJ)  aus  sechsen  von  ihnen  bervor;gegangen 
^nd,  drei  von  den  nenn  GrSaaen,  die  s  inm  Grandaeidien  haben,  nabeallmml  Meiben  mllaaen, 

zu  deren  weiterer  Erfnrsrliiinir  die  neuen  Axen,  auf  das  ursprüngliche  CoorditiiiteMsyslem  be- 
zogen, zwar  noch  drei  Aicbluogsgleichungen  liefern,  die  aber  oiiUeist  einer  der  Rektionen 
(80.  a.,  b.,  c.,  d.}  blos  auf  swet  sich  BorOdiaielwn,  wie  auf  den  Naeinveiaange«  dar  Nr.  HS. 
erheliet,  so  dass  im  Ganzen  doch  imaMr  eine  Gleichun^r  weniger  als  unbekannt«  GrBaaan  vor- 
liegen ,  und  wir  es  daher  jedenfullü  mit  einer  unbe.stinunten  Aufgrabe  zu  thun  haben. 

Um  von  hier  ab  den  Recbnungsausdrllcken  eine  grössere  Einfachheit  zu  vcrschaifen  und 
zugleich,  nm  alle  VoraleIhMgen  arit  mehr  AnaduadieUieit  zu  umgeben,  werden  wtr  vonnsselsen, 
dass  die  ursprünglich  gegebene  Diaaetra^eidning  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatcnsystcm  siek 
»,  wozu  wir  befugt  sind,  da  wir  im  "Obigen  schon  die  Rcalitüt  eines  solchen  Systems 
aUen  Umständen  erwiesen,  und  die  Mitlei,  dasselbe  aufzufinden,  angegeben  haben.  Unter 
Voraussetzung  gehen  die  beiden  Fonnen  (64.  a.}  der  gcyeimian  Gleichung  in  einander 
über,  lind  die  senkrechten  Projeclion.szBhlen  der  neuen  Axen  an  den  ursprünglichen  Axen  un- 
terscheiden sich  nicht  uiehr  von  deren  schiefen  Projcclionszahlen.  Da,  wo  daji  ursprüngliche 
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Coordinaleiwyslein  ean  recblwinkUge«  icl,  hat  man  cosW=cos  W'=co8  W"=:0;  darum  'ver- 
«■iddl  sidi  «I  Im  <fo  im  enin  Ahsdnnll«  MfgesMIto  Otgmtlmt  RteUMgqMohang  (51.) 
ia: 

l  =  a'  +  a"  +  «'", 

uik)  iticsc  !rM)i  htfzOglidi  der  drai  bcfondeni  RidilungeB  AT,  AT,  AT*,  wddie  die  nmtm 

Grundaxcii  ausmachen: 

C««,«.)  IsA^+A^+A- ,  l=3Af+A?+Ar*,  1=A;+A?+Ar; 

es  golu-n  aber  die  obero  dieier  deichungen  wüktat  der  BeieidnHogcii  (97..  b.)  Uber 

Ans  den  Gleichunfrcn  (97. «.  md  e.)  imid  Ir  Veriiinduiig  mit  denen  (97.  c.)  hat  DMn  die  Wedhe^ 
deren  Griitul/.i  i>  In  n  z  isl,  henaholca,  wodurdi  die  BesdiiireBheit  des  bbimr  CoordinilaMyileiii 
an  die  Hand  gegeben  wird. 

225)  Zieht  man  von  der  ersten  Gleichung  (97.      nich  eimider  die  nit  «1,  «•  dividiito 
erste  obere  Gleidumig  (97.  tu)  ab,  ao  erfaüU  man : 


Eben  to  eriridt  tum  durch  aeecessive  Subtradion  dar  nR  ai,  od  difidüton  iwdtaa  ebeni 
GicidMuif  (97.  a)  von  der  sweilcn  (97.  e.): 

Enillii  Ii  ciIuiIi  man  noch  durch  .succeüsive  Siiliinu  lion  der  mit  tt«  ond  dividirteo  dritten  obem 
Gleichung  (U7.  a.}  von  der  dritten  Gleichung  (97.  e.}: 

\«,    a»/     '  \«,     «./        (ce.)     er«  \«,    «♦/       \«,     «✓         («•)  «• 

Die  füfiiliungcii  a.")  zciui'".  "ii'  J^üh  z'  und  z"  diirrli  z,  itir  (0*^,  b),  wie  sieb  K|  nd 
tl'  durch  z|,  die  (9ti.  c.},  wie  sidi  und  z',  durch  x^'  bestimmen  Ussen,  so  äuss  milbbi  die 
AaGmcbong  von  allen  diesen  Grossen  nur  nodi  von  der  weitem  Bmiülelnnfr  der  drd  s ,  st  >  iT 
abUingt.  Setzt  man  in  die  erste  unlere  Gieichnng  (97.  a.)  Tür  z'  und  z'  ihre  aus  den  Glei- 
chungen (9K.  b.  und  c.)  entnommenen  Ausdfücice'  in  z,'*  und  ,  oder  in  die  swetle  untere 
Gleichung:  (97.  a.)  für  z'*  und  z^*  ihre  ans  den  Gleichungen  (98.  a.  und  cl)  entnommeiMn  Ans- 
drilclie  in  z'  und  z^'' ,  oder  endlich  in  die  drUto  «niere  Gleichung;  (97.  u.}  fdr  z"*  und  i',"*  ihre 
BUS  der)  Clcii  hun^Tt  n  (9s.  a.  undb.}  anlnesMBHien  AasihlIciM  in  und  zi',  so  stflsst  sMa  anf 
folgende  drei  Gleichungen: 
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(ö:  ~«?)     ((«7)  ((ÖT)"«,)  (e<;~ 

wonu  sich  whliesMn  Usst,  dus  di«  aof  dm  drei  Iclilai  Zeilea  TOrkomaenden  Aradrlkke,  to 

welchen  weder  z'  noch  zj'  noch  z',^  vorkdinmcn,  cirinndiT  irli'irh  sind;  und  in  der  Thiit  ver- 
nlchlen  s'n-h  die  DüTerenzcn  von  Je  zweien  derselben  kraft  di  r  in  (SO.  »J)  aufgefuadeneo  Re- 
liliori,  odi  r,  wit  diinft  lorBiiu  luntustäufl,  die  ffletehtetzung  je  sipelir  dendbm  Muri  wieder 
zu  jener  Relation.  Mitleist  eben  dieser  R^riioB  stehe«  lieii  aber  andi  die  drei  vorrtehenden 
Gleichiaifea  ia  die  folgeade  dae  «uöclc: 

welche  in  liezug  auf  z' ,  z,'' ,  z^''  eben  so  wie  schuii  alle  die  in  (JiH.  a.  bis  c.^  eriiallcnen  in 
Besaff  aaf  s*,  aT*,  s"*;  s*,  i}*,  iT*;  4»  a?i  St*  vam etitai  Gnde  iii|  m  dnw  nnui  alao  tia> 
ben  von  <l<-n  neun  Quadratri).  dinrn  Gnunfatekikea  s  fat,  dwcii  dte  swei  tfnigaB  ia  Imier  latio- 

nalea  Ausdrucken  darstellen  kann. 

226)  Wir  wollen  hier,  bevor  wir  weiter  gehen,  ein  wenig  stille  stehen,  um  den  Iwreita 
xurUckgelcglen  Weg  noch  einmal  mit  prOfendem  Auge  zu  Uberblicken,  und  die  Stelle,  an  wel- 
cber  wir  uns  jetzt  beGnden,  genauer  zu  ergründen.  Es  ist  schon  in  Nr.  224.  darauf  hingewia» 
MB  worden.  dasK  die  Gleichunccn  (97.  ii.)  lunl  (117.  i .)  in  Verhiiiduiitr  nn'l  den  drei  Rifhlungs- 
gleidnngcn  (^97.  e.)  zur  ücsliniraung  von  nicht  mehr  als  acht  der  unbekannten  Grossen  dienen 
kdaaen,  vad  dank  die  Gleiehangea  (98.  e.  bis  d.^  aiad  achoa  riebea  roa  ihaea  beatiaHut  war- 
dea,  desshalb  ksinn  man  wesentlich  nur  nocli  eine  einzige  Bestiiintiunpsjylcichune  zwischen  ihnen 
zu  erhalten  holTcn.  Jim  haben  wir  aber  die  säminllichen  Gleichungen  a.  bis  d.}  bloa  aus 
denen  (97.  a.)  in  Verbindnag  mit  dea  drei  RieMuagigleidittngea  (97.  e.)  hergeleitet,  wobei 
die  sechs  nicicliiiniren  (07.  c.)  niuli  unbenutzt  liegen  geblieben  sind.    Hiernn.s  iniissea 

wir  8chlie»sen,  dass  in  diesen  letzt  erwähnten  sechs  Gleicbungen  nur  noch  eine  einzige  Bestioi- 
amng  in  Bezog  aaf  die  aeen  Unhefcanniea  Gegea  liSnae,  und  da  ursprünglich  nur  die  drei  obera 
in  (97.  a.)  und  (97.  c.)  vorhandenen  Gleichungen  gegeben  waren,  aus  weMn-n  die  drei  untern 
erst  spitler  hcrvoigegangen  sind,  so  kann  man  weiter  schliessen,  dass  mit  den  sechs  Gleichun- 
gen (97.  R.)  zugleich  auch  die  sechs  Gleichungen  (97.  c)  bis  auf  eine  gegeben  sind,  dass  je- 
dodl  eine  von  diesen  lelslea  immer  noch  in  die  vollslündige  Auflösung  der  ursprünglich  gege- 
benen sechs  Cieichiinfren,  nrtiidirh  der  ersten  drei  in  (97.  a.)  uad  der  enian  drei  ia  (97.  e.) 
stehenden,  hinzugezogen  werden  mttsse. 
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Dms  in  der  Thal  die  sechs  Gleichungen  {97.  c.)  in  Folge  der  sechs  Gleichungen  (97.  a.) 
aaf  eiiM  dasig»  lidi  larldisiefcm,  davon  kma  aiaa  tieli  aaf      Mgmto  Art  aadi  Und» 

übnrzcugcn.  Bringt  man  in  ji'dpr  der  olx-rn  und  untern  Gleichungen  (97.  c.)  ihrer  Aufcirinn- 
derfolge  nach  respeclive  das  dritte,  zweite  und  erste  Glied  von  ihrer  linken  auf  deren  rechte 
Stile  und  «paMrt  ana  Uemf  alle  dieae  GleichnB(ea,  ao  whill  awa: 

*'»r+*'a?+axa,*'<=a^<^ ,  i5i:+«^C+3sx.irsrsa^ii7, 

ir«r+ar«r+«i.'«;ir«r=<ii 

i—»m,y   { 

z?  z'r + 17  z?  +  2  z;  z;  z':  z; — z"  z'" , 

und  diese  geben,  wenn  man  die  unteni  von  deti  obeni  ihrer  Ordnung  nach  sublrahirt: 
KuB  ist  aber 

z"'z;'*— zu;'— (t— z'  -  z")(i  -3:'  — 7.;n-fi— t'-zOC*  -z"— > 

wenn  für  z"*,  xj'*  ihre  Werihe  aus  den  obcm  Gleichungen  (97.  a.^  und  fUr  zi ,  z,  ihre  Werthe 
ana  den  anleni  Glelciningen  (97.  a.)  genoamen  werden,  «nd  eben  a»  indet  man: 

a-a?— aJ«r*=C*— «'  — «•^)C*— -aTD— O-»'  —  i3)C*— «"•-«D 
and  • 

aj  a!  -  a?a"«=(l  -  z."  _  zr')  (1  -  z?  -  z;")  -  (1  -  z."  -  z,")  (1  -  z!"  -  z;") , 
wAicad  diese  drei  teislen  Gleichungen  doreh  eine  Iddrte  Unfomnng  sidi  flberfHltfen  k»- 

■  X-    _  zi  z;« = (z'  -  zD  (z?  -  z")  ,  z"  z;'  -  z?  zi"  =r  (z'  _  z;"}  (zj  -  z'-j  , 
z;  z;  -  z"  z"* = (zp  -  zT«)  (z?  -  z;") . 

Hienna  folgt,  daaa  die  Glekfcungen  (99.  b.)  millebt  derer  (97.  a.)  idenÜMli  werden,  d.  h.  diaa 
die  auf  erster  und  zweiler  Zeile  alehenden  Gleichungen  (99.  a.}  oder  (97.  c.}  mitlelsl  derer 
(97.  a.}  in  einander  itberfllhrbar  sind.  Es  Ittssl  sich  aber  auch  nocb  zeigen,  dass  aus  jeder  der 
drei  auf  einer  Zeile  stellenden  Gleichungen  (97.  c}  die  zwei  andern  inilteUl  der  Gleidiungen 
(97.  B.}  sich  herieiten  lassen,  wie  wir  bei  den  auf  erster  Zeile  stehenden  darihnn  wollen.  Bringt 
man  in  den  drei  ersten  Gteicluintren  (97.  (?)  die  ditlten  Glieder  ihrer  linken  Seite  auf  dem 
rechte  Seile  und  quadrirl  sie  hierauf,  so  kommt; 

z'z;-f  z"z;'-z'"zr=— 2zz.z'z; ,  z'z:4-z"z;'— z"'zr'=— 2zz,z'z; , 

z?  A  4-  z;*  z','  —  zl"  z;*  =  —  2  z,  z,  zi 

und  quadrirt  man  diese  aufs  Neue,  so  kntimit : 

(z^zJ  +  z^zT— z"'z;")'  =  4z'z:z  'z;'  ,   (7.'7.;  +  z"z:'-z'"i?^sr4z'z{z"z;' , 
CM»  ^,  ^  _  _  ^  ^,  ^,  . 

zieht  man  aber  von  der  ersten  dieser  drei  letzten  Gleichungen  die  zwei  andern  ab,  so 
man,  din  Differena  der  Quadrate  in  ein  Produd 
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[»•  c»? + »J) + »"  C»r+  tf)  - » (»r-f  tfO]  £»*  C«i  -  «0 + «'*  («:  -   - « "  (c- 

Den  twei  In  eckige  KlMineni  eiiife>eMonflneB  Paeliiraii  in  der  enten  dieser  < 

nun  nber  dadurch,  dass  man  Tür  z"',  zI",  z^  deren  mu  den  oben  deidmngen  (97.  n.)  ent- 

Werthe  sclzt ,  die  Tolgendc  Form  geben : 

«'  C«?  +  il3  + (2;'  +  2?)  -  (1  -  z'  ~  z")  (2  -  z?  -  z:'  -  zl  -  l!) 

(z?  -  zo + c^:'  -   -  c*    -  o  c«5+ -  -  «rj . 

oder»  wenn  man  die  Klammem  wegschafft: 

2,'  +  2;'4-z,'  +  z'.'-2  — z'z,"  — z'z;'  — z"zf-z"zi  +  2«»  +  2i'* 

8? + a," — ^ —»;•+»'«?+»'•  «J  -  »V iJ 

benchtel  man  aber,  dass  die  Summe  der  zwei  erstea  mlern  Cleichun|;cn  (97.  a.}  tj+xi-j-z'.^-^- 
B7-f-**+<'*=2  liefert,  dass  man  «Iso  im  einen  Factor  für  z'-f  z;*-f  zj-j-x?— 2  und  im 

indani,  demdbeii  GMdiingen  ffeBlM»  i^+s?  tir  l—i^ond  ttr  i  — ^  eeliai  kiaa» 
•0  llkenm^  amn  eich,  iu»  jene  lieldea  Fadoreo  euch  so  geschrieben  werden  lilfnnen: 

«•O-z:'-z^0+'^'*a "nd  (z;'+zr)c«J-«0  +  W+zOC^:'-«?3. 

ud  am  gehl  der  enie  mittelst  der  zwei  ersten  nnlem  Gleidungen  (97.  a.^  über  in; 

2  z'  z  ' , 

der  zweite  dagegen  verwandeil  sich  miltelsl  \\  lirschalTiing  der  IQammem  in: 

2(z,'z;'-zU7), 

was  zur  Folge  hat,  dass  die  erste  Gleichung  (ßd.  d.j  uiitteUl  der  Gleichungen  (97.  a.3  iden- 
tisdi  wird.  Auf  ganz  analoge  Weise  Usst  sich  aneh  die  zwette  Gleiching  (99.  d.)  nilleist 
dorsHhm  Rclntionen  (f)7.  8.3  idi'ntisch  min  lien  Fs  ist  somit  erwiesen,  dass  neben  den  sechs 
Gleichungen  (97.  a.}  nur  noch  eine  einzige  von  den  sechs  Gleichungen  (97.  c.])  fUr  die  Auf- 
tteniig  aller  wesentlich  iBIhig  isL 

227")  Xarhdcm  wir  in  der  viiriprn  Nummer  uns  Gewissliril  <I:iriiber  verschafft  haben,  dass 
zur  Bestimmung  der  drei  Grt>ssen  z' ,  zj' ,  z^''  neben  der  Gliiciiung  (98.  d.}  nur  noch  eine 
zweito  aus  «hmt  der  Gleichungen  (97.  c}  erhaüea  werden  kann,  geben  wir  jetzt  an  die  Aa^ 
suchnag  dieser  zweiten  Gleichung.  Zn  dieaen  Behufe  n^nea  wir  die  eisle  Gidchaof  (99.  e.y, 


(z*z;+»'*zr — «^zro'=4z*^z^z? , 

weldie  dne  Mose  Unfoianug  der  ersten  ohem  Gleichang  (07.  e.)  ist,  und  setzen  ia  sie  flr 

z"*  und  z'''  ilirn  aus  den  zwei  mten  nliorti  Gloirhungen  (V7.  B.)  SnlAMBBMMn  Wertbo 
wodurch  sie  nach  WegscItufTun^  der  KliiiiiiiKTn  wird: 

(-  1    X'  +  X » +  z?  +  zi "  —  z'  a;  •  -  z "  zj)' = 4  z'  z.'  tT  z," . 
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Da  hIht  t'riiiHSS  der  frsliii  und  zweiten  unlcrti  üleichuntj  (07.  a.") 

2^4-2^=1— z-    und    z"  +  z;'  — l  =  -z7  ,   aUo      +  z'^  +  z.' +  z;*  —  1  =  1  — zj  —  zl* 
oder  der  drillen  untern  Gleichang  (97.  ■.}  zur  Folge 

m,  M  UM  si»  sich  mdi  m  ichnOwn: 

ud  geht,  wen  nm  wMdidi  int  Omdnl  eriiebl,  Uber  ia; 

weicker  warn  tmA  die  andere  Fonn 

iT + 2 1?»  C«' -    *0 + C*'  *  -        = 4  »« iT  C 

oder 

geben  kann  Ditckt  nw  x**  nd  s?  dudi  ifi*  wd  <!*  miltelft  der  leMen  Gleichiufcn  ^  a.  «nd  b.) 
aiu,  so  wird 

B  a?— »  IT-  -        ,     -  -y-  j  r  -— 1  — 1      ,  -  . 

ud  aeiit  bui  dieeen  Werlli  von  s's,  in  die  Gleicirang  (100.      ein,  m  erliilt  nan: 

J  1       J  1   IwJ  U 

wekiws  die  Teriangfe  COeiebiing  in  s',  i«",  iT*  ist. 

Da  naa'sor  Beitimnranf  der  drei  CMssen  >«*  blo«  die  swei  Gleidnnigen  (W.  d.) 

und  (100.  I).")  (liil.  t^o  kiinii  niiin  ciin'  \on  ihnen  oder  eine  Verbinduni?  zwi.schen  mehrem  in- 
nerbvlb  gewisser  i»chranken  der  Wühl  frei  gebciL  VVuUle  man  z.  B.,  dass  die  Summe  aller  drei 
einen  veigeadmebeaen  Werth  S»  anaehne,  wodurch  noch  die  dritte  Gldehang 

SU  den  vorigen  beiden  hinni  kMaie,  und  eüminirte  man  zwei  von  diesen  Grössen  aus  den  jetzt 

vorhnnilenen  drei  CleicItiMiiren.  so  winde  niiin  nnf  eine  F.litnituiliotisijleirbiriig^  in  oder  zi^  tuler 
z^''  vom  dritten  Grade  liiiigerulirl,  die  man  lusen  mus.stc,  um  dann  auch  niilteLsl  der  Gleichun- 
gen (96i  a.  bis  e.)  die  Unigen  durch  da«  gleiche  Gnindzeiehen  vorgestellten  GrAssen  zu  er^ 
hallen;  wollte  nmn  über  der  einen  von  ihnen  eitü  ti  M>ri;esehriebeni'n  Werth  lieile^^en,  so 
genügen  zur  Bestimmung  der  beiden  «ndem  schon  die  zwei  Gleichungen  (S)b.  i.)  und  (100.  b.^  ' 
nnd  nran  findet  jetzt  die  zwei  zu  ^  gehürigen  andern  GrSsaca  darch  AuflQsnng  einer  quadra- 
tischen Gleichun|T.  Hai  man  auf  die  eine  oder  andere  Art  alle  GrSlBen  beslfmuit,  deren  Grund- 
zeichen z  ist,  so  licrern  dann  die  Gleichungen  (97.  b.)  ans  ihnen  die  GrAssen  A*,  A**,  A"'; 
A*,  A|' ,  AI";  A^,  A^',  A^'*,  welche  aänuilikh  reelle  und  positive  Zaiilen  werden  müssen. 
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Kraiame  Fliehen  zweiter  Ordnung. 


•SS 


wenn  das  gesuchte  CoordiiMlensystem  in  Wahrheit  exiitiren  soll.  Die  Uenm  erforderlichen 
Bedingungen  geben  4ie  IlflMk»Mii  muhAm  4ea CoeflfatieiMen  ct.,  «'.,  «i*  und  («.),  [u',),  («;') 
an  die  Hand,  welche  itellBnden  nUuen,  wenn  die  MKlelpuncIsfläcIie  zweiter  Ordnung  durch  eine 
Vorgeschriebono  Gleichnngr  an  einem  wirklichen  Coordinatcnsystcmo  darstellbar  sein  soll  Die 
weitere  Aiu>rührung  dieses  Gegenstandes,  welche  uns  tu  weit  Tuhren  wrürde,  hissen  wir  jedoch 
kd  Seite  liegen. 

22M)  Atisscr  den  bisher  von  nns  be(riirhlet<*n  Dianielralsrlrichnnpfen,  wodurch  sich  jede 
Flücite  der  zsvciten  Ordnung  in  solcher  Art  darstellen  lüsst,  dass  deren  Eigenschaften  dem  Be- 
schauendea  nMher  rSckea,  giebt  es  noch  andere  GleidHrafsformen,  die  damlbe  Maten,  die  Je- 
doch nur  lici  gewissen  Arten  jener  Flüchen  enlslelien  können,  bei  dem  Hyperboloid  einer  jeden 
Art  ntinilicb  und  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid,  also  nur  bei  solchen  Flächen  zweiter  Ord- 
wmg,  bei  welchMi  Dlirchiehiiille  HypefMn  ttefeni  kOmB.  Wir  «erden  Mmt  nenn  GWchnngi- 
formen  zuvörderst  fUr  jede  Art  des  HypeiMoidt  ai&lellen  mi  Mdm  noch  lllr  dtt  hjporlNH 
loidiscbe  Paraboloid. 

Wir  lieben  oben  gesehen,  den  akb  die  mit  eine«  Miiiclpunct  vcnebene  Fliehe  der  nrei- 
len  Ordnmig  dnrch  eine  deichua^  von  jeder  der  Fonnen 

«.«•+«;x-+«rji^=Oi,)  nnd  l,n«+lin'«+arn'-=(i^)  CSM. «.) 

in  schiefen  oder  senkrechten  ('«ordinalen  an  unzühlig  vielen  dann  geeigneten  CoonünalMHiyate-  ^ 

mea  darstellen  lassl.    Füssen  wir  die  (ileichungen 

ti.x-  +  u:  x"  +  u'.'  x  "  —  0   und    S,  u'  +  tS",  u"  +  5"  u'"  =  0  (IM.  b.} 

ins  Auge,  so  zeigt  sich  auf  den  ersten  Blick,  dass  diese  nur  auf  eine  einzige  Art  befriedigt 
werden  kSnnen,  wenn  «. ,     ,  «(7  oder  9»,  ^ ,  9!,'  entweder  tanter  {wsitive  oder  lauter  nega- 
tive Zithlen  sind;  sie  ho'^en  «ich  rniinlich  durch  reelle  Weftho  VOn  X,  x\  x"  odor  n,  u', 
nicht  audcfS  rcalisiren,  uls  indem  man  entweder 

x  =  0  ,   x  =  0  ,   x"=0   oder   u=:0  ,   u'=0  ,  u"=0 

Bimmt,  worani  man  afehl,  den  in  diesem  Falle  durek  die  Gleichungen  (^lül.  b.)  blos  ein  Ponet 

dargestellt  werde,  vtclcher  die  Coordinalenspitzc  desjenigen  Systems  ist,  an  den  die  Oiante- 
trHl(fleichunir  (10!.  n.~)  zum  Vorschein  koininl,  um!  es  ist  dii'S(>  Coordinalenspitze  nichts  iinders 
als  der  Jtiillelpuncl  der  Flache  zweiler  Ordnung.  Da  aber  in  dem  Falle,  wo  ce«,  «ä«  <^t  "der 
9,fKtK  rtminlUck  poaiilve  ZaMm  akid,  dnndi  Jede  Gleiekung  (101.  n.)  ebi  EDiJpaoid  darge- 
stellt wird  (Hier  gar  nichts,  je  niichdetn  (ftj'\  oder  (v,\  vtnv  7.-M  mit  denisellien  oder  dem  entge- 
gengesetzten \  urzeichen  ist,  wie  die  übrigen  in  derselben  Gleichung  auftretenden  Coeflizienten,  so 
lisBtatek  icklieBeen,  daaa  ki  aHen  den  FiOen,  wo  Inden  Gleichungen  (101.  a.)  ein  Blli|Woid  ent- 
halten ist,  oder  wo  sie  gar  keine  reelle  Bedeutung  hiihen,  durch  die  Gleichungen  (101.  b.)  ein 
bioser  Punct  dargestellt  werde,  welcher  beim  KiUpsoid  sein  Uiltelpoact  ist.  Sind  aber  xwei  von 
den  Coefünenlen  <r, ,  ,  a','  oder  8,,  f,,  ^  poaMve  oder  negative  Zahlen  and  der  drille  kn 
ersten  Falle  eine  negative,  in  andern  eine  positive  Zahl,  welches  alle  Fälle  in  sich  begrein,  wo 
die  erwähnten  drei  CoelGzienlen  nicht  sMmmtlicb  Zahlen  von  demselben  Vorzeichen  sind  und  die 
Gleichung  (101.  a.}  ein  Hyperboloid  der  ersten  oder  zweiten  Art  in  sich  trägt,  so  giebt  es  imend- 
■eh  vide  Puncle,  welche  den  Gleiebongen  (101.  h.}  angehören,  und  diese  bilden  in  ihrer  Ver- 
bindung, wie  wir  schon  oben  (Nr.  209.)  gefunden  haben,  eine  Kegplfliche,  deren  Scheitel  im 
HiUelpuncl  des  Hypertraluids  liegt   Dio  hier  in  Hede  stehende  Kegellkiche,  deren  Gleichung 
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(101.  b.}  aus  der  Gleichung  (101.  a.)  bervoiy«gmgen  Ut,  steht  in  einer  merkwürdigen  Bexie- 
hnng  so  dem  dumih  die  lelslfmnie  GlcJehmf  dtfgwteMm  HyferiMMi»,'  iralclM  difch  die 

foljji  nHi'  Ri'trflrlitiine  iins;  T.ii-ht  c-cznupn  wird.  Denkt  man  sich  nämlich  ein  durch  eine  der 
(ileichungen  (IUI.  a.}  dargestellleä  Hyperboloid  und  in  ihm  einen  unendlich  weit  von  dessen 
HiUdpinct,  d.  h.  von  der  CoordhialeiMfrfln  emfernleB  Ponct,  deifm  CoordfaMlai  wir  diroh 
Z|,  X«  oder  n„ .  iil ,  ii','  liozcirlinen  wollen,  so  tmiss  wenigstens  die  eine  von  diesen  drei 
Coordinatea  selber  einen  unendlich  grossen  Werth  annehmen,  vomusgesetet,  was  zum  Hyperbo« 
loid  geroidert  «iid,  dsw  die  CseHriwtw  der  Gieidinng  (101.  a.}  decah  cedlkfce  Zddoi  mw- 
gosprockoB  sted,  eed  nuni  bot,  wdl  dieser  Penel  dsei  Hyperboloid  engehBtt: 


Baüiea  wir  iien  x.  oder  n,  als  deejee^en  der  Coordinelcinreithe  dlesee  Pinetce  m,  «elclMr 

absolut  genommen  der  g^rössto,  also  nothwondi^er  Welse  HIOImBMi  groOS  Ist)  eed  SBChae  wir 
den  PuncI  der  Kegelflüchc  auf,  in  Bezug  auf  welchen 

x'=x;   und   x  "=x;'   oder  u'=u;  und  n"=:ni' 

ist,  «0  eigiebt  sicli  die  dritte  Coordinate  x  oder  u  dieses  letztem  Pundes  aus  der  Gldchng 

CMl.«.)  «.x^+«;z?+«C^=0  oder  a.u'+^nS'+'i'iC'sO. 

Zieht  man  die  msamaae^gehOr^geii  Gleklangen  (lOi.  e.)  und  (101.  b.)  vob  eiModer  ab,  so 

kommt: 

widdke  maD  ancb  in  der  folfenden  Potm  adueibcn  Iteim: 

X,      a,  x;  h;      o,  u; 

Man  erkennt  aus  diesen  IcUtern  Gleichungen,  dass  in  dem  Uaasso  vollständiger 

sein  müsse,  je  näher  -^^^  oder  ppp*'"  die  ^iull  hinrütkt,  welches  in  dcfTi  Grade  mehr  der 
Fall  ist,  je  grösser  der  Al>slanil  des  im  Hyperboloide  gewüliUen  I'uncles  von  dessen  Mittelpunct 
ist.  Je  {grösser  dii 
sicherer  kann  man 

Z=:j^  oder  n=a« 

neluMn,  welche  Gleichungen  bei  einen  luendlkb  grossen  Abslande  des  gedachten  Pundes  von 

Mlttelpiinrle  des  Hyperlioliiids  \öllif,'  izcmü  wenlen ;  dann  «her  ßllt  der  im  Hyperboloid  ge- 
wählte l'unct  luil  dem  in  der  KegciOachc  aufgesuchten  wahrhaU  zusammen.  Aus  dieser  Be- 
trachtung iNsst  sich  ealnebmen,  dass  die  Pnnde  des  Hyperboloids  um  so  nlber  an  Pende  der 
Keßellliiehp  rücken,  je  weiii  r  sie  vom  Millelpancle  entfernt  liegen,  und  dass  diejenigen  Puncte 
des  Hyperboloids,  deren  Abstand  von  seinem  Miltelpunct  unendlich  gross  wird,  in  die  Kegel- 
iüidie  selber  fidlen.  Wegen  dieser  Bigeasoliall  nennt  man  die  durch  die  Gleichung  (101.  b.) 


X  u 

ist.   Je  {grösser  dieser  Abstand  wird,  desto  volistindiger  wird  ni~^ 
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dHi;ge8telile  KegelOicfae  den  Aiymptolenkegel  des  dnrdi  die  Gleiehuog  ^101.  a.} 
In  Hypefbolndb,  welchM  eben  MwoU  T«a  in  «itaB  wie  vmi  idr  nraln  Art  n 

ynOäk  mn  bei  4er  Büdwig  ier  GlekümmcB  vor  (70.  vnd  (7Z, dns  neue  Coordinalen» 
Syslem  so»  dass  di-sscn  drei  GriiiidHxon  Seilen  des  Asymploleidiegcls  werden  und  iiiclit  in  einer 
md  derselben  Ebene  liegen,  »o  nt,  w  enn  x ,  x',  x"  uder  u ,  u',  u"  die  schieren  oder  äciikreeti- 
ten  Coordinalen  eines  in  der  neuen  Axe  A  T  ansserbdb  der  CoordinetenqiHze  A  liegenden  Ftaoc- 

tei,  r, ,  r[,  t"  Oller  II,,  u, ,  u"  die  eines  in  der  Ave  A  Y'  und  r^ ,  r' ,  r"  oder  ii. ,  u', ,  u"  die 
eines  io  der  Axe  A  ¥"  liegenden  solchen  Puiictes  und  Ti ,  i,  die  Abstünde  dieser  Punclc  von 
der  Coordüiateasplüco  bei^icbnen: 


r,  •     ■     r.  •     '-r,  '/ 

CS--,  er--,) 


A.=  '-'  ,    A;=''  ,   A;'=;'  ,)    oder    (C.=  Hi  ,    c:=li'  ,    C:=  ^  ,)  (IM. 

»I  »1  *l 

A,=^S  a;=^»,  a;=^.. 


wobei  die  das  Gnmdseidiea  A  oder  C  an  sich  tragenden  PvojectionssaUen  wieder  gam  die- 
selbe Bedeutung'  wie  in  den  Glcieliun^reii  \ur  (10.  a.)  oder  (72.  a.)  besitzoB.  Ifcfl  aber  die  in  d«tt 
Seiten  A  Y  ,  A  Y',  A  Y"  des  Asyinptotcnkegels  Hegenden  Punclc  cbcJi  dosswcgen  auch  der  Ke- 
gelUäche  seli>er  tutgehütrea,  so  müssen  ihre  Coordianleo  die  tileichaag  dieser  Kegelflücho  be> 
Ikiedigeo,  4  L  es  »m  gWsbieÜiff  »da: 

oder  wenn  man  in  diese  Gleieliungcn  anstatt  der  CoordiBaten  ihre  aus  den  Glddiaagen  (102^  •.} 

cnlBOBHneiMB  Wcrthe  einsetzt,  da  keine  der  Grttssen  r,  r, ,  r,  null  ist: 

«.  A'  +  a,  .\"  +     A"*  =  0,1  i  5.  C  +  ^.  C"+  5':  Cl"  =  0 ,  ^ 

«.  A?  +  «;  A."  +   a;" = o  ,  >  oder  I  ^i.  c: + «n  c;'+  s:  er =oa  (im.  b.> 

Ton  denen  die  drei  unter  einander  stehenden  stets  gleichzeitig  wahr  sein  müssen.  In  Folge 
dieser  Retationen  versebwinden  aber  die  Gfieder  ans  der  Glefdnmg  vor  (70.  a.)  oder  (72.  a.}, 

welche  die  Quadrate  der  Coordinaten  in  sich  tragen,  und  es  bleiben  blos  die  zuriirk ,  weldw 
die  Producte  zweier  Coordinaten  in  sich  aufnehmen,  so  dnsü  eine  Gleichung  von  der  Form: 

entsteht,  wem 

«.  A  A.  + «;  A'  a;  -f «:  A"Ar= jt;  ,  |       |  c  c. + 3;  c  c; + s:  c"  er =»;' , ) 

«.  A  A,  +  a.  A'  A:  +  a':  \"A';  =  ^. ,  j   oder   j  d.  C     +  j;  C  c;  +  ä'.'  C"C;' =«;  ,  >  . . .  (IM.  «.) 

«,A.A,-i-«;A;A;+«;'A;'A;'=j3,,  I        w,c,u-f Ä;c;c;+ö;'c;'c;'=:a,  '  . 
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geseilt  wird,  wobei  die  zwei  Gleichungen  ^102.  c.}  eine  luid  dieselbo  Fona  haben,  aber 

bervorgegang^en  liml 


Oder  wählt  man  bei  der  Bildung  der  Gleichungen  vor  (71.  a.)  und  (73.  o.)  das  neue  Coor- 
dinaleDsystem  so,  dass  dessen  drei  Polaraxen  Seiten  des  Asymptotenkegds  werden  und  nicht 
in  fiiHT  ui\i\  (lersplbon  Etienc  liogcn,  so  ist,  w^nn  ir),  fr'),  l'r")  oder  (u),  (u'),  (u")  die  schie- 
fen oder  senkrechten  Coordinalen  eines  ausscriialb  der  Coürdinalenspilze  A  aber  in  der  Polar- 
am  A9  Uegeadoi  PaoelM,  (ri) ,  (r^),  (iT)  oder  (v.),  (u!),  (O  die  eines  in  der  Poltirtxe  A9', 
fr,l ,  (rli ,  {x")  oder  ,  mi')  ,  fu',')  die  eines  in  der  Polaraxc  A  liogmilen  solchen  FmdCf 
und  \i)t  (r,),  (ii)  die  Abstände  dieser  Puncle  von  der  Coordinalenspilzc  bezeichnen: 


(Ii' 

w 


vrobei  die  das  Gnindzeichpn  (A)  oder  (f)  an  sich  tragenden  ProjccUonszahlpn  wieder  ganz  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  den  Gleichungen  vor  (  71.  u.")  «der  (  73.  a.)  besilzen.  Weil  aber  die  in 
den  Seiten  A  g) ,  A  A  S) "  des  Asyiuplotenkegels  liegenden  Punctc  darum  zugleich  auch  Puncte 
dieser  Kegelflidie  sind,  so  miissen  iin-e  Coordinalen  die  Gkichung  dieser  Kegdfilelie,  wdehe 
diirdi  ([0\.  b.}  gegeben  ist,  befriedigen,  d.  h.  es  nltasen  die  folgenden  drei  GMdHuigen 
sUillilndcn : 


«.  W +  «;(!?  + «'.'(r  7  =  0, 
«.(r.)'+ß;(r;)'  +  a;'(r;T=0, 

«,(r,r+«;(r;)'+«r{rr)'=o, 


<V.  fu +  IT.  {xi'r  4-  'V;  (u'-)'  =:  0 , 
oder    l  d,  (u,j '  -f  ^'o      +     {<  f  =  0 . 

5.(u.)'+.r.(u;)'+5;'(u;')'=:0, 


oder  wenn  man  in  diese  Glekhuiigeii  ansUll  der  Coordinalen  ihre  durch  die  Gleichungen  ([103.  a.} 
gegebenen  Wefthe  einselil,  da  liefaie  der  Grüssen  (r),  (r.),  (r,)  anO  werden  kann: 

^a.(r)'H-5;(r/+ji;'(r}'=o, 
«ler  J«.(rj^+«;(i;)'+ir(r!y=o, 


wobei  die  drei  vordeni  oder  bintern  Gleietaingen  gleichzeitig  stattlhiden  und  si«^  auf  die  drei  Po- 
laraxen  des  gewihllen  Cktordinalensystems  beziehen.  In  Folge  dieser  Relationen  verschwinden  aber 
ans  der  Gieidnuig  vor  (71.  a.)  oder  (73.  a.}  die  (ilicder,  welche  die  Quadrate  der  Coordinalen 
in  sich  enlhallen,  und  es  bleiben  Mos  die  zurück,  welche  die  Prodacle  von  je  zwei  Coordinalen 
in  sich  aoAMbnen,  a»  dass  dne  Glekhang  von  der  Fom: 


CMtoleht,  wenn 
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(F)  (r.)  +  b\  in  in + s:  (d  (n = d  j);  r; ,  | 
«.(rj  (n)+a'.(ro(rj+a:(ro(n')=2):a);'c 


gesetzt  wird ,  und  die  beiden  FonoM  (109.      ciad  fliM  ui  dieidbe,  mr 
Qeicbungen  hervorgegangene. 

Aus  den  vorstellenden  Bctrar-hlungen  geht  hervor,  dass  sich  jedes  Hyperboloid^ 
•ber  das  Eilipsoid,  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (102.  c.)  stehenden  Form  darstellen  ttn^ 
wenn  dessen  Gleichang  an  einem  CoefdtawtanifrtHne  hergestellt  wh-d,  dessen  drei  Gmndaxen 
Seilen  des  Asyniptotcnkcgels  sind,  so  wie  durch  eine  Gleichung  von  der  in  (103.  c.)  slchen- 
din  Form  nn  jodom  fnordinatensysleme,  dessen  drei  Pularavcn  Siiltni  liis  Asyniplntenkegels 
sind.  Gleichungen  von  den  in  (102.  c.}  oder  (103.  c.}  angezeigten  l-'urnien  pflegt  man  Asyuip- 
tnlengleiehungen  dea  Hyperiwloid*  sn  nennen.  Dn  man  cur  Beitinnnunf  der  drei  Gnud- 
a.xcn  oder  der  drei  Polaraxen  des  neuen  Systems,  an  \felrhem  die  Asymplolenpleichung  des 
Hyperboloids  entsteht,  nur  die  drei  in  (102.  b.}  oder  (103.  b.}  enthaltenen  Bediugungsglei- 
dningen  erbalien  hat,  ao  bleiben  drei  wÖktbriidM  GtrÜMen  bi  den  Aaymplolengleicbnngen  wie 
in  den  Dianietrnlffleichiingrn  zu  nndervveitiper  Disposition  Übrig.  Die  hier  auft^elundencn  vierer- 
lei Gleichungsrormen  lassen  sich  auch  jetzt  wieder  durch  die  in  Kr.  213.  angczciglen  Hitlel 
•nf  efaM  einzign 


229)  Zu  ähnlichen  Formen  geben  auch  die  Gleichungen  des  hyperbolischen  Paniboloids 
AidaM.  Gehl  man  nümlich  auf  die  Gleidiongen  (91.  a.)  oder  (92.  a.)  und  (93.  a.)  oder  (94.  a.) 
mrldti  in  welche  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  Q<ai.  b.)  an  einem  neuen  Coordinaten- 
aysleme  Ubergeht,  dessen  Spitze  irgend  ein  durch  die  Coordiuaten  ,* ,  1*,  ^"  oder  ?,  ,  tj" 
gegebener  Funct  0  des  durch  die  Gleichungen  (64.  b.)  dargestellten  Faraboloids  ist,  und  dessen 
eine  Gcundam  OY"  oder  Polanun  OV  nH  der  OmdaM  AX^  oder  Pelaraxe  AS"  den  «f^ 
sprOnglichcn  Systems  parallel  iNufl,  welche  Gleichungen  alle  mftclichen  ihrer  Art  in  sich  fassen, 
■0  lange  die  Richtungen  der  beiden  andern  neuen  Gnind-  oder  Polaraxen  noch  völlig  unbeslioimt 
bleiben;  nnd  veraneht  man  es,  diese  wotk  nebertbnnilen  Bicblnitgen  so  sn  wihlen,  dass  die  an  ihnen 
bervorgehende  Gleichun^r  mis  so  wenigen  Gliedern  wie  möglich  bestehe,  so  wird  man  neben 
dem  Wege,  der  dort  zu  den  Gleichungen  (91.  d.)  oder  (92.  d.)  und  (93.  d.)  oder  (94.  d.} 
führte,  noch  den  folgenden  ehiicMigen  bOmai,  der  jedmft  niefat  wie  der  eben  genannle  bei 
dem  flvaboloide  einer  jeden  Alt  miandbar  ist  Bleibt  man  Euvörderst  bei  detn  Fidle  stehen, 
wo  aus  der  gegebenen  Gleichung  von  einer  der  in  (64.  b.)  stehenden  Formen  eine  Gleichung 
in  schiefen  Coordinalen  hergeholt  werden  soD,  wobei  man  auf  die  Gieichungen  (91.  a.}  und 
(98.  n.)  hingewiesen  wird,  nnd  raehl  man  in  der  Gleichnng  (M.  «der  (93^  b.)  die  Glie- 
der zum  Verschwinden  zu  bilifen,  in  d«Mn.|*  «nd  f*  wIMtt,  w  nriMn  Bin  din  Am  OY 
und  Ol'  so  wiUen,  dass 
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«.A'  +  «,  \'=  =  0  und  «.AJ  +  «;a;*=0   oder   J,C'  +  ^;C"  =  0  und  J,Q  +  d;c;'=0 
{IM.».);    wird,  woraus 


folgt,  Bs  werden  sonadi  die  Onotienten  j^*^  ^dee  die      |r  inwginlr  vnd  in  dessen  Folge 

ilii'  A\rii  OY,  OY' anwilUk-li.  \\c\m  a,  und  «•  oder  St  nnd  3i  Zahlen  mit  gleichen  Vnr/.oichon, 
beide  zugleich  entweder  positiv  oder  negatir  sind,  in  wekbem  Fülle  aber  ein  cllipliüclics  Pa- 
nboloid  In  der  GleidniQg  (64.  b.}  enlhidten  isL  Sind  kingegen      «nd      oder  9,  und 
ZsUen  mit  enlgegengesetzlen  Voneichen,  in  welchem  FsDe  die  CHeichuig  (64.  b.)  einem  bf- 

A'  A' 

periwüsdien  Pirsbeloid  mgehdrt,  so  eiMt  msn  fihr  jeden  der  Coeflbnenten  ^  utd  oder 

g  und  ^  dieselben  swd  reellen  Zahlen,  wefadie  m  Grlfese  einander  gleich,  dem  VeaefadMn 

nach  aber  gerade  eiiii^circngcsctat  sind.  Da  nnn  jede  nodi  unbestimmte  Richtung  zwei  belie- 
bte Grossen  in  ^uM  trüi^t  und  die  Gleichungen  (104.  a.)  blos  Ubt-r  eine  dnrsollien  vcrltigen^ 
so  kann  man  die  andere  noch  zu  einer  weitem  Veroinracliung  obi>;or  Gleicliuti<ren  benutzen 
nnd  X.  üb  die  Glieder,  wdchc  y  und  j,'  in  sich  tragen,  zum  Ycrschwindcu  bringen  wollen,  wel- 
ckes  geschidit,  wenn 

/a.At  +  «;A'r+A";';'=0  und  «,A,|+«;A:r+A;  ;';'  =  0 

ClM*  M  I  oder 

/a.Cfl+r.C^'+CR'sO  nnd  «,C  «1  +  «  (3«'+ C;C=0 

durA  die  tweHe  bet  jeder  Rkhtung  noch  wiUkilkrliek  in  wählende  Grfisse  gemacht  wird.  Da 

A*'       A"        C  C" 
üe  obem  sowohl  als  dte  onlem  deichnngen  (104.  b.)  (Ur  ^  und      oder  ^  und  ^  eaMr> 

A'       A'        C  C\ 
lei  Werthe  finden  lassen,  wenn  -r  und  t*  oder  .  und  ~  einerlei  Werthe  besitzen,  so  onus 

A         A,          (  0| 

mnn,  um  zu  zwei  verschiedenen  Richtungen  OY  und  OY'  zu  gelangen,  wie  im  ßegriire  eines 

A'        A'  C  C 

GoordinatensYStems  liegt,  für  r-  und  ~  ^^'^     7^        7^^  '^C'  verschiedene  Werthe  zu  Groodo 

A  A|  1/  V| 

lefrpn,  welches  sich  nur  ihidiirch  In'\>irkeii  I;issl,  diiss  iniin  für  einen  der  Ii'  idru  Quolienlen  sei- 
nen einen  aus  den  Giuiciiungen  (104.  a.^  sich  ergebenden  Werth  ninmit,  und  den  zweiten  N>  erth 
dem  andern  Onolienlea  beflegt,  wodnrdi  man  findet: 


wo  lUr  l/-^oder  1/-  v  mit  gleichem  Rechte  sein  positiver  oder  negativer,  wmu  anr 


tdierall  ders^,  WoHb  genonnnen  «erde«  kann;  dun  abar  findet  man  au  dn  Gkicbangen 

ClOl  b.): 
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T  5?  A.  -  1?  f 


r-  ^   fr  s?  1 


Durch  die  Gleichungen  (104  c.  und  d.)  .sind  die  zwei  von  einander  \ersttiiedeueii  Uichlun^cn 
OY  und  OT  geAniden,  welche  mit  der  schon  gewählten  Axe  OY"  das  neue  CoordiiHleMyilMi 
liiMf'tK  nii  stclrlic-iii  die  Gli  ii  iiiiii^r  (91.  b.^  oder  (93.  k)  dea  hypdrboUwhen  Parabolotds  den 

Bcdiii^'UMiii'ii  (^lt>4.  und  b.J  gciiiiiss 

(«.  A  A.  +  «;  A'  AO  y  y '  ±  ; .'  y  "=  0   oder   (6,  C  C,  +  iT,  C     y  y '  ±  e;'  t,'  y  '=  0  (im.  e.> 

wird,  welche  beide  eiiie  und  diefelbe  Form  besilzeii.  An  den  Cleicbangen  (104  «.')  Iftst  sich 
lelehl  «Uetten,  das« 

«'.a'a;  — «,A  A,  oder  ^;c'c;=5,cc, 

ist,  wodurch  die  Gliicluiag  (^1(4.  c.)  suli  \«TWiindelt  in: 

2«,A  A.y  y'  +  j'ö  "=;ü   oder   2d,CC,yy'  +  C5,'i;;'y  "=0  Cl««.  f.) 

und  die  Grösse  AA,  oder  CC,  kmn  man  ohne  Schmerigiceil  milleist  der  in  (104.  c  and  d.}  er^ 
hahenen  Quotienten  dureh  die  CoefTizienten  der  gegebenen  Gleichung  (64  h.)  wd  dovch  die 
Coofdinaten  des  beliebig  zu  wMhienden  Poocies  0  des  Faiuboloids  auswerthen. 

Kriiiiifl  nniti  liinrrfU'Ti  die  venvnnilti  ii  nftnir  litiin^cn  an  die  nicichimn-  (1)2.  oder  (94.  b.) 
an,  in  welche  die  vordere  oder  liinlcrc  Gleichungen  (ti4.  b.^  an  einen)  neuen  Courdinutensysteme 
Übergeht,  deiaeu  Spitze  irgend  en  durch  Ae  Coeidinaten  | ,  ^,  oder  t) ,  r,',  t"  gcgdieuer 
Fund  0  das  duidl  die  Gleichungen  (64.  b.)  J.ir^asleUlen  Paraboluids  und  dessen  eine  Polar- 
axe  OS)"  mit  der  ursprünglichen  Grundaxe  AX"  oder  Polaraxe  A£"  parallel  Itiufl,  welche 
Gleichungen  alle  uiüglichcn  ihrer  Art  in  sich  Assen,  so  lange  die  Grossen  (.-/),  (.-/'),  {A') 
und  (^,),  (^),  (^')  oder  (D,  (r),  (F")  und  (r,i,  '.r\\ ,  ir;'i,  d.  Ii.  die  Lagen  der  Plriar- 
nxen  O  3)  und  0  8)'  im  neuen  Systeme  noch  vollief  uiilicsliminl  beiben;  und  m  tmh  bt  man  es, 
diese  noch  unbcstinnnten  Bicblungen  so  zu  wäidcn,  dass  die  an  ihnen  sich  bildende  Gleichung 
ans  so  wenigen  Gliedeni  wie  mdgUch  beslelM,  so  whrd  umh  neben  dem  Wege,  inr  dort  m 
den  G!i'i<  buntri  ll  (f*'3,  d  ")  wwA  (94.  d.)  geführt  hui,  noch  den  folgenden  ein.si  lilii<ron  können, 
der  jedoch  nicht  bei  dem  i'araboloide  einer  jeden  Art  anwendbar  ist.  Sucht  man  nämlich  in  der 
Gleichung  (92.  b.}  oder  (94  h.)  die  Glieder  mm  Venehiwfndeu  m  bringen,  in  dMen  v*  und 
und  V*  rallreten,  so  UWe  nn  Ae  Manixen  09  m  n  wIUsb,  daae 

st,w+*;(^^o  oder  a^cj^'+^cn^o,  a.(rj'+«(rD'=o  j 

wiH,  woraus  \  r  * 

folgt   Es  werden  sonach  die  Quotienten  ~r' ,        oder  \—  ,  r=f-'  und  in  Folge  dessen  die  Po- 

.(A)  (J,)      (r)  (r.) 

laraxen  0^)  und  0$'  unmöglich,  so  oft  a,  und  u,  oder  S,  und  S',  Zahlen  von  einerlei  Vorzeichen, 
beide  xagleicb  positiv  oder  negativ  sind,  in  welchem  Falle  die  Gleichung  (64.  k}  ein  elliptisches  P«> 
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irilOloid  in  sich  enlhiil,  in  Bezu^  auf  welches  inilhin  kein  wiifclicbes  Coordiulensystcm  vor- 
buden  iil,  «  dem      Glieder  in  der  GMclNNif  (92.  b.)  oder  (M.  k),  welche  v*  und  v**  ia 

sich  tragen,  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kimnlon.  Sind  hingegen  a,  und  u',  oder  J, 
und  S",  Zahlen  mit  cntgegengesetelcn  VorzeiiliLii,  in  wi  lchem  Falle  die  Gleichung  (64  b.)  ei- 
sen hyperbolischen  Paraboloid  angehört,  so  eriiült  man  für  jeden  der  QaoUenien 

•dv  iwei  reelle  Weilhe^  welche  der  Gftae  mmA  eiMUMler  v«ll%  gWch,  den  Ver- 

seidien  nach  aber  entgegengesetzt  sind.  Da  nun  jede  unbestinunle  Richtung  zwei  willkiilirlichc 
Grössen  in  sich  tragt  und  die  Gleichungen  (105.  a.}  nur  Uber  je  eine,  den  Richtungen  09  und 
0 1^  angchurigc,  verfügen,  so  kann  nun  die  andere  noch  zu  einer  weitem  Abkürzung  der  Glei» 
ahmgen  (92.  b.}  und  (94.  b.}  bcnilun  und  z.  B.  die  Glieder,  in  denen  v  und  v'  nur  ni  der 
ersten  Dimonsioa  ToriuMUMO,  m  Vetschwindeii  bringen  wollen,  weldiee  goacbiebl,  wann 
gleichzeitig 

ft^)   I  oder 

(dii(n«+«(n*'+(ncr=o  >nd  a,(rj<+«;(r3<'+(rr)cr=o 

dneh  dto  iweile  bei  den  Bichlangen  09  und  Oy  noch  wflBrilhflieb  getjahene  Grösse  ge- 
nMhl  winL  Da  dio  oben  «moU  ob  die  nntem  Gkicfanngen  (106.  k)  lllr  ^  nnd 

oder  O  «nd  ^J^^}  eiqeriei  Woilho  Inden  lanen,  eo  wie       und  ^-^^  oder  ^^Q  und 

einerlei  Werthe  annehmen,  dann  aber  die  Richtungen  0$  und  0^'  in  eine  and  dieselbe  Ge- 
nde  fielen,  wekhcs  dem  Begriffe  eines  Coordtnalensystcms  zuwider  ist,  so  muss  man  dem  ei— 
nen  der  obig;rn  Ouolienlen  eines  jeden  Paares  einen  der  ihm  durrh  die  Gleichunet  n  (lO.'i.  a.) 
gegebenen  Werthe  anweisen  und  den  andern  Werth  dem  zweiten  ljuolieatea  desselben  Paares 
beä^fen,  wodnreh  jene  <)Holionton  abdi  so 


wihrend  man  unter  l/' — -*  oder  |/^ — ^  bei  beiden  Üuolicnten  entweder  nnr  seinen  positiven 

ctg 

oder  nur  seinen  negativen  Werth  sich  vorusteilen  hat;  daan  aber  erhill  man  aus  den  Glekhungea 
(106.  b.): 


m  — 


CIM.  «>)  <  oder     

(TT   ™*  (/TT-  B  

Dwch  die  Gleiebnngen  (106.  c  nad  d.)  sind  die  beiden  Polaraxen  09  nnd  09* 
welche  im  Vereine  ndl  der  barailB  gewthKea  drittca  09"  das  neue  Coordinaleosyslem 
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men,  an  welchem  die  Gleichung  ^^2.  b.}  oder  (94.  b.)  det  fegebenen  hyperbotfsciien  Panbo- 
loida  den  Bedingungen  (lOS.  i.  üd  h!)  rar  FoI^p 

£«,(^(.rfa+«;(^X^)}5^±r:^=o  oder  La.(rxro+i;(r)(r3]^±(i;r^=oci«».*.> 

wird,  wt'lohc  beide  Gleichungen  eine  unfi  diest-IIie  Form  besitzen  und  nur  dcsshalb  aU  zwei 
sich  darstellen,  weil  sie  aus  Glcicbongen  von  verschiedener  Form  hervor;gegaiigeji  sind.  Au 
dem  Gleichungen  (105.  c)  kaiui  nm  leicht  ebleftea,  dasf 

«;(^(^=«i(4){^0  oder  «',(r)(rD=«»(D(ro 

lit,  woduneh  die  Glwcbwigea  (iOS.  &^  «ich  vermuMldii  in: 

2 «. (^) (J,)  ^+y:^.-0  oder  2 5. (D (D-^,  +  drST  ^ =0 ,  (im.  f.> 

und  CS  laswn  sich  die  Grössen  {Jtii-J^  und  (r)(r|)  aiil  HOre  der  auf  die  PoUraxen  0§)  und 
0^^'  angcwandlon  Richtungsgleiciiang  ohne  Sehwierigfcril  MU  den  in  (105.  &  und  d.}  gefun- 
denen Oui'iii  iiU'ii  durch  die  Coefluieiiien  der  gegdwMn  Gloidnug  (64.  b.^  ond  durch  ÄeCtooi^ 
diuatcn  des  Punctes  0  ausdrücken. 

Ans  den  vorstehenden  Betrachtongen  lüsst  sich  die  Art  uad  W«iie  enlaebmen,  wie  jeden 
hyperboUidie  Paraboloid,  nkht  aber  da«  elliplischc,  lowolil  durch  eine  GWdunf  tm  der  im 

(iOL  f.}  enibaltenen  Fonn,  als  uuch  durch  eine  Gleichung  von  d<  r  m  (106.  enthaileoea 
Form  darprslelll  werden  kann^  weKhe  Fünncn  wir  die  Asy niplotenKleichungen  des  hyper- 
hoUscLcn  raraboloids  nennen  werüeu.  Ollenbar  kann  man  den  beiden  Gleichnngen  (104.  f.} 
die  Fom 

yy'±/r=o,  (tM.c) 

M  wie  den  beiden  (lUö.  i.)  die  Furiu 

erlheaen,  wocu  nicbto  weiter  erfordert  wird,  ds  daw  num  die  ehMn  adt  2««AA,  oder  SI^CGt, 

dto  «ndem  mit  2at{ui)(^,)  oder  2S,ir\(r,)  dividirt 

230}  Aelinlich,  wie  wir  in  Nr.  214.  die  Relationen  zwischen  den  Coefficientcn  zweier  die- 
selbe MiUelpuoctsfläche  darstellenden  Üiainelralgleichungen  umgeformt  haben,  lassen  sich  auch 
die  iu  Kr.  3181  arier  d«i  Bnchrtubcn  h)  um!  d)  der  GWchungmuMMra  (102.)  und  (103.) 

gelieferten  Relationen  in  andere  Geslallen  bringen,  wie  wir  jetzt  an  den  vorderen  (102.  b,  und  d.) 
zeigen  werden,  wai  liiiiretcheiMi  ist,  da  die  hintern  Gleichungen  (102.  b.  und  d.)  aus  den  vor- 
dem dadnreh  hervorgehen,  dm  alell  der  Gmaduicheo  «(* ,  ß,  und  A  die  ^, ,  «,  und  C  nü  un« 
veränderten  Abzeichen  gesetzt  werden,  und  aus  den  vnriicm  (102.  b.  und  d.)  die  vordem 
(103.  b.  und  d.)  entspringen,  wenn  nuin  statt  des  Grundzeichens  A  das  {^4)  mit  einerlei  Ab- 
leiAeu  ud  itilt  der  Grossen  ß",' ,  ß",,  ß,  die  ^Xt'tr»  ,  ^^t/**  3>I^>V<  gesetzt  werdei, 
eo  wie  ans  den  hintern  (102.  b.  und  d.)  die  hintern  (103.  b.  und  d.)  dadurch  hervorgehen, 
dass  man  an  die  Stelle  des  Grundzeichens  C  das  (F)  mit  den  gleichen  Abzeichen  und  für  die 
Grossen  ««,  i,,  c,  die  DDi'C«.  2^1  ^7  £•  setzt,  wonui  sich  der  Scbluss  ziehea 

lisst,  dass  alle  Resultate,  welche  man  aus  den  vordem  Gleichungen  (102.  b.  und  d.)  abzulei- 
ten im  Stande  ist,  durch  die  ersten  Substitutionen  in  die  übergehen,  welche  den  hintern  Glei- 
chungen (102.  b.  uad  d.)  angehören,  und  dass  ans  diesen  beiden  Resullalea  die  erhalten  wer- 
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den,  welche  daa  TOrderu  oder  Itinlern  Gleichangeo  (103.  b.  und  d.}  ealipneben,  weon  utaa 
■of  die  «nMa«  oder  sweilen  die  SabetitalioiMa  in  AmnuSaag  bringt,  welche  so  eben  «i  s%r«i- 

ter  oder  tlrilliT  Sti-IIc  iin<;pzi"ii:t  ^vorllo^  sind. 

Um  die  vordem  Glcicluiiigen  (^102.  b.  und  d.}  unzufonucn  luliren  wir  drei  neue  Aichtun- 
gen AZ,  AZ\  htt'  ein»  deren  lenlaedile  ProjectiooBzeiden  an  den  Axen  AX,  AX^  AX^ 
wir  dnrdi  c ,  «!*,  e*;    ,  e,%  cT ;  «^i    »  cS^  bezeiduien,  and  dfe  wir  deigestelt  beslinMncn,  den 

ftM.       c  :  c':  c"=«.  A  :  a',M:  a"K",  c,  .c',  :  c;'=«,A,:«;A::«rA:',  c, :  c; :  cr=«,A.:«;A;:4irAr 

sein  Süll,  eine  Anfordeninu^.  die  sitli,  fiills  this  ncMio  nurznsuchende  Coordinnlcnsyslcni  im  Räume 
existirt,  stets  verwirkliclieii  iasäl,  den  im  ersten  Absciiiiitle  üt.  21.  gegebenen  Erurterungen  zur 
Firife;  man  kam  daber  onbedenkikh 

ee,A=pc,   flCA's^i^ ,    a;'A''=e«i";    atA,=(kC,  ,   a;A;=:«hcf  ,  «rAr=<^er; 

a,A,=4)»c ,  «;a;=^<^  ,  •irA?=(i,c? 

scIzi'H,  wenn  man  tmler  p,  p, ,  pj  drei  völliir  IifücJiitrf..  (.fst  spiilcr  zu  bpslimmcnde  Grössen 
versLehL  Mittelst  dieser  letzten  Gleichungen  kann  man  aber  den  vordem  Kelatiouen  (102.  b.) 
die  andere  Gcitalt  gdken: 

et««.«.)       Ac+AV+A"c"=o  ,  a,c.+a;c;+a;v;'=o  ,  \...+A;ci+A;v"=o, 

welche  zeigen,  dass  die  Richtungen  AZ,  AZ',  AZ"  in  lii  n  rolHrcoordinatcnebcncn  S)'A9", 
§)A9",  S)A9'  des  neuen  Systems  liegen;  und  die  vordem  Ik'laiiunen  (1U2.  d.}  nehmen  mit- 
telst derselben  Gleichnngen  iweieriei  Gealdlen  an,  wddie  in  den  folgenden  Oeidnuigen 


CM«.«.) 


(tM.  b.) 


fj,  (A  c  +  A'  ci  4-  A"c")  =  f  (A,  c  +  A;  c'  +  A."c  '3 = , 
«»CA  Ci+A'e;+ A''eO=^  CA.0  +  A;*'+Ajr<0=/K  . 
ftCA.e.+A;<ä+ArO=e.CA.Pi+A;cJ+A?0=A  . 

Man  kann  ans  don  fllrichnngen  (106.  c.  und  d.")  die  siiinrntlichcn  Proji  rlionszal 
seichen  c  ist,  durch  die  bestimmen)  deren  Grundzeichen  A  iät,  und  findet: 


ff  0  s«,  A  =4 


A'a;'— A'a; 


[A] 


a'a;— a"a; 

[A] 


_                    AAJ'— A"Ai  »  .  A  Aj— A  A|^ 
9  «  =•»  A  =5—  ,  1  pi  , 

[AI  (A] 

Q  «"=«;A"=+^-^^i^7^'^;-  ^^T^^'Ä'  J 

[AJ  [A] 


 y«.ci=«;A:= 


A  Äi  —  A  Aj  ^  t  Aj  Aj — Ai  At  M 

 i  i  Pi  » 

[AI  [A] 

A  A|  —  A  Ai  _      Ai  A«  —  A|  Aj  ^, 

•  ^1 — —  i  ^  » 

[AJ  [AT 


[AJ  [A]. 
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fi€«=«i  A.3  i  ß,-ir 


[A] 

A  a;'—  a"a. 


Ofdnmg. 

Ai  A^  —  A 1 A» 

TAI 


Ml 


 A,  a;'—  a"A,^ 


[A]  [A] 


[A] 


l-M 


Dieae  Rebtiooen  riad  in  Bezug  auf  eine  Asymptotenglcichung,  verf^lichcn  mit  einer  Dia- 
»dnlglekliitn;,  das,  was  die  (75.  a.}  io  Besag  auf  z>vt-i  niumciralirlcirliun^en  sind,  und  man 
kann  noch  die  aufstellen,  welchn  zwischen  zwei  dersclbi-ii  Millfljiuml.snarhi'  luitfL'Jiiirigcn  Asyinp- 
totongieichungen  sUtll  tiadeu,  die  indessen  hier  nicht  zur  Sprache  liumnien  werden.  Man  kann 
die  Tontehenden  Glekhmgea  nnler  Fennen  bringen,  die  für  deren  wettere  Pfhandhiiy  beqM- 
mer  sind,  wenn  man  die  drei  ersten  mit  die  drei  folgenden  mit /i^/ü?  ud  die  draHeWeB 

mit  ßtß",  dtvidirt,  wodurch  «ie  werden: 


«f,   -       ,  A'AI' —  A"  AI  i     A'  Ai' —  A"Ai  1  . 


«;         aa;'-a"a,  i  .  a  a;— ä'a,  i 
-pA  =— ' — —   >  — . 


[A]     ^  [Aj 
«i  .„    ,  a'a; — A' A,  1    Ä  a; - A' A,  1 


W7 


«•      t  A'a;'--a"a;  1  ^A;A;'-ArA;  i  ^ 

^,  AA;' — A"A,  1   A|  A',' — ATA,  1  1 


.Ar=-h 


TAl  [AJ 
AAI — A'A,  i   ,  A, Ai  —  A[Ai  1 
ff"*" 


[A] 


A'Ai'-A-Ai  1  .  A[Ar— ata;  1 


[A] 


[A] 


«i  1  AAi'— A"Äj  t      A,  A" — A,"Aj  1 

r-a»At=-t-  — rr: —  ^  3  ^  ' 


[A] 


[A] 


tft   1»        AAj — A'A«  1  ,  A,  Ai  —  A|A,  i  , 

•3-35?  A,—  -s-  '  ^  — '  T  * 


LA] 


•)  Bt  kik  nidhi  Mbwer,  atonmhtii,  4m>  nn  die  ßMAmgtm  (10*.  e.) 

(102.  h.  und  d.)  hfrvorliulcn  kann,  cihnr  dna  iriiin  m  lliig  h:itli  .  dir  l'roji 
G  ut,  lOYor  oiniaflihreB.   Die»  leUiere  erleichtert  bloi  den  Ausdruck. 
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und  aus  diesen  findet  man,  wenn  man  von  den  gleichviolten  einer  jeden  Gruppe  Je  zwei  tu 
addirt      davon  die  dritte  suMndrfrt: 

^A-^A.i-^A,  • 

«.  *  i_<  4     g>  A  ,  a'a:— a"a:  2  . 

i»* T"  J  il  "T*  j- — - —  75?  » 

P»/>i         Ptf^         P*  P»  TAI  **• 


_» 
«• 

-?^A'  + 

**•  *" 

a. 

AI— 


[A] 

AiAiT^^AVA»  2 

AA;'     A  'A,  2 

 i  *  . 

[A] 

AA;'— A"A,  2 


Aw  I  ...      ,  A,A,— A?At8 

[A]  fr 
AA;— A'A.2 

[A]      ^  ' 

A  A;  — A'A.  2 


[A] 


■idlipifefat  im«  iniii  die  drei  Cleiehvngen  (406^  g.)  der  ersten  Gnippe  ilurer  Ordnang  nich 

mal  mit  ß,A',  AI,  ffü  A\  iiiul  ein  iiiiilcnnnl  mit  A",  ß',.  A" ,  iV  A'/  iiiu!  iifldirl  jidcsmal  die 
drei  sich  ergebenden  Gleichungen,  so  erliilU  man  zwei  neue,  und  eben  so  eiliull  man  zwei 
■ene,  sowohl  weim  man  die  Giefdrangen  der  sweilen  Gnippe  eimnel  out  /?.A,  (f.A, ,  /f.'A,, 
ein  andemial  mit  ,?„A",  ß'.A",  t%'A',\  oder  die  der  drillen  Gruppe  cinitiul  mit  ß,A,  ß',A,,  /^'A,, 
ein  andermal  mit  /},A',  ß',A',,  A'%  mulUplicirt  und  jedesmal  die  drei  sich  ergebenden  Glei- 
chungen zu  einander  addirL  Man  findet  jedoch,  das«  diese  sechs  Gleichungen  paarweise  die 
gleichen  «lad,  fo  dass  nun  in  Alem  sn  den  drei  folgenden  gelangt: 

./?,A'  C-/fcA+/«A.+/i:A.)+ft^'  OSLA-ftA,+/«'A.) 

H-iVa;  tf,A+|!;A,-/9:Ao=o, 
I A  A''C-ftA+^  A.+^AO+Ä  a;-  c^.  a  -  /r.  a,  +  ^.ao 
t**^  "*>  \  ■\-ff:A-:  iß,  A  +  A ,  -  A.) = 0 , 

'  ^.  A"  c-  /?.  A'+  /r.  a;  +  ft' a;)  +  fr,  a:  (ß,  k-  /t.  a; + a'o 

+ ß-;A';  c/j.  A'+ fT.  a:  -  ^;a;) =o  . 
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Moltiplicirt  BHUi  feiner  die  Gkicbiingen  der  ersten  Gruppe  Ihrer  Oidaung  nach  mit  ß,A,  ß'.A,, 
/3;'A,,  die  der  swattea  firappe  nU  ß,A\  ß,A:,  /3;'A;,  dv)  dwAnttoi  Gruppe  mtt  ^.A",  ß^,K, 
fflAS  md  addiit  jedeinal  die  drei  veeoUraideii  Gleidnmgen  n  dmnder,  §o  ladet  mn: 


AI  1?L_  AJ-J-A*    A_l_    2*    A-L^A    A    ^ 


■  ic  ij"  A'  —  A  A.;  AJ  —  5 — 3  AiH--ÄfAAi-|-  jtA  A,  4"'3rA,  A»  —  — 


-/v,A"-  A  a;'_     A'/+  iA  A;+  |a'a;+  |a:a;=  ~  ,y  M 

*^         p.  pi         p.  p.        p»  p.  p.  «. 


ß*     *"»  »"J      _^_A">_1_  ^  A"A"  I         A"A"J_  A"A"  

«ddirt  man  aber  dicso  letzten  drei  Gloichtingen  zu  einander,  nuthdom  man  die  erste  mit  eu^  die 
zweite  mit  a, ,  die  dritte  mit  a^'  multiplicirt  hat,  und  nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Bedin(fun|rcn 
(102b  b.  und  d.},  so  stüsst  man  auf  eine  identische  Gleichung.  Die  'letzten  sechs  Gleichungen 
sind  für  die  Ableitung  einer  Asyniptotcngleichung  aus  einer  Diametnlgleichang  das,  was  die 
(76.  8.  und  c.)  für  zwei  Diamclnilj^lcichungon  sind.  Mnn  kann  ilicsc  Analogien  noch  weiter 
fortsetzen  und  mehrere  Eigeoschai^u  der  Asyiuplotengleichungcn  aus  ihnen  ikblcitcn,  wovon 
wir  spiter  bei  Gelegenheit  der  einfachsten  AsymptotengieiehnDfea  ein  Beispiel  vom  Besten  ge> 
bcn  werden;  oline  aber  hier  in  diesen  Gegenstand,  für  den  sich  wohl  noch  ein  besserer  Weg 
wird  aalfinden  lassen,  weiter  einzugehen,  eilen  wir  zum  Schlüsse,  indem*  wir,  wie  scbon  bei 
des  Gorven  sweHer  Ordmingr  geecheben  i^  die  einiadisleii  fflcicfaiiqfeii  anlhuclMni,  dnnh  welche 
si(  h  Fl  iehen  zwcili  r  Or(lnun<r  stols  darstellen  lassen,  wozu  wir  einen  neuen  Paragt'HdW  ndl- 
men  werden.  Wir  haben  darin  eine,  von  der  bisherigen  versdiiedene  Behandlung  soldieir  Glef- 
dngen  akiuirt,  da  eine  HebiaU  Ton  Behmdhaveiretsen  ia  eiu»  Felde,  das  ohee  ZweifU 
nodi  fener  belmit  in  werden  vcrdieil,  wHisebeiiswertb  seiB  durfte. 


Aber  auch  oluie  eine  ins  Einzelne  weit  eingehende  Auflösung  der  vordem  Gleichungen 
(IOOL  b.  and  d.},  von  denen  die  Entstehung  der  Asymptolengleidnngen  abUtngig  Irt«  -vad  b 
Bezug  auf  welche  die  in  dieser  Nummer  gegebenen  blnsc  rmformungen  sind,  hier  unterneh- 
men za  wollen,  werden  wir  doch  so  viel  davon  zur  Anzeige  bringen,  als  nittbig  ist,  um  ein- 
seban  n  ItSnnen,  wodurch  sich  diese  AnfMsang  von  der  bei  des  Diametralgfeiehi 
fhdHen  unterscheidet  und  worin  beide  mit  eiiMiider  ttbersintaMB.  SeM  nan  n 
der  in  dieser  Nummer  untiiulleneu  Gleichungen 

^.  A  +  /T.  A,  +  /S'.'A,  =  S  ,   ;9.  A'+  rT,  K  +  fr:\\  =  S' ,   ß,  A"+    A:'+  ;9;'A;'=S",        (i«^  «.) 

so  geben  mittelst  dieser  Bezeichnungen  die  Gleichungen  (lOG.  h.J  über  in: 

2/3JAA'+2j3?A,A:  +  2/9'."A.A;=SS'  ,    2(,iA A  4-2,?.^A.A;-J-2Ä"A,A;'=SS",i 

2/J! A'A"+  2 larA; Ai'-f- 2 /«^a; a:  ssy s*,  j . . . .  i  ai 

und  die  GleichniigeB  (lOfi.  L)  laeica  sieh  attldsl  dacscBmi  Besdebm^ea  ie  die  awihsteheBde 

Fem  briqgen: 

2  ß,  ß:  +  2  «;  ßi  A"  +  2  «;  ,f,-A;^  +  2    ß,"K'  =ia:s-'  ;  C«M*  r-> 

2       + 2  ßi  A"'+  2  «;  ^;a;''+  2  /r."A;"=:«i'  0 " . 

09« 
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Selzen  wir  nun  nocit  zur  wciliTen  Vcreinfgchung  für  einen  Augenblick 

so  kann  oran  den  Gleichungen  (i06.  «.}  die  andere  Ceslalt  g^eben: 

CI,M* «.)  z  +  z, -f  7„=«„s  ,  z'+ z;  +  7.;  ==  c',  s' ,  z"+z;'+7.;'z=:«;'S"; 

die  vordem  Bedingungen  (_102.  b.},  so  wie  die  Gleichungen  (^106.  /.^  verwandeln  sich  luilteUt 
der  Besflklnangeii  008.  A.)  in: 

1  a*     c(g    <t,  a(|    8«     0t  «•'St* 

C<)  •  <     sowie  in : 

] 2«.^.^;^'+  2z'+  27.]-\-2^i= ai s%  2 «; T. .^/+  2z"+  2z:'+  2*;'=«;'s-, 

'  2    /?.  /?;      2  z"'+  2  z;"+  2  z;" = «;■'  .s- , 

und  die  vordem  Gleiciiungen  (i02.  d."),  so  wie  die  Gleichungen  (^106.  (ij)  gehen  mittelst  dep- 
ieBMa  BeMkhmuiigen  Uber  in: 

ist,  ,  z  z,  ,  S  l|  «  o  m  «f      Sil  I  z      ,  Z  Z,   a  »  V       Sit»  ''i  ^»  I  *i  ^>   a  »  v 
sowie  in: 
2 « i'-f  2  z, z;  4-  2  z,  z;  =: «, «;  s  s' ,  2  z  t"+  2  z,  z; ■+  2  z, z;'=  «. s  s", 
2  z'z"4-  2  z;  z;'+  2  z;  z"=: s'  s", 

TOB  wekhen  die  (106.  £.3  denen  (^U7.  a.},  die  (|lUti.  ijj  denen  (97.  c.}  bei  den  Diametral- 
gleUmafea  gagebimii  malof  sind  Hierbei  bei  au»  sich  stete  in  Eifnemg  m  bring«,  dus 

die  unicrn  in  (106,  und  (10(5.  j;)  enthaltenen  Girichunj^en,  weKhe  den  in  dieser  Nummer 
aofgeiitellten  cntsprecbeo,  aus  den  obom  abgeleitet  wurden  sind,  so  dass  die  Grössen,  deren 
GrandMichen  s  wid  8  sind,  sehen  aus  den  dreien  in  (106u «.)  md  wt  den  drei  obem  sowoU 
in  (106.  iT}  wie  in  (lOG.  j;.)  gegehencti  ulle  die  Bcsliriiiiiunireii  schöpfen  küiinen,  welche  diii 
sMaimUicben  vorstehenden  Gleicbuiigea  ihnen  überhaupt  beizulegen  im  Stande  sind.  Die  obcm 
Glckhangen  (106.  «;.)  g:ehen  aber,  wenn  owa  htsfeMri^,«!,«!'  undzi,i;,s;^  deren  ans 
den  Gleichungen  (106.  sich  etigebeaden  Wcrtbe  einselil,  nnt  Zuzietauig  der  obem  Glei- 
chungen (106.  i.)  über  in: 

U«^    ^  + z'     2"  s"=  2  %  ^„   ,   s  -H  z;  s'+  z;-  s"=  2  ß,  fr.   ,  z>  s  +  s'+  ?-  s"=  2  ß. fr:  ^ 

so  dass  diese  statt  der  obern  (1U6.  q.}  genommen  werden  können,  und  man  also  aus  ihnen  ia 
Vefbhidnaf  nit  denen  (106.  e.)  und  den  obern  (106.  Q  alle  BealfamningeB  eihlilt,  wen  die 
sHmmtliohen  bisher  angeseigten  Gleida^gen  Ariasa  geben  kAmaa.  Ana  den  CSekhaagea  (1001 «) 
geht  hervor,  dass 

(IM. . )  z, = «,  s  -  z  -  z, ,  »; = a;  s— z'—  z; ,        s"— x"—  »r 

ist,  wührend  die  (H>fi.  &.')  zu  erkennen  geben,  da.ss 
Ct««.«J  z"S"=2ß,ß^»ii»  —  tS  —  z-S',  t['$"=2ß,ß',§^:—z,S-z',S\  z;'S"=2/S./j;/?','— z,S  — z;s' 
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isL  lUiminirt  man  aus  den  letzten  Gleichungen  (^iUG.  t.  und  x.)  die  Grösse  z^',  su  erbäli  inaa: 

«;'  s'"—  s"z"—  s"z;'=:  2  /T.       s  —  z;  s' , 

und  setzt  man  in  diese  Gleichung  Dir  z!",  i"  und  z, ,  Zi  die  datdr  aus  den  Bwet  vordem  Glci- 
ehmifeB  (lOtt.  i.  and      sieb  'ergebeodcn  Ansdrttcke  m»  konmt: 

eine  Gleicliun^Ti  i'us  wrlrluT  alle  Grössen,  doren  Grundzcirlirn  z  isl,  \  iTsrliwurnlfii  sind.  Diese 
in  Verbindung  mit  di  n  zwei  vordem  in  (lUii  t.  und  x.)  enlliulteneii  und  einer  der  letzten  in 
(106.  (.)  üdi-r  (iO().  X.)  slehemieD  dcichungon  gehen  den  gunzeit  InhaM -der  dcirliunffcn 
(106.  eJ)  und  (10*i.  >^.)  \\i(  iler,  und  selzt  man  in  die  dritte  (lOfi.  t.')  fm  z"  und  odci-  in 
die  dritte  (106.  x.}  Tür  z,  und  z^  deren  aita  den  zwei  vordem  (lOG.  x.)  oder  (i'Jti.  i.}  «wt- 
nummenen  Ausdrucke  ein,  so  eriiäll  man: 

welche  in  Veritimhinf  mit  der  (lOO.  Jl")  mi  deii  swd  TOrdem  In  (106. «.)  «d  (1061 ».)  eiil- 

liHltfiiLMi  di'u  IiiImU  diT  Glr'ichunjjen  (^lOfi.  f  l  nrul  (lOfi.  )  nusnuu-hcn ,  und  diilicr  niil  den 
drei  obern  (lUti.  i.)  alle  Uesliuimungen  herzugeben  im  Stande  sind,  welche  die  suinmllicheu 
fcMier%eii  Gletdraiigen  Uefera  hOimeii.  Dvidi  die  hier  erwiimlen  sechs  Gleichungen  werden 
nicht  nur  alle  Grössen,  der<'n  Grundzt  ichen  s  Ist,  in  den  vieren  z ,  z',  z, ,  zi  von  ihnen  und  in 
den  dreien  neu  hinzugefügten  ünbekannlcn  S ,  S",  S"  ausgedrückt,  sondern  es  wird  durch  sie 
auch  noch  zwischen  den  drei  letzten  Unbekannten  die  Bestimmun^sjr|eichun<:  (106.  X.}  aurgestelH. 
Um  nun  diese  Zuriirkrühnin^  nnrh  weiter  fortzusetzen,  setzen  viTt  in  die  zwei  ersten  obern 
Gleiclinn^"Mi  (100.  C.')  für  z"  und  r"  deren  aus  den  swei  Tordorn  Gleichungen  (106.  Jc3  sieh 
erc:ebeii<len  Slcllvciireler  ein,  wodurch  sie  werden: 

um!  es  bleibt  «v  Mch  die  dritte  obere  Gleichung  (106.  £.)  zu  berQcksichligen  übrig;  seist 
man  aber  in  diese  ftir  z,,  z^  deren  durch  die  zwei  vordem  Gleichungen  (106.  i.}  gegebene 
Ansdrttcke,  so  wie  für  z"  dessen  durch  die  Gleichung  (IOC.  u.)  gegebenen  ein,  so  gdit  sie  in 
die  schon  zuvor  erhaltene  Gleichung  (106.  iL}  Uber,  worin  sich  der  sehr  merkwürdige  Umstand 
'  aiissprirht,  düss  die  drei  (ileirliuiigen  (106.  r.^  in  ^'l■rbin(]uIlE|■  mit  den  si-rlisen.  welche  die 
obern  in  (iU(>.  und  (106.  tf.)  eathalteueu  ausuiaclien,  also  neun  Gleichungen  aul  blos  acht 
larOcfcltthibar  sind,  oline  dsss,  wie  bei  den  Diamelni^eichangen,  eine  Rektion  zwiacben  den 

CoelTizienten  der  gegebenen  und  denen  der  «.M  siirliti  n  Cleii  hung  einzutreten  Noib  thüte.  Es 
giebt  dieser  Umstand  eine  wesentliche  \  ersdiicdcuheil  zwisciieu  der  Aalur  der  gegenwärtigen 
und  der  obigen  Gleidnmgen  lu  erkennen. 

Ziehen  wir  jetzt,  um  die  imgefangene  Auflösung  noch  weiter  forlzurüliren,  die  drei  Hicii- 
tungsgleichungcn  zu  Rathe,  welche  die  drei  gesuchten  Axcn  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  dem  wspriiitg- 
lich  gcgdicncn,  ntf  dsa  Axea  AX,  AX',  AX*  sBsnnneRgeaettten  CoordbMiensystaM  Hefenii 
und  im  AUgeaschM»  afaid: 

1  =  A»  -{-  A"  +  A'"  +  2  A  A'  cos  W  +  2  A  A"cos  W'+  2  A'  A"cos  W", 

1 = Ä?  +  a;'  -I-  a;''  +  2  a.  a;  cos  w  f-  2  a,  a;'cos  \v'+  2  a;  a;Vüs  w, 
1 = Aj + a;' + a;"  -j-  2 a,  a;  cos  w  -i-  2  a.  a;'co8  w + 2  a,  a,  cos  vv,  . 
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und,  wenn  wir  statt. der  Projecliouszaiiicn  ihre  »us  den  Bezeichnungen  (^lUti.  ö.)  benuhoicndeo 


^  =     +  ^  +      +  '  +  2        cos  W+ 2^^;  cos  V^--. 

u<       "o        »•  (>•«,  Vlff« 


€!••.*.>  <  />?=  J  +  ^.  +  J..  +  2  ^ CM W+  2  fi^,  CO.  W+  2  ^  cmMT, 

'  a,     er,      c(,         ß,  ß,  «,  ß,  «,  ß, 

M  geben  diese,  wenn  man  sie  alle  drei  nt  einender  addirt,  mit  ZuiieliiiBf  der  nntem  in 
(108.       and  CI06b  «0  nithi)lt(>ncn  Gloicl 


2ßJ:+iJ?+/»?*+^ÄÄ'  (-  +    +  4oj=S*+6"+rH-MS'co«W+2SS"eo»W'+aS'S"cMir 

<r«     ß«  ß) 


,  ««  «•  0» 

•■9  S  setzt: 

n* = S*+       S"H-  2  S  S'cM  W  +  2  S  rcos  W+  2  ff  S"CM  W", 
wonit  Modi  dae  zweite  GhidNug  gefebea  ist,  in  «eielMr  alle  Grflsaea,  denn 

t  ist,  vorsflnvundcri  sind.  Aa<'hdoin  diese  (Ileichiinrr  mifsjoriinilrii  \\(»r(lnn  isl,  lint  mnn  von  de- 
nen (10t).  U  nur  nocli  zwei  zu  den  zuvor  erlialleneu  liinzuzulügen,  wozu  wir  die  zwei  ersten 
■ehneB  woDen.  Setzt  nwn  in  dieae  für  ^  md  zT  üve  dnnli  dte  zwei  enten  deidingeB 
(106.  x)  gegelienen  Anfdrftcke  ein,  w  werden  lie: 

\  It»  At  9  ß«  ß« 

+2(1  cOfW+  ^co8W-D^i^M^^S-££ 
Ca««*«l  {"^ 

+2(i  ceaW+  |cosin^M£^S-££  ^ 

und  nun  siebt  ni»n  sogleich  ein,  dass  sich  die  Grössen  z  und  z'  aus  den  ersten  Gleichungen 
(10&  v.")  and  (106. ».}  ganz  el>en  so  wie  die  Grfiesen  t,  und  al  aus  densellien  zwcAen  Glei> 

cliiiM^rrii  in  S.  S',  S"  HUSiii'ilnirkt  erhalten  lassen;  weil  nlier  /wiMlirn  drn  Griissen  S,  S',  S" 
nur  die  zwei  (ileichungen  (^lUO.  A.}  und  (106.  o.}  gegeben  sind,  so  bleibt  eine  von  ihnen  oder 
eine  Verbindang  von  mehrcm  noch  der  freien  Wald  Abcrlassen,  so  dass  audi  hier  wieder  eine 
nneadlich  j^ro^se  An2uhl  von  Auniisiingfen  innerhalb  gewi!<ser  Si-bninken,  die  in  diesen  Glei- 
dinngen  selber  sich  kcnnbnr  machen,  eriiallcn  wird.  Man  kann  sich  die  endliche  I.iisung  der 
bebandeilen  Gleichungca  dadurch  erieichlem,  dass  man  das  Hyperboloid  ursprünglich 
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durch  eine  Duunctraljfleidiiuig  au  recblnuikligeo  Coordiiia(«nsyt«tcnie  gegeben  voraiuselxt,  wo 
imm  «ogW=eMW'=cMMr=0  irird  «wl  die  Gleielmngeit  (106.  ir.)  die  eUtahen  Geelilt 

«^+rZ*^  rcs'^'  p--f7j+c/:'+       «r*s'^  i,a«^f.) 

und  gicicttzi'ilig  iiinmil  unicr  der  geuiacliliMi  Vorau^si  lzung  die  Glcicliung  (106.  o.}  die  rnicb- 
fleheiide  Fem  eii: 

R'  =  S'  +  S"  +  S".  '  Ct#«><k) 

Sewohl  die  Gleichungen  (106.  g.^  wie  «uch  achon  die  (106.  .t.)  lassen  ericennen,  dacs  in  dem 
Falle,  wo  nuui  ßl  =  ß"^'  sein  lüssl,  die  vier  Grössen  z ,  t'  und  z, ,  zj  sclion  aas  einem  einzigen 
Fiat«  der  CHekiliungen  (106.  ».')  und  (iOG.  jr.)  oder  (106.  qJ)  hervorgehen  inOssen.  Ich  uu- 

terliissr  es,  aus  ik'ti  hii-r  iTlialteneii  Resultaten  wcilero  FüI^'tTUHLrcii  zu  ziolicn,  \>eil  ich  nicht 
anders  gkubeu  kuiui,  aU  dass  man  flir  die  zuletzt  vorgelegte  Aulgiihe  üuwuhl  als  Tiir  die  in 
Nr.  224.  angferegte  bald  xwedtmiasi|ieFe  BehandlangsweisoR  aafBiiden  werd^  die  dn  l>eqaeiu- 
res  Abli'sm  ilin-s  Inhalts  t;rsi,i!f!  li :  ;i!ht  if»r;uif  dürfl«-  ndch  mirnierksaai  zu  ninchen  sein,  doss 
sich  millcliit  der  Grössen  S,  >\  S'  die  Axen  Alf,  AY',  AI"  cinzeio  uod  in  \ülüg  syuunetri- 
echer  Weise  angdten  lassen,  wie  man  sogln'di  einsieht,  wenn  man  in  die  Glcidnuigen  (108.  &,") 
statt  der  Zi-ii  lu  n  z,  z',  7." ;  z, ,  i' ,  7" ;  z, ,  z',,  7"  wicdL-r  das  sctst,  wds  sie  deo  IHeidiaBgen 
(106.  il)  zur  FiAgi'  zu  bedeuten  hüben,  wodurch  sie  werden: 

«.  s  A + s  A'-i- «:  s"A"=  2  ß: ß: ,  «.  s  a. + «;  s'  a: + o;-  s"  Ar =2ß,ß:  ,i  ^ ^ 

* 

und  jede  dieser  Cleicfamgea  fttr  sieh  Ussl  in  Verbindung  mit  der  gleichvidlen  vordem  Be- 
dingung (102.  b.)  und  mit  der  gleichvicllcu  von  den  vor  (106.  sicliciulcii  Riciilungsglci- 
chuBgen  die  drei,  auf  eine  der  gesuchten  neuen  Axen  sich  bezieheiulen  frujeclionszalden  er- 
niUdiv  jOBeratis  Ihmm  man  leicht  entnehown,  daas  von  jeder  der  gesuobten  Axen  AY,  AT*,  AV 
ein  aasserhalb  ihrer  gemeinschuniicbcn  Spitze  A  liegender  Funct  gefunden  wird,  >venn  luan  die 
Cwve,  in  welcher  der  Asyniptütenk(*i;cl  von  einer  um  A  mit  dem  Hadius  1  beschriebenen  Ku- 
gel gcschniUen  wird,  von  tiri'i  einander  |iandlelen  Ebenen  durchscheiden  lüssl,  deren  Gleichun- 
gen 

«,  s  X  +  «;  s'x^+  «:'  s"x"—  2  ß:  ,-r; ,  «,  s  x  +  «:  s'x  -j- s"x"=  2  <j.  /j:  , 

a,  S  X  +  u',  S'x'-j-  öi'  S"x"=  2  ßi^ 
sind  md  die  in  eine  einzige  zusainmenl'allen,  da,  wo  ß,  =  ß'^z=ß'^  ist. 

f.  18. 

Ten  den  einfachsten  Glcichingei  der  Flächen  zweiter  Ordaw^. 


231}  Als  wir  oben  (Nr.  213.)  die  m(i|^ichen  DiumetrHlgleichungen  Mt  eine  Mittolpuncls» 
flüdie  der  sweiten  Ordnung  kennen  zu  lernen  nn*I  i\U:  CDordinatonsystemr,  an  w<>!r!ien  sie  Iier- 
TOlgflhen,  SU  bestonioai  suchten,  fanden  wir,  dass  diese  Coordinaleosysteme  blos  drei  der  von 
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(70.  a.}  bis  (73.  a.}  auf^stellten  Bedingungen  zu  erfdllen  brauchen,  wozu  in  Jedem  F«Ue  nodi 
die  drei,  aiT  dte  in  ilmea  vorimniineiideB  Axea  dei  nrnmcfeileD  GoovdMteMyilaBt  ikk  beii»> 
headen  Rii'liliin&fsgli-irhtini^cn  zu  nehmen  sind,  wodurrh  inu  Mcbs  Gleichungen  fitr  die  neun 
ZU  bcdünmendcn  Projeclion&zahlen  erhäll,  also  immer  noch  drei  Mf  die»«  Axea  aicb  besiehea- 
dm  BestiimmiiigMtlifIte  zar  Disposition  de*  Rechnen  Ubrit;  bleiben.  INeie  drat  der  WiU  »• 
heim  gegebenen  BestinimiingsblUcke  wollen  wir  nun  dazu  benülxen,  um  jene  Gteicbongcn  in 
möglichst  cinfnchcr  Form  zu  erhalten,  welches  oirenbar  der  Fall  sein  wird,  wenn  wir  dadurch 
die  absoluten  Wcrthe  der  drei  neuen  Coenizicnlen  (cc,),  (a,),  (ti,'}  oder  (ö,),  {Ö',),  (tf,')  einan- 
der gleich  machen  können,  indem  dann  die  neuen  Gleidinngen  (10.  c.)  bis  (73.  c.)  eine  der 
Fonncn  y*iy''  +  y"'  =  /i  oiirr  v'-^-v^'  +  v"'  — r  nnnehmen,  wenn  man  bei  jedem  ihrer  auf 
der  linlien  Seile  des  GleichheiUzeicliens  stellenden  Glieder  fiir  sich  eben  so  gut  das  obere  wie 
das  untere  Voneichen  m  schreiben  gestaltet  Hierbei  werde  ieh  Mos  den  einen,  In  den  GM-' 
chnnrrcM  f70.  ;i.  Viis  e.)  aiisffesprniliiiir't  F;iII  I  rnirksichtigen,  und  (lii>  Behandlunjr  der  übrijfcn 
Falle  iltni  Leser  überlassen,  der  sirh  nii  7.usaiiiiMeii;j;eset7.ti'n  AufLr^ilieii  zu  üben  Ver<!|'niigen  findet. 

Stellt  die  von  der  ersten  Form  (64.  il)  gegebene  Gleichung,  aus  wcldicr  eine  andere  von 
dersdbcn  Pom  (7(k.  heworydiell  werden  soll,  em  Ellipsoid  dar,  so  werden,  dem  oben 
(Nr.  215.)  Gefundenen  fiotnäss,  die  drei  neuen  ('(ulli/icnl  n  {ie[]  .  (a")  nolliwi  rnliir  Zahlen 

mit  einerlei  .Vorzeichen;  stellt  aber  jene  Gleichung  ein  Hyperboloid  dar,  so  neliuten,  dem  da- 
selbst Gefnndenen  gemSss,  zwei  von  den  diese  Coelllzienten  berifebeadea  Zahlen  nodiwendig 
dnerlei,  die  den  drillen  CoelTizientcn  besliinnicndc  Zahl  hingegen  das  enlgegengcsetllo  Toisei- 
chen  in  sich  mL  Im  ersten  Falle  kann  man  es  nur  dahin  bringen  wollen,  dass 

iMm.)  ■      {«.)  =  («;)=;(«;')=* 

werde,  im  andern  Falle  nur  dahin,  dass 

itt,  '        («,)=(«;)=— («;')=i 

werde,  «renn  (ee«),  (««)  die  zwei  CodlzieBlen  werden  sollen,  wvlclie  IMm  wM  elneriet  Tor« 

zeichen  sind,  eine  Voreosselznng,  welche  zu  machen  man  Mtir  den  Umstäadra  berngt  ist,  und 
).  in  jrdi'in  FhIIp  einen  von  den'  niehrern  rocITizienten  der  nenon  Gleichunsf  vorstellt,  die  bei 
gleichen  Zahlen  auch  einerlei  Vor/eichen  beiiitzen.  £s  verwandeln  sich  die  in  dem  von  uiui 
betncUeten  FsUe  gdligen  GMehnngen  (7«.  i.)  doch  die  BosÜNinmig  (107.  i.)  in: 

AA'+A,A;+A.A;=0;  AA''+A«A:'+A.Ar=0  ,  A'A''+A:Ar-|-A:A;=0, 

idngegen  durch  die  Bestimmung  (lOT.  b.)  in: 

aa'+a;a;'-a,a;=o  ,  AA'+A.Ar-A.ATsO ,  a'A'+aiat— a;a?=:o, 

so  dass  äbo,  je  mchde«  num  es  mit  dnein  BQipeoid  oder  mit  einon  Hyperboloid  m  Ihnn  hi^ 

OM.«.)*^'  AA'+A.^'±A,A;=30 ,  AA'•-|-^Ar±A.A^=o ,  A'A''+A:Ar±A;A;'=o , 

• 

wo  von  den  dOf^MÜlen  Vorzeichen  beim  Ellipsoid  das  obere,  beim  Hyperboloid  dns  untere  ge» 
nommen  werden  muss.  Die  Gleichungen  (107.  c.)  in  Verbindung  mit  den  drei  Uedinsnmg^en 
(TOl  a.}  und  mit  den  drei  Richtungsgleichungen,  welche  in  >r.  215.  im  Eingange  zu  Zitier  III) 
■aTgesIdlt  worden  sbid,  enthalten  dies  in  sieh,  ww  nr  Bestimmung  diM  nenea  Coordinelensy- 

slems  t^"<ri'ben  ist;  weil  aber  diese  Gleichun|Ten  dieselben  sind,  wie  die,  woraus  in  Nr.  215. 
die  Uelalion  ((K).  a.}  hervorgeholt  worden  ist,  nur  mit  dem  üntersciüedc,  dass  jetzt  zwischen 
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Aga  Coeffizienten  der  neuen  Gleidnmg  du  Verhalten  (107.  a.  oder  k}  fealgeftelU  worden  iat, 
M  iit  die  Belalion  (80.  a.}  uler  BeiUdniAligung  diee»  Yerinilew  neh  bler  wieder  amrml- 
bnr,  wid  giebt  entweder 

3r  =  — +  —     oder     ^r=^+-,-^~-,  {«M.«.) 

je  ninliilfin  hihii  i-s  mit  oinem  Ellipsoidc  oder  Hypcrliuloidc  zu  llmn  lint.  I)as  Entliallcnst-in  die- 
ser loUlen  Gleichung,  es  mag  die  vordere  oder  hintere  werden,  in  den  neun  zuvor  erwähnten 
ist  Ursache,  dass  diMe  neun  Gleicfamifen  in  Bexuf  auf  die  imn  zu  aiidienden  ProjecUoantaMen 
nur  aclilcn  gleich  zu  mlili^n  sind,  >vi(S  /i;r  1'<iIl,m'  li;it.  iIisk  iminrr  noch  ein  Bestiinmun^rssliick, 
anlangend  das  zu  findende  Coordinateiuysteiii,  iviiUiubrIich  bleibt,  so  dasa  oiuere  Aulgabe  selbst 
iu  Ihrer  jelzi^n  Besonderheit  noch  eine  unbeslinmte  bleibt,  und  wir  Im  Allgemeinen  unciftlig 
▼ielc  Coordinalensysteiiie  envarlcn  dürfen,  an  welchen  die  Mitlolpunclsniichc  durch  eine  Glei- 
dmag  von  der  Form  ]|'4*y'*+ir"*=f  darstellbar  ist,  wo  von  den  bei  y"*  stellenden  doppel- 
tai  Toncdehra  das  obere  hehn  Eni})so{d,  das  untere  liefm  Hypeilioloid  genomowa  werden  anifi, 

2323  Fubii  mau  die  folgenden  neuen  iiczcichnungen  ein: 

A        #    A         tf    A|       f     A|        tt    A,"  #    f     At   £M^^k  A  % 

j>=iB  ,  j-=ni  ;  jj-=n»,  ,  ^=m,  ;  ^=ni,,  — smt,  (iw* 

M  kann  man  die  drei  Bedingungen  (70.  a.)  so  schreiben: 

«, -|- «ei m'm;     «l'iu"in"=  0  ,    «,  +     \\\m\ -\-  tf "m"m''=  0  ,    «,  +  a\  n\,  m\  -f  0 ,  (IM.  h.) 

und  den  zwei  erslcn  Bedin^ngen  (1U7.  c.)  kuiiu  man  liit?  naclialchcndc  Korni  geben: 

A'm'4-A/in;4:A3ni;r=0   und    A'm"+Afmr  +  A;m;'=0,"*  '  (1«M».  c.) 


i'o  von  den  doppellen  Vorzeichen  das  obere  dem  HUipsoid,  'das  untere  dem  Hyperboloid  cnt-  ^ 
prichL   Seht  man  Ar  Mi  und  Mp  'ih^e  aus  den  lelMeii  gwtl- (SMdmngen  »t  efhaBeiideii 


spricht   Seht  man  Ar  Mi  und  Mp  'ih^e  aus  den  lelMeii  gwtl- (SMdmngen 

■\VcrtIic  in  ilic  zwei  letzten  Gleichungen  (1()8.  b.)  ein,  und  ordnet  iiinii  die  zwei 
voi^ebeudeu  neuen  Gleichungen  nach  den  Grössen  A',  Af ,  A* ,  su  findet  inan:  - 

A'  («;  m «;m"'3  -f  a;  («;  mm; + j + a;  <», = o 


(IM.  4.) 


A'W«*«J+^»*i<)t+AJC«;iB?+*?»<?>q:AUi=:0,J 

wo  Uasidrifich  der  doppelten  Yoneichen  wieder  die  viirige  Begd:  n  beolNMditen  ist.  Ftthil 
■Mtt  Jj^elst  zwei  neue  CkOfMii  y;.aid  ^  ^on  «olch^  Be«d»ffeidiett  ei»,  daif 

t  ■ 

bt  und  setzt  man  die  hieraus  Tür  ni|  und  m"  sich  ergebenden  Werihe  in  die  errie  Gleidiui^ 
(108.  b.}  und  in  die  beiden  (lOa  d.)  ein,  so  erhUlt  man: 

«„  -1-  u\  in'' 4-  «ö ni"'-f  u\  m'J",  -}-  «f"m"^"=  0 , 
(A'  +  A0Cß.nr'+«;'m''3  +  A?C«;in'^/;4-«;^n'./';)4:A,'tf.  =  0,  . 

CA»*h^(««yin^+«;m'")  (A'+2Aj)  («>i'^;+«;m  z/.} + A?  («;  j-:-\-a;ji'y^ümt  ä*. 


70 


Digitized  by  Google 


SM  AaüyHadtB  flcometrieb.  -.    Abidi.  IT. 

Am  den  xwei  en>lea  dieser  drei  leiztea  GldduiBgeo  findei  omb: 

wodn«h  dl«  drfUa  rick  TenmiMt  ins 

welrlic  cirri  Gleichungen  die  einzigen  sind,  woraus  dir  Rcslimniuner  von  m',  ni"  und  .f„,  .f,' 
ges4:bchcii  kann,  so  ias$  von  diesen  vier  Grössen  eine,  oder  eine  Verbindung  mehrerer  durch 
VaM  festgestellt  werden  kanii.  Trigt  mit  diese  Unbestiinmlbett  nf  eine  der  beiden  GrBswn 

^  und  if,'  oder  auf  eine  Verbindung  der  beiden  über,  indem  lunn  diese  einer  iiIs  gej^elien 
■nzusohenden  Zahl  gleich  sebU,  so  kann  man  aus  dieser  Gleieliung  und  der  driUcn  in  ^106.  L) 
entMienen  d!e  GrSisen  J*,  und      eimedn  durch  die  A* ,  A.* ,  A.  in  völlig  besUmnrter  Weise 

ausdrücken,  und  dunn  uuch  noch  niillelst  der  zwei  ersten  Gleicbuagen  (^10^.  Q  die  ni'  und  m" 
durch  A' ,  A* ,  AI ;  iiiun  findet  niimlich  durch  Auflösung  dieser  zwei  letzten  Gleichungen  in  Be- 
zug auf  m'  und  m",  wenn  man  für  tt,J?-^  ,  der  driUcn  Gleichung  f.)  gemäss, 

\  •  ■  A  Jl| 

/  Vt^:  ,  j':Va:r  ±a'a?a; 

I  m  V  A,      _,_  j^.  -f  y  ^  Ar  Va'H-  A.'  +  A\)  ' 

-"1/^--—   ^^£JtJa       »^««  r  ±a'a;a; 

"  ^  A»  +  A?  ~  A^FÄ:  VF-f  AfiAl^  * 

Uerans  ster  «rWt  maii  krall  der  Gleichungen  (106.  e.}; 

wd  vetinillelat  dieser  vier  Gleiduagea  gek«i  bub  noek  dh  (IO61  &}: 

^»^«r/'±A*A?A!\i        ,      ^.  Kat  /  ±  A*  A? Aj  \| 


B). 


In  äflea  diesen  Qeichungen  missen  von  den  Appellen  yonetcben  die  obem  oder 
genommen  werden,  je  nachdem  man  «•       elM«  W^ieU  «der  B|periMMd  m  Iku  ha^  vrf 

«}abei  kann  von  den  Quadratwurzeln 


Wtnr  JßiB  ihrer  beiden  Formen  genommen  werden,  jeducli  inuss  jeder  Quadratwurzel  einzeln 

genommen  gli  ii  hT>ii<ip  in  aflea  seeh«  GUrliiinL'en  (108.  g. )  »tela  dieselbe  Form  beigelegt 

wordcü.  Uc  w  dtese«  GI«i«kiiB|ee  filr  ni  ,  m  '  i  q»,»  «^"j  mi,  ti^  miigeibtuUen  Werthe  «rilU- 
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len,  wovon  man  sich  unter  Zazichung  der  dritten  Glcichui^  (106.  Q  kieht  überzeugen  kann, 
die  Bedingungen  (108.  b.  wd  c.) ,  und  iMcben,  den  die  ms  deü  Gleicliungen  (70.  b.)  la 
achüpfenden  CocfGzicntcn  der  neuen  Gleichung  (70.  c)  ihrem  absoluten  Worthc  nach  einander 
gleich  werden;  achreibt  mtn  nianiich  die  Glaichiipg«a  (70.  !>.},  dea  in  (106.  a}  eingeTdhrlen 
Bezeichnungen  gcmiiss,  so:  * 

i»C«,+«'^''+«;'ni"3 =(«,),  A? («.+«;»;'+«>;''}=(«;) ,  a; («.+«;»;•+ «';iifo=K), 

nad  Kbt  ia  dieie  für  ib',  n";  mi,  wf;  wi,  nS  An  te  (106L  g.)  gegebenea  Werthe  so 
findet  man  nach  einigen  einfachen  RedudiOBeni 

(«,) = {u',] = + =r  X = «.  (A'  H-  Ar + ÄJ) ,  CiM*  M 

wo  durch  ).  dorjcnice  der  ncui'ri  Cdcnizienk-n  braciiliin't  worili'n  ist,  dor  unter  den  iihrigen 
seiner  Zatil  und  seinem  Vorzeichen  nuch  wenigstens  noch  einmal  zu  finden  ist,  und  uan  l>eiai 
Blliiffloid  Jmcbweg  die  oben,  beim  HypOboloid  doidnreg  die  «ntera  Toneidwa  in  den  Glei* 
«fangen  (108.  b.}  m  neimea  hat  Selsen      sor  Abkitonuv 

1  ,     +A'ArA?  - 


i»P±J»=A«A:n 

mr  Feig«  lud»  so  wild  die  dritte  Gfeiehung  (f08.  f.) :  ' 
bnd  die  Gieichuqgen  (106.  g.}  nehmen  die  ntchstehende  einftchere  Gesidl  an: 

n^K«;=5n(-Af.rf;KÄ;+Kp-^Kn?3i  ■i''Kefi:=B(-Ar^K«;'  -  Kp-rfiKab? 


wo  hr  Beircir  der  doppelten  VorseidiflB  «od  der  OMdrstwnradn  ttuncr  die  die»  BegiAii  be- 
stehen bleiben.  '      ,  ' 

233)  Giebt  man  nun  den  dreien,  in  Nr.  215  »n  der  Spitz«  der  Ziffer  III.  aufffpstrlllen,  ouf 
die  drei  neuen  Axen  A Y ,  AI",  A Y"  sich  bezieliendcn  Kichtungagleichnngcu  an  den  drei  Axen 
des  snpittngHeben  Systeme  nditilit  der  in  (106.  s.)  eiageAlbiten  BeieiehMi»gen  die  nacbste- 
bende  Foito: 

i  =: A* + A'm'*  -I-  A*»*^  Hr  >  A*!^  «es  W + 2  A*  ■"cos  ir+  SA*  n' jaTeoe  W^,  \ 

1  -  A?  +  Ar  n.;'  +  Af  n.;-'  -f  2  A;  «:  oos  W  +  2  A?  «Tco»  W'-f-  2  A?  m',  m:'co8  W,  5  . . . '.,  iwtm,  a.) 

1  =:  A!  +  A;  in?  +  A:  m;**  +  2  A3  a«;  cos  W + 2  A!  mTeos  W'+ 2  AS  nC  aTeos  W, ) 

so  nrhitlt  miin  (hin  h  Addiii(m  und  SobIncliM  dw  iwoi  «rslMV  dicfor  leUten  dfd  GWcbnagM  .  ^ 

mit  üenicluiichdgung  derer  (iOU.  c.} :      '  * .      '  t  <   • . .  i 
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2= A'  +  A,'  +  Ä'  Cm '  + 1»  "0  +  A?  (m;*  + 1»;")  +  2  AJ  m;  cos  W 
2  AJ^  coB  W+  2  (A*  m'm"+  AJ  mt  mO  co»W* 
<AM.M  /und 

)o= A'  —  Af  +  A'  (m"  +  m'')  -  \?  (in;'  +  m;")  +  2  (A'  m'—  A?  roO  co« W 
+  2  (A'  m"-  A?  n«:'}  os  W '+  2  CA'  in'm"—  A?  ml  m;')  cos  W", 

und  diese  pt-hon  mitlolsl  der  in  (1()8.  1.)  gepehcnm  Werthe  von  m',  m";  wi^  mj';  niti  «4' 
unter  Zuzieliuiig  der  Gleichungen  (108.  L}  über  in : 


/  2=A«+A;+A'A?n(^+^'0  +  nP(^.'g  +^g.) 


and 


+ 9  ^       KP  OM  W — S  ^,  ^     OM  ir  +  2  B  ^.     CA*  1,*  ~  P}  oof  W 


0  =  (A*  -  A?)  [1  —  A*  A*  n«       +  ^;")  +  n'  P  +  ^. "  ^) 


+  2  A'  A;  [2  n'  ^,     KP         — -  2  n  C^;  cos  W  +  ^;'cos  W) 

+ 2ii»KF(zr.^  J^.  ~  ^;  coiir]; 

ferner  wird  die  dritte  Gleichung  (lOi).  a.^,  wenn  iiuui  in  sie  fUr  nia  und       ihre  in  (108. 

i==AJ+C-/."4  +  ^.''^:)p+2^;^KPc?<W:t2^.^KPco.ir 

2^f'^«  jjCM  W« 

Wir  woUea,  ehe  wir  weiter  gehen,  eine  Folgerung  aus  diesen  Gleichungen  »eben,  die 
ib  «tae  Probe  flir  die  Ridiliglidt  dersdbcn  angeidhen  werden  kmn.  Addbt  nan  bilden  Fde, 
wo  man  es  mit  einem  Ellipsoid  zu  thnn  bit,  und  eben  desswegen  tu  den  voräichi  ndon  Glci- 
efainifen  nur  die  obcm  Vorxcicben  gcMMMcn  werdiMi  düifaii)  die  filniffciMfl;  (109.  4}  xa  der 
enten.  in  (100.  c.)  enthaltenen,  so  kommt: 

CtM.*)  S=A»+A;+AJ+A'A?n(-rf?+-i;")+CaP  +  ^(-rf?^  +  -^r."2^}i 


niblnhht  nm  aber  in  den  Pelle,  wo  man  es  mil  eineaa  Rypeilioloid  ni  Unm  hei  wd  eben 

desswegen  in  den  vorslehcridcn  Gleirhongwi  nur  die  nntern  Vorzoithcn  trcndtimirn  wer 
fea,  die  Gleichiiag         d.^  von  der  ersten  in  ^109.  c.}  cnthalienen,  so  kommt: 
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P 

Van  itl  der  unlern  GMdumg  ClQ&  L)  n?  Folge  beim  ElOpfoid  11F+ jg=nA*Ai',  beinHyper- 
p 

boloid  nP — 7;=nA*A*,  daher  irdit  die  demEdipsoid  engcharige  deiehiin^  (109.  e.)  Aber  In: 
•der  rar  n  seiden  Wertii «0  (lUb. i.)  und^,^,         flir  ^,  und  aetMnd: 

und  die  dem  Hyperboloid  angchürige  Gleichung  (109.  Q  wird  aur  die  gleiche  \Vcij»c : 
l  =  A«+A?-AJ+A«ArnC^  +  ^+-rf?4  +  -^»^) 

oder 

i=A*+Aj~Aj  +  ^j^(^+j^)C^«;+-^."«;9 

Md  difist;  lolzti-rrn  («'leiduinpcn  (10!>.  i;.  mul       verwnndfln  sirli,  wenn  man  Tür  -f-  . 

•einen  aus  der  ielzten  Gleichung  (106.  enloonuueaen  Werth  setzt,  wo  bei  der  Gleichung 
(109.  g.)  das  obere ,  bei  der  flMdta|f  (100.  L}  du  rnitere  YvntÜktu  gen^munea  werdM 

3=(A«+AJ+ÄJK*  +  «.(4  +  4,)l  .     .  , 

I  =(A»+Af-AS)[l+«,(ij+j^D]  , 
wddie  sieb  auch  so  scbreiben  käsen: 

1  J  j-=3«,(A'+AJ+A0         1  {— |-=«.(A«+A?-AO, 

o<ler  mit  RttoluidiInMbme  mf  die  dem  EUpsoid  oder  Unwit»oloid  sngcMrig«»  laelehutgen 
(lOT.  d.35  ' 

ia=«.iCA«+AJ+AO  md  l=is(A'+A?~AO,  Um.I.> 

r 

von  welchen  die  erttere  beim  ElBpsoid,  die  lebilere  befai  Hyperboloid  gOllig  ist,  nnd  in  der 

That  slimtncn  diese  mit  den  unter  den  gleiclien  Vorausselztingen  crlmllenen  (^lOS.  Ii  )  vollkom- 
men Uberein.   Durch  die  Gleichungen  (101).  i.}  geht  die  letzte  in  (106.  t.)  erhaltene  über  in 

■Dd  tat  gMchmbsig  bete  BHpmii  wie  befan  Hypeiboloid 


234}  Da  man  X  »tu  den  CoelBzienten  der  gegdienen  Gleichung,  je  nedidea  diese  CoeCB- 

Zaldcti  Ulli  einerlei  oder  mit  verschiedenen  Vorzeichen  sind,  iniltelst  der  vordem  oder 
hintern  Gleichung  (^107.  d.}  finden  kiinn,  also  ).  einer  gegebenen  Grösse  gleich  zu  achten  ist, 
iO  giebl  in  d«m  einen  oder  andern  Falle  die  vordere  oder  hintere  Gleichung  (lUU.  l}  oder 
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(|108.  h.}  eine  Bcsliintiiungsgleichung  zwischen  den  drei  Grüsüen  A* ,  A,' ,  und  AI  her ;  sie  ist 
daber  im  Stmde  eine  äet  Glekhangen  009.  c  und  d.),  wekis  xnr  Aiifliiidiiiig  dieser  GiObmi 
vorliaridi'fi  sind,  zu  \ertrpl<'ti,  wie  wir  di-nn  so  oben  gesehrn  haben,  dass  sie  sich  aus  <li'n 
Iclztgenannicn  Gleichungen  herleiten  lassL  Indem  wir  jelzl  an  di«  endliche  Bestimmung  der 
gedecliten  drei  Grossen  dnrck  die  md  ^  miHdBl  der  Oidclingn  (109.  c.  and  d.)  ver- 
bunden mit  der  (109.  i.}  grhcn,  wollen  wir.  weil  zwisclien  ^f,  und  ./"  nur  dii*  eine  ;iri  <lriller 
Stelle  stehende  Gieichnog  (^lUb.  r.}  gegeben  ist,  um  beide  durch  eine  einzige  der  Wahl  über- 
Isasene  Grdsse  dsnleUeli  sn  kömea,  zwisclmi  ilineR  die  folgende  Relation  festotelleii; 

worin  0»  die  nadl  GelUlen  tn  wühlende  Grttsse  vonusteOen  hst,  die  In  der  Uer  beüeirten 

Form  nur  einen  beliebiix  ixe^cliciu-n  n-i'Hoii  Wiiikf!  anzi'ii^on  soll.  Aus  dicspr  Glrichmii:  in 
Verbindung  mit  der  dritten  (^lOb.  Q,  statt  der^^n  »ir  die  (iüti.  k."),  in  welche  Jene  zutuige 
der  (106.  L)  eingeAhrlea  BeMldinnngen  Ubergdil,  nehmen  werden,  lassen  sieh  deren  Bestind- 
Iheile  t^J^  vnd  einseln  wie  felgt  Huden: 

i<^=±«^^«in*e»  md  «;'^*=:f«;^eos*«i 
nad  nillclst  ihrer  whltt  mm  nun  noch  wefter: 

J',  K«;  =  A,  sin  (0  ,    J:  Val  =  1/  i  ^'  A.  cos  « 

so  wie 

worin  immer  noch  von  den  doppelten  Vorzeichen  das  obere  dem  Ellipsoid ,  das  nnlerc  dem 
Hyperboloid  entspricht,  und  statt  der  Quadratwurzebi  jede,  ihrer  beiden  Foruu«,  jedych  in  allen 
Gleichungen  dieselbe,  genommen  werden  darf.  In  Folge  dieser  auf  de  GrOssen  J't  und  J", 
sich  besiehenden  Auswertliungen  in  m  nelniK  n  <lie  Gleichungen  (109.  c.  und  d.),  wenn  man 
bciii  lilet,  diiss  di(<  (i!)rrn  und  untern  von  (h-ii  doppelten  Vorzeichen  in  ihnen  den  obern  und 
untern  Norzeiclten  in  den  Gleichungen  (ilU.  b.^  entsprechen,  die  nachstehenden  Formen  an,  auf 
deren  Bitdunf  die  BeMklHW^gen  0  Einliuss  Üabcn  und  wobei  man  insbesondere  zu  er- 
wägen hat,  dtss  die  sweite  dieser  Bexetduninigen  in  Veibindnag  mit  den  Gleicban^  (109.  i.} 

i^^^=A«+A?±A5=^  fiebl: 

"2  p^K±  J  sinweosW+p^sinaeicosW  +  AI  sin 2«  cos 
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0=(A'-A0[l-.iÄ2+^)±-«.AjÄ+^:Fn-^^  . 

+  2A.Kii(l/±5?«w»CMW  — 1/±5  »in  «  co«W' )  —  »^7-4=»  «•>  2  «  co»  W] 
+ 2  A  A.  fn  Kf^n  A,  [(^  - 1)  «in  2  •  -  ^^y^.  coi  2  «  co«  W"] 

— SKn  (|/^  am  »  00g  W  +  I/^cmmcmW)] 

«n,  und  diese  lassco  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 


«in*«»  ,  cog'fti   »in'  ut  _j_  cos' im  ^ 


±S^  eocipeoiW— )/:b7>iii(M0sW'=W.,  V  ^  sinoiCO»W+l/4co«»co«W'=W,l 

«i«  c»  • 


setzt,  einfaclier  m  acineibesi 

2=1+Xft  +  «,A2A+  A;«to2«»ooiW"+2-^_W.+ -        sint«  oo«Tir 

■     .  Vu',a,  Vn        y  a,a, 

0=(A'-A0[1 -■Xft  +  n«.A5ß.+np^ÄS«to2»eo«W"  .  «.) 

+2Kb  A,W,— n -i=^«lB2«eo«W^ 

,   1      1  2  ^ 

+  2  A  A,  £n  A,  K+^i  [(^ — ^)  sin  2  o>  —  p^ig  «0«  2  w  cos  W  'J  —  2      WJ  ; 

ferner  niuut  die  GMdimf  (109.  d.)  nlltol«!  dar  Amwerdiimfea  (110.      die  fegende  Gel 
«talt  an: 

«d  irird  nil  Ztuiebanf  der  Beiidinong«n  (110.  c) 


2353  Aus  den  Gleichungen  (110.  d.  wtd  c),  wozu  man  auch  die  (iOü  K3  ■ehaea  kann, 
weIciM  wie  Jose  an  deMeOioa  GieidnRgia'  (109.  a.)  henFOffogaigm  bt,  Ia««ee  «ich  die 

Grössen  A*,  A' ,  AJ  auf  die  folgend*;  Art  herholen.  Giebt  man  nämlich  der  Gleichung  (10*^.  Il) 
onler  BerUckaicbtiguog  der  astea  in  (lüb.  u)  eingefilhrten  Bezeichnung  die  andere  Gestalt: 
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worin  wieder  das  übero  \'ür/,iNrlieii  dem  Elli|)Soi(l,  das  untere  dein  Hyperboloid  onbpni  lil,  und 
ad<brt  oder  subtrnliirt  man  zn  oder  von  den  beiden  Seilen  <lcr  (Ileiehung;  Qlü.  e.),  je  nach- 
dem nun  es  mit  einem  Ellipsoid  oder  Hypctboloid  zu  Ihan  bat,  so  crhiilt  man: 

in  welcher  noch  immer  alle  oliem  \'urzeiclien  das  EUipsoiJ  allc'unlcm  des  Hyperboloid  angehen. 
Diese  letzte  Gleichung  geht  »her,  die  (^111.  a.}  batteksiciitjgcnd,  Uber  in: 

A 

und  giebt,  wenn  man  sie  (|nadrii  l,  narluleiu  mit  Aiuiialimc  des  einen  -(-  2       A\ ,   iille  librigen 

\  II 

Glieder  von  der  rcehlcn  aur  die  linke  Seile  des  GleiL'hlieilszeichena  gebrachl  wurden  sind: 

+ 1  Ci  -  «. ft+  sin  2  0,  cos  W"}'  =4  ^  W?  , 

oder,  wenn  man  Dir  M  seinen  Werih  ans  der  deJcbong  (III.  a.)  einwist: 

Cl  +4^'± 2  j  C4  +  4)  Cl  -  «.  rin  2  «  CO«  W  ") 

Ctti.  •.)  ^  •         ,  ^  I  1  < 


und  da  in  der  M  eriudlenen  Gleidnuig  (Iii.  e.},  naehden  mm  hnrichtUdr  der  Grüaie  o» 
Wald  gelroiren  hat,  auaser  n  hnter  bdtannte  ZaUen  vorkonunen,  wilircnd.  sie  in  Benuf  anf  - 

quadratisch  ist,  so  findet  man  ans  ihr  f&r  ^  oder  A*+A?  einen  doppelten  Werth,  woni  die 

Gleichung  (III.  a)  den  enLsitreclienden  Werth  von  A;  liefcrL    Hat  man  so  A'  und  oder 

A'4*A*  gefunden,  so  kann  mau  nocli  die  Grüsscu  A'  und  A,'  cinzehi  wie  folgt  erhalten.  Mul- 
tiipllcirt  nan  nimlieh'  die  «nie  Ckichung  (110.  d.)  mit  n,  so  aeigt  sie,  dass 

:fn«.A:i2.^n^^  A;8{n2aicosW"+2KnA,W,=  ' 

2n-l— nift  — n -Ti^sinÄAeMW'- 
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ift,  wodurch  die  «weite  Gteidning  (iiO.  d.}  die  foigeode  Form 

1  i. 


I  wem  man  .\ 

|_AI2i— 774=^^2  wcosW  V  du.«.) 

mM,  Bboifelit  in: 

0=A'  — A,'  +  k  A  A,  , 

nnd  es  enthalt  k,  nachdem  bezüglich  der  Grösse  <ii  eine  Wahl  gcIrolTen  worden  ist,  und  ~ 

nebst  A*  auf  die  eben  bezetchnete  Weise  gcfiinden  worden  siad,  lauter  beluanle  Zahlen  in 
fkh;  bria(fi  mam  itar  !■  der  iweiico  ttaidnng  (111.  d.)  iam  Mds  GEeder  tat  cntgegea- 

(A-— A;}>=k*A'A.*, 

«Ml  «eilt  «M  JeW  Ihr  A'A?  im      ManÜNh  gleidmi  Wertk  ^CA^+AO*— ;CA'-AO*>m 
«M  die  lebte  GMcliag 

so  dass  A'  —  A?  als  «lun-li  A" -f- A'  oder      gegeben  angesehen  werden  darf,  und  nun  lassen 
sich  die  Groüücn  A'  und  A^  einzeln  aus  den  nachstehenden  identischen  Gleichungen  erhalten: 

A'=  i(A'+  AO  +  jCAV AD  ,    A,»=  iCA'+ AJ)- JCA'- AO-  f^ßf} 

Wir  haben  bisher  ia. der  Absicht,  die  grossen  obMhm  nicht  unbesiegbaren  Schwierigkei- 
ten recht  anschauUcb  werden  tu  hissea,  welche  GleidNi^ji&innen  mit  blos  schiefen  oder  mit 
Um  senkrediten  Coordhaten  ntt  tieh  Imngcn ,  wen  warn  steh  die  Fliehe  so  etaen  gim  b»> 
liebigen  Coordinatensystcuie  gegeben  vorslelll,  die  Rechmingen  in  angemeinsler  Weise  darch- 
geftthrt,  welche  Schwierigkeiten  sich  noch  vennehrea  wfkrden,  wenn  man  mu  den  erhaltenen 
Resoltaten  entnehmen  wollte,  witer  weichm  UMUnden  aHe  FrojecUonsnhlen  der  neoen  AxM 
m  dea  «rsprUnglichen  reelle  W-crthe  anndMea,  d.  h.  in  welchen  Fällen  das  neue  Coordfamtoi- 
System  wirklieh  existirt.  nnd  in  welchen  es  unmiigiich  wird;  daher  verlassen  wir  jetzt,  nachdem 
Hauptzweck  erreicht  ist,  den  bisherigen  Weg  und  schlagen  einen  Seitenweg  ein,  der 
l  71 
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bequemer  zum  Ziele  fuhrt  und  noch  überdies«  den  VorUieil  iul,  dass  er  allen  Vorttollungeo 


21ß)  Da  wir  weiter  oben  (^\r.  216.  bis  220.)  erwiesen  haben,  Hnss  ji'fle  Miltclptinctsfläche 
der  zweiten  Ordnung  an  einem  rechtwinkligen  Coordinalensysteme  durch  eine  Gleicbungt 
TOD  der  Form  <n^+<^x?+i^x^=jH,  w«lcke  jetzt  mit  iier^a*+9'«^-f^ii**svninB' 
mmi  UDl,  dargestelll  werden  kann,  und  dort  aucli  die  MilU^I,  dieses  ri'rht»ink1igc  Coordinalen- 
■yiiHB  lu  erhalten,  angegeben  haben,  so  sind  wir  befugt,  die  Mittelpuoctsfläoke  imner  aa 
dlHsm  TBditwmkligcn  Systeme  gegeben  tonnuswelsen,  oder,  wn  disselbe  ist,  die  «■  ar- 
•prltaglichen  Coordinatetisysteme  vorhandenen  Axcnwinkel  \\ ,  W,  W"  als  rechte  anzunchmel^ 
was  cosW  =  0,  cosW'=:0,  co8W"=0  zur  Folge  hat.  Dadurch  werden  dann  auch  den 
Bezeichnungen  (llO.  c}  zur  Folge  die  Grössen  W,  und  Wt  beide  null,  und  in  Folge  dessen 
ytMtM  Siek  die  dekhang  C^ll.  bi)  h: 

wührend  ridi  der  in  ^111.  4.}  durch  k  bezeichnete  Ansdntck  jetsl  in 

verWMldelt,  wrlchcn  wir  zum  Unterschiede  vom  vorigmi  dovoh  2colfS 
m  dMt  K  durch  folgende  Gleichung  gegeben  wird : 

V±l^  Ct.-  -i)sin2  6> 

111«. M   iJ^ia,"'. — ~"  =2«»««*  . 


•ad  die  Oeiclmif  (III.  e.)  geht  jelit,  wem  mm  2«olgx  m  die  Stelle  von  k  cetrt  Uber  ki: 

1 


wlkrend  die  Gleichungen  (III.  e.  md  Q  völlig  die  gleickee  kMbei,  md  ki  allen 
setzt  das  obere  Vorzeichen  dem  BUpaoid,  dM  anlere  dem  Hyperbobiid  eMapicki.  Aaa  der 
G>leichiuig^ll2.  a.)  findet  man: 

CtM.  ji.)  a»+a;=  j_- ^ 


ndl  «igeftideriar  AaflSMwnf  dea  deppdlen  YeneiEkeni,  and  dadurck  geht  die  (HS.  e.}  Iker  in: 

ClM.n») 


— 


(HL  t) 
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BidHch  giebt  «e  CkMuag  Ciii.  i.}*        mn  ia  rie  Ar  i  mümi  W«tt  w  C«^  O 

Die  grone  VmjnllMlMiRf  iler  GleichiiBgcn,  woAaih  die  Ph^Mlhnwnlileii  A ,  A, ,  At  m  die 
Hnd  gVfdiea  vrenlLm,  in  dem  PaUe,  wo  man  die  Miltdpuncisflürho  iirsiirilnglich  an  dem 
redllwialdi^en  Systeme  g'e^'ebun  voraus!>etzt ,  hui  ihren  Grund  hauptsächlich  in  dem  Uinslande, 

i 

dass  durch  diese  \  onnissclzung  die  Gleichung  (ill.  b.) ,  auü  welcher  -  oder  A'  [  A'  ^refiin- 

im  wird,  und  die  im  AUgemnacB  vom  zweilca  Grada  iat,  ia  eine  GiekiMOg  rout  enteo  Grade 
MbeigelUrt  wird,  wodnrali  di»  Adlndmif  jeaer  dni 


2313  Aus  den  einraehcm  Gleichuniren  der  vorigen  Nummer  lassen  sich  ulme  irrossc  Mühe 
die  Bedingungen  herholen,  unter  welchen  eine  MillelpunctsIlHrhe  an  einem  walirhafl  cvistircndoil 
Coordinatensystcuiv  durch  eine  Gleichung  darstellbar  ist,  deren  bei  den  Quadraten  der  Cooiy 
dinaten  vorhandene  Coefruientcn  einerlei  absolate  GrOsie  betrilMB.  Die  Gleichungen  (113.  l 
«nd  g.)  geben  alindidi  «tf.  den  eratea  BIkfc  n  eikenneB,  dm  mm  Ar  A,  Ai,  A,  Javier  re-» 

A  +  i 

eile  \\  erllie  nur  dann  erluilt,  wenn   und  -^-j  ^' positive  Zalilen  oder  null  werden, 

Bod  nir  X  ein  reeller  Winliel  sich  angeben  lüsst;  ferner  gebt  aus  der  btosen  Ansicht  der  Giei« 
ehnngen  QlOH.  L)  hervor,  den  die  GrOMcn  m',  m";  m,',  siianUidi  reelle  WerdM 

annehnen,  wem  A ,  A, ,  A,  reelle  ZaUea  iltd  md  keine  der  flriMwen  ]/%?  und  l/f^'p 

eiaa  iMgialre  Fem  aHdaanl,  webdiea  Uli««  wringt,  da«  4ite  '^J^^^l^j^ 

eine  peeitive  Zahl  oder  mil  sei  Dieae  leliteie  Bediagang  Ist,  wenn  bereits  A,  A,,  A«  reeOe 
and  dann  A*,  Af,  AS  posiliTe  ZaUen  sind  ebv  ndl  der,  dass  a*^-A?^a;*  ^ 
aidil  auf  dte  dem  obem  oder  unlen  Vonelahen  bn  Nenner  enisprediende  vordere  oder 
Gleichaag  (109.  L)  dae  poaOiTe  ZäM  sei  Biwi^  man  nmi,  dbsi  dei 

(106.  a.}  zur  Foljre  A',  A";  AJ,  Ai';  A', ,  A"  sämmthch  reelle  Werlhe  annehmen,  so  wie  fUr 
A ,  A, ,  A,  und  zugleich  Air  in',  m" ;  m', ,  m',' ;  m, ,  nü'  lauter  reelle  Zahlen  ^erunden  werden, 
so  ttberzeugt  man  sich  dass  alle  Projeclionszahlen  der  Axen  A  Y ,  A  Y',  A  Y"  an  den  urspriing- 
Hdien,  reoiilwüUig  lafigiimiiiiliin  Coevdinatetiaxen  reell  werden,  sonaob  eia  wahrhaft  eousti- 
rendcs  Coordmatensystcm  »nfreifeben  werden  kann,  an  welchem  eine  GlaiBhavg  mit  taHer  Coof* 
fizienlen  von  einerlei  absoluten  Werth  enbrtebt,  wenn  gleichzeitig  ■  .  ' 

71* 


Digitized  by  Google 


iU  AnalyUscbe  Oeonetric.  Alwcb.  IV. 

ist,  und  X  durch  die  Gloicliung  (112.  b.)  als  ein  reeller  Winkel  aufgefunden  wird,  wubei  noch 
nowr  von  den  doppellea  Voneidien  die  obern  dem  EUipsoid,  die  unlem  dem  UypcrtHiloid 

«mpradwa  Die  dritte  Bedtegwf  (iO.  i.},  wekho  bete  BUpMii  ^i^>.0  JH,  md  U» 

•  •  Siels  schon  von  selber  erfttlll  ist,  (weil  beim  EUipsoid  «, ,  a',,  a"  alle  dn  i  cini  rlci  Vorzii  ticn 

hshon  und  dflnn  ).  der  vordem  Gleichung  (107.  d.)  gemtfss  noihwendig  d»s  irlcn  he  NDi  /rii  hen 

aniiiiniiit ) ,  wiril  lieiin  H\ prrlKilnid  — ?!*.^^>0  und  iln  lici  iliin       a',  a'^  iiiiiniT  diisselhe 

Voneichon  anniimnl,  wdchec  der  eine  voa  dieteo  drei  CoeOiziontea  besitst,  dessen  Vorseicben 
von  den  der  beiden  andefn  Tendrieden  istf  so  atebt  mm  ebi,  diM  diese  dritte  Bedingung 
beim  Hyperboloid  verlangt,  dass  l  das  cnlgcgcngcsctzle  Vorzeicbcn  vun  dem  aonebmc,  welches 
nur  bei  einem  der  drei  CoefBataiten  gefunden  wird.  -Nehmen  wir  jetzt  an,  wom  laaB  ateli 
das  Recht  bat,  weil  dien  durch  die  blose  Beseichnong  der  ursprüngUchen  Axen  bewiritt 
den  kann,  dass  «,  deijenige  Coellizient  in  der  ursprünglichen  Gleidinng  sei,  dessen  Vorze 
das  enlgegonjjeselzle  von  dem  in  <e[  und  a'.'  fiilh  iÜcikmi  isl.  so  sagt  die  dritte  Bedingung 
(113.  a.^  aus,  dass  sie  beim  EUipsoid  unter  allen  l  insluudcn  schon  von  selber,  beim  Hyper- 
boloid aber  nur  dann  erfttüt  wird,  wenn  — «,1  ebie  poeitire  Zabl  iet;  dann  aber  lierert  die 
Gleichung  (112.  b.}  Tür  x  stets  einen  reellen  Winkel,  weil  colg  x  ihr  gemäss  siels  eine  reelle, 
positive  oder  negative  Zahl  wird,  indem  stall  ]  ^  +  a,  Ä  beim  KIlipsoid  V a, ). ,  beim  Hyperboloid 
y — «(,A  zu  nehmen  ist,  und  keine  von  diesen  Wur/elo  eine  imaginäre  Form  annimmt,  wenn 
die  dritte  Bedingong  013.  beim  Byporboloid,  denen  Gleichnnir  inan  von  von  herdn  ao 
anzuordnen  hat,  dass  das  in  «,  enthnlleiie  A'orzeieh<'n  in  keinem  der  andern  beiden  Coeffi/.ien- 
ten  mehr  vorkommt,  statt  hat,  d.  h.  wenn  bei  ihm  ).  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  a,, 

oder,  der  binlern  Gleichung  (107.  d.}  gemKss,  wenn  der  absolute  Werlb  von  X-^^ 

nrOeier  all  der  von     ,  also  — «.i  eine  poriüve  Zabl  iiL  Uieram  folgt,  den  das  Hipioid 

stets  eine  Gleieiiung  \en  drr  \erlang:ten  Fonn  an  einem  im  Räume  nachweisbaren  Coordinaten- 
systeme  giebl,  das  Hypcrbuloid  liingegen  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  absolute  ^^■erlh 

von  4  +  A-,  grösser  aU  der  von  -  sei  und  «r^ ,  cc^'  die  beiden  Cocflizicntcn  vorstellen,  weh:he 

CK,       Ut  tCt 

einerlei  Voneichen  haben,  wenn  gleichzeitig 

--1 

Um  nnn  dte  beiden  BedtafMgen  (Ita       mT  Am  Otnndhedegbmi 

kilnnen,  müssen  wir  statt  des  Zeichens  il,  wieder  des  cinlUbren,  WIS  M  der  awoilHI 
(HO.  c.}  geuuiss  zu  bedeuten  bat,  wodurch  sie  werden: 
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-sin  la  ,  cos  ^ 


.         ^in  o>  ,  cos  «ä^-»  .         -sin  w  ,  cos  m^- 


wdche  bdB  EllipMiil  die: 


1 


Hyperboloid  die: 

«.  =A        ....^  «.      ^      «.  ^ 


:r-0     und  — =0  tllS.  4.) 


.         ,sin"w  ,  cos  te..-^  .  j         >.««  «I  ,  cos'»u-^ 

g^eii)  and  die  wir  nua  eiuelB  weiter  seriegen  werdea. 


238)  Aus  den  Untersachnngen  der  vor^fen  Nomier  hat  afeh  ergeben,  dm  Mb  beki 
Ellipsoid  unzwcifflhan  so  einein  reellen  Coordinatcnsyslemc ,  «n  welchem  eine  Gleichung  mit 

droi  (;l<'ir)H  n  Cocirizicnlcn  entsteht,  hingeführt  wird,  so  wie  man  danir  Sorj^e  IrHjrt,  dass  die 
Bedingungen  (^113.  c.}  eingehalten  werden.  Uni,  was  dazu  gehürt,  besser  einzusehen,  schreiben 
wir  ele  nvOident  to: 

I 

 -fl_i_   =0    wa   =  -=0 

C-  — -"8in»o>  — -7  coi»«)  «,(---;,  ita'iB—^eoä»«) 

und  selzL'ii  in  den  Ni-nntTn  diosL-r  bfidfii  H(  ilni[;uniren ,  so  wie  im  Ziddcr  der  hiolem 
^  siu*  w  +  —  cos'  Iii  und  \  sin'  o  -|-  cos*  cd  für  —  und  | ,  wodurch  die  werdt» : 

H^;-!)  U(l-4)sin*a>  +  (|-.j.)cos'.]^^^ 

oder  wen  mb  den  Faelor  ili^« 


;0    und   i—^  V  ^0; 


«.*.H^--^  +  (>-^eo.gV]-  «.[l-i  +  (l-4)eo.gVI> 
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weil  aber  beim  £Uipsoid  <lie  drei  Coeflizienten  sümmüich  einerlei  Voneichen  haben,  und  dann 
noUnrondif  mck  X,  der  vorden  Gkiohn«  (lOT.  A)  gMiInt  diMdbe  TondelMii 


sind  —  und  — sieli  BmHive  ZaUea,  Mwr  fmmm  aick  die  MdM  TontchendM  Be- 


11  11  ,  ,1     1.   .  , 

T-nrTTT— r— — T — i, 

 r.  +  C  ^)  <^tr  •»   +  C  ')  <^o\rm 

Wun  k«nn  einer  der  drei  fulifciKieii  Fälle  eintreten : 

I)  El  jft  «nlir«der  ^^^f        ^  ^  foiüiife  Zahl  und  es  irird  der  vordeie 

im  (113.  c.*)  eichende  Amdndk  eine  poiilive  ZeU,  m  irfl  eein  Nfver  eine  ist;  m  wie 
aber  ^>'|  M,  ann>  nofhirandiger  Weise  eine  ron  den  beiden  GriiieeB  ^  nnd 

nicht  beide,  kleiner  alt  ? ,  und  «■  ao  mehr  klebier  als  —  sein,'SMiit  aiad  hi  dfo- 
*  «• 

Falle  entweder  beide  oder  doch  einer  von  den  im  gedachten  Nenner  befindlichen 

11,11 

 :  und  —  —  — 

Sind  beide  Iheile  puüilive  Zalilcu,  so  wird  der  vordere  in  (113.  c*}  sletiende  Auü- 
(bock  paaUv,  and  die  an»  ikn  gebildete  Bedingoif  erfüllt  akh  aohon  von  selber, 
reellen  Winkel  nuHi  auch  Tür  oi  nehnen  oMg; 


b)  iat  aber  -     S  zwar  peehir,  —  —  4;  dagegen  negativ,  so  gdrt  die  crwihnle  Be- 
dingang  nar  unter  der  Voranssetinng  in  ErflUhmg,  dass  für  ai  ein  Winkel  genon- 

men  wunI,  weicher  macfat,  dass  co|g*a>  nicht  unter       y  hiaabflllt; 

e)  ist  riullich  —  —  ~.  ncgntiv,  durür  aber  ~  —     positiv,  80  wird  jene  BedMgnng  mr 

dann  erftdlt,  wann  lUr  o>  ein  solcher  Winkel  genonunen  wird,  wekber  uncbt,  dass 

1  1 

colg'ft«  nicht  über  y — ^-  hinaufsteigt. 

D)  Oder  ea  ist  — <t)  daan  iat  — — ?  cfaM  negative  Zahl,  nnd  es  wird  der  vordere  in 
(lia  c.*}  Hebende  Auadmck  nar  dann  eine  poailive  ZaU,  wan  ancb  sän  Nenner  ebie 
negative  Zahl  wird;  so  wie  aber  -<:\  iat,  «nas  nothwendiger  Weise  ebw  von  den 
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Mim  GrOMM  ^  «ad  ^ ,  wm  iMt  beMe,  gi9mr  ä»^  wiA  m  §»  mtkr 
ab  —  aebi,  somil  shid  in  diem»  Pale  cnlinMler  beide  oder  dodi  eiaer  von  den  fan  ffi- 


tc, 

dathteii  Nenner  befindlichen  Tlieilen  ;  und  nfcative  Zahlen. 

a,     B,        «.  «, 

a)  Sinil  lii'idc  Tlii^üo  ncirHtivc  Zidilcn,  so  wirtl  der  jicdachlc  Xenncr  nepaliv ,  und  es 
erfülil  sich  die  vordere  licdiiigung  (^IIJ.  c.*J  schon  von  selber,  welchen  reellen 
Winkel  HHUi  «neb  Mr  «»  nebmen  mtgi 

b)  isl  aber  i  —  ~  vmr  ne^^ativ ,  dagegen  ^  —  \  posiliv ,  so  gelit  die  gcnannle  Be- 
dingung durch  jeden  Wiukei  tu  in  ErfliUung,  welcher  uiuchl,  das»  culg'(»  nicht  unter 

y — ^  hinabsinkt i 

c3  in  endlich  poeÜiT,  dillir  alter  -  —  4  negativ,  fo  wird  dte  geunnie  Be- 

dfagmg  dmh  Jeden  Winkel  «»  eHUIt,  welcher  macht,  daie  cotg*«  niekt  aber 

i_± 

^ — j-  hinanfetoift 
nn  Püidel  weder  der  Fall  L  noeh  der  FaU  a  aMt,  eo  wire  ^=i»  nnd  dieii  seht  nach 

(  Äi     A  ■ 

sich,  dass  die  erste  Bedingung  (113.  c*)  unabhängig  von  der  WaM  dCf  Wkkd  m  et' 
flUU  wird,  weil  der  in  ihr  erfaailen«  AuadniclL  nnii  wird. 

Nachdem  wir  jcl7,t  die  Einsicht  uns  versrhalH  hahcn,  wie  die  Winkel  w  heim  Ellipsoid  in 
jedem  vurkununenden  Falle  gewählt  werden  müssen ,  dateit  durch  sie  die  erste  Bedingung 
(tiS.  A*)  hl  Erfhlmif  nnd  mgMdi  nni  tibenenft  baberi,  daM  dam  nRnttüf  viele 
reelle  Wiiikil  i,)  ilirnen  k  iiiiipn,  haben  wir  nun  noch  zuzusehen,  welche  von  diesen  unzählig 
vielen  Winkeln  zugleich  auch  die  zweite  Bedingang  (ilü.  c*}  zu  liebiedigco  in  Stande  sind, 
wobei  wir  wieder  die  vorigen  drei  Fülle  von  einander  unterKbeiden  werden : 

1)  Ist     >  5  wie  im  vuripen  Fall  I.  so  wird  die  erste  Bedingung  (ilJ.  c*},  wie  wir  dort 

gesehen  haben,  nur  durui  erfiiilt,  wenn  der  in  ihr  auftretende  Menocr  posiliv  wird;  da 
aber  ^  xwehe  Bedingung  (113.  c.*)  denMbei  Nenner  bat,  m  wild  ihr  hi  dieaem  FaDe 
nnr  dann,  dann  aber  iamer  glddiieiiig  ndl  dar  vordem  Genlge  gelhan  werden,  wenn 

ihr  Zlhler  nidit  negativ  wird.  Weil  nnu  da,  wo  ^>-^  ist,  jed«  der  GrSssen  ^  nnd 

4^  oder  doch  w('iiiLr;jtciis  eine  von  ihnen  lüeiner  als  t  sein  anss,  so  sind  hierbei  drei 
UnlerfiUle  zu  betrachten: 
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AulytiMfce  «cMictrie.    •  AlMch.  IV. 

•)  bt  nUioh         md  waf/UA  ansh  m  wM       Zttler  in  4ar  mrdleii 

BediRgiiiig  (liZ.  c*)  poailrr,  wodarck  dieM  Bedingiug  bcfrit  ditfi  wM,  wddwM 
Werth  mn  auch  den  WIbImI  «  febea  mf ,  ud  wil  d«  wo         ist,  die  B«- 

ettmimingen  t>4  und  ^^--^un  lo  «ehr  aaeli  die  —  > und  —  > ,  wel« 

virier  doei  vorigeB  L  a.  voigekoBnen  and,  Bach  eich  sidien,  wv,  wie  dort 
geseigt  wordea  irt,  die  erste  Bedtagoag  (ll3i.  c*)  in  ErltÜhng  goh^  was  man  auch 

für    nehme«  mag,  so  aielit  num,  dass  da,  wo         vad  xagleieli  1^5^ 

wie  auch  !:>-V,  ist,  beide  Bedingungen  (113.  c*)  gleioliseilig  durch 
jeden  Wiakel  m  befriedigt  werden; 
b}  ist  aber  zwar  dagegen  «bor  t<:4;,  so  wüd  der  fai  der  swelten  Bedi 

(113.  c.*)  «uflrelende  Zähler  nnr  so  lange  nicbl  negativ,  als  cotg*»  fUkt  mtue 

MM  wel  da,  wo  -  ^  r  ist,  dte  BaatfoNBung  ^ 


j      j  ,  ,       ^^^j^   e  , 

die    >     nach  sich  ilehl,  mmI  also  im  gegemrirtigea  FaOe  L  b.  entweder  der 

vorige  1.  a.  oder  L  b.  vorbanden  sein  uiuss,  Je  nachdem  '^^^^  m^'^eT 

'  1  1 

werdaa  die  beiden  BedingBBgen  (IIS.  e.*)  gleiohBeilif ,  da  wo  —  >? 

mnd  ist,  erfütll  t$)  wenn  -        ist  und  m  so  gewihlt  wird,  das« 

±_! 

calg*«  Kiekt  nnter       ]  Uaabfllll,  ß)  wenn  ist  und  <t  so  ga- 

11  tt,  ff, 

wählt  wird,  dass  colg*flt  nicht  unter  den  grOsstea  der  beiden  Werthe 
1     i        1  1 


^    [  nad  Y~~T  *i<'**'^'**>*' 


A     a,        a,     (t,  * 

c)  isl  cndlidi    <:  , ,  daPiir  üIht  .  >-     ,  so  wird  der  zur  zweiten  Beiiiiigiiiiij  c.*) 

gehörige  Zähler  nur  so  lange  nicht  negativ,  als     so  gewSUl  wird,  dass  colg'oi 
1__  1 

her  I  —  ^  hinauTsteigt,  und  weil  da,  wo  isl,  die  Beatimmang 
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IM  w  nd»  die  —  > -4  Baeh  ikk  lioli^  üm  in  gmrawlitigra  Fils  L  &  nv  cm^ 
Kwlflr  der  roiif»  L  a.  odtr  I.  e.  vHwtoi  Mis  kam,  je  ■aoMen  oder 

—  ist,  werden  die  beiden  Bedingungen  (113.  <v*}  gleichzeitig, 
da  wo  -^^i  oad  t>-4  iat,  »rfailt,  cYweaa  iitüal.ei  io  ce- 

i_JL 

wlhlt  wird,  dafs  mfn  aicht  llar  -j — j-  klniartleift,  /))  wen 

öT;  ~;. 

ist,  und  o>  CO  gewählt  wird,  daas  cotg*»  nicht  ttber  die  kleiaate  der  bei- 
dea  GrOsiea  -j  p  und  -p  ^  hiiaufaleigt.        -      i  " 


er. 


ni  Ist  —  «iC^  >»it'  im  voriycii  Fall  II.,  wo  (iic  •■rslr  Brdingiing  (113.  c.*)  mir  dnnn  Ix'fricdipl 

wird,  wenn  der  in  ihr  auflrctendc  Kenner  negativ  wird,  so  Hird  gloichzeiiig  mit  dieser 
'  cnteii  Bedingung  auch  nödi  dfe  nrclb%  trdäie  idt  der  oitaB  cfiMifei  Nenner  hat,  aar  dana 

befriedigt  werden,  weim  ihr Zihlor  nicht  posiliT  wird,  und  «ei  da,  wo  —  <c r  ist,  nodi- 

wcndiV  rniwrdrr  iedt'  der  (iriKsscn  ,  und  —r,  oder  doch  eine  VOO  iluien  sresser  ala  r 
Sek  auus,  ao  sind  wieder  drei  linlerDÜle  zu  uuterscheiden: 

(0  IM  nMIkh  ^><^  mä  wa^Mk  tmk  x'<^t  m  «M  *t  MUm  dv  wmtStM  B«- 

dingnn|f''lllr' Mehwar  Wciii  -voir  m  poaili«-,  tmd-wail  dam  Uer,  wo  —       ist,  vn  ao 

et,  k 

11:1  1 

luchr  oiidi  — < -r  lind  --<:-^  wird,  also  der  voricc  Fall  U.a.  eintritt,  in  welchem 

die  erste  Hediniiuiig  ebenfalls  für  jeden  Werth  a  in  Erfüllung  geht,  so  sieht  man, 

•  11  1111 

dass  da  wo     <,  und  7,ue;Icich  auch  ,-<:  -;  und  ,-<-7  ist,  die  beiden 
a,     ).  X.     «,         A  «„ 

Bedingungen         c.'^j  gleichseitig  in  BrruUuag  gehen,  welchen  Werth 

man  aueh  dankUTfakel  «  hailagM  ainf ;  ./ 

h}  ist  aber  swar  |<:7,  dagegen  so  arird  der  >ur  zweiten  Bedingung  gehft- 

rigc  Zähler  sor  M  hnge  aichl  MMittv,  «la  naa  «  «o  «lUt,  daat  cotg*«>  nicht  inter 

1_1  '  ' 

T — -T-  htnabMl,  and  weil  da,  wo  —  <:1  ist,  die  Bestiumuiag  t<Z^  uai  aa  indir 
1^     1  '     •^      >    '      «,    *     '  •  * 

■••      «;    A     •     •'•...•■.*...;:•:„•  •;• 
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dto  ndflra  i- <4  MMdi  ädi  lieht,  äso  In  gtgwwMigMi  ftoOs  a  b.  nur  entweder 

1111 
4er  v«rif«  U,     oder  Hb.  veitoJea  sein  InuM,  ja  iMcMeai  — <—  (xicr 

ist,  so  werden  die  Bedingungen  (113.  c*}  gleicbseilig,  da  wo 

•    ud  i<:^  i't>  erfallt  «)  weta  "  *^  fewiikU  wird,  dess 

11 

eslg*«  nicht  «aler  — ^  hinthnilt,  ff)  wen»  2^^«?  " 
wflbU  wird,  diss  colg'w  niolit  unter  den  grdasten  der  beiden  Wcrthc 

o)  iat  endlidi  l>-^,  ddür  eher  |<4,  so  wird  dw  nr  sweten  Bedtagof  gehO- 

rigc  Zahler  ma  M  li^  liolit  positiv,  «Is  mn  «  so  wlUt,  dMS  cotg*!»  nicht  fber 
■       ^  1 

Jf* — 2  *  '1  '  4  11 

^  Y — 7  binmiTstetgt,  und  weil  da,  wo  — <2  »l,  die  BeatiauBung  ]^-<^  un  so 

^  u', 

mehr  die  udeie  — -<7       "di  niehl,  also  mit  dem  gegunwtfrtigen  FaUe  IL  c.  gleich- 

***  11 
■oüg  nv  «nHradbr  der  vorige  IL  «.  oder  IL  o.  hsnlifciin  h«n,  jo  nachdem  jj^-<^ 

-  oder  -        ist,  so  werden  die  Bodingaafe«  (lt&  o.*)  baldo  gleichseitig, 

da  wo  — <:r  und  1<:4  ist,  erfiUU  a}  wenn  :J"<4  ist,  and  m  so  ge- 

»•      A  Äff,'  '     ff,  tf» 

•     !  •  .  _  1 

••   »Ii  wird,  dass  cal^w  nicht  über         |-  binaufsleigl,  (i}  wenn 

;  ..    • '      .  •  .  •  •       •     i  "  ä;  ^ 

«nd  tt  so  gewihlt  wird,  dass  cotg*«  niohl  ilMuridfta  hiaiaatea^ dor  heidea 

J  £  . 

"    -    Wiho  ^—j  und  i^^—ij  hihiafsleigt         >  .. 

Hl)  Findet  wrdfr  der  Fall  I.  ni>ch  der  II.  slall,  sv  isl  —  =  ^  wie  im  vorigen  Fall  III;  dann 

(ig  A 

aber  wird  der  in  der  zweiten  Bedingung  (113.  c.*}  cntlialtcne  Zahler  ihrem  Nenuer  gleich, 

i 
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and  es  nimmt  der  gause  die  rechte  Sdto  dieser  Bedingung  biidende  Ansdmck  den  Werth 
1  na,  wadwih  dion  Bedingong  mmmt  «fem  tm  ■dbar-wMi  wM. 


Um  kmn  die  vorstehenden  videild  Ftile  dadurch  sehr  zusammenziehen,  dass  nm  unlar 
den  CocITizienten  a,,  «ö,  hinsichlUch  ihrer  GriSsse  eine  bestimmte  RiDf Ordnung  feit<«U^ 
AVUS  .Siels  gosclieben  darf.    Ordnet  ninn  z.  B.  die  gegebene  Gleichung'  von  vorn  herein  so  an, 

dus  — >A  und  —  >--4  ix*  so  wird  mich  —  >>T)       dass  die  Fälle  1.  a.,  L  b.  ct.  wmL 

L  c.  ff.  aU  die  einzige«  zu  l>erfid(s!diii(renden  ubri^  bleiben.  Ordnete  man  aber  die  urspritaig^ 

Mi  gesehene  fflektang  w  «t«  daaa  »»d  httaben  Mos  dio  FUe 

II.  a. ,  II.  b.  II.  und  l[.  r.  u.  zu  luTikksiclilijfen  übrig.  Ja  s<-ll»sl  die  beiden  Unlerrillo  I).  a. 
und  e.  u.  zii^cn  ^irli  in  cinL-n  einzigen  zusHrninen,  wenn  man  auch  noch  zwischen  den  zwei 

Grvsscn  K  und  X-,  eine  Rangordnmig  leststcUte. 

Wir  Itabea  bei  den  viir.'<tt'lKii(!i'ii  In  Iniclilungcn  eine  Ansnahnie  von  der  Regel  unbcrUdt* 
riditigl  gelassen,  welche  besonders  unlersuciit  zu  werden  verlangt,  und  da  eintritt,  wo  der  in 
beiden  Bedingungen  (113.  p.*)  oder  (11.').  r.*)  gleidtzcitig  auflretend«  Nenner  null  wird.  In 

diesem  Falle  nehmen  nanilich  die  in  jenen  Bedingungen  uunretcnden  Quotienten,  da  wo  --^t 

ia(,  die  Form  ^,  und  da  wo  ^  =  ^  i^'?  <l>e  Furni  ?  an,  wek-he  beide  Fomtcn  in  der  Rech- 

niin<T  nnzuliissig  sind,  uhd  eine  Wiederliohnig  derselben  unter  steter  Berücksichtigung  der  diese 
Aii-sniiliine  liorlicifi'ilinMidcn  l  nisliinde  verlangen.  Nun  wird  aber  jener  Nenner  nnr  unter  zwei- 
erlei l  instündiii  null,  entweder  wenn  —  =  -^  =  -^  ist,  und  dann  unttlihängiu  von  dem  WerUic, 

ffu      «,  ff. 

welchen  man  dem  Winkel  u)  beilegen  mag,  oder  wenn  für  <u  der  Winkel  genommen  wird, 

■    ±_1  ■ 
wdehar  cotg*«!^^ — T  ^«^1^  Bi^mm«  vir  av,  dm  alojron  Mr.  83«.  m  oiU- 

IMMI  ReauHatO  an'  die  Voraussetzung  gebunden  sind,  dass  das  EUipsoid  ursprünglich  an  einem 
reditwinkSgen  Coordinatcnsysicmo  gegeben  ist,  so  wydea  wir  gewahr,  dass  die  Besondertieil 

X=si;s^  lim  Grywl«  tpichls  anders  ipg^  ata  da«  iüaJa  ValecfBdraag  genommene  Ellipaaid 

Cl§  9% 

Htm  ia«el  «d.  Die  voidei«  GMdhiny  (10^.  d.)  giebt  hi  diesem  Falle  \=^^-.—\,mA 

JIMB  kiigt  die  Gleichung  (107.  a.),  dass  unter  solchen  Umstünden  nur  (a,)=:((4)=(«!^)3:; 
tit~t^t  =  ti'^  !»ein  knnn,  da  wo  die  neue  Gleichung  der  Kugel  wieder  CoefQzienten  von  eioerT 
iei  Grüsüc  au)iielunen  soll;  dadurch  . aber  verwandeln  sich  die . aUgeaieiuen  GUuchuogea  C?P^ 
nid     wier  «tan  j^igeii  UaisilBdn  hl,       .  ,  ... 

•      AAi+A'^'+A"*:»»,'' AAV+A'A;-|.äA'^Af:*fO,  A.^+A,'A;+ArAr±=<|l  " 

und  "         '    •  -  . 

A'+A-'  +  A'^zsl  ,  Af  +  A,'»  +  Ar=l  ,  AJ+ A;'-|-Ar=l-,  •  < 

T2» 
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ttnd  da  wir  bei  unfern  gegenwärtigen  Üctrachlungea  vurMissetzcn,  Uass  dio  Ku^l  urapntnglich 
an  einen  rechtwinUigon  Coordinileneyileine  fegvbMi  »ei,  M  aM  4ie  letxtai  drei  dar  vorsle- 

hend(*n  GIcirhiingrn  nichts  anders  nis  <lii*  Rirlitun^rsglcicliun^^on  (Irr  goüiicliton  iioaen  AxMl 
AT,  AY',  AY"  an  den  ursprünglidicn  A.\en  AX,  AX',  AX";  raun  bat  daher  zur  Besün- 
mnng  aller  ProjceUomsahlcn,  wddie  jene  Axen  an  diesen  geben,  ausser  den  vorstellenden 
nicicliungfcn  keine  anderen,  woraus  folgt,  liaas  diu  drei  neuen  Axen  blus  die  in  den  \orstelien- 
dea  Gleichungen  ansge^n^>clienen  drei  erüten  Bedingungen  einzuhalten  branohen,  weldie,  da 
sie  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystcni  bezogen  werden  milssen,  nichts  anders  aussagen, 
als  dii.ss  dit*  drei  neuen  Axen  paarweise  mit  einander  roeiite  Winkel  bilden  müssen.  Ilienuis  lüsst 
sicli  der  Schlu.ss  ziehen,  duss  eine  Kii!,'el  an  jedem  beliebi^fcn  rechlwinkticlien  Co- 
ordinulensysteuie,  dessen  Spil;&e  in  ihrem  Millelpunct  liegt,  wieder  eine  Glci-> 
cliiinf  mit  lasier  gleichen  Coefflslentcn  Itefert,  dagegen  nie  an  einen  scbier- 
winltligea  Coordinalensystome. 

Es  bieüil  nun  nocli  der  zweite  Umsiand,  wo  der  Xrnner  in  den  fieidni  Bedirii.nin[Ti>n 
^113.       null  wird,  zu  bctraclitcn  übrig,  welcher  da  eintritt,  wo  ror  p  einer  von  den  Win- 

kehl  genouwwtt  «M,  «MMe  nHMShai,  üu  cotg'6)=  j — j  winL-  Da  imhum  aolehar 

er«  o'. 

Werthe  von  <o ,  welche  diese  Relation  eiuliaitcn,  docb  inaner  nur  unendlich  weniger  vorhanden 
sind,  als  solcher  die  den  vursleliemlen  Krf;elinissen  r»(>miiss  die  lieiil  -n  Bedingungen  (113.  c.) 
.erTullen  können,  so  sieht  utun,  dass  wenn  uueli  die  jcUigt-n  uiiler  den  vorigen  vorkonuncn, 
and  Ton  ihnen  weggenommen  Mrordaa-nttssten,  doch  hnnmr  noch  unzählig  viele  übrig  bleiben, 
durch  welche  jene  beiden  Bedinsnmjren,  die  den  zwei  ersten  auf  dus  Hllipsoid  sieh  bezielieiiden 
(113.  a.}  entsprochen,  unz>veifelhaft  befriet^gl  werden,  wesshaib  man  ohne  alle  Furcht  vor 
knlQiiii  behaupten  kam, .  dasa  beim  EUipaoid  anendliob  viele  reelle  Coordlnatan- 
Systeme  angegeben  werden  kimnen,  nn  Aveltlicn  dassrlln-  eine  Gleichung  mit 
lauter  Cocffizionten  von  einerlei  Grösse  liefert,  wobei  keine  Art  von  Ellipsoid, 
mi  selbft  die  Ktgel  nickt,  ein«  Ättanahme  ■■«M,'  im  alle  die  dritte  Bedingung 
(liS.      stets  seken.  von  selber  erruileo. 

839}  "Es  bleiben  nun  noch  die  Hhnlii  iion  Restiminun<;on  in  Uelrefl*  des  Hyperboloids  durch- 
nMkren  übrig,  in  Bezug  auf  wehlus  wir  Nr.  237.  gefunden  haben,  dass  es  die  dritte  Bodia« 

1^  (113.  a.),  welche  bei  iinn  _  11^^'^:>0  ist,  nur  dann  befriedigt,  wenn  ).  das  entge- 
gengesetzte Vorzeichen  von  demjenigen  der  drei  pejrcbcnen  CoelUzienten  ff, ,  ff', ,  a','  Itat, 
dessen  Vorzeichen  von  dem  der  beiden  andern  CoelUzienten  verschieden  ist,  oder,  wenn  wir 
die  «fspTlinglteke  Cleickung  des  Hypeitoloids  «n  recMwbU^ienr  Coöriünalensjslenie  se  irnge^ 
ordnet  V(ir;iussetzen ,  dass  a,  der  Coeffiztcnt  wird,  dessen  Vorzeichen  von  dem  der  lieiden 
andern  Coeßizientcn  verschieden  ist,  wenn  — tc,).  eine  positive  Zahl  liefert,  unter  welcher 
Toranaselsnng  dann  andi  k  fanmer  sehen  von  selber  ehi  reellAr  'Whikel  irMt,  «md  Glelehmgen 
des  Hyperttoloids  von  der  verlangten  Art  an  reellen  Cflordinalcnsystemen  so  oft  vorhanden 
sind,  als  dessen  urspriinglicb  gegebene  Gleichung  noch  ausserdem  die  beiden  Bedingungen 
C113>  iO  wa p0UiBä§Ui.lm  ßtuide  ist  Bin  btosfr  ^Uc^  ayf kümmt JBedingungea  gieU  aber  sa 
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erkcniii-n,  diiss  uuler  der  gemachten  Yorausselziu^  sowohl  der  Zähler,  welcher  in  der  tweitdn 
Bedingiiiiir  C'^'^-  "nflntt,  wie  der  in  beiden  erscheinende  gleiche  Nenner  voik  eclbte  >loli 
positiv  wird,  so  \u  inun  Tür  ot  irgi-nd  einen  reellen  Winicel  ahmnl;  dann' wenn  — a,).  eine 
posili>«-  Zahl  ist,  also  k  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  «(,  bat,  so  hat  nothwendig 
mit  u\  sowohl  «1s  a"  einerlei  Vorzeichen,  da  diese  letztem  ansercr  A'Oranssetzung  ireiniiss 
das  cnl!jc<,u'tigi'sot/.tc  \  orzeichen  von  er,  haben.  Es  criiilll  sich  demnnch  iitiler  solrhon  Um- 
Btänden  die  hintere  Bedingung  (113.  d.)  stets  von  selber,  und  die  vordere  wird  nur  dann  be- 

;l  ;•  •  i' 

friedigt,  wenn  ilir  Zttfaier  — (-1  ebie  positive  Zahl  oder  null  wbd,  welches  Mer,  wo  du 

onls;t^U'''"?i'^'''lzl<^  Vorzcii  licri  von  ?.  hat,  mx  Bcdin;r(iiii.'  iiuiclil ,  düss  tler  iibsoliile  AVerth  von 
nidil  unter  dem  von  Ä  liege.    Diese  Bedfaliguug  in  \  urhiuUung  luit  der  vorigen  giebt  die 


—  (114. 

vorausgesetzt,  da«s  a,  denjenigen  Coeinzicntcn  der  gegobinin  Gleichung  vorstellt,  dessen  Vor^ 
seichen  sowoM  dem  In  «<  eis  dem  in  «rT  entheUenea  entgcgengcselzt  ist  fflenms  folgt,  das« 
'jedes  Hyperboloid,  an  welchem  die  Eigenschaft  (114.  a.)  getr'offen  Wird,  nnd 
aasserdem  Iteines,  an  nnendlich  vielen  reellen  CoordinalensysteiBien Dianetrelip 
ftvlehnngen  liefert,  deron  drei  Cocfrizicntcn  von  derselben  absDlnten  GrOsM 
lind,  vnd  es  kann  hierbei  für  «»  joder  beliebige  reelle  Winkel  genonmeB 
werden»  f«'-  • 

Ans  dieser  nnd  der  vorigen  NnuMnoir  gelit  sonach -bervor,  dass  da  wo  eine  Mll^paneW-  s 

liehe  durch  eine  f>ianietra!glt'ichung  am  reihtwinkligen  Coonliiiafonsyslrine  getrclu  n  man 
ndttdst  der  Gleiciiuii^en  (llS.g.^  und  (112.  k.  uutlf.J,  so  wie  der  zweiton  auf  erster  Reihe  ste- 
henden (110.  b.}  in  Verbbidong  mit  denen  (iHH.  V)  anendlich  viele*  reelle  Coordburteasysleane 

«nffinden  könne,  nn  >veli-Iiriii  die  gegebene  Mille!punrlsniiehe  durch  eine  Gleirliung  mit  Cocfli-    '  '^i 
zienten  von  ciu^lei  absoluter  Grüsse  sich  darstellen  lässt,  und  zwff :  li^  wenn  die  Mittel- 
ponctslllelie  ein  Ellipsoid  ist,  nnr  in  so  lange  als  nHU  den  Winkel  «  fauerbalb  des  in  voriger 
'Niminer  mgegdtoien  Vmlbqgs  wihlt,  hbngdjieir  h)  wenn  die  MaidpnniE^flliaie  «fii  BlfpaMiMA 

ist,  nnr  in  so  fiTne  als  dieses  die  Pcditiiriinir  — a,  A^?.' wnhr  innrhf.  dniiti  aber  immer,  wel- 
chen recHen  Werth  man  auch  »lern  Winkel  w  beilegen  masj.    Itiesi'  Bedinifimg  gcLl  du  wo  ). 

positiv  ist  in  — v*~:^kt  und  wenn  \  negativ  ist  in  — «•<rÄ  iiber,  welche  beide  Bedingungen 
man  aoch  so:  '  .  '      .  '      . , 

oder  mil  BerMtsiBbtigwg  das  hfailcm  Glefehnr  £107.  d.^  sot 

Mhreib«  kanni  von  waldmi' ke .  {ordere  d< 'SediiigaRf         a.)  «nelrt,  so  lanfo 
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Analjtteche  Oa— ttrie. 


^+^4*^^  posiliv  iit,  ist  Iber  diese  Sumae  negativ,  so  mnss  die  hielere  Bedingiug 

C114     die  C<14  O  enelien. 

2403  >Vir  wollen  noch  einige  besondere  Fälle  von  der  bisher  behandelten  Aurgahc  filr 
sich  bi'IrmMi  n,  da  die  allgenieinc  Lösiincf  dioser  Aufj^nbe  ehic  so  sehr  i'i^'ciilhUiiiliclR'  Form 
aogcnoinuicn  liat,  nubei  wir  wieder  vuruuä^ctzcii  werden,  dass  die  .Millelpuiatslliiehe  urt>prüng- 
lieh  an  einem  recMwfadiligen  Cooidinatensysleme  gegeben  sei. 

Legen  wir  uns  xuent  den  bemmdem  Fall  vor,  wo  die  Coeffiaienlen  und  der  gege- 
benen filoirliiinff,  wodurch  die  Mitlfliimii  tsniichi«  mi  imihmii  n-chtwinkliffen  Sysl»'mo  dargestellt 
wird,  Zuhlen  von  einerlei  Grösse  und  von  demselben  \ orzeichen  sind,  und  eben  desswegea 
die  ue^'obene  HitldiNinelsIliche  eine  ITmwilsunfafllriie  wird,  so  hat,  wenn  diese  ('mwifaiung»- 
fliirlx*  rin  Ellipsoid  ist,  «,  mit  f''„  und  «"  einfrlei  Vor/.i'iclien .  Iiiti;;cixi'ii  liiil  a„  tlas  ful^ojren- 
gesebte  Vorzeichen  von  und  tt^ ,  wenn  die  t'mwülzungsnüchc  ein  Hyperboloid  ist ;  wir 
weiden  indessen  von  diesen  beiden  FlOeo  hier  blos  den  einen  weiter  verfolgen,  wo  die  gege- 
bene l'mwHbcungsOiiche  ein  Ellipsoid  ist,  in  welcliein  u,  luil  a',  .und  a,'  einerlei  Vorzeichen 
bat,  und  sirt:»  Gleiiliungen  mit  lauter  CoefBzienlen  von  derselben  Grösse  möglich  sind.  Weil 
Jetzt  «4  =  «^'  ist,  so  flilit  ans  dem  in  der  zweiten  Geichung  (liO.  cj  gegebenen  Ausdrack 
.Sit  ä»  GrOMe  m  von  «eBier.weg  und  «s  wird  jelil: 

1 

Dadurch  werden  die  Gleidun(gen  (113.  t  und  gO>  denen  hier  Mos  die  obem  Voneichen 
genommen  werden  dürien: 

X 


(11».».).  A'=^:^  coi»4xi  A;=:^i— «n'j*  und 

p  walcheq  »  durch  die  Gleichung  (112.  b.}  zu  bestimmen  bleibt,  die  hier,  wo  a',  =  a','  ist, 

•  1111 
col^x  —  0  liefert,  woraus  sirh  sdiUcssen  lüssl,  das«  cos*^«=j|  und  sin'||X=|.  ist,  so  doss 

die  Gleichungen  (^116.  b.3  id>ergehen  in:  • 

«r,  «„  «. 

weil  aber  in  dem  gegenwürtigcn  Falle,  wo.  c4=a*'  i^l*  der  «ut  da«  EUi^oid . anwendbaren 
Gleichung  (,107.  d.)  zur  Folge 

'         '  ■     =  + 
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{.  18.  Kr.  24Ü.     EiiilHriiHte  Gleichnngen  der  Flicbea  zweiter  Ordnmg;.  in 
M  werden  die  GlciohMgea  O^^- )  *- 


Setet  man  diese  Wcrlhe  von  A',  At  und  A*  in  die  (108.  L)  gegebenen  AusdrUclte  von  n 
r,  nn<\  in  M-  niHcliiing  C108.  k/)  ein,  inaii  immer  nor  die  deB.EIlipMid.enltyrcctien- 

den  Vuizeiclien  ncUtiicn  darf,  so  Andel  ujun,  iIhüs  jclzt 


1,  «rf.dte  liiMr  «fli^ltefian  Warthe  von  n 

md  P  Indem  die  C 

,  ni"=— j^  — 

,   m.  =    a-A  — 

(loa  L)  M  ia: . 


^  (Ii*.  f.> 


Aus  diesen  GJeicbungea  ergiebl  aich  luit  Zuziehung  der  dritten  Gleichung  (115.  e.},  due 

...  .■•a,'+«''inr=*'i<^«''»f=i<oi;+Briiif  as-  ■      •  CiM.») 

ist  £s  ist  über,  weO  wir  das  Umwilzungsellipsoid  «  rechtwinltUgen  Coordin«(eo»yiteate,^iH 
g^b<^.  voraussehen,  an  wcUliem  schiefe  und  senkrcelilc  Projccliunszuhleu  in  trilHlBiHT  jHW" 
|dlM|^.  nach  Anleitung  der  im  ersten  AbsehniUe  nilgelheiUen  Gleichaog  (9.      f  , 

. /cM.YAX'=i=AA,  +  A'A;  +  A"A;'  ,  cos  Y  A  Y '=  A A,ThA,'A;+.A':A;' , 

,  '    • '      cos  Y'A  Y"=  A,  A, + a;  a;  +  a;'a;'  , 

welche  Gleichungen  man  mit  Zuziehung  der  in  (10&  eingcDlhrten  Bezcicfanong|«n  ao 
•chreiben  kann :  '        *  -    .  . 

C08YAY=AA,(^l+n»'in;-f-ui;'ur,')  ,   cos Y A V"=  A A, (1 -f- iu'mi  + ni'aii')  ,  .  .: 
<  ■•  ■•    eosY'AY"=r:A,A,(l-f  m:m;-f-ni>;)  ,         •  - 

und  seUl  man  in  diese  Air  A,  A, ,  A,  iiiru  Werll^ti  aas  den  Gleichungen  (115.  d.]),  so  wie 
fitr  m' iit'  H;+nr'<t  Ba(ai;-hiHi;i<,ilm  Werdw  aü  äav-6lddMi«an  (^ 


";«»■ 

ein,  10  gdwB  iie:   .  ^,         <     '  •  viM  •  " 

±cwYAr=±cafTAr=i«oarAt"=Ji(^-4).  (IM.».) 

wo  bei  jedem  dieser  Cosiuusc  unabhingig  vini  ^en  ^etn  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
genoamen  werden  Imb.  Hierma  folgt,  dana  maiTMs  einen  Coordnteasyftene,  an  welchem 

das  t'mwül/.iings  -  Ellipsoid  eine  Gleichung  mit  gleichen  Coeffizienlrn  annimmt,  alle  Übrigen  da- 
durch erhttll,  dass  luan  die  djifi  GcriMlen,  in  welchen  die  Axen  von  jenem  etoen  Syateme  lie- 
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vn  AaalytUcke  «Moittaf*:  AtedL  Vn 

gen,  fest  unter  sich  verbunden  um  den  MiUelponct  des  £Uipsoiii8  so  drehl,  dass  sie  stets  aui 
den  zwei  Kreisen  liegen  Ucibe«,  in  welchen  das  BOipMid  von  der  Kogel  geiehnHten  wlid,  die 
um  seinen  Millfipunct  mit  dem  Halbmesser  beschrieben  wird ,  dessen  Oundnit  das  arithniclisc  he 
Mittel  von  den  Quadraten  iigend  dreier  conjugirter. Halbmesser  des  EUijisoids  ist.  LKsst  man 
hl  den  htsher  heinehtelen  Vnwainogsellipsold  «ndi  nsdi  ««sail  weiden,  woAmdlk  es  sieh 
ia  eine  Kugel  verwandelt,  ao  werden  in  diesem  besondem  FkUe  die  Gleiduuigen  (115.  k} : 

ClM*  M  cos  T  AT=  cos  tat's  OOS  TA  T^=0  , 

und  zeigen  so,  dass  alle  Coordiiwtensystcnie ,  an  welchen  die  Kugel  eine  Gleichung  mit  Coef- 
isienlHi  von  demelbea  GrBne  Uefert,  redilwinUige  sind,  ww  sdion  ta  Nr.  9Sk  erwiesen 


NacAden  wir  den  besbndem  FaU  besprochen  haben ,  wo  von  efaiem  partienlaren  ElUpsoide 

alle  möglichen  Systeme  aii);c<rebcn  werden,  au  denen  dieses  pHrliculare  £lli|isoid  eine  Gleichung 
mit  Coerfizienlen  von  derselben  Grösse  lierert,  wollen  wir  noch  den  besondem  Fall  vor  Augen 
legen,  wo  für  jedes  beliebige  EUipsoid  ein  particularcs  von  denjenigen  Coordinatensyslemen 
mgegelN»  wfad,  an  weldie»  es  eine  Gleichung  mit  CoeHsienlea  vun  derselben  Grösse  liefert 
Um  zu  (licsiMii  zu  jr<-lnnjTen,  verbinden  wir  mit  diT  Vnr;m?;si'(7:iing-,  dnss  das  Ellip-sciid  iirsprünjr- 
lich  durch  eine  Diuiuctralgletchung  an  einem  rcchtwmkügen  toordinatensysteme  gegeben  sei,  noch 
die  tweile,  dass  die  positivon  CoeOsienlen  dieser  GMchnng  ,  «< ,  i"  der  Ordnung,  wie  sie 
hier  geschrieben  steluM,  die  VgCBSehaft  besitzen,  daas  kein  folgender  grösser  als  der  ihm  vor- 

stchiMulc,  tiiiiiilich  dass  a,^a,^i^t  'St.  Man  ist  zu  dieser  zweiten  Voraussetzung  unter  allea 
Umstanden  befugt,  da  sie  immer  durch  die  blose  Bezeichnung  der  ursprünglichen  Axen  herbei- 
feMvt  werden  kann,  und  man  erlangt  durch  sie  die  Voriheile,  VOR  wddMQ  Kr.  2S8L  VBBit^ 
telw  naek  der  leistan  IH.  die  Rede  war.  Unter  dieser  Vorausselnng ,  und  wenn  man  dei 

Fan  rieidier  Obeflbfealm  aueer  Aegöa  Hast,  hat  aan  alAI  nur  sieis  — <4<4i,  sondern 

•  •  11 

es  iat  aoch  behn  Ellipsoid,  der  vordem  Gleiehu^g  0^'     ffMriss,  noIhwoMiigerweise 

und  ^  <;  4; ;  daher  kann  jetzt  von  den  vielerlei  in  Nr.  338.  aufgcnihrten  Fällen  nnr  entweder 


der  Ii.  A.  oder  der  II.  c.  a.  eintreten,  und  nmn  darf  den  in  der  erwähnten  Nummer  angestell- 
ten Betrachtungen  zur  Folge,  um  zu  einem  reellen  Goordifateasysleaie  zn  gelangen,  an  wel- 
chen das  EIK^ofal  ebM  Gieicbaag  aut  lauter  gleichen  CoeOiienlen  lieHeft,  für  <»  jaden  Werth 

11-  * 
Mhafifi/dB  wo,  der«  Fan.j(L  a.  enirilt  und  j^-^^  ist,- hingq[ea  fmss-defrpder  FdllL  c.  « 

11  '•  k  •  • 

ailtanelit,  wekbes  geschieht,  wenn  j^<:^  ist,  iHr  «•  ohi  soleher  Worth  genoanwn  werden, 

waidur  madtf.  dm  coIi^a  aichl  Ihar  — r-  hfaMalirtdal  Da  wm  dkM  letotaeMDirie  Gmm 

-  •        "  •  .  l't'  ' 

Siels  poritiv  ist,     weil,  da  wo  sie  aar  ^pndie  kommt,  ^f^^»  und  aosserdm  bei  4er  hier 
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{.  18.  Nr.  340.  Einfachste  Gleichungen  der  FiichM  sirelter  Ordnaag.  B77 
gel»««...  A«>ri««v  der  C..IU«!« 

poiilif«  Wtttk  M  wie  Na  in  radha  Varttea  »  ÜMbst,  lo  Bieht  mmfto,dmtUk  linuh- 
bere  ledle  Werihe  Dir  »  embn,  ei  mm§  \  UeiMr  oder  grUeeer  ili  4  Mta,  wem  nm  IMr 


coig*tt  irgend  eisen  der  ven  0  liii  ^ — f  foidaifanden  Werihe  ntanui,  woM  die  Grens- 

1  1 

werihe  0  nnd  y  ^  selbit  nicht  aiugescfalOMen  «bid.  Da  aber  dieser  letetgeaanale  Green- 

Werth  je  nach  tier  Abülufungsweizic  iler  CoeRizicnten  «, ,  tt',,  a,  voa  veränderlicbo'  Grösse 
ill,  «nd  obwohl  riete  positiv  doch  der  0  so  nahe  rücken  kann,  da  aen  wfll,  ao  Ubenengl 
nnn  akb,  desa  der  in  allen  Ftilen  brancbbere  Werth  voa  «•  Uoe  ane  dar  Qleicinng 

«eig*«=0  OM* 


na^eAinden  werden  idinne,  da  ein  negativer  Werth  fttr  cotg'  u  gesetzt,  einen 
Werth  mr  »  Uefem  würda  Am  ootg*o»=0  eigiebt  rieh  cos'»=0  «nd  ehiPwsi  und  die- 

fem  gemlH  wird  wodurch  die  Qleichnngon  (118.  £  nnd  g.)  geben: 

*-5r 

wenn  dem  Ellipsoid  enisprcchend  von  den  dopprllrn  Vorzeirhrn  Mos  die  obcm  genonnen 
werden,  und  der  Winkel  x  crgiebt  sich  auT  die  gleiche  Weise  aus  der  Gleichung  ^112.  Ii.); 
bedenkt  nun  eber,  den  Uer,  wo  ooewssO  iri,  aneb  efai2e>s0  wM,  m  fiehl  uhm  enf  der 
SlOe  cm,  daea  hier,  wenn  niohl  etwa  I— Aft=0  d  k  «isl  iri^ 

colgxssO  (IM.  «,| 

genommen  werden  müsse,  welchen  ooa*2X=ain'|j(=|^  w  Folge  hat,  wodurch  die  Gleichun- 
gen (^liti.  b.}  jetzt  werden: 

Da  hier  coig'  m  —  O  ist,  so  giebt  die  COeicbn^  (llft  a.)  JÜ^O,  and 
der  leteten  Gleichung  f.}: 
L  TO 
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iMljrtlMk«  «eMMtria.  Akteh.  IT. 

X  A« 

nner,  A*+A,*+A|=-  ind  den  GMdingm 

(lie.  d.)  goiln  ^^^=4^f^ — ist;  niHebl  liiMer  fltr  ^  ud     «riialtami  Werihe 

I". 

abo-,  «ml  wdl  bein  BOi^oid  «ilgandn  l^=AA.A.V^^,  «Im  hier  wo  A*=A;  tat  VP 
äA»A,J/2-*  «nd  n=^„  so  wie  iiA'  =  nA?=^  und  nKF  =  |A.|/^,«derderleli- 

len  Gleichung  (llö.  d. )  zur  Folge  nKF=^(^-j'^  ^' wird,  liefern  die  Gleichungen 

(108.  L): 

««»••>  (";=+(2H)*'  "--(lO'' 

.Alf  dBeten  Gleichungen  nun  iMten  sich,  die  Bezoicbnungcn  (l()s.  ■.i  ')  uinl  die  aus  (110.  d.} 
Ar  At  At,  A,  sich  ergebenden  Wertbe  berücksichtigend,  alle  einzelnen  l'rojcclionszdilen  wie 
folgt  Inden: 

1  _  !_                   •                         i  l 
x^O^l  A'—  A"  —  -f^^^  ^V- 


Cti«*  ro 


«.     er.  «•  «• 
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f.  1&  1fr.  MO.  EtafiuslMle  «MckugM  d«r  flidra  Mwalfer  Ordmms^.  ITt 


Ifan  fibeneogt  sicli  kiihl,  dass  liei  den  «uf  einer  Zeile  stehenden  Gleichungen  (116.  f.)  nach 
BelielMa  durchweg  die  positiven  oder  ncgfativen  Wunelwcrihe  mit  Beibehaltung  ilirer  Vorzei- 
chen genommen  werden  können,  und  zwar  bei  jeder  Zeile  unabhüngig  von  den  zwei  andern 
Zeilen,  welclif  Vfriindcrntirrcn  die  drei  neuen  Axen  indessen  doch  stets  in  ({(Misclltcn  drei  Ge- 
raden liegen  lassen.  Da  diese  Gleichungen  das  ursprUnglichü  Coordinaiensyslem  als  ein  rechl- 
winkligeB  ▼onuseben,  md  desswefen  die  FrojedionsMiMeii       A',  A";  A,,  A?,  Ar;  A«, 

A'j,  A"  in  ihnen  nirhls  iinders  !>e(!euli'n  iils  die  Cosiniise  der  A^'inkcl ,  ^v(•l^!le  die  Axen  des 
neuen  Systems  mit  den  ursprünglichen  Axen  bilden ,  diese  aber  am  Eliipsuid  die  drei  auf  ein- 
uder  eenhracbten  coqjigirleii  Helbnener  abecfaBeiden,  fO  geben  die  Gleichungen  (116.  f.) 
beim  Uosea  HuUick  «uf  lie  ni  erkenaea : 

1)  dass  die  neue  Axc  AY"  in  der  Ebene  liegt,  die  durdl  den  griisslen  und  kleinstea  tob 
deo  drei  eitf  einender  senkrechten  coiyngMen  Durebmenein  des  Ellipsokis  gdit; 

2}  dass  die  zwei  nndem  A.xen  A  V  und  A  Y'  sowohl  mit  dem  griLssIcn  mIs  kleinsten  der  drei  ttf 
eioander  senkrechten  coDjugtrlen  Durchmesser  Winkel  bilden,  die  entweder  unter  sich 
l^eidi  sind,  oder  einmder  zu  zwei  Rechtoi  ergttnzen ; 

3}  dass  dieselben  zwei  Axen  AY  und  AY'  mit  dem  milüem  der  drei  auf  einander  senk- 
reehlen  conjngirlen  Hslbmesser  Winkd  bilden,  die  sich  zu  zwei  Kedilen  «ganzen^  wenp 

die  sub  2.  gcnsinnlen  einander  gleirh  .sind,  und  die  einander  gMch  shid,  wenn  sicb  die 

sub  2.  genannten  zu  zwei  Hechten  ergänzen. 

Alle  diese  einzelnen  ISeslinnnunfrrn  sajfen  indessen  nirhts  weiter  ans,  nis  dass  das  ge- 
suchte Coordinatcnsystem  symmetrisch  gegen  die  Ebene,  worin  der  grösste  und  kleinste  TOD 
den  drei  «uf  einander  senkrechten  conjngirten  Durchmessern  liegt,  gestellt  isL  Eine  Folge 
davon  ist,  dass  die  Axen  AY  und  A  Y'  mit  dur  A  Y"  entweder  gleiche  Winkel  oder  solche 
Irilden,  die  sich  zu  zwei  Rechten  erganzen.  In  der  That  da  bei  einem  rechtwinkligen  Ursprünge 
Beben  Coordiulensysleme 

CMTAr=AA,-(>A'A;+.A''Ar  ,  cf»TAr=:AA.+A'A;+A''A;' , 

cosrAr=A.A.+ a;  A;-f- ATA? 

ist,  so  wird  in  Gemlslheit  der  Gleicbnngen  CiiS- 


11  1 


+cosYAr=j  — r-T— T 


(Ii«* 


±ceeTAr=±eosrAr=iJ/Tcri]^^r^ , 
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worin  sich  die  eben  ausgesprochene  lügenschaA  des  von  tins  anXgcstcUlen,  jedem  £Uipsoid 
•ich  mAequemeiMlen  pnticalaren  Systems  ausspricht,  weil  in  jedon  «insdnea  PaUe  nacli  Bdie- 
bail  das  obere  oder  untere  Vurzeichcn  genommen  werden  darf. 

Ist  das  Elh'psoid  von  der  besondem  Art,  dass  in  ihm  A  =  «^  ist,  so  mUsste,  wie  bei  der 
Glrichunur  ^116.  c.}  bemerkt  worden  ist,  jetzt  nicht  noihwcndigerweise  cotg*x=:0  genommet 
w  >  i(irii  ;  weil  aber  in  diesem  Falle  x  jeden  Werth  und  darum  auch  den,  der  calg*x=0  OHIcIll^ 
annebnien  kam,  so  aind  die  Gieichungen  (116.  C}  auch  noch  auf  ihn  anwendbar. 


241}  Xnriiifrm  wir  ;,H'Sohen  hnlM  ti,  duss  alte  EHipsoiile,  so  \vio  elliplisilio  PiirHhoIoidi'  nn 
allen  iliren  l'uncten,  stels  durch  Diauu-Iralgleicbungen  darstellbar  sind,  deren  bei  den  Uuadra- 
ten  der  Coordinatcn  stehende  Coeßlsienlea  sUmmtUeh  1  werden,  dass  hingegen  nur  gewfsae 
Hj-pcrliüloidc ,  so  liypi^iboüsi  Iic  Pitmlioluidi^  nur  nn  c«'\*  isscn  itiror  Siellcn,  Diamclmlglci- 
chungen  iicrem  können,  deren  bei  den  Quadraten  der  Courdiniilcu  stehende  CoelTizienten  theils 
-|-1  and  Iheils  — 1  werden,  wollen  wir  jetzt  noch  untersuchen,  ob  nicht  das  Hyperlwloid, 
äimliclt  wie  es  sclion  bei  der  Hyperbel  nachgewiesen  worden  ist,  durdiweg  *inu  \\  Asymploten- 
gleicliungcii  ilarslellbar  sei,  deren  bei  den  Pruduclen  von  je  zwei  Coordinatcn  stehende  Coef- 
fizieirtcn  der  positiv  oder  negativ  genommenen  Einheit  gleich  sind.  Dabei  werden  wir  die 
Fliehe  der  sweiten  Ordnung  durch  eine  Diametralgleichung  in  acbiefen  Coordinatea  gegdien 
voraussetzen ,  und  iiiiiicliincn ,  »luss  aus  dieser  eine  Asymptotongleichung  wieder  in  sfliiffen 
Coordinatcn  hergeholt  werden  soll,  womit  man  ausreicht,  <ia  alle  andern  Uebertragungen  von 
Diametralgleiehangen  in  Asymptotengleichangen  auf  jene  ebie  dordi  die  hl  Nr.  213.  ange- 
zciglen  Millol  zurückgiTüIirt  \\i  rd^  ii  kiiimeii.  Man  könnten  auch  noch  das  Ableiten  von  Asyuip- 
totcngleichungen  aus  Asyniptoiengleichungcn  zur  Sprache  bringen ,  und  so  noch  zu  andern 
Fonnen  geiangen,  was  wir  jedoch  hier  nnteriassen  werden.  Eben  so  hnen  wir  uns  bei  die- 
sen, das  Ilyperboluid  ungelienden  Belrachlungen  nicht  auf  die  Ausridirliclikcit  ein,  die  wir  der 
Aofaidhung  der  eitiruchslen  Glelchn^gflo  beim  EUipsoid  zugewandt  haben,  wie  whr  denn  Über- 
haupt die  Asymplütengleichungen  mit  wen^er  SorgfUt  ab  die  Diamelralg^eichu^fen  in  Unter- 
suchung gemnunen  haben.  Wir  werden  uns  hier  damit  begnügen,  das  Dasein  von  Asympto- 
tengleichungen von  der  Form  x  x'-{- x  \'x"=/«  bei  jedem  Hyperboloid  ausser  Zwi  ifd  zu 
setzen  und  zugleich  die  Mittel  an  die  Hand  zu  geben,  eines  von  den  vielen  Coordtaaiciisystc- 
nen,  an  welchen  das  Hyp^ohiM  eine  Glelehnng  von  der  hier  angeieigten  Form  anniwMtj 
TOilkoaincn  zn  beslinmicn. 

Wir  denken  uns  demnach  das  HyporLuloid  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


in  schieren  Coordinatcn  gegeben,  suchen  aus  dieser  Diametralgleichung  eine  Asymptotcnglei- 
chung  in  scUefcB  GoordhMlea  fllr  dieselbe  Fttcbe  aaf  die  in  Nr.  226b  beschriebene  Art  a>^ 
woselhit  wir  gesehen  haben,  dasi  dh  vordere  GUdMuiy  (102.  nlndidi: 


enbtehl,  hl  welcher  y,  y',  y"  die  schieren  CoonKnlai  der  Puncto  des  HypsHMoids  an  den 
Avon  eines  osMo  CoonliiMtensyitaBS  voisteHen,  irem  die  vordem  Sedingaaten  (102.  b.}, 

ntimUch : 


til».  ■.) 


«,  x'  +  u'.  x"'  +  «;'  x"'  =  {,a,) 


Ott.  »•) 
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f.  I&  Nr.  14*.  Etafodute  Olctdufea  4er  Flidm  sweKcr  Maaaf.  Ml 

«,  V  +  «;  A"  +  «:'  A'"  r=  0  ,  «.  A?  +  «;  a;'  +  a:Ai" = o  ,  «.  a;  +  «;    +  «;'a;-  =  o 

ertülU  werden,  wuhn  liiu  mit  dem  Griuidzeichen  A,  A,,  A,  bcbuflcten  Grössen  die  schieien  . 
ProjeclioiMnUM  der  aenm  Axen  an  den  Axea  des  u^riqgiidMii  Sjrileiu  beseMuiea,  und 
naa  den  vordem  CHeieinBgea  (102.  dO  geMlu  ainHRl: , 

«,AA;+i^A'A:+«';A"Ar  =  /S';  ,  «.AA,  +  «;A'A;+«rA"Ar=Ä  li 

eC(A|At-|-c((  A|  A4-^tt*ArAt  « 

und  überli'srt'ti ,  ob  ^^iillrl'nd  dieses  IJebergangs  slels  solrhe  Maassri'^^cln  ^clnifft'ii  werden  kön- 
nen, das»  die  durch  diu  zuletzt  angegebenen  (ileichungen  zu  erhaltenden  Cueflizienten  ß",,  ß'tf 
^  in  der  mietet  sieh  eifebenden  AsymptotengMeininf  CHT  h.")  einerlei  «baolnie  6r8me  an- 
nehnen,  wonuif  sodonn  dir  (ilii{hiin^'  (117.  Ii.")  durcli  Pi^isidii  mit  difsor  Cniüsi'  die  wr- 
hngte  Form  annähme.  Hei  dieser  Untersuchung  i^t  es  vortheiihafl  zur  (Bedingung  zu  machen, 
dass  aUe  drei  GrSssen  ß„ ,  ,  ^«  Zahlen  mil  einero  wd  denselben  ToReicbeo  werden,  wem 
nun  stets  berechtigt  ist.  Denn  trügen  diese  drei  Grüssen  Zahlen  iiut  verschiedenen  Vnrzeirhen 
in  sich,  so  mttsslen  doch  zwei  vun  ihnen  dasselbe  Vorzeichen  haben  and  die  drille  das  ent- 
gegengesetzte ;  unbenommen  nun  i"?,  und  ß",  hatten  einerlei  Yorzeichen  und  ß"^  das  entge- 
gengesetzte vun  diesem ,  dann  kann  man  der  neben  .i„  und  i%  in  den  beiden  Gliedern 
der  (ilei(  Iiiiiis,'  (117.  :.n  fiiL'insfliaRliihen  Coordinato  y",  die  in  dem  Gliede,  welches  in 
sich  enüiall,  nictil  \orkuiiimt,  die  Eigcnscban  verleihen,  dass  — y"  gesetzt  werden  uiuss,  wo 
snvor  f  stand,  dadurch  dasa  man  stall  dar  Axn  AT",  wwanf  steh  diese  Coordinals  bcnieM^ 
die  nininit,  ^v(-l<'1l(•  mit  ihr  in  derselhen  Geraden  liegt,  aber  nach  der  entgegengesetslen  6ell0 
des  Raumes  hinzielt,  ^Miruuf  nuni  die  Gleichung  (117.  b.}  schreüien  kann 

2  { -      y'y"+  2  C-  ß'.)  y  y"+  2     y  y  =  («.)  , 

und  diese  trAgt  nun  stall  dor  Grössen  ß,  und  ß",  dieselben  Zahlen  aber  mit  entgegengeialalen 
Vorxeiehen  in  sich,  vHihrend  die  dritte  GrOssc  /f.'  vüllig  die  gleiche  gebheben  ist,  so  daas  in 

dieser  neaen  Giddinng  alb'  drei  CuL-rTizienten  Zahlen  mit  einerlei  Vorzeichen  in  sieh  tragen. 
Es  folgt  hieraus,  dass  sich  unter  allen  rmständen  immer  drei  solche  neue  Axen  AY,  AY', 
AY"  angeben  Ussen,  an  denen  die  in  der  Gleichung  (117.  b.}  auftretenden  CociBzicnlen  ß,,  ß',,  ß^i 
Zahlen  nit  einerid  Ymsdchen  werden,  dass  msn  sonach  schon  während  der  Aufsuchung  des 
Coordinntensystenis,  an  welchem  eine  Asymptotengleirhung  entsteht,  die  Fordening^  an  dasselbe 
stellen  darf,  Aaaa  es  da.s  sei,  an  welchem  die  Qoeflizienten  /f.'  Zahlen  mit  einerlei 

Vomeiehen  werden. 

242)  Krwfigt  man,  dass  bei  unserer  jetzigen  Aufgabe,  wo  die  drei  durch  die  Gleichungen 
(117.  d.}  beslimnien  Grössen  ß,y  /f, ,  ß^  einander  gleich  werden  sollen,  zur  Bestimmung  der 
neun  Projectionszahlen,  deren  Grundzeichen  A,  A, ,  A,  sind,  ausser  den  drei  Bedingungen 
(117.  c.)  nur  noch  die  zwei  Gleichungen  vorhanden  sind,  welche  aus  der  GIcicliselzung  der 
auf  der  linken  Seite  der  (;ii'i«-liin!tri'ii  (117.  t!.")  stehenden  Ansdriirke  hervor^jchen ,  wenn  der 
Werth,  den  diese  Ausdrücke  annehmen  sollen,  nicht  etwa  vorgeschrieben  wird,  und  dass  diese 
IM  CIsiclMMgen  hi  Vailindnnf  nrit  den  drei  BieUrngsBleiehiingen  der  gesndilen  nenen  Ann 
an  dem  ursprünglichen  Coordinatcnsysteme  nur  acht  Gleichungen  fUr  die  neun  unbekannten 
Grüssen  hergeben,  so  sieht  man,  dass  selbst  unsere  jetzige  Aufgabe  noch  eine  unbesUnunle 
kUht,  dMs  es  also  nnilUig  viele  Goerdinaleaayilcne  gden  werde,  en  «ddien  die  dni 


Digitized  by  Google 


itl  Anal3rti8che  BtwMMt.  Aivck.  If. 

Grössen  ß,,  ,  ß',  einander  gleidi  werden,  und  dasii  ueljen  den  crwtthnlen  drei  Rieh« 
iiini^rsglcidiungcn  fünf  «ndere  anter  sich  and  von  diesen  ibeieii  uoriihlngige  Gleidiongen 

z\\g  >  !.rii  obigen  neun  Projedionszahlen  die  vuILsIändi^e  Lösun^g;  unserer  jetzigen  Aufgabe  in 
sich  tragen.  Nun  liabcn  wir  aber  oben  in  Nr.  230.  den  sech«  Gleichungen  (117.  c.  und  dLj, 
andere  in  (106.  c.  und  d.)  niedergelegte  Gestalten  gegeben,  und  ans  diesen  sechs  neue  Gbl> 
chungen  abgcleiletr  welche  in  (lUti.  h.aniili.)  stehen,  von  welchen  die  zwei  ersten  in  (108.  h.) 
enthaltenen  hier,  wo  ^,=/3',=/j','  angenommen  wird,  auf  folgende  Art  sich  schreiben  Isssen: 

A"  (_  A  +  A.  +  A,)  +  K  ( A  -  A,  +  A, )  +  a;'  (A  +  A,  -  A,)  =  Ü 

Diese  zwei  Gleichungen  nun  in  Verbindung  mit  den  drei  Bedingungen  (117.  c.}  und  niit  den 
drei  Ilichtungsgleichujigcn  werden  wir  lur  Lösung  unserer  gegenwürligen  Aufgabe  in  Bewe- 
selien,  n  weklÜBni  Ende  wir 


(Itt*  A'sn'A  ,  A''=n''A  ;  Aisn^A,  ,  Ar=inrA,  j  A;=in;A«  ,  Ar=nCA, 

setaen  werden*  wie  sdion  friüier  von  ans  gesdieben  ist,  wodureli  sidi  die  drei  Bedi^gungca 
C117.  e.)  i» 

f  0  wie  die  twei  vonlelicnden  atdiveitrels«ieB  GleiGliiiigan  in 

fm*A(-A+A.+A0+«JA.CA-A,+A.)+inSA.(A+A.-A0=O 

ClM*   <  und 

(  ■"A(-A+A,+A.)+«rA.CA-A,+.A.)+BCA.CA+A,-A.)=0 

vcnvandcln.  Si'l/I  miiii  in  die  letzte  der  drei  iieilin^nirigi-n  (11*-:.  Air  oC  osd  9m  tUt 
den  Gleichungen  (118>  c.}  entnommenen  Wcrllii'  (in,      crU.iU  mm: 


.^Lni'A(— A  +  A.  +  A.)  +  m;A.(.A-A.+AO]' 
■^■****  A5(A  +  A.— A.)» 

.    „  1  m'A  (-  A  +  A.+  AQ  +  inrA.  (A  -  A. + AQT  _^ 
+  AJCA  +  A.-A.y  -®  • 


wckhe  Gleichung  sich  init  BerOduiAliguDg  der  iwei  ersten  in  (118.  Ii.} 

gen  so  umbilden  lüsst : 

A'(-~A+A.  +  A.r  +  A?(A-A,4-A,r-.\UA-i-A.--A.y        .      .  ftCwi"wi: 

oder,  wenn  man  zur  .Vlikurzung 


•)  Di«  folRi-nilc  UnU-r»iirhiint(  lii«sl  sith  aiuh  nudi  auf  iine  «tiiicrr.  von  di-r  Iiier  gegrlicncn  lehr  »erickuc- 
denr  Art  iliirrhrulireii,  wenn  man  »laU  ilic.M-r  liltirhiingrii  weiter  olirn  niilgaUteflla  aar 
«•icke  denen  bei  den  Diametralgleichiinptt  gebniuclMen  iiinlicher  aiad. 
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{.  18.  Vr.  t4B.  Ilnfachate  GMchuigMi  dir  Vlidi«!  «weiter  Ordnaiig. 

A'C—A-h  A,+ A0'  +  A?  (A  -  A,  +  A,y  -  A;  CA  4-  A.  -  AQ'  ^ 
~~-  A  C- A  +  A.  +  A.)  A,  CA  -  A.  +  AO  ,     ~  'i 


=    m'm,  4-     in'  nii' . 
Die  Sunmo  der  zwei  ersten  Gkucbungen  (118.  b.}  giebt 


und  ziihi  man  voB  diewr  dflklnuif  die  vitere  In        4])  MtheHone  dopfdl 

so  liuikt  man: 

wetdie  letzlere  Gleidiang,  wenn  man 

le' — m',  =  Jt   und  m" — vai'=:zJ't  i 
selzt,  sich  venvandell  in:  >  (1M8.  e.) 

-2«.  ( /,  +  i)  =  «;^  +  «7/C.  r 

Es  lassen  sich  die  Vcrliuitnts5zahlcn  in',  iit "  und  uij ,  mj'  durch  «He  Grüsscn  ^  und  ^  hier 
ittf  UnBetM  Weise  «iidrildten ,  iHe  «chen  eleu  bei  im  BfaBHetr»igieichaiig«B  becUglieli  dop- 

setbon  Zeicheii  geschehen  ist.  FlÜiH  iiinn  nilmlich  in  die  zweite  Glcichnnj^  (118.  b.}  fttr  m", 
und  mi',  so  wie  in  die  erste  Gleichung  (liö.  b.J  Tür  ui  und  m"  ihre  aus  den  obern  Gleicliuo- 
gen  (118.  c.)  zu  schöpfende«  Werdw  ein,  »o  werden  lie  mit  Zosielnmg  Unrer  adiwt  md  dar 
mlero  in  (118b  fe}  enilultaien  GldelinngeB: 

Au  der  ersten  dieser  Gleichnngen  und  der  ltsIcu  in  (118.  h.')  enthaltenen  lässl  sich  ni'  und 

so  wie-  aus  dm  zweiten  der  hier  angezeigten  Gleichungen  inj  und  m,"  in  J".  und  ^ 
gedrückt  darstcilen;  man  findet  so  nach  einigen  ganz  leichten  Umformungen: 

«nd 

wd  es  darf  von  den  in  liiesen  Gleichungen  vorlionuneDdea  Ouadralwurxehi  jeder  ihrer  beiden 
Wofielwerlhe,  jedoch  in  allen  siele  tm  derselbe  Wotulwirth  genomnen  werden.  Dabei  er- 
gialit  lidi  aiM  der  in  (118.  dl}  feilgewlaten.  Bedcetung  von  ^.  ohne  groMe  MMie,  daae  dav 

b  den  Tonieheaden  Gkicfcengen  aeftretoodc  Ausdraclt  nicfals  ändert  ist,  da 


(u».  f.) 
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eine  Fonn,  wiii  hu,  su  wie  auch  die  Toa  i-^ji»  vai  1—^«,  dae 
sehe  Aiulegung  hindurch  schiaimeni  llMt 


343}  NMMeB  so  die  Grtssen  n',  wT  md  ni,      i»  ud  j^r^t  welekw 

lelriere  Ausdruck  blos  von  den  drei  Projcclionszablen  A ,  A, ,  A,  abhün^rig  Ist ,  ausgcwerlhel 
sind,  lassen  steh  auch  mH,  mS  mittelst  der  Gleichungen  (118.  c.)  durch  dieselben  drei  Werthe 
•asdrttdcen.  Zv  BeiHnwiiinft  der  Werfbe  vaA  ^  dordh  den  hat  mm  blos  die  eine, 
Miere  Gleichung  (IIS.  e.),  wesshalb  für  diese  beiden  Werihe  unzählig  viele  Panre  zii.sain- 
■engdtöriger  genommen  werden  können.  SeUt  man  fest ,  dnss  (t\  und  u'i  die  zwei  CüeFlizi- 
eolen  der  gegebenen  Gicichuog  (117.  a.^  sind,  welche  Zahlen  uiit  einerlei  Vorzeichen  in  sich 
tragen,  eine  AnanhoM  n  der  nan  stell  iMfagt  ist,  weO  sie  sieh  fnuner  efadiKli  dardi  dta 
blose  Ppzi'iriinimfT  der  mpirlingiichen  Axcn  verwMdichen  Msst,  M»  kann  nMn,  wie  andi  M 

den  Diainetralgleicbungen  geecheluii  i^t 

(II*.  •.)  VcC  — K«ö  colg  ti) 

Selzen  und  unter  u  einen  vüUig  unbesliinml  bleibenden  recUeu  Winkel  verstehen;  dann  lassen 
•ich  uilldflt  dieses  belieli%en  Wiakeli  eu  der  vemdiendm  nnd  der  nnlen  hi  (118.  e.)  cnt- 
CHeiehniig  die  Gitfiien  ^  und  X*  wie  folgt  beittnunen: 


^,  =  sin<»l/— §K»(l-t-^.)   und       =co8o»  J/— ^K2(l  +  ^0  i 

9%  U% 

VeilhB  Ton  ^.  wd  ^  wwmdah  sioh  dto  GMehw«««  (11&  f.)  In: 


m  3 


I 

jn  Ä 

Cli^  .  /  und 


sin  cü  J/ -  ^  1/^  (1  +  ^0  +  cos  «  J/-  «•  1/ 1  (1  -  ^0  . 

cof »  V-^  j/ j  (1+ ^0  - «» « KK*  -  ^0 

|ra;=-8in  «I/^         (1  +  y^O  +  cos  a>  j/^  l/jO^^^  . 


so  "wie  sich  aus  diesen  Werthen  von  m',  m'  und  tn",  m'  aurh  norh  die  von  x(\\  und  mi'  mit- 
teUt  der  Glekhongen  (118.  c.}  durch  den  Winkel  tu  und  die  Grtissen  A,  A, ,  A,  ausdrttcken 
lassen.  AiA  dan  so  «ihaienen  Werthen  von  hT,  n";  n(,  «T;  ■<?      ti  VorÜMhnf  ndl  dta 

drei  Richlungsgleichuncin  der  zu  besliinmrnden  neuen  Axen  AY,  AV,  AY"  an  den  Axen 
des  ursprünglichen  Systems  wären  nun  alle  neun  Projeclionszalilcn  durch  den  einen  beliebig 
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bleibenden  Winkel  a  auszudrücken,  und  für  diesen  Winkel  die  Grenxen  zu  bestimmeo,  inner- 
halb der  er  genommen  werden  amss,  wem  das  gecoeMe  GoofdiMtonsytleni  ein  redet  weirden 
soll ;  ühnlich  wie  es  vorhin  bei  drn  Diamclralgleiihungen  {jeächchon  ist.  Anstatt  aber  unsere 
Ao^^ab«  in  dieser  Aflgemeinheit  weiter  forteufllhren,  beschränken  wir  uns  darauf,  von  allen 
nf  wMe  Webe  n  eriielleiidea  Ce<ydin>liiyrtflwi)»  ^  einziges,  Jedoch  bei  jeden  Hyper* 
bOloi<K'  gleich  brauchbares,  h(>r>-orznlioleil  md  vollstindig  zn  bestimmen. 

244)  Zb  diesein  Ende  lauea  wir  m  etoem  rechten  Winkel  gleich  sein,  dann  wird 
cos(u=0  nnd  sin(tf=:l,  und  ei  gehen  fttr  diese  bcsondem  Wertha  die  Gleichungea 
(119.  e.)  VlMr  in:   ,   

wobei  in  dleaea  betoBden  GMdHngeo,  wie  ta  4m  dgemefaeB,  von  den  OiudMwvndB  iwar       .  . 

6u-  rincn  oder  an<K'rn  ihrer  beiden  Wurzelwerlbe .  jedoc  h  in  .illen  nur  die  gleichen  genommen 
werden  dürfen.  Um  nun  die  diesen  besondem  W  erthen  von  m',  m"  und  m^,  wi'  enlsprechen- 
den  beiendeni  Werdie  tob  A,  A,,  A«  an  eriudhrn,  nehni  wir  die  den  Axen  AY,  AY', 
AY"  angehörigen  Blchtangsgleichungen  an  den  Axen  AX,  AX',  AX"  zur  Hilfe,  wobei  wir, 
wie  schon  bei  den  Diametralgleichungen  geschehen  ist,  und  mit  der  gleichen  Befugiiiss,  vor- 
ausselzcn  werden,  dass  das  Hyperboloid  ursprünglicb  durdi  eine  Cfleichung  am  rechtwinkligen 
Cioordinatensysteiuc  gegeben  worden  sei.  Weil  unter  dieser  YoriBMeUung  cosW  =  cosW' 
=:cosW"  =  ()  ist,  so  nehmen  die  erwähnten  drei  Riehliingspleirhnngcilj  Blit  Berbcksichtign^ 
der  in  a.)  eingerührten  Bezeichnungen,  die  besondem  Formen: 

1  =  A'  C 1  +  m"  +  n)'")  ,    1  =  A'  Cl  +  i»;'  +  m;")  ,    1  =  AJ  (1  +  m'.'  +  ra',")  (!»•.  *.> 

IB,  von  weichen  die  zwei  ersten,  wenn  man  in  sie  für  ni',  m";  bi|,  mj'  ihre  in.  ^120.  a.} 
B^eMigliB.Werfhe  ejneeM,  Malbra:  ,  i  'l' 

l=A'Ll-ic2+^3-i^.(^-2j)J  und  l=A?[l-ic2  +  ;|j-,U^-|)j  IM». 

und  80  zdgeo,  dass  A  =:Af  und  in  Folge  A  =  4:A,  werden  müsse.   Nehmen  wir  von  diese« 
beiden  gleich  zulässigen  Beslinimungen.  die  eine  A=A, ,  so  wird  in  Genjassheit  derselben: 

A  C-  A  +  A.  +  AO  =  A A, ,  A,  (A— A,  -f  A 0  =  A  A, ,  A.  (A  +  A,  -  A,)  =  A,  (2  A — AO  1 1^99.  «.> 

und  diesen  Auswerthungen  gcmflss  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (IIB.  c.)  in: 

AA,Cb'+mO+A,C2A— A,)b;=:0  BBd  AA,C»''+"r)+^CaA- A.)ni;'=0  , 

oder  nit  Zaiielnnig  der  in  (ISOl  a.)  erbdtenen  Werthe  tob  bi",  «"  and  bi!  ,  atT  in : 

in;=0  BBd       -  2  A  -  A.  "-^'^  '  «"^•■l 

Toransgesetzt,  dass  weder  A,  noch  2A  — A,  null  ist  Ferner  verwandelt  sich  aifolfe  der  ii 
(120.  d.}  angezeigten  besondem  Werthe  die  obere  Gleichaog  (ilti  d.}  in:        -  -i 
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UM»  ft)  <  ^ 

Setzt  man  den  hiems  Ittr  3(1  — «ich  efgebeoden  Werth  in  die  hialere  Gidchwig  (IMlft,}^ 
so  liefert  diese   

U»».«-)  11;'=  J/-^, 

und  in  Folge  dieses  Warthes  von  m;'  und  des  in  der  vefdem  flleiehim  (I90l  a)  ttr  mi  91^ 
bellcaen  gWit  die  drille  Glekhniv  QUO.  b.} : 

(»•.M  Aj3=— —  , 


warn,  wie  wir  Ii  d»  vHifn  llndBer  torwMgeeeiil  hebe»  tad  «iNriai  Vn^ 
,  so  hat  te,  dit  «il|«fMiteMiile  vea  dimwi,  wwi  dte  FlUhe  eis  ^fpeiMoid  iiti 


wie  schon  — Desshalb  findet  man  für  A,  jederzeit  eineo  reellen,  von  Null  verscbiedenea 

Werth  so  wie  auch  TOr  mä',  und  da  den  Beseichnungen  (118.  a.^  geaaiSB  A4  =  n4A,  und 
A«  s=Biii'Ai  ist,  von  denen  die  erste  der  vordem  GleiehuiV  (120.  e.}  lar  Folge  A^rsO  giebl» 
so  nehmen  die  drei  Projectinnszohli-n  .A.  ,  A', ,  A"  lauter  reolle  Werth«  an,  d.  h.  man  findet 
die  Axe  AY"  eis  eine  wirldtch  im  Räume  vorheodeoe  Richtung,  äelzt  man  Jetzt  den  in 
Ciaa  t)  nr  ^,  eiheltanen  Weilh  fai  dte  «nie  GIdohimt  (IM.  o.)  ehi,  m  «M  dtaw  »- 


1=A' (1- §)-AA.  (2-5) +1aJ 
setzt  main  aber  in  diese  deidranf  fir  1  —  ^  feinen  Wertii  ms  (120.  h.)  ein,  so  wird  sie 

und  dieser  kenn  atn  dednrch,  dass  n»n  miltdst  der  Gleicbnog  (120.  k.)  fir  M  eeioen  Wetth 
I,  die  nuhilA— dn  fem  geben: 
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A*  A«<  «r^i«; 


17  —3? 

quadratisch  ist  und  fii 

I 

geiulea  Werthe  laiert: 


welche  in  Bczag  auf  ~  quadratisch  ist  und  für  diese  Grüw«  durch  Auflösung  die  swei  fol- 


Nim  haben  wir  zwar  schon  in  der  vorigen  Nummer  die  Axe  AX  in  so  ferne  bestimmt,  als 
wir  dort  vorausgeseürt  luibai,  diM  ce  die  Min  soO,  wddie  meclrt,  dm     nnd  «^S  Zahlen 

mit  einerlei  Vorzeichen  sind;  nidita  desto  weniger  kOnncn  wir  über  doch  noch  in  BciNif  der 
Axcn  AX'  und  AX"  eine  solche  Anordnung  treffen,  dass  von  den  zwei  Cocflizienten  «C  vuA 
«(^,  raOs  sie  nidit  unter  sich  gleich  sind,  d.  1l  faDs  das  Hyperboloid  keine  Umwtitnngsfljidie 
ilt,  nach  Belieben  der  eine  oder  der  an<lero  die  absolut  grij$t>cre  Zahl  in  sich  trügt  Aus  ilie- 
lem  Grande  können  wir  es  immer  durch  die  blose  Bezeidinung  der  beiden  Axen  A  X'  und  A  X" 

■o  einridrien,  den  »"'^^  Beliebeo  eine  positive  oder  negattre  Zahl  wird.  Diess  woU 

erwogen,  lässl  sich  darlliun,  dass  man  auch  für  die  Axen  AY  und  AY'  zwei  wirklich  im 
Baume  vorhandene  Richtungen  anweisen  lunn;  es  lässt  sich  niunlich  durch  blose  Umformung 


Iii,  M»  dm  mn 


iBd  nnler  Z  «ine  raeHn  poritir«  Zahl  verstehen  dirf ,  wen  nm  idndeWiWi  der  Axea 

Ar  «Bd  Ar*  dfe  Anordnnr  blfll,  dm       ^       panüv«  Zdd  wkd,  weB  dmi  d« 

zweite  Glied  des  Ausdruckes,  welcher  unter  dem  auf  der  rechten  Seile  des  Gleichheitszeichens 
in  der  vorletzten  Gleichung  vorkommenden  Wurzelzeichen  sieht,  nolhwendig  eine  positive  Zahl 
liefert.  Hierdurch  ninuni  die  Gleichung  (120.  i.},  wenn  man  an  die  Stelle  der  .  in  ihr  auftre- 
tenden Wund  ihren  so  eben  angezeigten  Weilh  Mist  «od  dabei  von  den  dOfpeUen  Tmadp 
flkea  diMM  Weräm  inuner  mr  d«  «Im«»  nfamty.din  fönende  Gealell  «a  t 


l>|rilv  S  eine  aegilive  Zahl  werden  kaM. 
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Aua  den  Dmilaiide,  diw  Z  aar  mII  oder  ^nUr  Min  knn,  haeen  lidi  am  die  fetgea- 

den  Schlüsse  ziehen.  Die  Relation  (120.  k.)  giebt  2A— A,=A,(1  +  2Z)  und  lA  .\,=z  , 
A«(3-f-4Z3,  und  hierdurch  werden  die  zwei  leUten  Gieiduingen  (120.  T.)  umgetindert  in: 

woraus  hcr^orgchl ,  dass  sowohl  1  —  ^,  wie  stets  positive  von  Null  verschiedene 

Zahlen,  und  daher  auch  m',  ni"  und  m, ,  m','  den  Gleichnngen  (120.  a.)  zur  Folge  stete  reeO« 
und  vun  Null  verschiedene  Znlilen  werden.  Da  nun  auch  die  einander  gleichen  Werihe  A  aad 
A,  der  Rilulion  (120.  k.")  zur  Foli/i!  slots  reell  und  von  Null  versrhiedi-n  sind,  so  ergeben 
sich  auch  ntiduläl  der  Giciciiuiigeu  (11(S.  a.^  für  A',  A"  und  A| ,  \','  lauter  reelle  und  von 
NaU  verechiedene  Wisrlhe;  aien  Undel  deher  Ittr  die  Axen  AY  und  AY'  zwei  Rieh  langen,  die 

unter  sich  versrhiedi'n  sind,  weil  A  — A, ,  A'—  —  A'  und  .\":=A''  ist  und  keine  von  diesen 
ProJectionsz4ihlen  null  wird,  aber  auch  ausserliall)  der  dritten  Axe  A  Y"  liegen,  da  man  in  Be- 
log aof  diese  Ai=:0  findet  Hen  findet  aoiweh  nliter  aOen  Umstlnden  avf  oli^  Velge  launer 
ein  reelles  Coordinalensystem ,  an  welchem  das  Hyperboloid  eine  Rleichung  von  der  Form 
yy'  +  yy"  4* annimmt,  wobei  wirnoch  zum  Ueberflusse  darauf  hindeuten  wollen,  dasa 
den  f&r  At  and  2A— A«  eriialtenen  Ansdrlldtea  nacli  keine  tob  diesen  beiden  GrOnea  Je  aidl 
werden  kann ,  duss  also  die  bei  der  Gleichung  (IM.  ci)  gemdlten  Tonuasetmagea  bei  dto- 
aer  Auflöaung  wirliüch  stela  vorhanden  aind. 

8  C  Ii  I  B  8  !• 

Wir  beachliessen  unser  langes  Tageweric  mit  der  folgendea  Betiathtuiig.  Es  hat  sich  ans 

den  unter  A)  in  diesem  Paragraph  gepllogcnen  Verlinndhintren  ergehen,  dnss  jedes  Ellip- 
soid  an  unzählig  vielen  Coordinatcnsystenicn  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

darstellbar  ist,  und  aus  den  unter  F}  gepflogenen,  dass  oben  so  jedes  Hyperboloid 
an  unziihlig  vielen  Courdinatensystemen  duruh  eine  Gleichung  von  der  Form 

X  x'-\-  \        x'x"—  u 

darstellbar  ist;  wir  künnun  daher  diese  zweierlei  Gleichungsfuruien  als  die  das  Cüipsoid  und 
ffypefboloid  dwralilerisBrenden  anfstefcn.  Denn  obgleich  wir  nnler  A)  gefunden  beben  *  daaf 
auch  das  Hyperboloid  zuweilen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  x'-j-x''  —  .x"'  =  ^,  die 
der  ao  eben  dem  EUipsoid  vindicirten  ähnlich  ist,  dargeateOt  werden  Jianri,  so  haben  wir  doch 
dort  nglekh  aocb  feaehen,  dasa  dieea  nur  aater  greaica  Beiehrildtungcn  geachdica  kann, 
diese  letstere  Gleidmng  also  nicht  allgemein  dem  Hyperboloid  betgescbrleben  werden  darC 

Feiner  haben  wir  adM»  tai  YOijgea  raragraphea  QSr.  829L)  aaler  dem  Bnchslaben  e)  die 
lÜBbcneagavs  crinHen,  dnsf  jedai  li^rtiarhe  fmboloid  dnidi  einn  Cleiebnnf  von  der  Fem 
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an  Coordinalensy Sternen,  deraa  Spilse  jeder  Punct  dieser  Flioke  Mm  kam,  dMlalbir  «ad 
dHaBiit  (Hr.  380.3  habm  wir  gehndoi,  duf  eben  eo  jadei  hypeiMtadie  PmlMloid  düoh 
eine  CSeiokngr  tob  der  Fora 

xx'+yx"=0 

darstellbar  ist;  man  kann  daher  diese  zweierlei  Gleichungsfomien  als  die  das  elliptische  und 
Am  hypeiliolliMlie  Ptnboloid  cbmkterisirenden  ivfUeBen.  Denn  obgleich  ei  aidi  1n  Nr.  333. 

Bt  e.  herausgestellt  hat,  dass  auch  das  hyperbolische  Parabolold  an  gewissen  seiner  Puncto 
durdi  eine  Gleichung  von  der  Form  —  x"  -f*  7  ^  "  =  0 ,  die  der  so  eben  dem  elliptischen 
Farabolofd  vindicirten  Hhnlich  ist,  dargestellt  werden  kann,  so  hat  dodi  diese  Gleichung,  weil 
sich  dicsclhc  m<M  m  allen  Puncien  des  PandHdoida  heKldten  lint,  mit  der  xx'+7^jt:"=0 
nicht  den  gleichen  Grad  der  AUgemeinheiL 

Gehen  wir  von  diesen  die  vcrscliicdcnen  Arten  der  Flachen  zweiler  Ordnung  charakiaii- 
sircndeu  Gleichungen  aus  und  setzen  wir  qx,  qx',  qx"  an  die  Stelle  ron  x^x',  x",  wtt 
tticbli  miden  i^gen  iriD,  all  dan  die  CowrÄnalen  an  efnem  in  dm  VeriildtniiM  q  t  1  abg«- 
Inderl»  MaaiMlabe  gCBMMO  worden  foOen,  m  wird  die  Gleiebn^;  in»  BDfsofali  Jctil 

dte  dof  HypeAoioidf 

die  dM  oilipliMhen  Panbokidi 

die  des  kjperiMÜidMn  Pträboloide 

md  da  wir  in  den  iwd  erelen  Fflien  q  in  reeller  Weiw  aleli  ao  wtthn  kSnnen,  dass  4=+  i 

wird,  so  wie  in  den  swci  letzten  Füllen  immer  so,  dass  -=+1  wird  •"),  so  kennen  wir  am 

q 

beliebigen  Parallel- Coordinatenajstcme  als  allgenK  in»te  Gleichung  dea  EUipsoids  inuner  die: 

x'  +  x".+  x"'  =  ±l  , 
all  äUgenMinale  Gleichung  dea  Hyperboloids  immer  die : 

xx'+xx"+x'x;'=±l  ; 
ferner  ala  aBIgeneinaie  gi*i«^i«»g  dea  elliptischen  Paraboloida  ininer  die: 


Claiiiwqiaa  «MfaMwamn  VcftaJenHgni  niclili  aidcn  fcsdiehcn  iit,  ak  da*  dar  larilti  genommim 
FaianaHi  dm  Batracfeftagaa  ab  WaaMaintail  n  Gtml  gelegt  wordoa  j«t,  lai  aagjalfk  atigea  m,  wia 
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Atadk  ir. 


■ad  all  tUgmäaat«  Gleiciuing  des  hyperbolischen  Pmbotoiihi  iMoar  <Ua 

xx'  +  x"=0 

«afslelien,  in  welchen  beim  £Uipsoid  nur  das  obere  von  dea  doppelten  Voneichea  xu  einer 
redien  Vttdn  Unfiftil,  «ttrand  ib  doppelten  Toneidlen  beim  Bypeiboloid  Mtoe  Mkm  Altan 
veAUndi^  *},  M  «Im  FHaboloiien  dagegen  von  den  doppelten  Vorzeichen  eben  sowohl  das 
eine  wie  das  and^e  genommen  werden  kann.  Es  liut  sich  mithin  die  Veränderlichkeit  der 
Parameter  bei  den  Flächen  xwcilcr  Ordnung  ganz  nnd  gar  anf  die  Veründeriichkeit  der  Axen- 
irinkd  im  beliebigen  Coordinatensysteme  übertragen.  Aur  dicm;  Bemerkung  Ittsst  sich  ein* 
sehr  eijjenlhümliche  Behandlung  solcher  Flüchen  im  seliiefwiakli^jjeii  Coonlinatensystcme  grin- 
den,  wobei  der  Umstand  Bedeutung  hat,  dass  man  stcLs  au  das  Cuordinalt-nsy&tcm  von  wel- 
dwai  So  BetHMlIangcn  anagehen,  nodi  dae  beaoiidef«  Bedingwis  aldlM  berecUjgt  tot; 
ontwedcr  in  Betreff  der  Stelliinu  seiner  Axen  oder  in  Betreff  der  NltaV  Miner  SpHM)  ta  «I^ 
stere  bei  der  Mittelpunctsflüche,  das  letztere  bei  dem  Tarabolokto^ 


•)  Dan  die  (Jkichnng  x]^-|-«x"4-»'x'  =  -J-*  »weim«nJcIigcn ,  die,  x  x'+x  1' i"  =  —  >  dem  eia- 
■mUHIMI  HyperboloM  aaglhlta,  falA  nt  den  In  Rr.  211.  »atn  ■)  nnd  b)  difUr  ingcgebcncn  Keim» 
teicbea  aogleich  lienror,  wenn  imb  «ich  erinnert,  du«  bei  Gleicbangea  dieier  Art,  die  in  (67.  h.)  aoF* 
gcAtlvl«  Reltlioii,  welche  luer  £siA'  wird,  itoH  Södel,  MMcb  dM  de«  beide«  vmlebeiidefl  Gle^ 
elnagw  an|>fcmi>^  (  an  4m  red  vwanaHW  Oaotdinal— milaaie  üato  dn  pNlIln  liil  im- 
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Seh«  S2  nf  Zeile  1  to«  mien  Ut  V  fl^  -  M"  V,  Itt  W%-^V,  wa  leUen. 
a      SS  üt  eaf  der  rechten  Seil«  der  Gleichnngen  [49.  b.)  a  ßr  i  tu  «eUea. 
.     40  aar  Zeile  2     u.  iit  (9.  e.  oder  b.)  fttr  (17.)  tu  feixen. 

a     fii  i«l  bei  den  Gleickun^  (87.)  am  Ende  der  ersten  ZeQe  (B,)  lUr  (B) ,  aa  End«  der  iweiten  (B^) 
(ur  (B')  xn  ««Uen. 

a      8S  in  der  auf  die  Gleichungen  (108.  c.)  lolgeadea  Zeile  iat  a"  f&r  c'  uad  </*  für  c  tu  «eisen. 

a  2^  and  221  i«i  für  die  Gleichangannmnier  £r}  und  die  darauf  betAgliclicn  Cilale  (48.)  sa  teilen. 

■  352  auf  Zeile  IQ  v.  u.  t(t  an  ciaeai  für  aa  einer  an  »eisen. 

a  3äQ  i«t  bei  Gleichuag  (7.  d.)  im  Renner  dei  CoctGxienlen  vt»  v*  a  tttr  a  m  leUen. 

a  321  i<t  bei  Gleichung  (8.  d.)  im  Nenner  de»  CuefDiientea  voa  y'  /  fDr  d  aa  »elsca. 

B  üä  auf  Zeile  3  v.  u.  iit  Polaraze  f&r  Grundaxo  xa  »elxcn. 

a  Si3  aaf  Zeile  Ii  ▼.  n.  i«t  Vf.  2ZL  Ar  Rr.  21i.  xu  »eUcn. 

a  560  iit  auf  Zeile  1  der  Gleichung  flU.  e.)  in  der  leisten  KlanaMr  -{-  für      xa  »elxea. 

K  SSZ  i*l  im  ZiU^r  de«  in  Abcats  c)  »lebenden  Qnolieaten  a'^  ffif  a,  and  a,  f&r  a^'  xa  »eisen. 

a  äZ&  MiT  Zeile  1  uad  ä  v.  n.  kl  daa  Zeicbeo      fbr  das      su  •elscB. 


Digitized  by  Goo^;;!». 


Digitized  by  Google 


I 
I 

I 
I 
I 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


